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PREMIERE PARTIE

Modélisation geometrique



Chapitre 1

Modeles topologiques

1.1. Introduction.
1.1.1. Représentation de subdivisions.

Les modeéles topologigquéprésentés dans ce chapitre permettent de représenter
des objetsubdivisésc’est-a-dire partitionnés ecellules de différentes dimensions
sommets, arétes, faces, volumes, etc. Les principalesatiotis pour ['utilisation de
ce type de représentation sont les suivantes.

1) « L'objet » que I'on souhaite manipuler présente wireicture considérée
comme importante pour |'utilisation que I'on en fait [BRA 88RA 05, FRA 06]. Par
exemple en géosciences (cf. figure 1.1), il est importanegeésenter les différentes
couches géologiques composant le sous-sol que I'on seuhaitéliser. Ces couches
sont elles-mémes fracturées par des failles, et elles smtcbmposées de différents
blocs correspondant géométriquement a différents volubeméme en architecture,
il est important de représenter les différents volumes amapt un batiment (pieces,
murs, portes, etc.), de connaitre les ouvertures d'une |fEtes, fenétres, etc.). Pour
ces deux exemples d’application, on cherche donc a refersss volumes compo-
sant les objets modélisés. Ces volumes induisent natometiedes faces, partagées
par les volumes, des arétes partagées par des faces, detsopariagés par des
arétes.

Il est important aussi pour ce type d’application de repréegdesrelations de voi-
sinageentre ces différentes cellules, de maniére par exempleddr spelles sont les

Chapitre rédigé par PascalHNHARDT, Laurent FUCHS et Yves BERTRAND.

1. Le termetopologiquedoit ici étre compris dans son acception restreinte de lalogie com-
binatoire [CRO 78].
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Figure 1.1. Modéle de sous-sol.

portes ouvrant sur une piece dans un batiment. En termeséjégues, on cherche
donc areprésenter non seulement les cellules composhjet|'mais aussi leurgla-
tions d’incidence et d’adjacend®aN 88]. On retrouve une problématique similaire
en traitement/analyse d'images [CHR 06], lorsque I'on satetreprésenter la struc-
ture d’'une image segmentée en régions. En plus de la nécessieprésenter des
objets structurés, tous ces exemples ont en commun le failegucellules sona
priori quelconques, elles ne présentent pas de régularité pemteciOn utilise donc
souvent desnodéles topologiques cellulairés. section 1.2) pour leur manipulation.

2) La deuxiéme raison principale pour laquelle on peut émerg a utiliser
des modeles topologiques est que I'on souhdiserétiser« I'objet », en particu-
lier [DER 88, FAR 01, PAO 93, DEF 03a, NIE 02, DAR 03] :

- du fait du modéle géométrique utilisé, par exemple : I'blgst modélisé
comme un assemblage de morceaux d’espaces courbes (e.nis deéic des car-
reaux de surfaces de Bézier); la reconstruction d’un obpetréir d’'une image par la
méthode demarching-cubeproduit usuellement une triangulation;;

- du fait des opérations de manipulation, par exemple : edueéaliste, on
peut choisir de trianguler I'objet afin d’optimiser les adkd’intersection d’'un rayon
avec I'objet; de nombreuses applications nécessitent dieman objet.

Ce type d'application conduit souvent a la manipulationbjéts subdivisés en
cellules réguliéres (e.g. tétraeédres, cubes). Comme geéudent, il est nécessaire
de représenter les cellules composant I'objet, mais agigsalssemblage, c’est-a-dire
leurs relations d’'incidence et d’adjacence. Les modékeplies utilisés sont lesio-
deles topologiques simpliciagf. section 1.3).

Il est a noter que ce type de modélisation, appelé par lamaitklisation géométrique
a base topologigie permet, dans la mesure ou les objets manipulés sont sgéslivi

2. Cette terminologie a été proposée fin des années 1980 peFtla;on, afin de la distinguer
de la modélisation par les bords (Boundary RepresentatioB-cep). Elle s’explique par le
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(i. e. discrétisés), d'effectuer des manipulations locales eetefrésenter des infor-
mations locales dont la sémantique est liée a I'applicabomme les caractéristiques
photométriques d’une face ou le matériau composant un v@lomdes informations

permettant de structurer I'objet, éventuellement a diffiés niveaux, etc.

1.1.2. Distinction topologie - plongement.

Les modéles topologiques permettent de représenstrietured’objets subdivi-
sés : usuellement, ces modéles représentent les cellulaneaes objetabstraits
et 'assemblage de ces cellules comme dstionsentre cellules. Par exemple, les
graphes d’incidence (cf. section 1.2.1) représententd#iales par les noeuds d'un
graphe, et les relations d'incidence entre les celluledgmarétes de ce graphe. Il
est donc nécessaire, pour définir un modéle géométriquepufder un modéle to-
pologique avec ummodele de plongemerui permet de définir ldorme des cel-
lules et donc la forme de I'objet modélisé [BER 94]. Par extempn objet modélisé
par un ensemble de carreaux triangulaires de Bézier pautgjtrésenté par un en-
semble semi-simplicial (cf. section 1.3.2) qui représdmtructure de I'assemblage,
ou chaque cellule « abstraite » est associée a un carreau 96pANPour la représen-
tation de polyédres, chaque sommet (resp. aréte, faceab#trait(e) est associé(e) a
(i. e. plongé(e) enun point (resp. un segment de droite, une portion de plar), &e
maniére générale, un modéle géométrique a base topologpagsétue une représen-
tation semi-explicite : la structure (topologie) est dtecaxplicitement, le modéle de
plongement est plus ou moins explicite : par exemple, sid@mait la structure d’'une
subdivision du plan, ainsi que le plongement des sommessairétes, on peut en dé-
duire le plongement des faces (notons qu’a I'extréme, satétes sont plongées en
des segments, ceux-ci peuvent étre déduits du plongemesbdemets, ce qui suffit
alors a définir compléetement le plongement de toutes leslesltle la subdivision).

fait que les modéles utilisés en modélisation géométrigoasa topologique se basent sur des
notions de topologie combinatoire. Schématiquement, ldéiigation par les bords consiste a
représenter un « solide i €.un volume) par la surface qui le borde. Pendant trés longieamp
représentait en fait une subdivision de la surface du bandase qui est elle-méme orientable
sans bords), et de trés nombreux travaux ont porté sur latd@fide modeles et d’'opérations
permettant de manipuler ce type de subdivisions. Lorsgsetrdgaux ont commencé a por-
ter sur la représentation de subdivisions de I'espace 3DI@BH], i. e. sur la représentation
d’objets composés de plusieurs volumes, il y a eu une certanfusion quant a ce que I'on
cherchait réellement a représenter : un assemblage de gépasant les volumes, ou un as-
semblage de volumes ? Ces questions peuvent paraitre égaedpmais elles ont en fait des
conséquences importantes sur les modéles eux-mémes gpaplexla dimension topologique
d’'un assemblage de faces @stcelle d’'un assemblage de volumes 2sC’est la raison pour
laquelle il est apparu nécessaire de mieux distingumatélisation par les bordst modélisation
de subdivisionsDe plus, modéliser un solide par son bord n'impliqgue pagssgirement de
manipuler des subdivisions.
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Cette distinction topologie-plongement présente plusieuéréts :

— pour le calcul d'informationssur les objets représentés [DEY 99, GON 03,
PEL 06a]. Certaines informations peuvent étre calculéec@iment sur le modele
topologique, par exemple les caractéristiques topolaggliune surface [GRI 81].
Ces caractéristiques (nombre de bords, coefficient d'tai®lité, genre) permettent
de distinguer différents types de surfaces (par exempdatables, comme un anneau,
ou non orientables, comme une bande de Mdbius : cf. figuredt.Bur connaissance
peut étre utile pour vérifier la validité des objets lors de leonstruction, voire pour
contrbler cette construction. De méme, la représentatipficite de la structure des
objets par un modéle topologique est utile en particulier pies opérations de com-
paraison ou de mise en correspondance d’'objets (e.g. camparde régions entre
deux images, réévaluation automatique d'un enchainengeabdstructions lorsque
certains paramétres de la construction sont modifiés, etc.)

— pour laconstructiondes objets [LIE 88, DUF 91, CHE 92, BER 94, FUC 96].
Pour certaines utilisations, par exemple en animationjdtetarticulés, la structure
des objets est invariante alors que la forme évolue ; legseapérations sont donc des
opérations modifiant le plongement des objets. La distinctbpologie-plongement
permet aussi de structurer certaines opérations en opésatius locales et plus ato-
miques. Typiquement, I'arrondi d’une cellule peut étre migbiar le couplage d’'une
opération de chanfreinage topologique, qui exploite l&@rmations topologiques lo-
cales de la cellule a arrondir, et d’'une opération d’arrgg@bmétrique, qui calcule
la forme des cellules résultant de I'opération de chanégéntopologique (cf. figure
1.3). Dans cet exemple, le modéle topologique fournit diessnimations permettant de
contrdler les modifications de forme. Dans d’autres casydiise se produit[CAZ 95].
Par exemple, les opérations booléennes s’expriment ansgérations locales (e.g.
éclatement de cellules, « collage » de cellules), mais dacasg, ce sont les informa-
tions de plongement qui contrdlent les modifications togimjoes devant étre effec-
tuées.

1.1.3. Différentes classes de modéles.

De trés nombreux modéles (et opérations associées) orrofigges pour la repré-
sentation et la manipulation d’objets subdivisés, et cesdhfférents domaines : mo-
délisation géométrique, algorithmique géométriquetdraent et analyse d'images,
topologie, mécanique des solides, etc [BAU 75, ANS 85, WEI®3I 85, WEI 86b,
DOB 87, EDE 87, DEF 88, BRI 89, LIE 89b, LIE 89a, DOB 89, ARQ 81DR89,
GUR 90, LUO 90, MUR 90, SPE 91, FER 91, CRO 91, BRI 93, HAN 93, FF)
KUN 93, LIE 94, ELT 94, PAS 95, LAN 95, FIO 96, CAV 97, BER 00, LEH, BRA 03,
BRU 03, DEF 03b, DAR 03, DEF 04, DAM 04, MEI 05, PEL 06b]. Il eshéter, ce
qui est rassurant, que les solutions proposées sont trddadges, indépendamment
de leurs domaines d’origine. On peut schématiquementerlass modeles suivant
(cf. figure 1.4) :
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(a) (b)
(©) (d)
Figure 1.2. Différentes surfaces. L'anneau (a) (resp. la bande de M)
est une surface orientable (resp. non orientable) a un bloectore (c) (resp. la

bouteille de Klein (d)) est une surface orientable (resp anentable) sans
bord.

(b)

Figure 1.3. Chanfreinage et arrondi d’arétes et de sommets. En (a) |égear
d1, d2 et le sommes sont chanfreinés en (b). En (c) arrondi obtenu lorsqu’on
associe des surfaces.

1) letype de celluleson peut ainsi distinguer les modeéles selon qu'ils permette
de représenter des assemblages de :
- cellulesrégulieres: simplexes (triangles, tétraedres, etc.), simplexesquds
(carrés, cubes, etc.), simploides, qui sont des produiissiens de simplexésetc. ;
- cellulesquelconquesen fait, le terme « quelconque » est abusif : si les mo-
deles cellulaires permettent une plus grande diversitdegimodéles précédents en

3. Ceci comprend donc les simplexes eux-mémes, les cubesdiles produits de simplexes
de dimension, i. e. des arétes), les prismes en 3D (qui sont le produit d’'ungdtéaat d’'une
aréte), etc.
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ce qui concerne le type de cellules pouvant étre maniputédies-ci vérifient en gé-
néral des propriétés topologiques assurées par la défimitiane du modéle (cf. sec-
tion 1.4.1);

2) le type d’assemblageon peut ainsi distinguer des modéles topologiques per-
mettant de représenter des subdivisions possédant ou saeliides incidentes plu-
sieurs fois entre elles (on parle alorsrdalti-incidencé. Par exemple, une boucle est
une aréte dont les deux extrémités sont confondues en un spamigue, et I'aréte
est ainsi incidente deux fois au sommet. Dans les deux cgswrencore distinguer
différentes sous-classes d’'objets, en particulier :

- desquasi-variété{manifoldselon la terminologie anglo-saxonne), caracté-
risées par certaines propriétés topologiques importamas exemple, les surfaces
s'inscrivent dans ce cadteOn peut ici encore distinguer par exemple des modeles
congus pour représenter des quasi-variétés orientablesrgavec ou sans bords, ou
d’'autres congus pour représenter des quasi-variétég@e®nans bords;

- des complexeg(non-manifoldsuivant la terminologie anglo-saxonne) : il
s'agit d’assemblages « quelconques » de cefulesterme « quelconque » étant a
prendre avec certaines réserves (cf. section 1.2).

1.1.4. Objectifs du chapitre.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons des exemptesdides cellulaires
et simpliciaux de base (cf. sections 1.2 et 1.3), ainsi qeendéions et opérations de
base indispensables a leur manipulation. Il est bien sigssadire, pour une applica-
tion donnée, d'adapter les modeles et de les compléter pat djinformations, en
fonction des impératifs propres a une application donnkestiaussi nécessaire de
définir des opérations élaborées, adaptées a I'applicatiofonction des opérations
de base définies sur les modéles.

Les différents modéles cellulaires (resp. simpliciaux@ qous présentons corres-
pondent a différentes classes et sous-classes d’objats.\Morons qu’étant donné un

4. Si I'on considére par exemple une surface subdivisée reeptént pas de multi-incidence,
alors celle-ci peut étre construite en « collant » des fagdsrlg de leurs arétes, de telle ma-
niére que toute aréte soit incidente a au plus deux faces.géhéralement, le ternmeanifold
est usuellement employé en modélisation géométrique pésigiker les généralisations des
surfaces en dimension quelconque. Cependant, ce termse guiduit parvariété désigne en
topologie un objet tel que le voisinage de tout point est «véient » a une boule. Or on ne
sait pas caractériser cette propriété de fagon combieatetiil n'est donc pas possible de défi-
nir des modeles topologiques correspondant exactemengaigtés. En revanche, nous savons
caractériser une classe d’objets un peu plus vaste quiessmqiasi-variétés

5. En dimensior2 par exemple, une aréte peut étre incidente a plus de deus, @eex faces
peuvent étre « collées » par un sommet, etc.
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Assemblages

Cellulé Complexes Quasi-variétés

Figure 1.4. Différentes classes de subdivisions.

modele correspondant a une classe d'objets, il est pos$itedéduire un modéle
optimisé pour la représentation d’une sous-classe ermsartliles propriétés topolo-
giques de celle-ci, ce qui permet de définir des opératiom®deersion de modeles.
De plus, les modeles cellulaires peuvent étre interprétésrenes de modeles simpli-
ciaux structurés implicitement en cellules [LIE 91, BRI Q8 94, ELT 94, BER 99,
ALA 04]. Ceci permet :

— d'étendre au cas cellulaire des propriétés important@sies en topologie com-
binatoire dans le cadre simplicial,

— de convertir les modéles cellulaires en modeéles simpiic{at réciproquement
sous certaines conditions) ; en particulier, ceci permendetrer que les cellules des
modeles cellulaires ne sont pas aussi « quelconques » qu@diat I'imaginer, en
précisant les propriétés topologiques qu’elles vérifient.

Nous pouvons ainsi inscrire les modeéles topologiques dartadre général, qui
présente en particulier I'intérét de pouvoir définir degaras permettant de choisir un
modéle topologique en vue d’une utilisation particuliéaie ¢ection 1.4).

1.2. Modeles topologiques cellulaires.

De nombreux travaux ont porté sur la définition de modélesltmiques cellu-
laires. Bien gu’ils aient été menés dans des domaines ffésatlits (e.g. modélisation
géométrique, traitement/analyse d'images), ces travatigloouti & des propositions
relativement proches, que I'on peut classer en deux gracatégories : les graphes
d’incidence et les modéles ordonnés, suivant la terminelpwpposée par Brissén

6. Les graphes d'incidence ne représentent pas expliciternBordre » des cellules les unes
par rapport aux autres : par exemple, la figure 1.7 illustrexdmubdivisions distinctes, qui
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Les graphes d’incidence permettent de représenter dets agjulaires trés gé-
néraux, bien que ne présentant pas de multi-incidence,peaisle travaux ont porté
sur la caractérisation de ces objets et sur la définition deaiates de cohérence per-
mettant de garantir les propriétés topologiques vérifiéesgs objets représentés. En
revanche, les modéles ordonnés ne présentent pas cesénamis. I existe quelques
résultats partiels [ALA 04], montrant I'équivalence entrertaines sous-classes de
graphes d'incidence et certains modeles ordonnés. Dansasesl est possible de
définir des opérations de conversion entre les deux typesodeéles.

1.2.1. Graphes d'incidence.

Introduction. Plusieurs notions basées sur é&asembles partiellement ordonnés
ont été définies dans la littérature [BER 99, ROS 89, BRI 89B 89, permettant
de représenter différentes classes d'objets (e.g. passédaon des cellules a bord
incomplet, etc.). Certains modéles permettent d’expriphes facilement que d’autres
certaines propriétés topologiques ou certaines conging:tNous étudions dans cette
partie les graphes d’'incidence (Gl), dans leur version de ba

Un Gl est un graphe orienté dont le principe de définitionestuivant (cf. figure
1.5) : un noeud correspond a une cellule de I'objet modédisé, chaque noeud est
associée la dimension de la cellule correspondante ; ute aréntée correspond a
la relation de bord entre une cellule de dimensiet une cellule de dimensian- 1
de son bord. Un objet esbnnexesi le graphe associé est connexe. L'ensemble des
cellules correspondant aux noeuds-fils (resp. noeudspéhen noeudn constitue
le bord (resp. Iétoile) de la cellule associéem Ces notions sont importantes, car
elles permettent de définir isinage locad’'une cellule {. e. les relations d’adja-
cence et d'incidence entre cellules). En pratique, de nembiraitements nécessitent
d’explorer le voisinage d’une cellule, de parcourir un Gluitisant ces notions de
voisinage, d'utiliser ces informations de voisinage paurtodler certaines opérations
de construction, etc. Ces parcours par voisinage sont foadeux pour la manipula-
tion d'objets représentés par des modeles topologiques.

La définition des Gl pose des problemes fondamentaux, quiétadiés en sec-
tion 1.4.1:

pourtant correspondent intuitivement au méme graphe idémce (nous verrons par la suite
gue ce graphe d’'incidence ne correspond ni a I'une ni a Badgrces deux subdivisions). Sil'on
parcourt le bord de la facE; en tournant dans le sens trigopnométrique, on obtient deitessu
d’arétes distinctes pour les deux subdivisidnsc, e, d, f,b) et (a,c, f,d, e, b) ; de méme, si
I'on tourne autour du sommeétdans le sens trigonométrique, on obtient les séquenceitekar
(b, f,e,c) et(b,e, f,c). Cette notion d’ordre, non représentée explicitement timgraphes
d’incidence, I'est en revanche dans les modeles ordonrféfigure 1.10.
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Figure 1.5. Un exemple de graphe d’'incidence.

— quelles contraintes doit-on ajouter a la notion de Gl afigalantir la représen-
tation d’'objets « valides » ? Par exemple, un Gl peut reptéseme aréte incidente
a trois sommets (cf. figure 1.6). Ceci pose en particulierdastjon des propriétés
topologiques que doivent satisfaire les cellules : comnd@iré ci-dessus, I'intérét
des modéles cellulaires par rapport aux modeles simpli@atide pouvoir manipuler
des objets formés de cellules « quelconques », mais cet éxengmtre que le terme
« quelconque » doit étre précisé;

— étant donné un objet géométrique subdivisé, le Gl quelii@mgine intuitivement
représente-t'il vraiment la structure de cet objet, et cend@iére non ambigué ? Par
exemple, un méme GI peut étre intuitivement déduit des debdigisions représen-
tées en figure 1.7, alors que formellement, ce Gl ne correspioa I'une ni a I'autre
de ces subdivisions (cf. section 1.4.1). En particulier,G& ne permettent pas de re-
présenter de maniere non ambigué des objets contenantltldsscenulti-incidentes,
car il est ici nécessaire de connaitre, pour ces cellulesi-muaidentes,'ordre des
cellules de leurs bords ou de leurs étoiles...

Figure 1.6. Représentation d'une partie de subdivision comprenantanéte
incidente a trois sommets.



18 Informatique géométrique et graphique

Figure 1.7. Exemple de deux objets distincts ayant méme graphe d’'imcide

Représentation et opérationsOn peut évidemment représenter un Gl en utilisant
les mémes méthodes que pour la représentation de grapbetesriEn pratique, il est
efficace pour certaines opérations de représenter ausséles inversement orientées
du graphe. Par exemple, les parcours du bord de celluléseutilles arétes du Gl
initial, les parcours d’étoile utilisent les arétes inwsrs

Les Gl constituent un modéle cellulaire auquel on peut assdifférents modéles
de plongement. En particulier, les cellules du Gl sont pémsgen leur associant un
objet géométrique de dimension correspondante (point;eaorde courbe, morceau
de surface, etc.). Les cellules de dimension supérieurgale &l sont souvent plon-
gées sur un espace support, et leur forme précise est dédineepespace support
et la forme de leurs bordsce qui correspond a la notion de carreau restreint utilisée
en Conception Assistée par Ordinateur (CAO). Par exempiertae d'une face est
définie par une surface support, découpée par le bord deda¢haque aréte du bord
de la face est plongée sur une courbe support contenue danddae support de la
face, et délimitée par ses points extrémités.

S'il est assez simple de définir des opérations de base deulain d'un graphe
(ajout de sommets, d'arétes), la définition d’opérationbake pour la manipulation
de Gl est plus compliquée, dans la mesure ou ces opératiarentigarantir la vali-
dité (au sens topologique) des objets représentés. Pampexeatifférents ensembles
d’'opérateurs d’Euleont été définis pour la construction de toute subdivisionude s
face orientable sans bords [MaN 88] existe en effet une classification des surfaces,

7. Nous retrouvons ici la notion de représentation par ledddans une acception plus générale
étendue a un ensemble de cellules, et non dans son inteigumétitiale stricte de représentation
de solides par leurs bords.

8. Par exemple, insérer, dans une face, un sommet et une aei&terite a ce sommet et a un
sommet du bord de la face, ou éclater une face en insérantréteeemtre deux sommets du
bord de la face, etc.
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basée sur un petit nombre de caractéristiques : les opesak&uler garantissent que
les variations des caractéristiques lors de I'applicatimpérations est conforme a la
classification, et donc que I'objet représenté est bien ubdigision de surface. Le
probléme de la définition d’opérations de construction gsaant la validité de I'ob-
jet construit reste posé en dimension supérieure, dansdammeu il n’existe pas de
classification similaire a celle des surfaces [WEI 86a]. &ranche, plusieurs opéra-
tions de construction de Gl a partir de représentationgefsbalides (e.g. extraction
d’'objets a partir d'images par algorithmes de type marcitiniges) ont été proposées;
la validité du Gl construit est ici garantie par la validiglibbjet initial. En particulier,
I'intérét de I'utilisation de Gl dans ce type d’applicat®réside dans la réduction des
informations représentées, tout en gardant I'essentgeirdermations topologiques.

1.2.2. Modéles ordonnés et quasi-variétés cellulaires.

Nous avons vu ci-dessus que la notion de Gl repose sur urésgggation explicite
des cellules et des relations de bord entre ces cellulesoluéian retenue dans les
modéles ordonnés consiste a définir ces modéles en les sasamt élément plus
« atomique » que les cellules et sur des opérateurs portanésiéléments. Comme
nous le verrons par la suite, ces éléments correspondeittviainent & un sommet
de I'objet, « vu » d’une aréte incidente a ce sommet, « vuee>raBme d’une face
incidente a I'aréte, etc. De par ce type de définition, lekileed sont représentées de
maniére implicite, ainsi que leurs relations d’incidentd’adjacence, et nous verrons
gu'il est facile de les expliciter.

Le principal intérét de ce type de définition est qu’il estgibke d’y ajouter des
contraintes de cohérence qui permettent de contréler Ggwigtés topologiques que
doivent satisfaire :

— d'une part les cellules : par exemple, il est possible digodans la définition
méme du modele des contraintes permettant d'éviter de migniges objets présen-
tant des arétes incidentes a plus de deux sommets,

— d’autre part les objets, e. les assemblages de cellules : par exemple, il est pos-
sible d’autoriser ou non I'existence de cellules multiiitentes, etc.

Nous étudions ci-dessous trois modéles issus de la noticartlecombinatoire [EDM 60,

JAC 70, COR 75, VIN 83, TUT 84, BRY 85, JAM 85], permettant resfivement de
représenter des quasi-variétés cellulafrgselconques, des quasi-variétés cellulaires
orientables sans bords, des complexes cellulaires. Ce&lesmbnt respectivementles

9. Une quasi-variété cellulaire de dimensiarpeut étre définie constructivement comme un
ensemble de cellules de dimensiarcollées entre elles le long des cellules de dimensienl

de leurs bords, de telle maniére qu’une cellule de dimensienl est incidente a au plus deux
cellules de dimension.
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cartes généralisées, les catfest les chaines de cartes [LIE 94, ELT 94] (cf. section
1.2.3), qui permettent donc de représenter différentesetaet sous-classes d’'objets.
Nous montrons en particulier que chaque modéle correspbrRdane sous-classe
d’'objets est en fait une optimisation d’'un modele correslam a une classe plus gé-
nérale d’objetsl. Enfin, nous étudions le lien entre ces modéles et les autrdsles
ordonnés proposés dans la littérature.

Cartes généraliséesEtant donnée une quasi-variété cellulaire, on peut intiti
ment obtenir la notion de carte généralisée (ou G-carteg dwhiére suivante. Consi-
dérons I'objet présenté dans la figure 1.8(a). Cet objetastitué de deux facels,
et F, collées le long de leur aréte communén éclate alors I'aréte en deux nou-
velles arétes (figure 1.8(b)), de maniere a isdleet F» : ces deux nouvelles arétes
correspondent respectivement a I'aréte vue » deF; et a I'arétec « vue » deFs.
Afin de se souvenir que ces deux arétes n’en faisaient itiaht qu'une seule, on
ajoute une relation entre ces arétes, a laquelle on assodienkensior2, indiquant
gu'initialement les face$’ et F» (donc deux cellules de dimensi@j partageaient
une aréte commune. On peut aussi « éclater » les autres deg@subdivision ini-
tiale, mais cela n'engendre pas de nouvelles arétes, earfelit toutes partie du bord
de cette subdivision : pour s’en souvenir, on définit, poaogte aréte, une relation de
dimensior sur celle-ci (figure 1.8(b)).

Le bord de chaque fadg, ou F> est lui-méme une quasi-variété de dimension
chaque bord peut étre construit en collant des arétes lederigurs sommets extré-
mités, de telle maniére que chaque sommet soit incident dua2 @rétes. On peut
donc ré-appliquer le méme procédé et éclater chaque somoiéent & deux arétes
en deux nouveaux sommets (figure 1.8(c)). Chaque nouveamsboorrespond en
fait a un sommet de la subdivision de départ, « vu » d’'une atétla subdivision
initiale, elle-méme « vue » d’'une face. De méme que précédmman se souvient,
en ajoutant une relation de dimensibantre chaque paire de sommets correspondant
a I'éclatement d’'un sommet, de I'appariement des arétee efies. Afin que la rela-
tion de dimensior soit bien définie sur ces nouveaux éléments, on la reporeusur
(figure 1.8(c)).

Le bord de chaque aréte est maintenant défini par deux somgsattant des écla-
tements successifs, entre lesquels on définit une relatidimeensiord permettant de
se souvenir qu'ils correspondent aux extrémités d’'une menéte (figure 1.8(d)).

10. La notion de carte étend en dimension quelconque la notarade combinatoire, définie
initialement en dimensiog.

11. Par exemple, les cartes généralisées constituent umeisgtion des chaines de cartes pour
la représentation de quasi-variétés cellulaires ; legsadnstituent une optimisation des cartes
généralisées pour la représentation de quasi-variétésabels orientables sans bord.
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Figure 1.8. Construction d’'une carte représentant une quasi-variéléutaire.

Les sommets éclatés en fin du processus constituent lesrékdebase du mo-
deéle, que I'on appellera par la suite das. On peut noter que les relations de di-
mension), 1, et2 apparient les brins par paires, ce que I'on peut formaligesi ales
brins correspondent & des objets « abstraits », les retasiomt représentées par des
applications entre les brins, conduisant ainsi a la désimiuivante :

Unepré-cartede dimensiom est une algeb@ C' = (B, aq, ..., oy, ), OU
— B est un ensemble fini d’objets abstraits appbléss;
—Vi,0 < i < n,q; est une involutiod3de B dansB.

12. Un ensemble sur lequel agissent des opérateurs.

13. Une involutiona : B — B est une bijection suB qui est sa propre inverse ; en d'autres
termesyYb € B, baa = b, ou encoréha: = ba~*. Nous utilisons ici la notation anglo-saxonne
post-fixée ol (b) est notéeéa.
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On peut noter de plus une contrainte entre les involutionisest apparue lors du
processus d’éclatements successifs. Quatre brins, nomesgsctivememnt, 5, 7, 8,
ont été créés autour de 'ar@éteommune & et F». 4 et5 (resp.7 et 8) définissent
les extrémités de l'aréte « vue » @& (resp. dely), ce qui correspond au fait que
I'involution o « lie » chaque paire de brins. Comme les faces partagentd’aré
il faut de plus que I'assemblage des brins par I'involutignsoit cohéreritt,ce qui
induit la définition suivante :

Une G-carte est définie comme une pré-calte = (B, ay, ..., a,) Vérifiant :
Vi, 7,0 <i,j <n,i¢{j—1,7,j+ 1}, a;a; estune involutiot®.

Notion d’orbite. Il est maintenant nécessaire d’expliciter la notion deutelt
pour ce faire, nous introduisons la notiomddite : soit B, un ensemble, ety, ..., 7,
un ensemble de permutations définies Buil'orbite d’'un élément de B relative-
ment & cet ensemble de permutations, netésy, ..., 7, > (b), est informellement
I'ensemble de tous les éléments@gue I'on peut atteindre a partir dgpar une com-
position quelconque des permutations et de leurs invdi$ast noter que I'ensemble
des orbites pour 'ensemble de permutatien, ..., 7, } réalise une partition d8 (cf.
figure 1.9). SoientV = {0, ...,n}, I = {i1,...,i,} € N etb € B; on note<>; (b)
I'orbite deb relativement a I'ensemble des involutions d’'indices camgansl.

Différentes informations peuvent étre maintenant exdsaiirectement des cartes.
Par exemple, pour toutcompris entre) et n, on définit formellement les cellules
de dimension; comme I'ensemble des orbites>_y;, (cf. figure 1.9). On peut
de plus définir les G-cartes des cellules pafi,0 < i < n, la (n — 1)-G-carte
desi-cellules esC; = (B, ag, ..., aj—1, &, @iy1, ..., ), OU la Notationy; signifie
gue l'involutiona; est omise. Chaque composante connexe de cette G-carteldécri
structure du voisinage d’une cellule de dimension i (cf.fgl.9(a, b, c)). On peut
de méme définir lgn — 1)-G-carte des bords, qui décrit la structure d’'une quasi-
variété cellulaire de dimension— 1 recouvrant le bord de la quasi-variété cellulaire
de dimensiom associée a la G-carte, s'il est non vide (cf. figure 1.9(dpuddirons
gu’une pré-carte (resp. une G-carte)= (B, ay, ..., o, ) €Stconnexesi et seulement
si elle ne contient qu’une unique orbite pour 'ensembleideslutions. La pré-carte

14. Siles brinst et 8 sont « liés » par, alors leurs images pato, i. . les brins5 et 7, sont

« liés » aussi padis.

15. Il faut noter que cette contrainte de cohérence ne prendeas qu’a partir de la dimen-
sion 2 : en d’autres termes, les notions de pré-carte et der8-sont équivalentes en dimen-
sion 0 et 1. En dimension supérieure, si 'on considére uasieariété comme étant construite
par « collage » de cellules de dimensiote long de cellules de dimensien- 1, cette contrainte
de cohérence garantit que les cellules de dimensien1 identifiéedors du collage ont bien
méme la structure : par exemple, il sera impossible en dimer$sde coller un cube et un
tétraedre, car les structures d’'un carré et d'un trianghé différentes.
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(resp. G-carte) estans bordsi et seulement si toutes les involutions sseuhs points
fixesi. e.pour touth € B, ettouti,0 < i < n, on aba; # b.

6 3
14 9

13 10
12 11

© (d)

Figure 1.9. Les différentes G-cartes des cellules correspondant a tarcke
de la figure 1.8. En 1.9(a) les sommets, i. e. les orbiteso,1,21 03 =
< ai, a2 >, en 1.9(b) les arétes, i. e. les orbites> 1,211} =
< ao, a2 >, eten 1.9(c) les faces, i. e. les orbites> 91,2123 =

< ap, a1 >. Lafigure 1.9(d) décrit la carte des bords.

Remarquons aussi que les G-cartes permettent de résosigreldemes posés par
la multi-incidence des objets de la figure 1.7. Les G-cardes@ées a ces objets sont
représentées sur la figure 1.10.

De plus, différentes contraintes de cohérence supplémesniant été proposées
afin de représenter des sous-classes de quasi-variétéioed,, par exemple, une
contrainte permettant de caractériser les G-cartes gumelsint a des quasi-variétés
ne présentant pas de multi-incidence [ALA 04]. Il est aloosgible de caractériser
ainsi les Gl correspondants et de définir des opérations deecsion entre Gl et
G-cartes de ce type. Par exemple, si la G-carte est sansimuittence, on peut lui
associer un Gl équivalent de la maniére suivante. Un noegdaphe (. e.une cellule
de dimension i) est associé a toute orhite y_¢;, ; une aréte du graphe relie deux
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(b)

Figure 1.10. Les cartes associées aux objets de la figure 1.7 présentant de
multi-incidences.

noeuds associés a deux orbites y_r;y et<>y_r;_1; Si et seulement s'il existe un
brin commun aux deux orbites.

Représentation des G-cartesDu fait de leurs définitions, on peut facilement as-
socier un graphe non orienté a toute pré-carte et donc a @wtate : un noeud du
graphe correspond a un brin, et une aréte numérotéke deux noeuds associés a
deux brins images I'un de l'autre pat. Chague noeud du graphe est donc incident a
n arétes, numérotées & n. On peut donc représenter une pré-carte ou une G-carte
en utilisant les mémes méthodes que pour les graphes nanéwmiees opérations de
parcours (e.g. de composantes connexes, d’orbites),tedlgsnpour la manipulation
des cartes, peuvent étre facilement définies comme desypame graphes, utilisant
toutes les arétes, ou seulement des arétes valuées parentices.

Le plongement des G-cartes est défini de maniére similaiga des Gl, par
des espaces supports. Simplement, une cellule étant défimee une orbite d’'un
brin, c’est-a-dire un ensemble de brins que I'on peut afteira partir d’'un brin de
référence, on peut choisir différentes méthodes pour septér cette information,
en particulier selon la complexité espace/temps atterfdogeut ainsi associer une
information :

— atous les brins de I'orbite, ce qui permet un acces diréictfaimation associée
a la cellule a partir de tout brin la composant, ce qui estafficen consultation,
mais I'est moins en modification. En particulier, s'il y a niftghtion de la structure
d’une cellule (e.g. éclatement d’'une cellule en deux ndasaiellules), il peut étre
nécessaire de parcourir tous les brins de la cellule initifih d’associer I'information
correspondante a chaque nouvelle cellule;

—aun brin représentant de I'orbite, ce qui est plus efficacmedification, mais
peut I'étre moins en consultation, dans la mesure ou, émmi&un brin de I'orbite,
il peut étre nécessaire de parcourir toute I'orbite afin daver le brin porteur d’in-
formations.
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Opérations. Deux opérations de base peuvent étre utilisées pour cinestoute
pré-carte de dimension C = (B, ay,...,a,). La premiére consiste a ajouter un
nouveau brin « isolé », e.invariant pour toutes les involutions. La deuxiéme comsist
a « coudre », pour une dimensiodonnée (| < ¢ < n), deux bring etd’ invariants
para;, i. e.a modifier I'involutiona; de maniére a ce queetd’ soientimages I'un de
I'autre par cette involution.

Ces deux opérations de base peuvent étre aussi utiliséesquatruire toute G-
carte, mais il est nécessaire dans ce cas de contraindézdiogn de « couture ». La
précondition de I'opération est que les orbites y_;_1,;,,+1; deb etb’ aient méme
structurej. e.en d’autres termes, que les sous-cartes

(<>N—fi—vijit1} (b), 00,y Gio1, Gy Gty oy i)

et
(<>N—fictiivty (0), @0y i1, @y Qg oy o)

soient isomorphes par;16. L'opération proprement dite consiste a « coudieet b’
comme précédemment, mais aussi tous les brins correspsrtEndeux sous-cartes
ci-dessus : en dimensighpar exemple, ceci garantit que le collage de volumes soit
bien fait le long de faces, et que ces faces aient méme steuctu

De nombreuses autres opérations peuvent étre définies sieggiement pour
la manipulation des G-cartes, a partir de ces deux opégratlerbase : éclatement,
contraction, chanfreinage de cellules, extrusion et ptagrtésien, etc. Basées sur
ces opérations topologiques, de nombreuses varianteérdiigns géométriques ont
été définies, comme I'arrondi de cellules, le co-raffinenfiert le calcul de la subdi-
vision résultant de la superposition de deux subdivisiehigs opérations booléennes,
etc [CAZ 95, DAM 03, LIE 04]. La plupart de ces opérations penivétre étendues
pour la manipulation d’autres classes d’objets cellutaire

1.2.3. Autres classes d'objets cellulaires.

Cartes. De méme que les G-cartes constituent un modele topologiptimieé
pour la représentation de quasi-variétés cellulairesa(c$si section 1.4.1), les cartes
constituent un modéle optimisé défini a partir des G-carntes [a représentation de
quasi-variétés cellulaires orientables sans bords. Urie da dimensiom est définie
comme une algébr€ = (B, 41, ..., 3,), 0U :

16. Cette contrainte sur l'opération de couture dans le caSdeartes est liée a leur contrainte
de cohérence, e. a;a; est une involution pour tout différent dei — 1 et dei + 1. Il est
aussi possible d’expliquer cette condition en expliquand quoi correspondent les sous-cartes
devant étre isomorphes, mais ceci fait appel a des notionsegsont abordées qu’en section
14.1.



26 Informatique géométrique et graphique

— [31 est une permutation s ;
-Vi,2 <i<mn,; estune involution suB ;
=Vi,j,1<id,5<mn,i¢{j—1,5,7+ 1}, 30, estune involution suB.

Leur définition repose sur la propriété suivante (cf. figufell Soit une G-carte
connexe sans bort&C' = (B, ag, ..., o, ). LacarteC'O = (B, apay, agag, ..., 6oy,
dite carte des orientations d& comporte :

— une composante connexe : dans ce €asst dite non orientable ;

— deux composantes connexes : dans ceCa&st dite orientable, et chaque com-
posante connexe déO correspond a une orientation dé Il est bien connu qu’un
objet orientable peut étre orienté de deux maniéres ingdtgee de I'autre, et c’est
exactement ce que représentent ces deux composantesesrbemme chaque com-
posante connexe peut étre déduite de I'ddfnk est inutile de représenter explicite-
ment les deux. Ceci permet de préciser d’une part I'optititisaéalisée (dans le cas
des quasi-variétés cellulaires orientables sans bordgagne environ un facted
en utilisant une représentation par cartes au lieu d'uneéseptation par G-carte) et
d’autre part le mode de conversion entre G-cartes et cartes.

On peut déduire facilement de nombreuses notions définidesgartes a partir
de celles définies sur les G-cartes (e.g. carteg-defules), de méme que des opéra-
tions de construction de base ou plus élaborées. Il faut nésmmoins que, comme
les cartes ne permettent de représenter que des subdéssing bords, certaines opé-
rations et constructions sont plus difficiles a réaliseequitilisant des G-cartes.

Chaines de carteslLes cartes constituent un modele topologique optimisé, dé-
duit des G-cartes pour la représentation d’'une sous-clessguasi-variétés cellu-
laires. D’autres modéles topologiques ont été définis,alart pour la représentation
d’autres sous-classes, et d’autre part pour la représamtd classeplus générales
d’objets cellulaires. Par exemple, les chaines de carteE 98, ELT 94] permettent
de représenter des complexes cellulaires, c’est-a-dsebets cellulaires dont les
cellules sont des quasi-variétés cellulaires au sens défil@ssus, mais dont I'assem-
blage est « quelconque ».

Une chaine de cartes est une algel€);—o... n, (0%)i=1....n), telle que (cf.
figure 1.12) :

17. Rappel : la G-carte est sans bords si toutes les involusonssans points fixes.

18. Si I'on note CO1 = (B1,061,02,..-,0n) €t CO2 = (B2,71,72,..-,77n) C€S deux
composantes connexes, alaf%); est isomorphe a la carte inverse d&,, CO,' =
(B2,v; ', 72, .-, 7n ). Ceci correspond au fait QU801 décrit une orientation ef'O, I'orien-
tation inverse.
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Figure 1.11. (a) Une subdivision du plan. (b) La G-carte correspondangts,
est orientable sans bords. (c) Une composante connexe deteades
orientations et (d) I'autre composante connexe. Ces demposantes

connexes décrivent les deux orientations possibles debldision initiale.

-Vi,0 <i<n,C"=(B'al,..,al_;,al = w) est une G-carte de dimensign
telle quew est une application indéfinie s ;
—Vi,1 <i<n,o': B® — B! estune application vérifiant, pour tout bfinle
B
-VE,0 <k <i—2balot =bolal !,
- baﬁflaiai’l = botoi™1,

Pour touti, chaque composante connexe de chaque G-Carticrit 'intérieur
d’une cellule de dimensioh ce qui s’exprime formellement par le fait que I'involution
d’indice est indéfinie. Chaque cellule de dimensiast liée aux cellules de son bord
par I'applicationo? ; les contraintes de cohérence garantissent qu'il s’agit biiun
complexe cellulaire, dont les cellules sont toutes desieuaaités, et que la structure
de chaque cellule correspond bien a la structure de son bord.
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Figure 1.12.Un exemple de chaine de cartes. (@) le complexe cellulaire &
représenter, efib) la structuration en cellules de ce complexe.(Enla chaine
de cartes, ou l'intérieur de chaque cellule est représeatéune G-carte.

Il existe différentes variantes de chaines de cartes reptast différentes classes
de complexes cellulaires : les principes de leur reprétentat de leur manipulation
sont proches de ceux des cartes et des G-cartes. A noteegiurilaintenant possible
de définir les G-cartes comme un modeéle optimisé, déduitllgimes de cartes pour
la représentation des quasi-variétés cellulaires. En, & quasi-variétés cellulaires
étant définies comme des assemblages de cellules de dimersitong des cellules
de dimensiom — 1 de leurs bords, de sorte qu’au plus deux cellules de dimemnsio
soient incidentes a une cellule de dimensior 1, il suffit de ne représenter que les
cellules de dimension (i. e. la G-carteC™) et de remplacer I'opérateur de bard
liant les (brins des) cellules de dimensiormux cellules de dimension— 1 de leurs
bords par un opérateur d’adjacengg liant les (brins des) cellules de dimension
adjacentes entre elles (cf. aussi la section 1.3.4).

Autres modeéles ordonnésDe nombreux autres modeéles ordonnés ont été pro-
posés dans différents cadres : algorithmique géométriqadélisation géométrique,
structuration d’images (cf. la section 1.1.3). Des éqernaés ont été montrées en
particulier entre [LIE 91, BRI 93] :

— les G-cartes et les structurgsad-edgefacet-edgecell-tuple;

— les cartes et les structunemged-edgeface-edgevertex-edgeradial-edge Par
exemple dans le cas de la dimensduin brin d'une carte peut étre interprété comme
une aréte orientée, qui est I'objet abstrait de base dansthestureswinged-edge
face-edgest vertex-edge

Les principales différences entre ces structures porteriagedondance plus ou
moins importante de I'information représentée. On peutsthde ne représenter ex-
plicitement que les informations minimales (brins et agadions), ou de représenter
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aussi les cellules, auxquelles on attache souvent degriafams (plongement, infor-
mations spécifiques aux applications visées, etc.). Danag;él faut bien sir respec-
ter les contraintes de cohérence, tous les brins d’'une méme cellule sont associés a
la méme cellule explicite.

1.3. Modeles topologiques simpliciaux.

Les complexes simpliciaux abstraits (CSA) sont I'un des éhesitopologiques les
plus connus et les plus utilisés [AGO 76, PAO 93, CIG 94, DEB]0Bes ensembles
semi-simpliciaux (ESS) les généralisent [MAY 67, LAN 95, N®6], dans le sens ou
I'on peut associer un ESS a tout CSA, mais que l'inverse mpastvrai. En particu-
lier, les ESS permettent de représenter des objets « cour@esntuellement multi-
incidents, alors que cela n’est pas possible en utilisantG®A. Ces deux modéles
different aussi par la forme de leurs définitions. La défimitdes CSA est purement
ensembliste ; les ESS sont définis comme une algebre.

Nous rappelons ici les définitions des CSA et des ESS, quelgpigons et opé-
rations de base importantes (les opérations de calcul geigtés topologiques, sur
lesquelles de nombreux travaux sont menés depuis plusianées, ne sont pas abor-
dées ici [DEL 95, DEY 99, PEL 06a]). Nous verrons aussi controenvertir chaque
structure en l'autre quand cela est possible, ainsi quexdenpes classiques d’opti-
misation de ces modeéles, en particulier dans le cas desquEsiés simpliciales.

1.3.1. Complexes simpliciaux abstraits.

Définition. Un complexe simplicial abstraik est défini sur un ensembié de
sommets (abstraits), de la maniére suivante (cf. figure)1.13

— un simplexe de dimensignest un ensemble de+ 1 sommets;

— K estun ensemble de simplexes vérifiant le fait que tout snasrable non vide
de tout simplexe d& est lui-méme un simplexe d€.

La dimension dé¥ est la plus grande dimension des simplexe&de

Soito = {wo, ..., v}, UN simplexe abstrait. Unkace proprede o est un sous-
ensemble strict non vide de sommetsdéa faceprincipaledeos esto lui-méme. Le
borddeos estle CSA composé des faces propres déétoile dec est 'ensemble des
simplexes dont est une face (propre ou principale)est unsimplexe principat’il
n’est face propre d’aucun autre simplexe. Ces notions de s@st importantes, car
elles permettent de définir le voisinage local d’un simplexenposé de simplexes de
son bord ou de son étoile, et donc des opérations de parcauveiginage. En fait,
les parcours par voisinage sont aux modéles topologiquesesont les parcours par
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Vo

V4

1 Vs

V2

Figure 1.13. La réalisation géométrique du CIA&, défini par :

= {vo,v1,v2,v3,va},

{{vo}, {v1}, {va}, {vs}, {va},

{vo,v1}, {vo, vs}, {vo, va}, {v1, v}, {v1,vs}, {va, va}, {vs, va},
{vo,v1,vs}, {v1,v2,v3}}.

= <
|

{vo} et{v1,vs} sont des faces propres deo, v1, vs}, qui est un simplexe
principal. {{vo}, {v1}} est le bord dgvo, v1 }. L'étoile de{vo} est composée
des simplexe$uvo, v1}, {vo, v3}, {vo,va}, {vo,v1,v3}. Les simplexes

principaux deK SOI’lt{’Uo7 V1, Ug}, {1)1 , V2, Ug}, {’Uo7 U4}, {’Ug7 U4}.

connexité pour les graphes; ils sont aussi fondamentasg, @éfinissent de maniére
similaire ; on peut d'ailleurs noter qu’un graphe simple tpé&we représenté par un
CSA de dimension 1.

Réalisation géométriqueLa notion de réalisation géométrique permet de donner
une « interprétation géométrique » a la notion abstraite$k. Ca réalisation géomeé-
trique d’'un CSA est urtomplexe simplicia{cf. figure 1.13). Un simplexe euclidien
de dimensiom est I'enveloppe convexe get 1 points affinement indépendants d’'un
espace euclidien. Une face d’un simplexe euclidien estraplsixe défini par un sous-
ensemble non vide des points définissant le simplexe. Un lex@gimplicial L est
un ensemble de simplexes euclidiens vérifiant les deux @tégrsuivantes :

— toute face de tout simplexe deest un simplexe dé ;

— l'intersection (au sens géométrique) de deux simplexek dst soit vide, soit
une face commune des deux simplexes.

Il est clair que plusieurs complexes simpliciaux peuverg &ssociés a un méme
CSA : le termeréalisation géométriquelésigne donc I'ensemble de tous les com-
plexes simpliciaux correspondant a un méme CSA, ou selaasl@e représentant de
cet ensembfé.

19. Il est a noter que 'on peut toujours associer a tout CSA deedsionn un complexe
simplicial dansR?**+! [MUN 03].
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ReprésentationsDu fait de la définition méme des CSA, on peut les représenter
en utilisant les mémes méthodes que pour la représentagioseinbles. En pratique,
les notions de face, bord, étoile se traduisent en termesrdsiistes par des inclusions
d’ensembles, qu'il faut savoir gérer de maniere trés efic@mn peut aussi noter que
I'on peut choisir de représenter un CSA :

— en représentar@xplicitementous les simplexes. Dans ce cas, il faut que soit
vérifiée la contrainte de cohérence des C8A. toute face d’'un simplexe est un
simplexe du CSA;

—en ne représentant que les simplegagacipaux: implicitement, toutes leurs
faces font partie du CSA. Pour I'exemple de la figure 1.13ffisdonc de représenter

K/ = {{UO, U1, ’l}g}, {Ula ’UQ,'U:;}, {UOa U4}, {U3a U4}}.

Plonger un CSA dans un espace euclidien revient a lui agaatieomplexe sim-
plicial, i. e. & associer un point a tout sommet de maniére a ce que lesiotegree
cohérence géométriques des complexes simpliciaux saéstzstes {, e. I'intersec-
tion de deux simplexes est soit vide, soit une face commune).

1.3.2. Ensembles semi-simpliciaux.

Définition. Un ensemble semi-simplicial de dimensionS = (X, (d;)) est défini
de la maniére suivante (cf. figure 1.14) :

-K =, K, ouK" est un ensemble d'objets abstraits appelés simplexes de
dimension, oui-simplexes, pour toutcompris entré) etn ;

— les applicationgd;) sont appelées opérateurs de bord : aucun opérateur n’est
défini surK°; pour tout; compris entrel etn, i + 1 opérateurs sont définis shf,
et permettent d’associer a tausimplexe les + 1 (i — 1)-simplexes de son botfl

Ces opérateurs vérifient la condition suivante : pour touptxe de dimension au
moins2, 'application successive de deux opérateljrguisd;, avecj < i ale méme
résultat que I'application dé; puis ded;_; 21.

Cette contrainte permet de garantir la cohérence de latsteusimpliciale : par
exemple, sans cette contrainte,2isimplexe pourrait étre incident a six sommets. En
effet, un2-simplexes peut avoir troisl-simplexes distincts dans son boréd, od;,
ods, et toutl-simplexey peut avoir deux)-simplexes distincts dans son bordd,
et ud;. La condition garantit I'égalité des sommets deux a detidod; = odidy,
Ud2d0 = Udodl, O'Clldo = O'Clodo.

20.Vi,1<i<n,Vj,0<j<i:d;: K" — K"
21.¥p,2 <p <n,Vo € K, Vi,0 <i<p,Vj,0<j<iodid; =od;jd;—1. Nous utilisons
ici la notation anglo-saxonne post-fixée &) est notéerd.
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Figure 1.14. Exemples d’ensembles semi-simpliciaux. (a) Un complexe
simplicial C. (b) Un ESS décrivant la structure de C. (c) gtléux ESS
auxquels on ne peut pas associer de CSA.

Les notions de face propre, face principale, simplexe jpaicbord et étoile s’ex-
priment ici grace aux opérateurs de bord. Par exemplgsienplexeu est une face
propre dui-simplexeos s'il existe une suite non vide d’opérateurs de bagd ,,
dy,, telle queod,, ,...d,, = p.

Réalisation géométriquelLa notion de complexe simplicial est insuffisante pour
définir la réalisation géométrique d'un ESS, ce qu'il estiéage vérifier sur les deux
exemples suivants.

- K%={u},K! = {0}, etody = ody = pu. Cet ESS décrit en fait une aréte dont
les deux extrémités sont confonduese( une boucle). Si I'on associe un complexe
simplicial a cet ESS, le sommgtest associé a un point, et I'aréte a laquelle est
associée I'enveloppe convexe du point,d&sgénéréen un point.

—Ko = {/Lo,ul},Kl = {0’0,0’1}, etO'()dQ = Uldo = /LQ,O’()dl = 0'1d1 = /Ll.
Cet ESS décrit deux arétes partageant les mémes sommétmnigés. Si I'on associe
un complexe simplicial a cet ESS, chaque aréte est assocideségment dont les
extrémités sont les points associés aux sommets, et lesadéies sont confondues.

La définition de la réalisation géométrique des ESS fait dappel a une autre
notion, qui est celle de CW-complexe et qu'il est inutile dégenter ici [MAY 67,
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FRI 90]. L'idée importante est que les ESS permettent deésgmiter des objets trian-
gulaires éventuellement multi-incidents, et qu'ils peu&re utilisés pour représenter
des objets « courbes », contrairement aux CSA qui corregmomdturellement a des
objets « linéaires ».

Représentations.Du fait de la définition des ESS, on peut facilement associer
un graphe orienté a tout ESS. Un noeud du graphe correspomaianplexe (la di-
mension du simplexe est associée au noeud). Une arétedaridnigraphe relie deux
noeuds correspondant a deux simplexes dont I'un est imafjaudee par un opéra-
teur de bord (I'aréte est valuée par I'indice de I'opératiaibord). Ce graphe présente
certaines régularités, par exemple tous les noeuds aisxgsiehssociée la méme di-
mension ont le méme nombre d’arétes qui en sont issues. Qrdpea représenter
un ESS en utilisant les mémes méthodes que pour la représarta graphes orien-
tés. En pratique, il est utile de représenter les arétessemeent orientées, pour le
parcours d’étoile, par exemple.

Il est possible de plonger les ESS en utilisant des modeélesngriques (cf. fi-
gure 1.15), par exemple des espaces triangulaires de Bdeitoutes dimensions), ce
qui revient, en termes de structures de données, a asseigoints de controle aux
simplexes. Selon la méthode d’association utilisée, utacecontrdle implicite de la

continuité est possible.
dre<dy
% ),
i d d1
d./io/—q\“d‘l fﬁ]d;/
F dj ﬂw\a/a.dl
f

1

dyd

o,

(@) (b)

Figure 1.15.Un ensemble semi-simplicial plongé en utilisant des carxea
triangulaires de Bézier.

1.3.3. Opérations de base.

Nous présentons dans un premier temps deux opérations e@dagnt étre uti-
lisées pour construire tout objet simpliciale cdneet I'identification. Nous abor-
dons ces opérations uniquement sous leur aspect topoogiglans leur version « de



34 Informatique géométrique et graphique

base » : en effet, il existe de nombreuses variantes d’'apasgiermettant de controler
finement la structure et la forme des objets résultants :

— schématiquement, un cdne sur un objet simplicial conaisfeuter un nouveau
sommet, et a créer, pour chagissimplexe initial, un(i + 1)-simplexe incident a
cei-simplexe et au sommet ajouté (cf. figure 1.16). En paricubette opération
permet de créer tout simplexe de toute dimension par coesssifs. Cette opération
s’exprime bien sdr de maniére différente sur les CSA et |€3, E&ut en s’exprimant
facilement dans les deux cas.

— l'identification consiste, comme son nom l'indique, a itliéer deux simplexes
de méme dimension d’'un objet simplicial (cf. figure 1.16)uPles CSA, cette opé-
ration revient toujours a identifier des sommets, puisgaesimplexes sont définis
comme des ensembles de sommets. Il est important de notdidprification de
sommets dans les CSA peut entrainer la dégénérescencaide@a en effet, sil'on
identifie deux sommets incidents a un méme simplexe de diorefisla dimension
du simplexe résultant est- 1. SiI'on souhaite éviter la dégénérescence de simplexes,
il est nécessaire de contrbler 'opération par une prédmmdiui peut étre colteuse a
vérifier. Ce probléeme ne se pose pas avec les ESS. En effanedss simplexes sont
des objets atomiques des ESS, I'identification de simpldudmrd d’'un simplexe n’a
aucun effet sur I'existence méme de ce dernier. En revatehespect des contraintes
de cohérence des ESS a pour effet que I'identification delsiap peut impliquer des
identifications intuitivement inattendues des simplexebard.

Il existe bien d’autres opérations élémentaires de coctsbru[FER 91, PAO 93,
LIE 04] (cf. figure 1.17) :

—I'échanged’aréted? est trés utilisé pour la manipulation de triangulations de
surfaces dans de nombreuses applications (cf. figure }.47{al7(b));

—I'éclatement(cf. figure 1.17(c) et 1.17(d)) d'un simplexe par un sommeobarp
effet non seulement I'éclatement du simplexe lui-mémesmassi I'éclatement des
simplexes de son étoile, afin de respecter la structure igiimlpl des obje®3. La
« propagation » des éclatements est la raison pour laqeetialtul des opérations
booléennes sur des objets simpliciaux par applicationsessives d’éclatements peut
ne pas converger (cf. section 1.4.3).

— I'extrusion (cf. figure 1.17(e) et 1.17(f)), et plus généralement le piochrté-
sien d’objets simpliciaux, peut aussi étre définie sur led €8es ESS.

22. Leflip d’arétes, suivant la terminologie anglo-saxonne.
23. Il faut noter que cette « propagation » des éclatementséesgtrgle pour tous les modéles
topologiques a cellules réguliéres : modéles cubiqueglsidaux, etc.
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Figure 1.16. Opération de conéa) et (b). Opération d’identificatior(c) et
(d) (ici, de deux arétes en une aréte unique).

Enfin, notons de nombreux travaux concernant le calcul derfités topologiques
de CSA et d’ESS (e.g. groupes d’homologie), qui fournisdestcaractéristiques des
objets simpliciaux manipulés (nombre de bords, de « cawitésc.).

1.3.4. Classes d’'objets simpliciaux.

Conversion entre CSA et ESSLes objets simpliciaux correspondant aux CSA
constituent une sous-classe de ceux correspondant auXlEESSainsi toujours pos-
sible d’associer un ESS a un CBARéciproquement, il est possible d’associer un
CSA a tout ESS ne présentant pas de multi-incidence, cdsedi :

— touti-simplexe est incident &+ 1 sommets distincts ;
— deuxi-simplexes distincts sont incidents a deux ensemblesidistile sommets.

24. En fait, étant donné un CSA, il est en général possible dadsiocier plusieurs ESS dis-
tincts : intuitivement, ceci est similaire au fait que I'oeyt associer plusieurs suites a un méme
ensemble.
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PR

Figure 1.17.Quelques opérations de manipulation d'objets simplicidtx
(a) et(b), échange de l'aréte. En(c) et(d), éclatement de 'aréte ena; et
a2, par insertion d’'un sommet : notons que cela induit I'écta@nt des
simplexes de I'étoile de. En (e) et (f), extrusion de I'aréte: le long de
I'aréte b.

®

Quasi-variétés.De nombreuses applications nécessitent de manipuler des so
classes d'objets simpliciaux présentant certaines pgt#stopologiques particuliéres,
par exemple des triangulations de surfaces, ou leurs éatenen dimension supé-
rieure : lesquasi-variétéssimpliciales. De nombreux travaux ont donc porté d'une
part sur la définition de propriétés caractéristiques Exdes quasi-variétés simpli-
ciales, d’autre part sur leur caractérisatammstructive Par exemple, et de méme que
dans le cas cellulaire, une quasi-variété simpliciale deedsionn peut étre schéma-
tiquement définie comme un objet simplicial pouvant étrestronit par :

— construction de simplexes de dimensiofet de leurs bords) incidentsra+ 1
sommets distincts ;

— identification de simplexes de dimensior 1, de telle maniére qu’au plus deux
simplexes de dimensiansoient incidents & un méme simplexe de dimensienl.

Cette définition constructive est bien adaptée dans le caE 88, et il est possible
de définir des modéles optimisés pour la représentationudes-gariétés : schémati-
guement, il suffit de ne représenter querlesmplexes, et de remplacer les opérateurs
de bords par des opérateurs « d'adjacence » ensienplexes (cf. figure 1.18). En
revanche, cette définition est plus difficile & mettre en @dans le cas des CSA, ce
qui est d0 au fait que I'opération d’identification est irsdisiable de I'opération de
dégénérescence [DEF 03a, DEF 03c]. Dans le cas des quagisatéfinies a partir
des CSA, plusieurs auteurs ont proposé de ne représentaitexpent que les sim-
plexes principaux (comme on I'a vu ci-dessus, cela suffit peprésenter tout CSA) et
d’ajouter des « pointeurs » représentant les relationgatadce entre-simplexes.

Il faut noter gu'ici, cette information est redondante,quui’elle est contenue dans
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la définition méme des simplexes, mais elle permet d’opénliss parcours des ob-
jets [PAO 93].

1
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Figure 1.18. Optimisation des ESS pour la représentation de quasi-t&sié

1.4. Cadre général et choix d’'un modéle particulier.
1.4.1. Cadre général.

Tous les modeéles cellulaires étudiés dans la section 1.@raninterprétation en
termes de modéle simplicial « implicitement structuré dhutes », ce que nous illus-
trons ci-dessous pour les graphes d'incidence et les qgétegalisées.

Interprétation topologique des graphes d’incidencell est toujours possible
d’'associer un CSA (donc un ESS) « structuré en cellules » tiGbuet ce de la
maniére suivante (cf. figure 1.19) :

— chaque simplexe correspond a un « chemin partiel » dans igl@s précisé-
ment, chaque simplexe correspond a une suite de cellulesrdmsions strictement
croissantes et incidentes entre elles, & un sous-chemin particulier du Gl ;

— ce CSA est structuré : on peut en effet numéroter chaque sbthnCSA en lui
associantla dimension de la cellule correspondante, sttallers possible de structurer
le CSA en sous-ensembles de simplexes disjoints définis matéére suivante : un
sous-ensemble de dimensiorest identifié par un sommet du CSA numérgtéet
composé de ce sommet et de tous les simplexes de I'étoile stimumet tels que tous
leurs sommets sont numérotés par une dimension inférieureuat sous-ensemble
de dimensiorD est donc composé d’'un sommet numérdtéin sous-ensemble de
dimensionl est composé d’un sommet numératét des arétes du CSA numérotées
0 et 1 qui lui sont incidentes, etc. Ces sous-ensembles, qui foronge partition du
CSA, définissent formellement la structure des cellulezet Assemblage tels que
décrits par le GI.

Nous pouvons donc maintenant oublier notre intuition ssiolgjets cellulaires, et
définir formellement un objet cellulaire comme un objet dicgd structuré en cel-
lules de la maniéere précisée ci-dessos qui résout les problémes d’ambiguité liés
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Figure 1.19.En (a), un CSA structuré en cellules, correspondant au Gl de la
figure 1.5(b) ; I'objet décrit est rappelé €ih). Par exemple, I@-simplexers
(resp.o14) correspond au sommet (respC’) vu de I'aréteb (resp.c), vue de
la faceFy (resp.Fb), i. e. au chemir{A, b, 1) (resp.(C, ¢, F2)). Le
1-simplexe incident &7, dont les sommets extrémités sont numeénE:2,
correspond au chemifiB, F>). Le CSA est structuré énsommets (il s’agit
des sommets numérotéscorrespondant &A4), (B), (C), (D) et(E)), 6
arétes (il s’agit des sous-ensemblesidemplexes numérotéset des
1-simplexes incidents dont les sommets extrémités sontoidsiéet 1, i. e.
{(a), (4,a),(B,a)}, {(b),(A,),(C.0)}, {(e), (B, ), (C.e)},
{(d), (B,d), (D, d)}, {(e), (C.e), (E.e)}. {(f), (D, [). (E, [)}), et2 faces
(il s’agit des sous-ensembles @esimplexes numérotés desl- simplexes
incidents dont les sommets extrémités sont numénaés, ou 1 et2, et des
2-simplexes dont les sommets extrémités sont numérotést 2, i. e.

{(F1)7 (A7 F1)7 (BvFl)v (Cv Fl)v (a7 Fl)v (b7 Fl)v (Cv F1)7
(A,CL,Fl), (A,b, Fl), (B,a, Fl), (B,C7 F‘1)7 (C, b, F‘l)7 (C, C, F1)}

et

{(F2)7 (B7F2)7 (07 F2)7 (D7F2)7 (E7F2)7 (07 F2)7 (d7 F2)7 (67F2)7 (f7 F2)7
(B,C, Fz), (B,d, Fg), (C, C, FQ), (C,E,Fg), (D,d7 FQ), (D, f, 1'7'2)7 (E,e,FQ), (E, f, Fz)})

a la représentation par Gl, soulignés dans la section E.1enant compte de cette
interprétation pour I'exemple de la figure 1.7, le graphaadence que I'on imagine
intuitivement pour les deux subdivisions présentées ndtadcfait la structure d’au-
cune de ces subdivisions, mais correspond a la structune dubdivision différente.

Les Gl constituent donc un modeéle optimisé permettant désepter une certaine
classe d'objets cellulaires. A I'heure actuelle, la ca¥dsttion de cette classe est
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incompléte. Notons aussi que tout objet simplicial ne paatéire structuré en cellules

(cf. figure 1.20).
0
\/
?

Figure 1.20.Un objet simplicial qui ne peut étre structuré en cellules.
Comment numéroter le sommet marqué par un point d’intetiog®

Interprétation topologique des modéles ordonnéfNous avons vu ci-dessus que
la notion de GI repose sur celle de CSA structuré en cellllassolution retenue
dans les modéles ordonnés consiste a définir ces modéles badant, non sur la
représentation explicite de cellules comme les Gl, maisctitment sur la notion de
simplexe numéroté afin de prendre en compte la structuragbfulaire. Une autre
contrainte prise en compte dans les modéles cellulairemnogs est le fait que I'on
cherche a manipuler des cellules présentant certaines@iegptopologiques, et, plus
précisément, des cellules qui sont des quasi-variétésiicesst pas le cas des Gl (cf.
section 1.2.1 et figure 1.6).

Pour expliciter cela, nous montrons tout d’abord que touéegarte correspond
a une quasi-variété simpliciale structurée en celluless roes cellules ne sont pas
forcément des quasi-variétés. Nous avons vu en sectiofh que.I’'on peut optimiser
la représentation d’'une quasi-variété simpliciale, erepegsentant que les simplexes
principaux et leurs relations d’adjacence. Lorsque la iquasété est structurée en
cellules, on peut lui associer une pré-carte : les brinsespondent aux simplexes
principaux, les involutions décrivent les relations damince entre simplexes, et les
indices des involutions correspondent a la structuratiooadlules. Par exemple, la
G-carte de la figure 1.8.e correspond a I'objet simplicialcttré de la figure 1.19.a:
les brins correspondent adxsimplexes, e.g. les briris 5 et 11 correspondent au-
simplexesry, og €toy; ; pour touti, I'involution «; associe deux brins correspondant
a deux2-simplexes partageant ussimplexe numéroté0, 1,2} — {i}.
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Réciproquement, on peut associer formellement une qaaigite simpliciale struc-
turée en cellules a toute pré-carte, en utilisant la notiorbite. La quasi-variété sim-
pliciale structurée en cellules associée a la pré-carte (B, ay, . . ., ay, ) €St définie
par:

— SoientN ={0,...,n}etl ={po,....,pi} C N;

— L'ensemble des orbites> y_; définit 'ensemble des simplexes numérotés par
les entiers dd ;

—Soitb € B,p; € I, o etr, les simplexes associés aux orbites y_; (b) et
<>N,([,{p].})(b). A|OrSUdj =T.

On définit ainsi un ESS qui est une quasi-variété structunéeebules. En effet,
tous les simplexes principaux sont de dimensiarils correspondent aux orbites des
brins deB pour un ensemble vide d’'involutions,e. en fait aux brins eux-mémes.
Un (n — 1)-simplexe est incident & au plus deuxsimplexes, car les applications
{a;,0 < i < n} sontdesinvolutions. L'ESS est de plus structuré en cealliHa effet,
tout n-simplexec correspondant a un brinest incident an + 1 sommets distincts
associés aux orbites>y_(;3 (b), pour touti de N, et chacun de ces sommets peut
ainsi étre numéroté par l'indicecorrespondant. Cependant, si 'ESS lui-méme est
une quasi-variété, les cellules n’en sont pas forcémenfigcire 1.6.b).

En revanche, du fait de leur contrainte de cohérence pataiia composition de
deux involutions, les G-cartes correspondent a des quaastes dont les cellules sont
elles-mémes des quasi-variétés.

Du simplicial au cellulaire. Les modéles topologiques présentés dans ce chapitre,
de méme que 'essentiel des modéles topologiques propasédallittérature, s'ins-
crivent dans un cadre général de définition des modeélesisiaypt, simploidaux et
cellulaires (cf. figure 1.21 et figure 1.22). Par exemple, il est possigleldduire
des modeles pour la représentation de sous-classes &'sj@pliciaux a partir de
modeles simpliciaux « généraux », par des mécanismesantilles propriétés to-
pologiques vérifiées par ces sous-classes (on peut par Exeégiuire les CSA des
ESS). Il s’agit en fait d'une démarche courante d’optiniisate structures de don-
nées : par exemple, il est classique de déduire d'une steudigraphe quelconque
des structures optimisées pour représenter des graplsesfast certaines régularités.
Les modéles cubiques et plus généralement simploidauepeétre définis a partir
des modéles simpliciaux, en rendant implicite le fait queckellules sont des produits
cartésiens de simplexes. Comme montré ci-dessus, les esodélulaires peuvent
aussi étre définis a partir de modeéles simpliciaux, par unaméme simple de nu-
mérotation induisant une notion de cellule. Enfin, et de m§oepour les modeles

25. Il existe d’autres types de modeéles, par exemple a celiélgslieres (e.g. a faces hexago-
nales, etc.), que nous n’'étudions pas ici.
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simpliciaux, des mécanismes peuvent étre congus afin diger les modeéles sim-
ploidaux et cellulaires pour la représentation de soussekad’objets (quasi-variétés,

etc.).
Q produit cartésien 7
w —>

numérotation cellulaire

N

Figure 1.21.Cadre général de définition de modeles topologiques. Ldsfiec
auto-référentes aux classes d'objets indiquent I'existae mécanismes
d’optimisation de modeles par rapport aux sous classesjetsb

Ensembles Semi-Simpliciaux

Ensembles Semi-Simpliciaux Numérotés
Quasi-Variétés Simpliciales Numérotées
Quasi-Variétés Cellulaires

: Quasi-Variété Cellulaires
orientables sans bords

Figure 1.22. Exemples de sous-classes d’objets : on pourrait de plus
distinguer les modéles suivant qu'ils permettent ou noregedsenter des
objets contenant des cellules multi-incidentes.

1.4.2. Structures de données.

Pour implanter, usuellement en dimensipnies modeéles topologiques ou les cel-
lules sont toutes représentées explicitement, on recalituellement a autant de
structures de données qu'il y a de types de cellules, et aapteprs les liant entre
elles, de sorte a vérifier la propriété suivante : I'obtamtiu la mise-a-jour des
i-cellules incidentes ou adjacentes a yreellule (0 < 4,5 < 3) est effectuée en
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O(n). C'est par exemple le cas pour la structure d’arétes ailéEseptée au chapitre
précédent.

Pour obtenir cette propriété sur des modeles tels que lésscgénéralisées ou
les cartes, représentant les cellules implicitementfiitsue, pour un brirb, chaque
image et antécédent depar une involutionn; ou une permutatioms; puisse étre
obtenu(e) en temps constant.

Ceci conduit a représenter explicitement chaque brin parsfructure de type
enregistrement. Pour des brihgtd’ liés par une involutiory;, un pointeur de I'en-
registremend pointe sur celui représentabit et réciproquement un pointeur de
pointe sur celui représentaintChaque involutiony; « colte » donc un pointeur par
brin. Une permutatiors;, est, elle, représentée par deux pointeurs par brin : I'wm po
I'image deb par 3;, et I'autre pour I'antécédent depar 3;. Enfin, une application
telle que I'opération « bord #; dans les ensembles semi-simpliciaux est représentée,
pour chaque simplexe, par au moins deux pointeurs : I'un pour I'image @ear
d;, 'autre pour I'un des antécédents deard;. On ajoute un pointeur par simplexe
si 'ensemble des antécédents d'un simplexe doit pouvoir étre parcour@én),
et un autre pointeur pour chainer doublement la liste defcédents, afin que des
opérations telles que la suppression d’un simplexe soit®p$ constant.

Dans un modele tel que les cartes ou G-cartes, I'associdtioformations de
plongement a la topologie peut se faire soit via un unique tei I'orbite concernée,
soit via chaque brin. Par exemple, un seul brin d’une facé pexter I'information
sur le plongement de la face, ou bien chacun des brins de éapfaat le porter. La
premiére option rend plus aisée les opérations de modditadt la seconde, celles de
consultation. En pratique, on utilise une structure de éesmui associe dynamique-
ment les deux options, dés lors que des modifications saettaffes régulierement,
comme dans un logiciel de modélisatidP. Un seul brin par orbite porte I'informa-
tion de plongement, et un champ « direct-info » permet, aoibede répartir cette
information sur tous les brins de I'orbite dés que les cdasiohs prennent le pas sur
les modifications.

Enfin, pour gérer les parcours d’orbites, et a fortiori lepars imbriqués, on as-
socie a chaque brin ou simplexe un ensemble de marques hoekejui permettent
de mémoriser le fait qu’un brin ou simplexe a été parcouruau Au total, un brin
b d’'une 3-carte par exemple est représenté par un enregistremeniaetur le ta-
bleau 1.1.

Une 3-carte est représentée par une liste ou par une table dentelgigrements.
Les champs sommet, aréte, face et volume ne sont présents pseplongements
correspondants sont représentés. Pour une représermalj@urique, seul le champ
sommet apparait. Le co(t d’'ur2ecarte ainsi représentée est analogue a celui de la
représentation de structures telles que les arétes diléesxemple, la représentation
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beta B(b

betal B7L(b)

alpha?2 as(b)

alpha3 as(b)

direct_info|Référence générique sur un objet
marques Tableau de booléens

sommet Pointeur sur le sommet

arete Pointeur sur I'aréte

face Pointeur sur la face

volume Pointeur sur le volume

Tableau 1.1.Structure de données pour un brin d’uBarte.

d'un cube par un@-carte nécessité x 4 = 24 brins, soit24 enregistrements « to-
pologiques », et la représentation par une structure @ aiéte nécessité faces,8
sommets et2 arétes, soi6 enregistrements « topologiques ».

Le colt d'uneG-carte est environ deux fois plus élevé que celui d’'une cartés
inclut la représentation d’objets non orientables, eticalir facilite la conception des
opérations, parce que léscartes sont basées sur un unique type de lien topologique
- les involutions - alors que les autres modéles ont tous dnswux types de liens.

1.4.3. Choix d’'un modéele particulier.

Le choix d’'un modéle topologique dépend bien sir du type jétsbque 'on
souhaite représenter, mais aussi des opérations que Udraie appliquer & ce mo-
deéle, de la complexité espace/temps et de la complexit@liéveloppement logi-
ciel [BER 94, DUF 97]. Il s’agit donc d’une problématiquesd&que de choix d’'une
structure de données, typiquement en tenant compte :

1) du type d'objets que I'on souhaite représenter. Il essiptes de définir un mo-
déle topologique trés général pour représenter « tout »dgpmmplexes cellulaires
(par exemple les chaines de cartes), et les autres modelesrsfait des optimisa-
tions adaptées a la représentation de classes particu{jgaeexemple les G-cartes).
Ces optimisations sont dues aux propriétés topologiques@aisant la sous-classe,
qui permettent de rendre implicites certaines informatidhest clair qu’utiliser un
modéle adapté a une sous-classe pour représenter uneplesgénérale est source
d’erreurs graves. Ainsi, les graphes d’incidence permetle représenter certains
complexes cellulaires, qui ne présentent en particulisdgamulti-incidence. Méme
si intuitivement on peut imaginer un graphe d’incidence &ipd’'une subdivision
présentant des cellules multi-incidentes, I'interpiétaformelle de la représentation
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obtenue ne correspond absolument pas a la subdivision@usduhaite représenter
(cf. section 1.4.1).

2) des opérations que I'on souhaite appliquer. Par exeroplpeut souhaiter ne
manipuler que des objets simpliciaux, en utilisant en paliér des opérations boo-
Iéennes (union, intersection, différence). Ces opérati@mproduisent pas de maniéere
immédiate des objets simpliciaux (cf. figure 1.23). Une péeesolution consiste a
utiliser un modele cellulaire, a appliquer I'opération Emmne et a trianguler le ré-
sultat. Une seconde solution consiste a éclater les simplay fur et a mesure du
calcul des intersections entre les objets initiaux. Le [@noie ici est que de nouveaux
simplexes peuvent étre ajoutés a chaque éclatement, @dtié ebes exemples de confi-
guration telles que le calcul ne converge pas. A notre cesaace, aucune solution
n'a été apportée pour effectuer des opérations booléennees objets simpliciaux
(et plus généralement possédant des cellules régulib@syjs celle consistant a les
manipuler en cours de calcul comme des objets cellulaires.

3) du colt espace/temps du modele et des opérations. Pourlasse d’'objets
donnée, un modéle permettant de représenter une sur-dlabgets est souvent plus
colteux en espace qu'un modele optimisé pour cette class&ecdaines informa-
tions explicites dans le premier sont rendues implicitesda second. Il faut bien sar
prendre en compte la complexité en temps des opérationsajueduhaite utiliser
pour manipuler le modéle : en particulier, si des opérati@tessitent de souvent re-
calculer explicitement certaines informations implisité peut étre préférable, malgré
la perte en espace, de choisir un modele plus général. Rapéxel peut sembler plus
efficace de représenter un polyédre par une liste de faceshg@gfitre 1) : le probleme
ici est que I'on rend implicite les relations d’adjacencd'@tcidence entre les cellules,
et que de nombreuses opérations de manipulation nécéstitdes recalculer. Cer-
tains modeles font d'ailleurs un certain compromis : lesa®es (cf. section 1.2.2),
définies pour représenter des quasi-variétés cellulauekgnques, représentent les
cellules de maniére implicite ; leur définition comporte destraintes de cohérence
qui pourraient étre utilisées pour encore optimiser lags@ntation, mais cette opti-
misation en espace rendrait colteuses les opérations dputaion de base. Enfin,
notons qu’'a I'extréme, certains traitements n’ont pas ined@xploiter 'ensemble
des informations fournies par le modéle, et que I'on peutf@is) les optimiser en ne
leur fournissant que les informations nécessaires [PRARH] exemple, nous avons
dit précédemment que les relations d’adjacence et d'incielsont essentielles pour
de nombreuses opérations, mais elles sont moins impostpotg de nombreux al-
gorithmes de visualisation (cf. chapitre précédent) :tibésrs souvent possible de ne
fournir & ces algorithmes gu’une liste de faces extraite ddéfe géométrique com-
plet.

4) du co(t de conception de certaines opérations. Par egchapléfinition méme
de certains modeéles ne prend pas en compte les contraintesiéieence que doivent
vérifier les objets représentés, e.g. rien n’'interdit deégsgnter par un graphe d’inci-
dence une aréte incidente a trois sommets (cf. section)1L2 tontréle de la validité
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des objets doit donc se faire via les opérations de congirudkinsi, les opérateurs
d’Euler ont été définis pour construire toute subdivisiorsdgaces orientables sans
bords [MaN 82, MaN 83] : pour garantir la validité de I'objeprésenté, ils néces-
sitent de créer ou de supprimer simultanément plusieulslegl Leur implantation
pour les graphes d'incidence, méme si elle n'est pas trepligmée, n’est cepen-
dant pas aussi simple que d'autres opérations de base d¢fmiela manipulation de
modéles dont les contraintes de cohérence sont exprimphsiexnent.

En conclusion, il nous parait clair qu'il n’existe pas UN itezir modéle, mais
simplement des modéles plus adaptés que d’autres a ursatidifi particuliére, ce
qui rend d’'autant plus importants les mécanismes de cooveentre modéles que
I'on peut déduire de leurs définitions dans le cadre génééskmté ci-dessus.

1 nouvelle intersection

WD

@) (b)

Figure 1.23.Les opérations booléennes ne sont pas internes a I'ensatable
objets simpliciaux finis. En (a) I'intersection n’est pamgiliciale, en (b) un
éclatement de simplexes génére de nouvelles intersections

1.4.4. Autres modéles topologiques

Autres modeles d'objets a cellules régulieresLa notion d’ensemble simpli-
cial [MAY 67] généralise la notion d’'ESS, en ajoutant un déme type d'opérateurs,
les opérateurs de dégénérescence. Il est ainsi possiblardputer des ESS dont cer-
tains simplexes sont dégénérés. Par exemple, 'une dessatétbord d’'un triangle
peut étre dégénérée en un sommet, sans que le triangle roegéitéré lui-méme.
Ceci présenta priori peu d'intérét pour la modélisation géométrique, mais udrétt
théorique est qu'il est trés facile de définir 'opérationpieduit cartésien sur les en-
sembles simpliciaux, et que partant de cette définitiorstipessible de I'adapter pour
les ensembles semi-simpliciaux. D'autres extensions @npeposées, par exemple
pour la manipulation d’objets simpliciaux « incomplets.»e. tels que tous les sim-
plexes du bord d’'un simplexe ne font pas nécessairemeri¢ plart’objet simplicial.
Ceci peut étre utile pour représenter explicitement detsgsai’objets, et ce type d’ex-
tension a été proposé aussi pour certains modeles cedisilaies notiond’ensembles
simploidauxet d’ensembles simpliciaux cubiqufSER 51, FUC 97, PEL 06b] ont
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aussi été définis en toute dimension comme des extensiorESf&gpour la mani-
pulation d’objets dont les cellules sont réguliéres, pltcizément de cellules qui
sont des produits cartésiens de simplexeslfdanplexes dans le cas cubique). Ces
ensembles simploidaux peuvent étre utilisés par exempielgaananipulation d'as-
semblages de carreaux de Béziee(comme des produits d'espaces triangulaires de
Bézier) [DAH 82, MOO 92] (cf. figure 1.24).

(@

Figure 1.24. Ensembles simploidaux.Ea) les opérateurs de bord sont
explicités, er(b) un ensemble simploidal plongé en utilisant des espaces de
Bézier, en(c) un exemple d'utilisation de prismes pour assembler desscebe
des tétraédres.

Modéles topologiques hiérarchiquesPour terminer ce rapide survol des modeles
topologiques, il faut noter que des travaux de plus en plushmeux portent sur la
définition de modéles hiérarchiques, permettant de reptésges objets subdivisés a
différents niveaux de détail [MON 91, JOL 92, KRO 95, DEF 9IM®6]. D’un point
de vue fondamental, un niveau de détail est représenté paroaile topologique
de base, les relations entre niveaux sont représentés caiesnapplications entre
modeles de base décrivant chaque niveau. Plusieurs typepdssentations ont été
proposés, selon le type de traitement auxquelles ellegdsstinées, par exemple :

— représentations « bottom-up » : dans le cas de la struictu@dimages, toute
I'information peut étre condensée sur le niveau le plusiii&ties autres niveaux s’en
déduisant par I'application d’opérations successivesrdplgication : dans ce cas, le
type et les parameétres des opérations sont explicitemerégentés ;

— représentation « top-down » : a l'inverse pour d’autrasaingents (e.g. construc-
tion incrémentale d’objets, en architecture par exemple)peut choisir de ne repré-
senter que le niveau le plus simple, et de préciser incréat@mnent les différents
« détails ».
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