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Ce papier se focalise sur la classe des problèmes de contrôlede files d’attente. Les files d’attente
sont souvent utilisées comme modélisation dans les domaines du service, des télécommunications
ou de la production et du stockage. En général l’objectif estde minimiser l’espérance d’un coût ou
maximiser l’espérance d’un gain en contrôlant le nombre d’éléments (produits, clients...) dans la file
d’attente.

La résolution de ces problèmes passe par une formulation en processus de décision markovien
(MDP) [3]. A partir de cette formulation la politique optimale de contrôle (si elle existe) peut être
déterminée numériquement par un algorithme d’itération sur la valeur. Il existe des résultats analy-
tiques sur les MDP : dans certains cas la structure (forme globale) de la politique optimale peut être
déterminée [2], de plus quelques articles s’intéressent à l’analyse de sensibilité de ces systèmes [1].

L’exemple sur lequel nous nous appuyons est un système bien connu dans la littérature : le contrôle
d’admission. Les produits sont fabriqués dansm serveurs avec des taux de productions exponentiels
µ et les clients de classei ∈ {i, ...,n} arrivent selon un processus de Poisson de tauxλi . Un client de
classei peut être rejeté ou accepté avec un gainRi . Un clients accepté induit un coûth par unité de
temps jusqu’à ce qu’il soit servi. Ce coût est le même quel quesoit la classe de client. Un résultat
connu [2] est que la politique optimale est une politique à seuil : accepter les clients de classei
jusqu’à avoirSi clients en attentes (toutes classes confondues). Un autre résultat connu [1] est que si
Ri ≤ Ri+1 alorsSi ≤ Si+1.

FIG. 1 – Modèle

Soient une instance du système :I = {µ,λ1, ...,λn,h,R1, ...,Rn} et un perturbation :ε= {εµ,ελ1
, ...,ελn

,εh,εR1, ...,εRn}
telles que le système perturbé soitI +ε. La formulation en MDP nous donne l’opérateur de transition
T :

Tv(x) = 1/τ
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Avec v(x) la fonction de valeur optimale du système (v(x) = Tv(x)), T i
acv(x) = min{v(x),v(x+



1)−Ri} l’opérateur d’acceptation des clients avec un revenuRi, Tpv(x) = v((x−1)+) l’opérateur de
production,τ = mµ+∑n

i=1 λi +α le taux d’uniformisation etα le taux d’actualisation (voir [3]).
Soit l’opérateur∆ tel que∆v(x) = v(x+ 1)− v(x), soit vε(x) la fonction de valeur du système

perturbé et soitTε l’opérateurT perturbé en coût. On dit quev(x) est supermodulaire (resp. submo-
dulaire) enε etx, notéSuper(ε,x) (resp.Sub(ε,x)) si ∆Tεvε(x)−∆Tv(x)≥ 0 (resp.≤ 0) . Notons que
Sub(ε,x) = Super(−ε,x).

Une perturbation à un impact sur la politique optimale de contrôle d’un système. Nous cherchons
des conditions sur les perturbations telles que les seuils optimauxSi diminuent sous leur effet. Sauf
cas particuliers, siv(x) estSuper(ε,x) alors Si diminue. Nous cherchons doncε tel quev(x) soit
Super(ε,x).

[1] étudient ce problème en considérant une perturbation simple s’appliquant à un seul paramètre
du système. Ils montrent quev(x) estSuper(ε,x) pour desε du typeε = (εµ ≤ 0,0, ...,0) et ε =
(...,0,ελi

≥ 0,0, ...). Nous étendons ce résultat en considérant une perturbationagissant sur tout les
paramètres du système en même temps. Ainsi, nous cherchons comment vont se compenser des
perturbations tendant à faire diminuer lesSi et d’autres tendant à les faire augmenter.

En prouvant que chaque opérateur deT (Tac, Tp et hx) propage bien la propriétéSuper(ε,x) et
en prouvant que le changement des taux d’occurrence n’a pas d’impact1 sur cette propriété nous
montrons le théorème suivant :

Théorème 1 Si nous avons une perturbation de la forme :ε= {εµ−µ(1−a),ελ1
−λ1(1−a), ...,ελn

−
λn(1− a),εh − h(2− a− b),εR1 −R1(1− b), ...,εRn − Rn(1− b)} telle que :εµ ≤ 0, ∑n

i=1ελi ≥ 0,
ελi+1

≥ ελi
, εh ≥ 0, εRi ≥ 0, {a,b} ∈]0,1]2 alors v(x) est Super(ε,x).

Remarque : les conditions de stabilité du système ne sont pasprises en compte ici.

Ceci veut dire par exemple que si les clients d’une classeX arrivent moins souvent, alors cela
augmentera les seuilsSi d’acceptation de tout les clients. Cependant si conjointement les clients
d’une classeY, avec un revenu plus important que précédemment :RX ≤ RY, arrivent plus souvent de
façon à compenser le manque d’arrivées deX, alors les seuilsSi diminuerons.

Notons qu’il peut paraître contre intuitif queεRi ≥ 0 induisev(x) Super(ε,x) mais il faut voir
que v(x) Super(ε,x) ne veux pas toujours dire que les seuilsSi diminuent étant donné queSi =
min{x|∆v(x)≥ Ri}. Ainsi ∆v(x) augmente maisRi aussi. Donc en cas de perturbation sur les gainsRi

l’évolution desSi est incertaine. Notons de plus que les paramètresa etb servent juste à régler l’unité
de temps et l’unité d’argent du système.

Cette méthode est étendue au cas multidimensionnel pour le modèle proposé par [4] : un sys-
tème série de production/stockage avec enregistrement desdemandes non satisfaites et coûts linéaire.
Considérer une perturbation globale sur le système est d’autant plus intéressant dans les cas multi-
dimensionnels car les perturbations simples ont peu de chance d’avoir un effet uniforme sur les
politiques de contrôle.
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1. voir [1] au sujet du gain marginal


