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Pincement du plan hyperbolique complexe

Pierre Pansu1,2∗

22 mars 2011

RESUME. On montre que la cohomologie Lp des espaces symétriques de

rang un, de type non compact, est séparée dans des intervalles ou cela ne

résulte pas seulement du pincement de la courbure. En utilisant la struc-

ture multiplicative sur la cohomologie Lp, on montre que le plan hyper-

bolique complexe n’est pas quasiisométrique à une variété riemannienne

simplement connexe à courbure sectionnelle strictement −

1

4
-pincée. Mal-

heureusement, la méthode ne s’étend pas aux autres espaces symétriques

de rang un.

ABSTRACT. Lp-cohomology of rank one symmetric spaces of noncom-

pact type is shown to be Hausdorff for values of p where this does not

follow from curvature pinching. Using the multiplicative structure on Lp-

cohomology, it is shown that no simply connected Riemannian manifold

with strictly −

1

4
-pinched sectional curvature can be quasiisometric to com-

plex hyperbolic plane. Unfortunately, the method does not extend to other

rank one symmetric spaces.

1 Introduction

1.1 Pincement négatif

Si −1 ≤ δ < 0, on dit qu’une variété riemannienne est δ-pincée s’il existe
a > 0 tel que sa courbure sectionnelle soit comprise entre −a et δa.

Par exemple, l’espace hyperbolique réel est−1-pincé. Les espaces symétriques
de rang un de type non compact à courbure non constante sont − 1

4 -pincés. Il
s’agit des espaces hyperboliques complexes CHm, m ≥ 2, des espaces hyper-
boliques quaternioniens HHm, m ≥ 2, et du plan hyperbolique des octaves de
Cayley OH2.

Sur ces variétés, peut-on changer de métrique riemannienne et améliorer
le pincement ? On demande à la nouvelle métrique de rester équivalente à la
précédente. Cette question élégante, posée par M. Gromov, [8], a fait l’objet
d’une tentative infructueuse, [24], utilisant la torsion en cohomologie Lp. Dans
le présent article, on complète [24], en montrant que la torsion en cohomologie

∗1 Univ Paris-Sud, Laboratoire de Mathématiques d’Orsay, Orsay, F-91405 ;
2 CNRS, Orsay, F-91405.
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Lp des espaces symétriques de rang un s’annule là où l’on aurait préféré qu’elle
ne s’annule pas. En outre, en utilisant le cup-produit, on résoud le problème
dans le cas du plan hyperbolique complexe, mais, malheureusement, seulement
dans ce cas là.

1.2 Cohomologie Lp

Soit M une variété riemannienne. Soit p > 1 un réel. On note LpΩ∗(M)
l’espace de Banach des formes différentielles Lp et Ω∗,p(M) = LpΩ∗(M) ∩
d−1LpΩ∗(M) l’espace des formes différentielles Lp dont la différentielle extérieure
est aussi Lp, muni de la norme

‖ ω ‖Ω∗,p = (‖ ω ‖pLp + ‖ dω ‖pLp)
1/p

.

La cohomologie du complexe (Ω∗,p(M), d) s’appelle la cohomologie Lp de M .
Elle est intéressante surtout si M est non compacte.

Par définition, la cohomologie Lp est invariante par difféomorphisme bilip-
schitzien. Dans la classe des variétés simplement connexes à courbure négative
ou nulle, c’est un invariant de quasiisométrie (cf. [8]).

En toute généralité, la cohomologie Lp se décompose en cohomologie réduite
et torsion

0 → T ∗,p → H∗,p → R∗,p → 0

où la cohomologie réduite estR∗,p = kerd/im d et la torsion est T ∗,p = im d/im d.

La cohomologie réduite (parfois notée H
k

(p)) est un espace de Banach sur lequel
les isométries de M agissent isométriquement. La torsion est non séparée.

Par exemple, la cohomologie Lp de la droite réelle est entièrement de tor-
sion. La cohomologie Lp du plan hyperbolique est entièrement réduite, voir au
paragraphe 7.1. Néanmoins, cohomologie réduite et torsion coexistent souvent.

1.3 Torsion et pincement

La torsion en cohomologie Lp est sensible au pincement de la courbure sec-
tionnelle, de façon optimale.

Théorème. [24]. Soient δ ∈]− 1, 0[ un réel, n et k = 2, . . . , n des entiers. Soit
M une variété riemannienne complète de dimension n, simplement connexe,
dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ. Alors

T k,p(M) = 0, i.e. Hk,p(M) est séparé pour 1 < p < 1 +
n− k

k − 1

√
−δ.

Des exemples homogènes montrent que la borne du Théorème 1.3 est op-
timale pour toutes les valeurs de n, k, δ. Les espaces symétriques de rang un
à courbure non constante sont de bons candidats lorsque k est la dimension
du corps de base, 2, 4 ou 8. Toutefois, il s’avère que leur cohomologie Lp reste
séparée au-delà de l’intervalle prescrit par le théorème 1.3, pour k = 2, 4 ou 8
et δ = − 1

4 .
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1.4 Torsion des espaces symétriques de rang un

Théorème 1. SoitM un espace symétrique de rang un à courbure non constante,
de dimension n = md, d = 2, 4 ou 8. On voit M comme un produit semi-direct
R ⋉α N , où α a deux valeurs propres, 1 et 2. Etant donné k ≤ trα/2, notons
suiv σ(k) le second élément, dans l’ordre décroissant, de l’ensemble σ(k) des
valeurs propres de Λkα⊤. Si trα/p > suiv σ(k − 1), alors T k,p(M) = 0 sauf
peut-être lorsque trα/p = maxσ(k − 1).

Par exemple, si k = d, l’intervalle du théorème 1.3 est [1, trα/maxσ(k−1)[.
La torsion Lp reste donc nulle au-delà de cette borne. Il reste à traiter le cas
limite p = trα/maxσ(d−1) = (md+d−2)/(2d−2). Il est vraisemblable que la
torsion est nulle pour cette valeur particulière, inaccessible par notre méthode.
C’est le cas pour le plan hyperbolique complexe (d = 2, m = 2). En effet, il
s’agit des 2-formes L2, cas où diverses méthodes sont disponibles, voir [3], [7].
Mieux, N. Lohoué, a prouvé que la cohomologie Lp reste séparée pour p voisin
de 2, lorsque 0 est isolé dans le spectre du laplacien L2, d’abord dans le cas des
espaces symétriques, [17], puis dans le cas général, [18]. Son résultat recouvre
donc le nôtre dans ce cas particulier.

1.5 Cup-produit en cohomologie Lp

Le produit extérieur d’une k-forme fermée Lq et d’une ℓ-forme fermée Lr est
une (k + ℓ)-forme fermée Lp si 1

p = 1
q + 1

r . Si l’une des deux est exacte, il en
est de même du produit. Le cup-produit ⌣ est donc bien défini en cohomologie
Lp : il va de Hk,q(M)×Hℓ,r(M) dans Hk+ℓ,p(M).

Cette opération est clairement fonctorielle sous les difféomorphismes bilip-
schitziens. Nous aurons besoin d’un résultat un peu plus général.

Théorème. [21] Soient M , M ′ des variétés riemanniennes complètes, simple-
ment connexes, à courbure pincée négativement. Soit f : M → M ′ une qua-
siisométrie. Alors f induit un isomorphisme f∗ : H∗,p(M ′) → H∗,p(M) qui
préserve le cup-produit.

1.6 Algèbre de Royden

Définition 1. (Bourdon-Pajot [4], adapté au cas des variétés). Soit M une
variété riemannienne. Soit q ≥ 1. L’algèbre de Royden Rq(M) est l’espace des
fonctions bornées u sur M telles que du ∈ Lq.

Par définition, tout u ∈ Rq(M) définit une classe notée [du] ∈ H1,q(M).
Si M est simplement connexe, l’application u 7→ [du], Rq(M) → H1,q(M) est
surjective, et son noyau est R ⊕ I où I désigne l’idéal des fonctions Lq ∩ L∞.
Ce lien avec la cohomologie Lq rend les algèbres de Royden fonctorielles sous
les quasiisométries, voir [4].
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Théorème 2. Soit M une variété riemannienne complète de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0.
Soient r > p ≥ 1, soit q le réel tel que 1

p = 1
q + 1

r . Supposons que

p < 1 +
n− k

k − 1

√
−δ et r < 1 +

n− k + 1

k − 2

√
−δ.

Soit κ ∈ Hk−1,r(V ). Alors l’ensemble

Rκ = {u ∈ Rq(M) | [du]⌣ κ = 0}

est une sous-algèbre de Rq(M).

Remarque 2. Soit δ < − 1
4 , d = 2, 4 ou 8, n = md+ d− 2, k = d, q = r = 2p.

Il existe p0(δ) > (md + d − 2)/(2d − 2) tel que le Théorème 2 s’applique pour
tout p < p0.

La borne sur p donnée dans le théorème 2 est optimale, notamment pour
le plan hyperbolique complexe. Plus précisément, on doit utiliser une version
localisée dans certains ouverts, voir la Proposition 43 pour un énoncé précis. De
même, on a simplifié l’énoncé suivant, dont la version technique est la Proposi-
tion 44.

Théorème 3. Soit M = CH2 le plan hyperbolique complexe. Soit p tel que
2 < p < 4. Soit q = r = 2p. Soit η un point de la sphère à l’infini. Il existe
une forme fermée ω et une fonction u sur M telles que, pour tout cône V de
sommet η sur un ouvert de la sphère à l’infini dont l’adhérence ne contient pas
η,

1. ω ∈ Ω1,p(V ) et u ∈ Rq(V ) ;

2. [du]⌣ [ω] = 0 dans H2,p(V ) ;

3. d(u2)⌣ [ω] 6= 0 dans H2,p(V ).

C’est le théorème 3 qui ne s’étend pas aux autres espaces symétriques de
rang un. Le mécanisme algébrique qui s’y oppose est expliqué dans le Corollaire
38.

1.7 Cup-produit et pincement

En combinant les (versions techniques des) théorèmes 1.5, 2 et 3, on obtient
le pincement optimal pour le plan hyperbolique complexe.

Corollaire 3. Soit M une variété riemannienne complète de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0.
Si δ < − 1

4 , M n’est pas quasiisométrique au plan hyperbolique complexe CH2.

4



2 Méthode

2.1 Formule de Künneth

L’idée de [24] est qu’une forme fermée Lp sur une variété riemannienne à
courbure sectionnelle négative pincée possède une valeur au bord, qui est une
forme fermée de même degré sur le bord à l’infini. Cette valeur au bord ne dépend
que de la classe de cohomologie Lp. En degré 1, cette construction marche pour
tout p ≥ 1. En degré supérieur, il faut supposer que p est assez petit. [24] donne
une borne en fonction du pincement de la courbure, celle du Théorème 1.3.
L’opérateur valeur au bord injecte l’espace Hk,p dans un espace fonctionnel de
formes différentielles fermées sur le bord, cela entrâıne que Hk,p est séparé. Par
exemple, pour le plan hyperbolique complexe, H2,p est séparé pour p < 2.

Pour aller au-delà de la borne du Théorème 1.3, on développe un avatar
de la formule de Künneth. En effet, une fois fixé un point à l’infini, la variété
devient un produit R×H où H est une horosphère. Toutefois, la métrique rie-
mannienne sur ce produit n’est pas un produit riemannien, ni même un produit
tordu (le cas des produits tordus est bien compris, voir [9, 11, 12, 13, 14, 15]).
Lorsque la variété est homogène, il s’agit d’un produit pluri-tordu, au sens où
la métrique crôıt exponentiellement, mais avec des taux de croissance différents
suivant les directions. Du coup, la formule à la Künneth n’exprime pas la co-
homologie Lp de R × H en fonction de la cohomologie Lp de chaque facteur,
mais elle en ramène le calcul à celui de la cohomologie d’un complexe B∗,p de
formes différentielles sur H . L’espace B∗,p est constitué de formes différentielles
dont certaines composantes s’annulent et les autres appartiennent à des sortes
d’espaces de Besov anisotropes. Par exemple, l’espace hyperbolique réel (à cour-
bure constante) s’écrit R ×Rn−1 et Bk,p est à peu de choses près l’espace des
k-formes différentielles fermées sur Rn−1 à coefficients dans l’espace de Besov

B
−k+(n−1

p
)

p,p , voir [22]. Autrement dit, la question de savoir si la cohomologie Lp

est séparée ou même nulle mêle analyse et algèbre.
Lorsque p = 2, la torsion est liée à la présence de spectre proche de 0 pour le

laplacien. Le calcul de la torsion pour des produits tordus s’apparente à l’étude
des petites valeurs propres du laplacien sur les formes dans la limite adiabatique,
voir par exemple [19] ou [6], où les considérations algébriques jouent un grand
rôle. La nouveauté tient dans le fait que les poids (la “taille” des fibres) tendent
simultanément vers l’infini et vers 0 suivant les directions (mélange de limite
adiabatique et antiadiabatique). C’est le caractère antiadiabatique qui produit
les espaces de Besov.

La preuve de la formule de Künneth est inspirée des travaux de A.N. Livsic
[16] sur la cohomologie des systèmes dynamiques. Nous nous sommes aussi ins-
pirés de la terminologie des systèmes dynamiques : l’hypothèse qui fait marcher
la formule de Künneth pluri-tordue en degré k, pour un exposant p est l’exis-
tence d’un flot (k − 1, p)-Anosov. Un flot (0,∞)-Anosov n’est autre qu’un flot
d’Anosov.
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2.2 Torsion

Les formes basiques sur R × H sont les formes différentielles sur H qui,
quand on les tire en arrière sur R ×H , possèdent (ainsi que leur différentielle
extérieure), −1 dérivée dans Lp. Cette propriété d’allure analytique entrâıne
aussi l’annulation pure et simple de certaines composantes.

Dans le langage de la formule de Künneth pluri-tordue, voici ce qui se produit
dans le régime du Théorème 1.3 : le complexe des formes basiques B∗,p est
de longueur 1, il n’est non nul qu’en un seul degré k (dépendant de p). Par
conséquent, sa cohomologie, trivialement séparée, est égale à l’espace Bk,p, qui
ne contient que des formes fermées.

Pour les espaces hyperboliques complexes, le complexe des formes basiques
est souvent de longueur 2. C’est le cas, pour le plan hyperbolique complexe,
lorsque 2 < p < 4. Les espaces non nuls sont B1,p et B2,p. Ici, H s’identifie
au groupe d’Heisenberg de dimension 3, avec sa forme de contact invariante
à gauche τ . Les éléments de B1,p sont des 1-formes différentielles de la forme
ψ = uτ , où u est une fonction appartenant à un espace de Besov anisotrope.
Leurs différentielles s’écrivent du ∧ τ + u dτ , i.e. elles se décomposent en deux
morceaux, d0ψ = u dτ et d1ψ = du ∧ τ , le second s’exprimant au moyen des
dérivées du premier. En voici deux conséquences.

1. Cette propriété n’est pas automatiquement satisfaite par une 2-forme
fermée sur H . Autrement dit, une 2-forme fermée de B2,p est exacte si
et seulement si elle satisfait une équation différentielle non triviale.

2. ψ est déterminée algébriquement par dψ. Cela entrâıne que l’image dB1,p

est fermée dans B2,p.

Le point 2 se généralise aux autres espaces symétriques de rang un, dans le degré
égal à la dimension (2, 4 ou 8) du corps de base (et aussi bien d’autres degrés,
voir le Théorème 1). En revanche, le phénomène 1 ne se produit pas dans ce
degré. Il se produit dans d’autres degrés, mais c’est sans utilité pour la question
du pincement optimal.

Pour une autre approche de la torsion dans le cas des espaces hyperboliques
complexes, voir [20].

2.3 Algèbre de Royden

Dans le régime du Théorème 1.3, une forme fermée Lp est exacte si et seule-
ment si sa valeur au bord est nulle. Il s’agit d’une condition non différentielle.
L’espace des solutions est donc un module sur une algèbre de fonctions sur le
bord (l’algèbre de Royden, introduite par M. Bourdon et H. Pajot, fait l’affaire) ?
Pas exactement, puisque les valeurs au bord sont automatiquement fermées.
Mais nous parvenons tout de même à saisir le changement, lorsque p dépasse
la borne du Théorème 1.3, de la caractérisation des formes exactes, au moyen
de la structure multiplicative sur la cohomologie Lp. Si u appartient à la bonne
algèbre de Royden, et ω est une forme fermée, du∧ω est exacte si et seulement
si sa valeur au bord du∞ ∧ ω∞ est nulle. Les fonctions u∞ satisfaisant cette
propriété forment une sous-algèbre, c’est le Théorème 2.
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Dans le cas du plan hyperbolique complexe, lorsque 2 < p < 4, ω est de
degré 1, c’est la différentielle d’une fonction v. Alors du ∧ dv est exacte si et
seulement si, en (presque) tout point du bord à l’infini, du ∧ dv s’annule sur le
plan de contact. De ce système d’equations différentielles bilinéaire, du premier
ordre, sur le groupe d’Heisenberg, nous n’avons pas su trouver de solutions qui
décroissent à l’infini. Ne disposant que d’un contre-exemple local à la propriété
de sous-algèbre, nous avons dû donner une version localisée (au voisinage d’un
point à l’infini) du Théorème 2, c’est la proposition 43. Avec l’invariance de la
cohomologie Lp (localisée) par quasiisométrie, on obtient le pincement optimal
du plan hyperbolique complexe.

2.4 Plan de l’article

La formule de Künneth ne fonctionne pas pour certaines valeurs de p bap-
tisées exposants critiques, et calculés dans des exemples en section 3. La formule
de Künneth pluri-tordue est énoncée et démontrée en 4. Les sections 5 et 6
tentent, de façon inparfaite, de cerner les espaces Bk,p. En section 7, on en tire
un critère d’annulation de la torsion qui culmine avec la preuve du Théorème
1 en 7.3. On trouve en section 8 les preuves des Théorèmes 2 et 3, ou plutôt,
de versions localisées de ces résultats. La preuve du Corollaire 3 s’en déduit
aisément en section 9.

3 Exposants critiques

On note Gl+(n−1) le groupe des matrices n−1×n−1 de déterminant stric-
tement positif. On considère des représentations linéaires ρ du groupeGl+(n−1)
sur des espaces euclidiens, qui ont la propriété que le sous-groupe SO(n−1) agit
par isométries. Si M est une variété orientée de dimension n portant un champ
de vecteurs ξ qui ne s’annule pas, on construit le fibré vectoriel Eρ associé au
fibré des repères directs ayant ξ comme premier vecteur. Tout difféomorphisme
préservant l’orientation et le champ ξ agit sur le fibré Eρ. Si de plus M porte
une métrique riemannienne, alors Eρ porte une métrique lui aussi. On note Λk

la représentation de Gl+(n− 1) sur ΛkRn−1.

Définition 4. Soit M une variété riemannienne de dimension n. Soit ξ un
champ de vecteurs unitaire complet sur M . Soit ρ une représentation linéaire
du groupe Gl+(n − 1). On dit que ξ est ρ-Anosov s’il existe des constantes
positives C et η et une décomposition

Eρ = E+
ρ ⊕ E−

ρ

invariante par le flot φt de ξ, et telle que
– quasi-orthogonalité : si e± ∈ E±

ρ , alors

|e+|2 + |e−|2 ≤ C |e+ + e−|2;
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– contraction : si e ∈ E±
ρ , alors pour tout t ≥ 0,

|φ±t(e)| ≤ C e−ηt.

Soit p ≥ 1. On dit que ξ est (k, p)-Anosov, ou bien que p est un exposant non
critique en degré k si ξ est ρ-Anosov pour la représentation ρ = Λk ⊗ (det)−1/p

de Gl+(n− 1).
On dit que ξ est (k, p)-contractant si ξ est (k, p)-Anosov et Λk

+ = 0. On dit
que ξ est (k, p)-dilatant si −ξ est (k, p)-contractant.

Concrètement, pour ρ = Λk, les sections du fibré dual (Eρ)
∗ s’identifient aux

k-formes différentielles sur M annulées par le produit intérieur par ξ, ιξ. Une
décomposition (k, p)-Anosov est une décomposition quasi-orthogonale

ΛkT ∗M ∩ ker ιξ = Λk
+ ⊕ Λk

−

telle que
|(Λkdφ±t)|Λ±

|p ≤ const.e−pηtJac(φt)

pour tout t ≥ 0. Si β est une k-forme différentielle sur M qui, en chaque point,
est à valeurs dans Λ−, alors, pour tout t ≥ 0,

‖ φ∗tβ ‖Lp≤ const. e−ηt ‖ φ∗tβ ‖Lp .

Remarque. Un champ de vecteurs est Anosov au sens des systèmes dyna-
miques si et seulement si il est (0,+∞)-Anosov.

Remarque. Si la divergence div(ξ) est bornée, alors les exposants non cri-
tiques forment un ouvert de ]1,+∞].

Exemple. S’il existe η > 0 tel que div(ξ) ≥ η, alors aucun exposant p ≥ 1
n’est critique en degrés 0, seul 1 est critique en degré n − 1. Le champ ξ est
(0, p)-contractant pour tout p ≥ 1 et (n− 1, p)-dilatant pour tout p > 1.

En effet, si k = 0 ou k = n − 1, ΛkT ∗M ∩ ker ιξ est de dimension 1, Λ0dφt
est l’identité, |Λn−1dφt| = Jac(φt) ≥ eηt.

Les deux paragraphes suivants donnent des exemples moins triviaux.

3.1 Variétés à courbure négative pincée

Dans une variété simplement connexe à courbure négative, un champ de
vecteurs de Busemann est la limite (lorsqu’elle existe) des gradients des fonctions
distance à une suite de points tendant vers l’infini. Un tel champ ξ est aussi
différentiable que la métrique. Son flot augmente exponentiellement la longueur
des vecteurs, donc ξ est (k,+∞)-dilatant pour tout k = 1, . . . , n. On s’attend
à ce qu’il reste (k, p)-dilatant pour p assez grand. La proposition suivante le
garantit, sous une hypothèse faisant intervenir les deux bornes de la courbure
sectionnelle.
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Proposition 5. (Voir [24], Proposition 5). Soit M une variété riemannienne
complète de dimension n, simplement connexe, dont la courbure sectionnelle
K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0. Soit ξ un champ de vecteurs de Busemann. Si
k = 0, · · · , n− 1 et si p > 1 satisfait

p < 1 +
n− k − 1

k

√
−δ, (resp. p > 1 +

n− k − 1

k
√
−δ

),

alors le champ ξ est (k, p)-contractant (resp. (k, p)-dilatant).

3.2 Groupes de Lie

Proposition 6. Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne
invariante à gauche. Soit ξ un champ de vecteur invariant à gauche sur G. On
note ξ⊥ ⊂ g∗ le sous-espace des formes linéaires qui s’annulent sur ξ. On note
w1, . . . , wdim (g)−1 les parties réelles des valeurs propres de ad

⊤
ξ sur ξ⊥, comptées

autant de fois que leurs multiplicités. On note h = tr adξ =

dim (g)−1
∑

j=1

wj. Un réel

p ≥ 1 est un exposant critique en degré k pour ξ si et seulement si h/p s’écrit
comme somme de k nombres parmi les wj .

Preuve. Soit Λk
+ ⊂ Λkg∗ ∩ ker ιξ = Λkξ⊥ (resp. Λk

−) la somme des espaces
caractéristiques de Λkad⊤ξ relatifs à des valeurs propres w telles que h − pw >
0 (resp. h − pw < 0). On note de la même façon les sous-fibrés obtenus en
translatant à gauche ces sous-espaces. Notons η0 le plus petit des nombres |h−
pw| où w décrit les valeurs propres de Λkadξ sur Λkξ⊥. Fixons un η < η0.

Par définition, Lexp−tξ ◦ Rexp tξ = Adexp tξ = exp(t adξ). Comme les sous-
fibrés Λ∗

± sont invariants par adξ, ils sont invariants par les translations à droite
φt = Rexp tξ qui constituent le flot de ξ.

Le champ de vecteurs ξ a une divergence constante égale à h, donc le jacobien
de son flot vaut exactement eht.

Soit ω ∈ Λk
+ une forme différentielle invariante à gauche qui est dans l’image

de ιξ. On a
(φt)

∗ω = Ad∗exp tξω = (exp t adξ)
∗ω.

Comme η < η0, il existe une constante indépendante de ω et de t telle que pour
tout t ≥ 0,

|(exp t adξ)∗ω| ≤ const.et(h−η)/p|ω|.
Il vient

|(φt)∗ω|p = const.e−ηtJ(φt)|ω|p.
On conclut que p est non critique en degré k.

Inversement, s’il existe un couple de valeurs propres conjuguées (λ, λ) de
(Λkadξ)|Λkξ⊥ de partie réelle h/p, alors sur la partie réelle de la somme des
sous-espaces caractéristiques correspondants, ‖ exp t adξ ‖ est polynomial en t
donc ne décrôıt pas exponentiellement, et p est critique en degré k.

9



Enfin, les valeurs propres de l’action de ξ sur Λk(ξ⊥) ⊂ (g∗)⊗k sont les
sommes de k valeurs propres de adξ sur ξ⊥. q.e.d.

Corollaire 7. Si G n’est pas unimodulaire, un champ de vecteurs invariant à
gauche générique sur G a au plus un nombre fini d’exposants critiques.

Corollaire 8. Soit H un groupe de Lie d’algèbre de Lie h. Soit α une dérivation
de h, semi-simple, à valeurs propres réelles. Autrement dit, il existe une base de h
dans laquelle la matrice de α est diagonale, diag(w1, . . . , wn−1). Soit G = R×H
muni de la multiplication

(t, h)(t′, h′) = (t+ t′, etα(h)h′).

Soit ξ = ∂
∂t le champ de vecteurs invariant à gauche correspondant au facteur

R. Alors ξ⊥ = h∗. Supposons h = tr(α) > 0. Alors, pour tout k = 0, . . . n− 1 =
dim (H) et p ≥ 1,

Λk
+(p) =

⊕

{(wj1
,...,wjk

) |wj1
+···+wjk

>h/p}

k
⊗

ℓ=1

Λwjℓ
,

où, par convention, lorsqu’un même nombre w est répété m fois, le produit
tensoriel doit être interprété comme une puissance extérieure m-ème.

3.3 Exemples

Exemple. Soit G = R ⋉α R2 le produit semi-direct défini par la dérivation
α =

(

λ 0‖0 1
)

. Si λ > 0,G est à courbure sectionnelle strictement négative.G
est unimodulaire si et seulement si λ = −1. Si λ = 0, G est le produit riemannien
d’une droite et d’un plan hyperbolique. Noter que pour tout ℓ 6= 0, les groupes
obtenus pour les valeurs ℓ et 1/ℓ de λ sont isomorphes. Par conséquent, sans
perdre de généralité, on peut se limiter aux valeurs de λ ∈ [−1, 1].

On s’intéresse au champ de vecteurs invariant à gauche correspondant au
facteur R. Si λ 6= −1, il n’a d’exposants critiques qu’en degré 1, il en a deux (ce
sont p = 1 + 1

λ et p = 1 + λ) si λ 6= 0, 1, un (c’est p = 2) si λ = 1 et aucun si
λ = 0.

Si λ = −1, tout exposant p ≥ 1 est critique en degrés 0 et 2. En degré 1,
aucun exposant n’est critique.

Exemple. Espace hyperbolique réel. Soit G le groupe des dilatations et trans-
lations de Rn−1. Alors G agit simplement transitivement sur l’espace hyperbo-
lique réel de dimension n. Soit ξ le champ de vecteurs invariant à gauche corres-
pondant aux dilatations. Sur ξ⊥ = Rn−1, adξ est l’identité. Il y a exactement
un exposant critique pour chaque degré k = 1, . . . , n− 1, c’est p = n−1

k . Il n’y
en a pas en degré 0. Dans le tableau, on note Λk

k = Λk(Rn−1)∗.

p 1 (n− 1)/k +∞
Λk
+(p) 0 Λk

k

Λk
−(p) Λk

k 0

10



Autrement dit, ξ est (k, p)-contractant si et seulement si k = 0 (pour tout p)
ou 1 ≤ k ≤ n − 2 et p < n−1

k . ξ est (k, p)-dilatant si et seulement si k ≥ 1 et
p > n−1

k .

Exemple. Espace hyperbolique complexe. Soit G le groupe des dilatations
translations du groupe d’Heisenberg N de dimension 2m− 1. Alors G agit sim-
plement transitivement sur l’espace hyperbolique complexe de dimension réelle
n = 2m, i.e., la boule deCm munie de sa métrique de Bergmann. Soit ξ le champ
de vecteurs invariant à gauche correspondant aux dilatations. Sur ξ⊥ = n, adξ
induit une graduation n = n1 ⊕ n2. adξ vaut l’identité sur n1 et 2 fois l’identité
sur n2. Une graduation des formes différentielles invariantes à gauche en découle.
On numérote les sous-espaces par la valeur propre correspondante de Λkad⊤ξ .
On a donc, pour k = 1, . . . , 2m− 2,

Λkn∗ = Λk
k ⊕ Λk

k+1 = Λkn∗1 ⊕ Λk−1n∗1 ⊗ (n2)
∗.

et, pour les valeurs extrêmes,

Λ0n∗ = Λ0
0 = R, Λ2m−1n∗ = Λ2m−1

2m = Λ2m−2n∗1 ⊗ (n2)
∗.

Aucun exposant n’est critique en degré 0. Seul 1 est critique en degré 2m−1. Par
conséquent, Λ0

+(p) = 0, Λ0
−(p) = R pour tout p ≥ 1, Λ2m−1

+(p) = Λ2m−1
2m , Λ2m−1

−(p) = 0

pour tout p > 1. En chaque degré k = 1, . . . , 2m − 2, il y a exactement deux
exposants critiques, p = 2m/(k + 1) et p = 2m/k. D’où le tableau.

p 1 2m/(k + 1) 2m/k +∞
Λk
+(p) 0 Λk

k+1 Λk
k ⊕ Λk

k+1

Λk
−(p) Λk

k ⊕ Λk
k+1 Λk

k 0

Autrement dit, ξ est (k, p)-contractant si et seulement si k = 0 (pour tout p)
ou 1 ≤ k ≤ 2m− 2 et p < 2m

k+1 . ξ est (k, p)-dilatant si et seulement si k ≥ 1 et

p > 2m
k .

Exemple. Espace hyperbolique quaternionien ou octonionien. Soit N le ra-
dical unipotent du parabolique minimal de Sp(m, 1), m ≥ 2 (resp. de F−20

4 ).
Son algèbre de Lie n possède une dérivation α ayant exactement deux valeurs
propres 1 et 2. Autrement dit, n = n1 ⊕ n2 où dim (n1) = 4m − 4 (resp. 8)
et dim (n2) = 3 (resp. 7). Alors G = R ⋉α N agit simplement transitivement
sur l’espace hyperbolique quaternionien de dimension réelle n = 4m (resp. le
plan hyperbolique octonionien). Soit ξ le champ de vecteurs invariant à gauche
correspondant au facteur R, de sorte que adξ = α. La graduation des formes
différentielles invariantes à gauche comporte 4 (resp. 8) sous-espaces en degrés
k = 3, . . . , 4m− 4 (resp. 7 et 8), moins pour les valeurs extrêmes. Posons d = 4
pour les quaternions et d = 8 (et m = 2) pour les octonions. Alors, pour
k = d− 1, . . . , dm− d,

Λkn∗ =

d−1
⊕

j=0

Λk
k+j =

d−1
⊕

j=0

Λk−jn∗1 ⊗ Λj(n2)
∗.
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et, pour les valeurs extrêmes,

Λkn∗ =

k
⊕

j=0

Λk
k+j si k ≤ d− 2, Λkn∗ =

d−1
⊕

j=k−dm+d

Λk
k+j si k ≥ dm− d+ 1.

h = tr(α) = dm+ d− 2. Les exposants critiques sont les (dm + d− 2)/(k + j),
j = max{0, k− dm+ d}, . . . ,min{k, d− 1}. Il y en a d si k = d− 1, . . . , dm− d,
moins pour les valeurs extrêmes de k. On trouve que ξ est (k, p)-contractant si
et seulement si k = 0 (pour tout p) ou 1 ≤ k ≤ dm − d et p < dm+d−2

k+min{k,d−1} . ξ

est (k, p)-dilatant si et seulement si k ≥ 1 et p > dm+d−2
k+max{0,k−dm+d} . Le spectre

de Λkα est l’intervalle d’entiers [max{k, 2k − dm+ d}, . . . ,min{2k, k + d− 1}].
Si 1 ≤ k ≤ dm− 1, son plus grand élément est maxσ(k) = min{2k, k − 1 + d}.
Si 2 ≤ k ≤ dm − 2, le suivant, par ordre décroissant, est suiv σ(k) = min{2k +
1, k−1+d}−1. Ces formules sont aussi valables pour les espaces hyperboliques
réels (avec d = 1) et complexes (avec d = 2).

Remarque. Sachant que les espaces symétriques de rang un à courbure non
constante sont − 1

4 -pincés, on constate que l’intervalle [1, 1 + n−k
k−1

√
−δ[ pour le-

quel la Proposition 5 garantit que les champs de vecteurs de Busemann sont (k−
1, p)-contractants cöıncide avec l’intervalle observé pour ces espaces, [1, dm+d−2

k+min{k,d−1} [,

seulement lorsque k = d.
De même, l’intervalle de (k− 1, p)-dilatation de la Proposition 5 est optimal

pour les espaces symétriques de rang un à courbure non constante seulement
pour k = n− d+ 1.

4 Formule de Künneth pluri-tordue

Dans cette section, on démontre le principal résultat technique de cet article,
le théorème 4.

4.1 L’opérateur B

Proposition 9. Soit p ≥ 1. Soit M une variété riemannienne, soit ξ un champ
de vecteurs unitaire complet et (k, p)-Anosov surM , de flot φt. On note Λ+⊕Λ−

la décomposition (k, p)-Anosov des k-formes annulées par ιξ. Si ω ∈ ΛkT ∗
xM ,

on note ω± la projection orthogonale de ω sur Λ±T
∗
xM . Alors les opérateurs

B : ω 7→
∫ 0

−∞

(φt)
∗ω− dt−

∫ +∞

0

(φt)
∗ω+ dt,

i = ιξ = produit intérieur par ξ

et
B = Bi

sont bornés sur les k+1-formes Lp. De plus, il satisfont Bi = iB = 0, i(1−dB) =
0.

12



Preuve. Par hypothèse, pour tout x ∈M et tout t ≥ 0,

|(φt)∗iω+|p(x) ≤ const.e−ηt|iω+|p(φtx)Jφt
(x)

donc
∫

M

|(φt)∗iω+|p(x) dx ≤ const.e−ηt

∫

M

|ω|p(φtx)Jφt
(x) dx

= const.e−ηt

∫

M

|ω|p(z) dz.

Par conséquent, la fonction t 7→ ‖ (φt)
∗iω+ ‖Lp est intégrable surR+, la seconde

intégrale converge dans LpΩk(M) et

‖ (φt)
∗iω+ ‖Lp ≤ 1

η
‖ iω+ ‖Lp .

Il vient ‖ Bω ‖ ≤ η−1‖ ω ‖.
L’opérateur i est évidemment borné sur Lp. Comme il commute avec φt, il

commute avec B d’où iB = iBi = Bii = 0.
Notons Lξ la dérivée de Lie suivant ξ. Si ω est une k+1-forme lisse à support

compact, alors pour tout t,

∂

∂t
(φt)

∗ω = (φt)
∗Lξω = Lξ(φ

∗
tω).

D’autre part, au voisinage d’un point, (φt)
∗ω = 0 pour t assez grand. Par

conséquent
LξBω = ω+ + ω− = ω.

Il vient
iω = iLξBω = LξBω = (di+ id)Bω = idBω.

Par densité, cette identité s’étend à Lp. q.e.d.

4.2 Le complexe des formes basiques

L’opérateur B est notre candidat pour réaliser une homotopie de l’identité à
un projecteur P sur le sous-espace des formes annulées par ιξ et invariantes par
le flot de ξ. Autrement dit, 1 − P = dB + Bd. Une difficulté surgit : dB n’est
pas borné sur Ω∗,p(M). P n’envoie pas Ω∗,p(M) dans lui-même, mais dans un
espace plus grand, l’espace Lp + dLp.

Définition 10. On note Ψk,p(M) l’espace des k-formes différentielles ψ telles
qu’il existe β ∈ LpΩk(M) et γ ∈ LpΩk−1(M) telles que ω = β + dγ. Il est muni
de la norme

‖ ψ ‖Ψ∗,p = inf{(‖ β ‖pLp + ‖ γ ‖pLp)
1/p |ψ = β + dγ}.
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Le complexe Ψ∗,p(M) calcule lui aussi la cohomologie Lp. En effet, si une
forme ω ∈ Ωk,p(M) s’écrit ω = dψ où ψ ∈ Ψk−1,p(M), i.e. ψ = β + dγ, alors
β ∈ Ωk−1,p(M) et ω = dβ. Inversement, toute forme fermée ψ ∈ Ψk,p(M),
ψ = β+dγ, est cohomologue (au sens du complexe Ψ∗,p) à la forme fermée β, et
β ∈ Ωk,p(M). Mais cela ne fournit pas directement une homotopie entre les deux
complexes. Une telle homotopie sera construite plus loin, sous une hypothèse
supplémentaire sur M , voir Proposition 28.

Définition 11. Soit M une variété riemannienne, ξ un champ de vecteurs
unitaire complet sur M . On note B∗,p(M, ξ) ⊂ Ψ∗,p(M) le sous-complexe des
formes qui sont annulées par ιξ et ιξ ◦ d.

Soit G = R ⋉α H un produit semi-direct. Notons π : G → H la projection
le long des orbites du champ de vecteurs ξ correspondant à l’action à droite du
facteur R. L’opération π∗, image inverse par π, identifie B∗,p(G, ξ) à un sous-
complexe de formes différentielles surH , qu’on note B∗,p. La nature de cet espace
ne saute pas aux yeux. Il s’avère qu’il est souvent nul. Lorsqu’il ne l’est pas, c’est
un espace fonctionnel constitué de formes dont certains coefficients s’annulent
(voir section 6) et les autres ont des dérivées fractionnaires anisotropes dans Lp

(voir section 5).

4.3 Théorème principal

Théorème 4. Soit M une variété riemannienne. Soit ξ un champ de vecteurs
unitaire complet sur M . Soit p ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n.

1. Si le champ ξ est (k − 1, p)-Anosov, alors l’injection I : Bk,p(M, ξ) ⊂
Ψk,p(M) induit une surjection en cohomologie.

2. Si k = 1 ou si k ≥ 2 et ξ est (k−2, p)-Anosov, alors I induit une injection
en cohomologie.

3. Supposons de plus que M est à géométrie bornée, que p > 1 et que ξ est
(j, p)-Anosov pour tout j = 0, · · · , n − 1. Alors les complexes B∗,p(M, ξ)
et Ω∗,p(M) sont homotopes.

Preuve. On utilise l’opérateur B défini dans la Proposition 9.
Supposons que p est non critique en degré k − 1. Alors B est défini sur les

k-formes Lp. Soit ω = β+dγ ∈ Ψk,p(M) une forme fermée. Alors δ = (1−dB)β
est bien définie, et elle appartient à Bk,p(M, ξ). En effet, ιξδ = ιξ(1− dB)β = 0
et dδ = dβ = dω = 0. Comme δ = β−dBβ = ω−d(γ+Bβ), δ est cohomologue
à ω dans Ψ∗,p(M), donc I est surjective en cohomologie.

Supposons que p est non critique en degré k − 2. Soit ω ∈ Bk,p(M, ξ) une
forme fermée. Supposons ω cohomologue à 0 dans Ψ∗,p(M), ω = d(β+dγ) = dβ,
où β est Lp. Alors δ = (1−dB)β est bien définie, ιξδ = 0 et dδ = dβ = ω satisfait
aussi ιξdδ = 0. Autrement dit, δ ∈ Bk−1,p(M, ξ), dδ = ω donc ω est cohomologue
à 0 dans B∗,p(M, ξ), cela prouve que I est injective en cohomologie.

Supposons désormais que M est à géométrie bornée, et que ξ est (j, p)-
Anosov pour tout j = 0, · · · , n − 1. On combine l’opérateur P : Ω∗,p(M) →
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B∗,p(M, ξ) défini par P = 1 − dB − Bd et l’opérateur de régularisation S :
Ψ∗,p(M) → Ω∗,p(M) fourni par la proposition 22. P est borné de Ω∗,p(M) dans
Ψ∗,p(M). Par définition, Pd = dP . En outre, comme ιξB = 0, ιξ(1 − dB) = 0,
ιξP = 0 et ιξdP = ιξPd = 0, donc P est borné de Ω∗,p(M) dans B∗,p(M, ξ). De
son côté, S s’écrit S = 1 − dT − Td où T est borné de Ω∗,p

−1(M) dans Ω∗,p(M).
Par conséquent, S est borné de B∗,p(M, ξ) dans Ω∗,p(M), et

1− SP = 1− S + S(dB +Bd)

= dT + Td+ dSB + SBd

= d(T + SB) + (T + SB)d,

où T+SB est borné de Lp vers Lp. De plus, d(T+SB) = 1−SP−(T+SB)d est
borné de Ω∗,p(M) vers Lp, donc T + SB est borné de Ω∗,p(M) dans lui-même.
De même,

1− PS = 1− P + P (dT + Td)

= dB +Bd+ dPT + PTd

= d(B + PT ) + (B + PT )d.

On constate que ιξ(B+PT ) = 0, ιξd(B+PT ) = ιξ(1−PS−(B+PT )d) = ιξ = 0
sur ker ιξ ∩ ker ιξd. De plus

B + PT = B + (1− dB −Bd)T

= B + T − dBT −B(1 − S − Td)

= T − dBT +BS +BTd

est borné de Ψ∗,p(M) dans lui-même, donc de B∗,p(M, ξ) dans lui-même. Les
opérateurs P et S constituent donc une équivalence d’homotopie de complexes.
q.e.d.

Remarque. Comme la torsion T k,p(M) est l’adhérence de 0 dans Hk,p(M), et
Rk,p(M) = Hk,p(M)/T k,p(M), ces deux espaces sont conservés par les isomor-
phismes. Sous les hypothèses 1 ou 2 du Théorème 4, Rk,p(M) = Rk(B∗,p(M, ξ))
et T k,p(M) = T k(B∗,p(M, ξ)).

4.4 L’opérateur P

On n’utilisera pas directement l’énoncé 3 du théorème 4 dans cet article.
Néanmoins, l’opérateur P : Ω∗,p(M) → B∗,p(M, ξ) qui réalise l’homotopie est
intéressant en lui-même. Il généralise la valeur au bord utilisée dans [24]. Ses
propriétés, relatives au cup-produit notamment, seront détaillées en section 8.

Corollaire 12. SoitM une variété riemannienne, non nécessairement complète.
Soit ξ un champ de vecteurs unitaire complet sur M . Soit p ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n. On
suppose que ξ est (k − 2, p) et (k − 1, p)-Anosov. Alors les opérateurs

P = 1− dB −Bd : Ωk−1,p(M) → Bk−1,p(M, ξ)
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et

P = 1− dB : Ωk,p(M) ∩ ker (d) → Bk,p(M, ξ) ∩ ker (d)

sont bornés. Sur Ωk−1,p(M), Pd = dP . Enfin, P induit un isomorphisme
Hk,p(M) → Hk(B∗,p(M, ξ)).

Preuve. Elle combine la preuve du Théorème 4 et le fait que les complexes
Ω∗,p et Ψ∗,p ont la même cohomologie.

Soit ω ∈ Ωk,p(M)∩ker (d). Si [Pω] = 0 dansHk(B∗,p(M, ξ)), Pω = d(β+dγ)
où β et γ sont Lp et β + dγ ∈ Bk−1,p(M, ξ), alors (1− dB)ω = d(β + dγ), d’où

ω = d(Bω + β),

et Bω + β ∈ Ωk−1,p(M), donc [ω] = 0 dans Hk,p(M).
Soit ψ = β + dγ ∈ Bk−1,p(M, ξ) ∩ ker (d). Alors

ψ = Pβ + d(Bβ + γ − dBγ).

Clairement, Bβ + γ − dBγ ∈ Ψk−1,p(M), ιξ(Bβ + (1− dB)γ) = 0 et ιξd(Bβ +
(1 − dB)γ) = ιξ(ψ) = 0, donc Bβ + γ − dBγ ∈ Bk−1,p(M, ξ), et [ψ] = [Pβ] in
Hk(B∗,p(M, ξ)). q.e.d.

A titre d’illustration, on prouve le résultat principal (Proposition 10) de [24].

Lemme 13. SoitM une variété riemannienne complète, difféomorphe à R×H.
Soit U ⊂ H un ouvert, soit V = R × U et VT =]T,+∞[×U (éventuellement,
T = −∞). Soient p ≥ 1 et k ≥ 2. Supposons que ξ = ∂

∂t est (k−2, p)-contractant
et (k − 1, p)-contractant. Alors l’opérateur P est défini sur Ωk−1,p(VT ) et sur
Ωk,p(VT ) ∩ ker (d). Il satisfait Pd = dP sur Ωk−1,p(VT ) et donne un isomor-
phisme Hk,p(VT ) → Hk(B∗,p(V, ξ)). Dans ce cas particulier,

Pω = lim
t→+∞

φ∗tω.

Preuve. Comme ξ est (k−2, p)-contractant et (k−1, p)-contractant, Λk−2
−(p) = 0

et Λk−1
−(p) = 0. Par conséquent, en degrés k − 1 et k, la définition de l’opérateur

B,

Bω = −
∫ +∞

0

(φt)
∗(ιξω)+ dt

se généralise aux ouverts invariants par le semi-groupe (φt)t≥0. Le Corollaire 12
se généralise aussi.

B est la limite quand T → +∞ des opérateurs

BTω = −
∫ T

0

(φt)
∗(ιξω) dt.
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Comme

φ∗Tω − ω = −dBTω −BTdω,

il vient

Pω = ω − dBω −Bdω = lim
T→+∞

φ∗Tω. q.e.d.

4.5 Localisation

Nous avons besoin d’une version du Corollaire 12 localisée au voisinage d’un
point du bord à l’infini d’une variété à courbure sectionnelle négative. On peut

prendre de tels voisinages de la forme VT =
⋃

t>T

φt(U) =]T,+∞[×U où U est

un ouvert relativement compact d’une horosphère. Le Théorème 4 (énoncés 1 et
2) s’applique à V = R×U , mais non à VT . Néanmoins, le lemme suivant donne
une information suffisante.

Lemme 14. SoitM une variété riemannienne complète, difféomorphe à R×H.
Soit U ⊂ H un ouvert borné contractile, à bord lisse, soit V = R × U et
VT =]T,+∞[×U . Soient p ≥ 1 et k ≥ 2. Supposons que ξ = ∂

∂t est (k − 2, p)-
et (k − 1, p)-Anosov. Soit ω ∈ Ωk,p(V ) une forme fermée qui est nulle sur
] − ∞, T + 1[×U . Alors [ω|VT

] ∈ Hk,p(VT ) est nulle si et seulement si [Pω] ∈
Hk(B∗,p(V, ξ)) est nulle.

Preuve. Notons Z =]T, T + 1[×U . La suite exacte longue de la paire (VT , Z)
donne

· · · → Hk−1,p(Z) → Hk,p(VT , Z) → Hk,p(VT ) → Hk,p(Z) → · · ·

Comme Z est muni d’une métrique équivalente à la métrique produit sur ]T, T+
1[×U , sa cohomologie Lp cöıncide avec la cohomologie ordinaire de U , qui est
nulle, par hypothèse, en degrés ≥ 1. Donc la flèche j : Hk,p(VT , Z) → Hk,p(VT )
est injective. Par hypothèse, 0 = [ω|VT

] = j([ω|(VT ,Z)]) ∈ Hk,p(VT ), donc

[ω|(VT ,Z)] ∈ Hk,p(VT , Z) est nulle, il existe ψ ∈ Ωk−1,p(VT ), nulle sur Z, telle
que dψ = 0. On prolonge ψ par 0. On obtient une forme Lp sur V telle que
dψ = ω, i.e. ω est exacte. Réciproquement, si ω est exacte, sa restriction à VT
l’est aussi. Il ne reste plus qu’à appliquer le Corollaire 12 dans V . q.e.d.

5 Propriétés analytiques des formes basiques

Dans cette section, on décrit la norme des espaces Ψk,p(M), en la reliant à
une norme plus simple. Cela permettra, lors de la preuve du Théorème 1, de
montrer qu’un opérateur candidat à être un inverse de la différentielle est borné
sur Bk,p(M, ξ). Cette application reposera sur le Corollaire 27.
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5.1 L’espace L
p
−1Ω

k(M)

La norme de l’espace Ψk,p(M) est difficile à évaluer en général. On va
construire une norme équivalente plus commode, dans le cas particulier des
variétés riemanniennes à géométrie bornée.

Définition 15. Fixons un entier ℓ ≥ 1. Soit M une variété riemannienne. On
dit que M est à géométrie bornée s’il existe un ǫ > 0 tel que toutes les boules de
rayon ǫ soient uniformément proches, au sens Cℓ, de la boule unité de Rn.

Remarque. Dans la littérature, on demande souvent seulement une borne
inférieure sur le rayon d’injectivité et des bornes sur la courbure sectionnelle.
Quitte à déformer la métrique en une métrique équivalente plus régulière (ce
qui ne change pas la cohomologie Lp), on peut supposer que les dérivées cova-
riantes jusqu’à l’ordre ℓ de la courbure sont uniformément bornées (voir [2]). La
proximité Cℓ ne coûte donc pas plus cher.

Définition 16. Soit M une variété riemannienne compacte (resp. compacte à
bord). On note ∇ la dérivée covariante. Soient p et p′ des réels positifs tels que
1

p
+

1

p′
= 1. Soit ω une k-forme différentielle sur M . Sa norme Lp

−ℓ est la borne

supérieure des intégrales

∫

M

ω ∧ φ sur les n − k-formes φ sur M , de classe Cℓ

(resp. nulles au voisinage du bord) et telles que

‖ φ ‖
Lp′

ℓ
(M)

:= (‖ φ ‖p
′

Lp′(M)
+ ‖ ∇φ ‖p

′

Lp′(M)
+ · · ·+ ‖ ∇ℓφ ‖p

′

Lp′(M))
1/p′ ≤ 1.

Remarque. Le transport par un difféomorphisme de classe Cℓ est un isomor-
phisme entre espaces Lp

−ℓ.

Définition 17. Soit M une variété riemannienne à géométrie bornée. Soit ω
une k-forme sur M . On note

‖ ω ‖Lp

−ℓ
Ωk(M) = (

∫

M

‖ ω|B(x,ǫ) ‖pLp

−ℓ
(B(x,ǫ))

dx)1/p.

Remarque. Changer le rayon des boules conduit à une norme équivalente. Si
M est compacte, elle est automatiquement à géométrie bornée. Les définitions
16 et 17 donnent dans ce cas des normes équivalentes.

Remarque. Clairement, Lp
−ℓ ⊂ Lp

−ℓ−1 et la différentielle extérieure est bornée
de Lp

−ℓ dans L
p
−ℓ−1.

Lemme 18. Si M est compacte (éventuellement avec bord), l’espace Lp
−ℓ(M)

est un module sur l’algèbre Cℓ(M).
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Preuve. Soit u une fonction de classe Cℓ sur M , ω une k-forme sur B et φ
une n−k-forme lisse à support compact dansM , telle que ‖ φ ‖Lp

ℓ
(M) ≤ 1. Alors

∇uφ = (∇u)φ+ u∇φ entrâıne

‖ uφ ‖
Lp′

ℓ

≤ ‖ u ‖Cℓ‖ φ ‖
Lp′

ℓ

≤ ‖ u ‖Cℓ(M).

Il vient
∫

M

uω ∧ φ =

∫

M

ω ∧ uφ ≤ ‖ u ‖Cℓ(M)‖ ω ‖Lp

−ℓ
(M),

donc
‖ uω ‖Lp

−ℓ
(M) ≤ ‖ u ‖Cℓ(M)‖ ω ‖Lp

−ℓ
(M). q.e.d.

Remarque. Plus généralement, si φ est une forme différentielle de classe Cℓ

sur M , le produit extérieur par φ est un opérateur borné sur Lp
−ℓ.

Proposition 19. Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne
invariante à gauche. Une forme différentielle sur G est dans Lp

−ℓ si et seulement
si ses composantes dans un repère de formes invariantes à gauche sont des
fonctions dans Lp

−ℓ.

Preuve. Par invariance à gauche, il suffit de le vérifier pour la boule unité B
de G. Soit θ1, · · · , θn une base de 1-formes invariantes à gauche. Soit {i1, · · · , in}
une permutation de {1, · · · , n}, soit u une fonction de classe Cℓ à support com-
pact dans B. Il existe une constante indépendante de u telle que

const.‖ u ‖
Lp′

ℓ
(B)

≤ ‖ uθi1 ∧ · · · ∧ θik ‖
Lp′

ℓ
(B)

≤ const.‖ u ‖
Lp′

ℓ
(B)

.

Par dualité, on en tire, pour toute fonction v de Lp
−ℓ(B)

const.‖ v ‖Lp

−ℓ
(B) ≤ ‖ vθik+1

∧ · · · ∧ θin ‖
Lp

−ℓ
(B)

≤ const.‖ v ‖Lp

−ℓ
(B).

q.e.d.

Remarque. En particulier, dans la boule unité de Rn, une forme différentielle
est dans Lp

ℓ si et seulement si ses composantes, des fonctions, le sont.

5.2 Régularisation

Dans cette section, on construit des opérateurs de régularisation S et T qui
vont constituer une homotopie entre formes Lp et formes Lp

−1.

SoitM une variété riemannienne compacte sans bord. Notons H l’espace des
formes harmonique surM . Le laplacien ∆ admet un inverse borné sur l’orthogo-
nal L2 de H. On note Γ = ∆−1 ◦Π la composition avec le projecteur orthogonal
sur H⊥. Comme ∆ commute avec d et d∗, il en est de même de Γ.
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Lemme 20. Soit M une variété riemannienne compacte sans bord. Soit p > 1.
Les opérateurs TM = d∗Γ et SM = 1 − dTM − TMd sont bornés de Lp

−1Ω
∗(M)

dans LpΩ∗(M). De plus, SM est borné de Lp
−1Ω

∗(M) dans Lp
ℓΩ

∗(M) pour tout
ℓ.

Preuve. Comme Γ commute avec d, SM = 1−dTM −TdM = 1−∆Γ = 1−Π
est le projecteur orthogonal sur H. Il est donc aussi régularisant qu’on veut.

Montrons que Γ est borné de Lp′

dans Lp′

2 . L’estimée Lp′

pour le laplacien,

[1], s’énonce comme suit. Pour φ ∈ Lp′

2 ,

‖ φ ‖
Lp′

2

≤ const.(‖ φ ‖Lp′ + ‖ φ ‖Lp′ ).

Montrons d’abord que l’image par ∆ de H⊥ ∩ Lp′

2 est fermée dans Lp′

. Soit

ω ∈ Lp′

, soit φj ∈ H⊥ ∩Lp′

2 une suite telle que ∆(φj) converge dans L
p′

vers ω.

Alors φj est bornée dans L
p′

. Sinon, ψj = φj/‖ φj ‖Lp′ est borné dans L
p′

2 donc,
par compacité du plongement de Sobolev, on peut supposer que ψj converge

fortement dans Lp′

vers un ψ de norme 1, et converge faiblement dans H⊥∩Lp
2.

Or ∆ψj tend vers 0, donc ψ ∈ H. Il vient ψ = 0, contradiction. On conclut

que φj est bornée dans Lp′

. On peut donc supposer que φj converge faiblement

dans H⊥ ∩Lp′

2 vers φ, et ω = ∆φ est dans l’image du laplacien. On conclut que

∆(H⊥ ∩ Lp′

2 ) est fermé dans Lp′

.

Le laplacien étant symétrique, son image est exactementH⊥∩Lp′

. L’opérateur

∆ est une bijection continue entre les espaces de Banach H⊥ ∩Lp′

2 et H⊥ ∩Lp′

.

C’est donc un isomorphisme. On conclut que Γ est borné de Lp′

dans Lp′

2 .

Le même argument montre que, pour tout ℓ ∈ Z, Γ est borné de Lp′

ℓ dans

Lp′

ℓ+2. En effet, l’estimée elliptique est vraie sur Lp′

ℓ . En particulier, l’adjoint L2

de TM , l’opérateur T ∗ = dΓ est borné de Lp′

ℓ dans Lp′

ℓ+1.
Par dualité, on conclut que TM est borné de Lp

−ℓ dans Lp
−ℓ+1. Pour ℓ = 1,

on trouve que TM est borné de Lp
−1Ω

∗(M) dans LpΩ∗(M). q.e.d.

Corollaire 21. Soit M une variété riemannienne à bord compacte. Soit p > 1.
Il existe des opérateurs SM et TM tels que 1 = SM + dTM +TMd et pour toutes
fonctions lisses χ et χ′ à support compact dans l’intérieur de M , χ′ ◦ SM ◦ χ,
dχ′ ∧ TM ◦χ et TM ◦ dχ∧ · sont bornés de Lp

−1Ω
∗(M) dans LpΩ∗(M). De plus,

χ′ ◦ SM ◦ χ est borné de Lp
−1Ω

∗(M) dans Lp
ℓΩ

∗(M).

Preuve. On peut toujours compléter M en une variété compacte sans bord.
On utilise ensuite le fait que Lp

−ℓ est un C
ℓ′ -module pour tout ℓ′ ≥ ℓ (lemme 18

et la remarque qui le suit). q.e.d.

Proposition 22. Soit M une variété riemannienne à géométrie bornée. Soit
p > 1. Il existe des opérateurs bornés S et T de Lp

−1Ω
∗(M) dans LpΩ∗(M), tels

que 1 = S + dT + Td. De plus, pour tout ℓ, S est borné de Lp
−1Ω

∗(M) dans
Lp
ℓΩ

∗(M).
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Preuve. En transportant au moyen de difféomorphismes contrôlés en norme
C1 les opérateurs SB et TB de la boule unité B de Rn, on obtient pour chaque
z ∈ M des opérateurs Sz et Tz sur la boule B(z, ǫ) de M tels que χ′

z ◦ Sz ◦ χz,
dχ′

z ∧Tz ◦χz et Tz ◦dχz ∧· soient bornés de Lp
−1Ω

∗(B(z, ǫ)) dans LpΩ∗(B(z, ǫ))
en fonction seulement des normes C1 de χ′

z et χz. On choisit les fonctions χ′
z et

χz de sorte que pour tout x ∈M ,
∫

χ′
zχz(x) dz = 1.

On pose, pour ω ∈ Lp
−1(M),

Tω =

∫

M

χ′
zTz(χzω|B(z,ǫ)) dz.

Pour chaque z ∈M , χzω|B(z,ǫ) ∈ Lp
−1(B(z, ǫ)) et

‖ χ′
zTz(χzω|B(z,ǫ)) ‖Lp(B(z,ǫ))

≤ const.‖ ω|B(z,ǫ) ‖Lp
−1

(B(z,ǫ))

donc, par définition de la norme Lp
−1,

‖ Tω ‖LpΩ∗ ≤ const.‖ ω ‖Lp
−1

Ω∗ .

On calcule

d(χ′
zTz(χzω)) + χ′

zTz(χzdω)

= dχ′
z ∧ Tz(χzω) + χ′

z(Tzd+ dTz)(χzω)− χ′
zTz(dχz ∧ ω)

= χ′
z(1− Sz)(χzω) + dχ′

z ∧ Tz(χzω)− χ′
zTz(dχz ∧ ω)

= χ′
zχzω − S̃z(ω)

où
S̃z(ω) = χ′

zSz(χzω) + χ′
zTz(dχz ∧ ω)− dχ′

z ∧ Tz(χzω)

donc S̃z est borné de Lp
−1(B(z, ǫ)) dans Lp(B(z, ǫ)), uniformément en z. On

pose

S =

∫

M

S̃z dz.

Alors 1 = S+dT+Td, et S et T sont bornés de Lp
−1Ω

∗(M) dans LpΩ∗(M). q.e.d.

5.3 Comparaison des normes Ψ∗,p et Ω∗,p
−1

Définition 23. On note Ω∗,p
−ℓ (M) l’espace des formes différentielles qui sont

dans Lp
−ℓΩ

∗(M) ainsi que leur différentielle extérieure, muni de la norme

‖ ω ‖Ω∗,p

−ℓ
= (‖ ω ‖pLp

−ℓ
Ω∗(M) + ‖ dω ‖pLp

−ℓ
Ω∗(M))

1/p.

Proposition 24. SoitM une variété riemannienne de dimension n à géométrie
bornée. Alors les normes de Ψ∗,p(M) et de Ω∗,p

−1(M) sont équivalentes.
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Preuve. Par construction, Ψ∗,p ⊂ Lp
−1Ω

∗ et Ψ∗,p est stable par d donc Ψ∗,p ⊂
Ω∗,p

−1 .
Inversement, soit ω une forme dans Lp

−1Ω
∗ telle que dω ∈ Lp

−1Ω
∗. Utilisons

les opérateurs de régularisation de la proposition 22. Alors ω = (S+Td)ω+dTω
où (S + Td)ω ∈ LpΩ∗ et Tω ∈ LpΩ∗, donc ω ∈ Ψ∗,p. q.e.d.

Corollaire 25. Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne
invariante à gauche. Une forme différentielle ω sur G est dans Ψ∗,p(G) si et
seulement si les composantes de ω et de dω dans un repère de formes invariantes
à gauche sont des fonctions dans Lp

−1(G).

Preuve. Combiner les propositions 19 et 24. q.e.d.

5.4 Application aux formes basiques sur les produits semi-

directs

Lemme 26. Soit G : R⋉αH un groupe de Lie produit semi-direct muni d’une
métrique riemannienne invariante à gauche. On suppose que α est semi-simple.
Soit W = sp(Λ∗α⊤) l’ensemble des valeurs propres de l’action de α sur les
formes. Pour chaque w ∈ W , il existe un sous-espace vectoriel invariant à
gauche Fw,p de l’espace des distributions sur H ayant la propriété suivante.
Soit (ψj) une base de Λ∗h ⊗ C formée de vecteurs propres (relativement à des
valeurs propres wj) de Λ∗α⊤. Soit ω une forme différentielle sur H, soient

ω =
∑

j

ujψj , dω =
∑

j

vjψj .

les composantes de ω et de sa différentielle dans une base de formes invariantes
à gauche. Alors ω ∈ B∗,p(G, ξ) si et seulement si, pour tout j, uj et vj ∈ Fwj ,p.

Preuve. Soit ψ ∈ Λkh∗ un vecteur propre complexe de Λkα⊤, Λkα⊤(ψ) = wψ.
Considérons ψ comme un élément de Λkg∗ ⊗C, et par suite, comme une forme
invariante à gauche sur G. Alors

π∗(ψ|H) = e−twψ.

En effet, le champ ξ = ∂
∂t est invariant à gauche, son flot φt est un groupe à un

paramètre de translations à droite,

φt = Rexp(tξ) = Lexp(tξ) ◦Adexp(tξ)

La forme φ∗tψ est invariante à gauche. Sa valeur à l’origine est (Adexp(tξ))
∗φ. Or

Adexp(tξ) = exp(tadξ) = exp(tα),

d’où

φ∗tψ = exp(tΛkα⊤)(ψ) = etwψ.
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Au point (t, h) de G, π∗(ψ|H) = φ∗−tψ|H = e−twψ.

Soit (ψj) une base de Λ
kh∗⊗C formée de vecteurs propres de Λkα⊤, Λkα⊤(ψj) =

wjψj . Alors ω =
∑

j ujψj,|H est l’écriture de ω dans une base de formes inva-
riantes à gauche sur H , et

π∗ω =
∑

j

uje
−twjψj

est l’écriture de π∗ω dans une base de formes invariantes à gauche sur G. Par
conséquent,

‖ π∗ω ‖Lp
−1

(G) ∼
∑

j

‖ uje−twj ‖Lp
−1

(G).

On définit Fw,p comme l’espace des distributions u sur H telles que la norme
‖ uje−twj ‖Lp

−1
(G) est finie. Alors π∗ω ∈ Lp

−1(G) si et seulement si pour tout

j, uj ∈ Fwj ,p. Par la définition de B∗,p(G, ξ) vu comme espace de formes
différentielles sur H et le Corollaire 25,

ω ∈ B∗,p ⇔ ∀j, uj et vj ∈ Fwj ,p. q.e.d.

Remarque. Dans [22], l’espace Fw,p est décrit dans quelques cas particuliers.
Par exemple, si H = Rn−1 et α est l’identité, il n’y a qu’un poids w dans chaque

degré k, c’est w = k. Dans ce cas, Fw,p est l’espace de Besov B
−w+(n−1

p
)

p,p lorsque
celui-ci a un sens, et est nul sinon. On verra en section 6 que Fw,p est souvent
nul.

Corollaire 27. Soit G : R ⋉α H un groupe de Lie produit semi-direct muni
d’une métrique riemannienne invariante à gauche. On suppose que α est semi-
simple. Soit L ∈ End(Λ∗h∗) un endomorphisme qui commute avec Λ∗α⊤. Soit
ω ∈ B∗,p(G, ξ), vue comme forme différentielle sur H. Si dLω ∈ B∗,p(G, ξ),
alors Lω ∈ B∗,p(G, ξ).

Preuve. On applique le Lemme 26. Soit ω =
∑

w∈W ωw. Par hypothèse, les
composantes de ωw appartiennent à Fw,p. Alors L(ω) =

∑

w∈W L(ωw), et
les composantes de L(ωw), qui sont des combinaisons linéaires à coefficients
constants de celles de ωw, appartiennent elles aussi à Fw,p. Par hypothèse, il en
est de même pour la forme dLω. On conclut que ω ∈ B∗,p(G, ξ). q.e.d.

5.5 Equivalence d’homotopie

Proposition 28. Soit M une variété riemannienne à géométrie bornée. L’in-
jection des complexes Ω∗,p(M) ⊂ Ψ∗,p(M) est une équivalence d’homotopie.

Preuve. Soit I l’injection I : Ω∗,p(M) → Ω∗,p
−1(M). Soient S et T les opérateurs

fournis par la proposition 22. La relation S = 1−dT −Td entrâıne que dS = Sd,
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donc S envoie Ω∗,p
−1 dans Ω∗,p. Par conséquent, SI = S et IS = S sont des mor-

phismes de complexes. Comme S et T sont bornés de LpΩ∗ dans lui-même,
et comme dT = 1 − S − Td, T est borné de Ω∗,p dans lui-même. Comme
Td = 1−S−dT , T est borné de Ψ∗,p dans lui-même. Comme, 1−SI = dT +Td
sur Ω∗,p et 1 − IS = dT + Td sur Ω∗,p

−1 , on a bien affaire à une homotopie de
complexes. q.e.d.

6 Propriétés algébriques des formes basiques

A l’exception du degré 1 (voir [23]), ou du cas de l’espace hyperbolique
réel (voir [22]), on ne sait pas calculer complètement les espaces Bk,p(M).
Néanmoins, on va montrer que dans certains cas, certaines composantes d’une
forme de Bk,p(M) sont automatiquement nulles

6.1 Deux mécanismes

Exemple. Soit G = R ⋉α R2 le produit semi-direct défini par la matrice

α =

(

−1 0
0 2

)

. Notons π : G → H la projection. Soit β = a dx + b dy une

1-forme différentielle non nulle sur H . Alors φ = π∗β n’est jamais dans L2. En
effet, notons β+ = a dx et β− = b dy. Il vient

‖ φ ‖2L2(G) ∼
∫

R

(‖ β+ ‖2L2(R2)e
3t + ‖ β− ‖2L2(R2)e

−3t) dt

donc

φ ∈ L2(R+ ×R2) ⇒ β+ = 0, φ ∈ L2(R− ×R2) ⇒ β− = 0.

La condition π∗β ∈ (L2 + dL2)(R± ×R2) impose aussi une restriction, plus
faible, sur les composantes de β. On écrit π∗β = ω + dψ où ω et ψ sont dans
L2(R+ ×R2). On décompose encore ω = at + dt ∧ bt et ψ = et, où les at sont
des 1-formes et les bt et et des fonctions sur R

2. Alors ‖ a+,t ‖+ ‖ et ‖ est dans
L2(R+, e

3tdt). Par conséquent il existe une suite tj tendant vers −∞ telle que
a−,tj et etj tendent vers 0. D’autre part, pour tout t,

β = at + det = a+,t + a−,t + det

donc β = lim a−,tj dans L2
−1(R

2), donc β+ = 0.
Supposons maintenant que π∗β ∈ (L2 + dL2)(R− × R2). On trouve que

‖ a−,t ‖ est dans L2(R−, e
−3tdt) donc tend vers 0 (quitte à prendre une sous-

suite tj). Il vient β = lim a+,tj + detj dans L2
−1(R

2). On conclut seulement que

β− est dans l’adhérence L2
−1 de l’image de d− = ∂

∂x , ce qui ne dit rien.
Bien que cela ne soit pas directement utile ici, montrons comment un second

mecanisme permet de déduire de cette annulation partielle l’annulation de la
cohomologie L2. On sait qu’une 1-forme β sur R2 telle que π∗β ∈ B1,2(G, ξ)
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est nécessairement de la forme b dy. Si de plus dβ = 0, alors la fonction b ne
dépend pas de x, i.e. β est invariante par translation le long de l’axe des x. Or la
norme L2+dL2 de π∗β est une intégrale sur R2 d’une quantité qui est elle aussi
invariante par translation le long de l’axe des x. On conclut que cette norme
est nulle. Comme B1,2(G, ξ) = 0 et ξ est (0, 2)-Anosov, le théorème 4 donne que
H1,2(G) = 0.

6.2 Restrictions sur les formes basiques

Définition 29. Soit E un fibré sur une variété M . On note Γ(E) l’espace
vectoriel topologique des sections de E à coefficients distributions. Lorsque M =
G est un groupe de Lie et E un fibré invariant à gauche sur G, on confondra
parfois dans la notation le fibré E et sa fibre au-dessus de l’élément neutre.

Proposition 30. Soit M une variété riemannienne complète. Soit ξ un champ
de vecteurs unitaire (k− 1, p)-Anosov et (k, p)-Anosov sur M . Notons φt le flot
de ξ. On suppose qu’il existe une hypersurface H ⊂M orthogonale à ξ telle que

R×H →M, (t, x) → φt(x)

soit un difféomorphisme. Pour j = k− 1, k, on note Λj
− ⊕Λj

− la décomposition
(j, p)-Anosov de ΛjT ∗H = ker ιξ. Soit ω une k-forme différentielle sur M an-
nulée par ιξ et invariante par le flot de ξ, à coefficients dans Lp

−1(M). Alors,
vue comme forme différentielle sur H,

ω ∈ Γ(Λk
+(p)) + dΓ(Λk−1

+(p)) ∩ Γ(Λk
−(p)) + dΓ(Λk−1

−(p)),

où l’adhérence est prise au sens des distributions. En particulier, avec les nota-
tions de la Définition 11,

Bk,p(M, ξ) ⊂ Γ(Λk
+(p)) + dΓ(Λk−1

+(p)) ∩ Γ(Λk
−(p)) + dΓ(Λk−1

−(p)).

Preuve. Soit ω ∈ Bk,p(M, ξ). Comme ω ∈ Ψk,p(M), il existe des formes Lp

β et γ telles que ω = β + dγ. Par hypothèse, M = R × H , et on utilise la
décomposition des formes différentielles et de la différentielle exterieure sur un
produit. Ecrivons β = a+dt∧b et γ = e+dt∧f où a, b, e et f sont annulées par
ιξ. Alors ω = a+ dHe où dH est la différentielle extérieure dans la direction du
facteur H . Comme ξ est (k − 1, p)-Anosov et (k, p)-Anosov, les k − 1-formes et
k-formes se décomposent en a = a+ + a− et e = e+ + e−, de sorte que, lorsque
t tend vers +∞, φ∗t a+ et φ∗t e+ tendent vers 0 en norme Lp. Par conséquent

ω = lim
t→+∞

φ∗t a− + dνφ
∗
t e−.

au sens des distributions. Ceci entrâıne la convergence au sens des distribu-
tions des restrictions à presque tout translaté φt(H). On obtient des formes
différentielles at et et définies sur H , à valeurs dans Λ−, et telles que at + det
converge vers la restriction de ω à H lorsque t tend vers +∞. De même, on
construit des formes a′t et e

′
t sur H telles que a′t + de′t converge vers ω|H lorsque

t tend vers −∞. q.e.d.
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Corollaire 31. Soit H une variété riemannienne complète. Soit M = R ×H,
munie d’une métrique riemannienne complète telle que ξ = ∂

∂t soit unitaire et
orthogonal à H. Soit p ≥ 1 et k ≥ 1. On garde les notations de la Proposition
30.

1. Si ξ est (k − 1, p)-Anosov, alors

dBk,p(M, ξ) ⊂ d(Γ(Λk
+)) ∩ d(Γ(Λk

−)).

2. Si ξ est (k − 1, p)-contractant (resp. dilatant), dBk,p(M, ξ) = 0.

3. Si ξ est (k − 2, p)-contractant (resp. dilatant) et (k − 1, p)-Anosov, alors
Bk,p(M, ξ) ⊂ Γ(Λk

+) (resp. Γ(Λ
k
−)).

Preuve. 1. Supposons d’abord que ξ est (k−2, p)- et (k−1, p)-Anosov. D’après
la proposition 30,

Bk−1,p ⊂ Γ(Λk−1
+ ) + dΓ(Λk−2

+ ),

d’où

dBk−1,p(M, ξ) ⊂ d(Γ(Λk−1
+(p))),

et de même en remplaçant + par −. L’hypothèse ξ est (k − 2, p)-Anosov n’est
pas nécessaire si on ne s’intéresse qu’à l’image de la différentielle, celle-ci faisant
disparâıtre les formes de degré k − 2 de la preuve de la Proposition 30.

2. Si ξ est (k − 1, p)-contractant, Λk−1
+ = 0, donc dBk−1,p(M, ξ) = 0.

3. Si ξ est de plus (k − 2, p)-contractant, Λk−2
+ = 0, donc

Bk−1,p ⊂ Γ(Λk−1
+ ).

Comme le projecteur sur Λk−1
− est donné, dans une base de formes invariantes à

gauche surH , par une matrice constante, il est continu au sens des distributions.
Une limite de sections distributions de Λk−1

+ est encore une section distribution

de Λk−1
+ , donc Bk−1,p ⊂ Γ(Λk−1

+ ). q.e.d.

6.3 Une description de l’espace B∗,p

Corollaire 32. Soit H une variété riemannienne complète. Soit M = R ×H,
munie d’une métrique riemannienne complète telle que ξ = ∂

∂t soit unitaire et
orthogonal à H. Soit p ≥ 1 et k ≥ 1. On suppose que ξ est (k − 2, p) (condition
vide si k = 1) et (k − 1, p)-Anosov. On note β+ la composante d’une forme
différentielle β de H sur Λ∗

+, et d+β = (dβ)+. On note D l’opérateur

D : Ωk−1,p(H) → Ωk,p
−1 (H), e 7→ D(e) = d−(e+)− d+(e−).

Vu comme sous-espace de formes différentielles sur H, Bk,p(M, ξ) contient l’ima-
ge de D et est contenu dans l’adhérence Lp

−1 de l’image de δ.
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Preuve. D’après la Proposition 30, tout élément ω ∈ Bk,p(M, ξ) est limite
Lp
−1 d’une suite β±

j + dγ±j où β±
j est une section de Λk

± et γ±j une section de

Λk−1
± . Par conséquent, la composante ω− est la limite des d−γ

+
j , et ω+ est la

limite des d+γ
−
j , donc ω est limite des d−ej,+ − d+ej,− où ej = γ+j − γ−j . Par

conséquent, Bk,p(M, ξ) est contenu dans l’adhérence dans l’espace Ωk,p
−1 (H) des

formes différentielles de la forme d−e+ − d+e−.
Réciproquement, soit e ∈ Ωk−1,p(H) une forme différentielle. Fixons une

fonction lisse χ sur R telle que χ = 0 au voisinage de −∞ et χ = 1 au voisinage
de +∞. Notons π : M → H la projection sur le second facteur. Montrons que
la forme

ω = dχ(t) ∧ π∗e

est dans Ωk,p(G), et
Pω = π∗(d−e+ − d+e−).

Comme dχ est à support compact, ω et dω = −dχ ∧ π∗de sont dans Lp. On
calcule

Bω = χ(t)π∗e− − (1− χ(t))π∗e+,

Bdω = χ(t)π∗(−d−e)− (1− χ(t))π∗(−d+e)
et enfin

Pω = χπ∗(d−e− de−)− (1− χ)π∗(d+e− de+)

= π∗(d−e+ − d+e−).

Ceci prouve que d−e+ − d+e− ∈ Bk,p(M, ξ), lorsque cet espace est vu comme
un espace de formes différentielles sur H . q.e.d.

6.4 Exemples

Conservons les notations du Corollaire 32. Pour que Bk,p soit non nul, il faut
que l’un des deux espaces Λk−1

+ et Λk
+ soit non nul. Sinon, l’opérateur D est

identiquement nul. De même, il faut que l’un des deux espaces Λk−1
− et Λk

− soit
non nul.

Exemple. Pour l’espace hyperbolique réel, pour tout p ≥ 1 non critique dans
les degrés adéquats, il existe au plus un degré k pour lequel Bk,p(M, ξ) 6= 0. En
effet, comme le montre le tableau,

p 1 n−1
k

n−1
k−1 +∞

Λk−1
+(p) 0 0 Λk−1

k−1

Λk
+(p) 0 Λk

k Λk
k

Λk−1
−(p) Λk−1

k−1 Λk−1
k−1 0

Λk
−(p) Λk

k 0 0
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Λk−1
+ et Λk

+ (ou bien Λk−1
− et Λk

−) sont simultanément nuls, sauf lorsque n−1
k <

p < n−1
k−1 , i.e. lorsque k est la partie entière de n−1

p + 1.

Exemple. Pour les autres espaces symétriques de rang un, le complexe B∗,p

est de longueur au plus d, il est non nul seulement dans les d degrés successifs
dm+d−2

p + 1, . . . , dm+d−2
p + d.

7 Restrictions sur la torsion

7.1 Cas où le champ est (k − 1, p)-contractant

Proposition 33. Soit M une variété riemannienne. Soit ξ un champ de vec-
teurs unitaire, complet, (k−2, p)-Anosov et (k−1, p)-contractant (resp. (k−1, p)-
dilatant) sur M . Alors T k,p(M) = 0.

Preuve. D’après la proposition 30, dBk−1,p(M, ξ) = 0, car le sous-fibré Λk−1
+

(resp. Λk−1
− ) est nul. Par conséquent, la cohomologie en degré k du complexe

B∗,p(M, ξ) est séparée. Comme remarqué au Corollaire 31, l’hypothèse que p
est non critique en degré k − 2 n’est pas nécessaire pour cela, mais on en a
besoin pour appliquer le Théorème 4, qui donne un isomorphisme T k,p(M) =
T k(B∗,p(M, ξ)) = 0. q.e.d.

Exemple. Avec la Proposition 5, on retrouve le résultat principal de [24] : si
la courbure sectionnelle est suffisamment pincée, la torsion s’annulle.

Exemple. Pour les espaces symétriques de rang un, on trouve que la torsion
s’annulle en degré k lorsque k = 1 (pour tout p) et sinon, si dm+d−2

p < min σ(k−
1) ou bien dm+d−2

p > max σ(k − 1), ce qui se traduit par p < dm+d−2
k−2+min{k,d} ou

p > dm+d−2
k−1+max{0,k−1−dm+d} .

Exemple. Soit G = R ⋉α R2 où α = diag(1,−1). Ce groupe, parfois appelé
Sol, est unimodulaire. Aucun exposant n’est critique en degré 1. Comme Λ1

+ = 0,
dB1,p(G, ξ) est nul, donc la cohomologie du complexe B∗,p en degré 2 est séparée,

c’est l’espace de Besov ordinaire B
2/p
p,p (R2). V. Goldshtein et M. Troyanov ont

montré que H2,p(G) est non nul pour tout p > 1, [10]. D’après [23], H1,p(G) =
0. Par dualité de Poincaré, la cohomologie réduite est nulle en degré 2, donc
T 2,p(G) 6= 0. Ce n’est pas contradictoire : comme p est critique en degré 0,
seul l’énoncé 1 du théorème 4 s’applique et donne une surjection H2(B∗,p) →
H2,p(G). On voit que la condition supplémentaire (ξ est (k − 2, p)-Anosov) de
la Proposition 33 est nécessaire pour avoir l’annulation de la torsion.

7.2 Rôle de la non commutativité

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux produits semi-directs G = R⋉α H .
On va voir que la non commutativité du groupe H force parfois la torsion

T ∗,p(G) à être non nulle sur un intervalle plus grand que celui donné par la
Proposition 33.
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On identifiera B∗,p(G, ξ = ∂
∂t ) à un espace de formes différentielles sur H ,

noté simplement Bk,p.

Définition 34. Si on identifie l’algèbre extérieure Λ∗h∗ aux formes différen-
tielles invariantes à gauche sur H, alors la différentielle extérieure devient un
opérateur algébrique noté δ : Λk−1h∗ → Λkh∗.

Remarquer que δ commute avec l’action de la dérivation α sur les formes.

Lemme 35. Soit G = R ⋉α H un produit semi-direct. On suppose que p est
non critique en degré k − 1. On suppose que δ est injectif sur Λk−1

+ et que

δ(Λk−1
+ )∩ (h∗ ⊗Λk−1

+ ) = {0}. Alors dBk−1,p ⊂ Bk,p est fermé. Si, de plus, p est
non critique en degré k − 2, alors T k,p(G) = 0.

Preuve. D’après le Corollaire 31, si e ∈ Bk,p appartient à l’adhérence, de
dBk−1,p, alors e appartient à l’adhérence, au sens des distributions, de d(Γ(Λk−1

+(p))).

On peut donc écrire e = lim daj où aj ∈ Γ(Λk−1
+(p)). Soit (ψi) une base de Λ

k−1h∗

formée de vecteurs propres de α, et telle que (ψ1, . . . , ψℓ) soit une base de Λ
k−1
+ .

On voit chaque ψi comme une forme différentielle invariante à gauche sur H .
Ecrivons aj =

∑ℓ
i=1 fijψi. Notons Q : Λkh∗ → Λkh∗/(h∗ ⊗ Λk−1

+ ) la projection.
Alors, en chaque point,

Q(daj) = Q(

ℓ
∑

i=1

dfij ∧ ψi +

ℓ
∑

i=1

fijδψ
i)

=

ℓ
∑

i=1

fijQδψ
i.

Par hypothèse, l’opérateur algébrique Qδ admet un inverse à gauche (Qδ)−1 :
Λkh∗/h∗⊗Λk−1

+ → Λk−1
+ . On peut supposer que, comme δ et Q, (Qδ)−1 commute

avec l’action de α sur les formes. Alors aj = (Qδ)−1Q(daj) converge vers la
section distribution a = (Qδ)−1Q(e) de Λk−1

+ , qui satisfait da = e. Sachant que
da appartient déjà à Bk−1,p(G, ξ), le Corollaire 27 entrâıne que a appartient à
Bk−1,p(G, ξ), et e à dBk−1,p(G, ξ).

Si, de plus, p est non critique en degré k− 2, alors le Théorème 4 s’applique,
et T k,p(G) = T k,p(B∗,p) = 0. q.e.d.

7.3 Preuve du Théorème 1

Proposition 36. Soit M un espace symétrique de rang 1 à courbure non cons-
tante, de dimension n = dm (d = 2, 4 ou 8). Soit k = 2, . . . , dm+d−2

2 . Notons

pk−1
1 < pk−1

2 < · · · les exposants critiques en degré k − 1. Si p < pk−1
2 , alors

T k,p(M) = 0 sauf peut-être pour p = pk−1
1 .

Preuve. Tout espace symétrique de rang 1 à courbure non constante est
isométrique à un produit semi-direct G = R ⋉α N où α admet les valeurs
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propres 2 (de multiplicité d− 1 = 1, 3 ou 7) et 1 (de multiplicité dm− d paire).
On note h = trα = dm + d − 2. En outre, l’espace propre n2 est central, la
différentielle δ est nulle sur n∗1 et si e ∈ n∗2 est non nul, δ(e) ∈ Λ2n∗1 est non
dégénérée. L’algèbre extérieure se décompose en

Λkn∗ =

min{k,d−1}
⊕

j=max{0,k−dm+d}

Λk
k+j où Λk

k+j = Λk−jn∗1 ⊗ Λjn∗2,

et α vaut k + j sur Λk
k+j . On appelle poids l’indice k + j. Comme δ commute

avec α, il préserve le poids, δ(Λk
k+j) ⊂ Λk+1

k+j .

Les exposants critiques en degré k sont les nombres de la forme h
k+j où

j décrit les entiers compris entre max{0, k − dm + d} et min{k, d − 1}. Pour
2 ≤ k ≤ dm− 1, on vérifie que

pk−1
1 < pk−1

2 =
h

min{2k − 2, k + d− 2} − 1

≤ h

min{2k − 4, k + d− 3}
= pk−2

1 < pk−2
2 .

Par conséquent, si p < pk−1
2 , alors p est non critique en degré k − 2. Si de plus

p 6= pk−1
1 , alors p est non critique en degrés k − 1 et k − 2.

Si p < pk−1
1 , alors Λk−1

+(p) = 0, et la Proposition 33 donne immédiatement que

T k,p(M) = 0. Supposons p compris entre pk−1
1 et pk−1

2 . Alors Λk−1
+(p) = Λk−1

k−1+r,

où r = min{k − 1, d − 1}. Lorsque k ≤ d, r = k − 1 donc Λk−1
+ = Λk

2k−2 =

Λk−1(n2)
∗. Lorsque k > d, r = d−1 donc Λk−1

+ = Λk−1
k+d−2 = Λk−dn∗1⊗Λd−1(n2)

∗.

Dans les deux cas, δ(Λk−1
+ ) a pour poids k− 1+ r, alors que dans n∗⊗Λk−1

+ , on

rencontre seulement les poids k+ r et éventuellement k+ r+1, donc δ(Λk−1
+ )∩

(n∗ ⊗ Λk−1
+ ) = {0}.

Montrons que si k ≤ h
2 , dans les deux cas, δ est injectif sur Λk−1

+ .
Supposons d’abord que k ≤ d. Soit v1, . . . , vd−1 une base du sous-espace n2.

Alors les 2-formes δv1, . . . , δvℓ sont linéairement indépendantes dans Λ2(n1)
∗. Si

I est un sous-ensemble de {1, . . . , d− 1}, notons

vI =
∧

i∈I

vi.

Alors
δvI =

∑

i∈I

±δvi ⊗ vI\{i},

et lorsque I décrit les sous-ensembles à k−1 éléments de {1, . . . , d−1} et i décrit
les éléments de I, les éléments δvi ⊗ vI\{i} sont linéairement indépendants dans

Λ2(n1)
∗ ⊗ Λk−2(n2)

∗. Par conséquent δ est injectif sur Λk
2k−2.
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Supposons maintenant que k > d. Pour i = 1, . . . , d−1, notons Li le produit
extérieur par δ(vi). Notons [d−1] = {1, . . . , d−1}. Alors sur Λk−1

k+d−2 = Λk−dn∗1⊗
Λd−1(n2)

∗,

δ(u⊗ v[d−1]) =
∑

1≤i≤ℓ

±Li(u)⊗ v[d−1]\{i},

donc ker δ =
⋂

i kerLi.
Comme les formes δvi sont non dégénérées, les applications Li sont injectives

sur Λq(n1)
∗ tant que q ≤ dm−d

2 − 1. On constate que

k − d ≤ dm− d

2
− 1 ⇔ k ≤ h

2
.

Par conséquent, si d < k ≤ h
2 , δ est injectif sur Λk−1

k+d−2.

Du Lemme 35, il résulte que si k ≤ h
2 , alors T

k,p(G) = 0. q.e.d.

Remarque. La borne h
2 de la proposition 36 n’est pas optimale.

7.4 Caractérisation de dBk−1,p

Proposition 37. Soit M un espace symétrique de rang 1 à courbure non cons-
tante, de dimension n = dm (d = 2, 4 ou 8). Notons τ un vecteur directeur
de Λd−1(n2)

∗. Notons pd−1
1 = dm+d−2

2d−2 < pd−1
2 = dm+d−2

2d−3 < · · · les exposants

critiques en degré d− 1. Supposons pd−1
1 < p < pd−1

2 . Alors

1. Bd,p ⊂ Γ(Λd
2d−1 ⊕ Λd

2d−2).

2. Soit ω = ω2d−1 + ω2d−2 ∈ Bd,p. Alors

ω2d−1 = α ∧ τ, ω2d−2 = uδ(τ) + ψ,

où α ∈ Γ(n∗1), u est une fonction et ψ une d-forme différentielle à valeurs
dans un supplémentaire de δ(τ).

3. ω ∈ dBd−1,p si et seulement si ψ = 0 et α = dn1
u est la différentielle de u

restreinte au champ de plans n1.

Preuve. Comme pd−1
1 < p < pd−1

2 , Λd
+(p) = Λd

2d−2 ⊕ Λd
2d−1 et Λd−1

+(p) =

Λd−1
2d−2. De plus, n∗ ⊗ Λd−1

2d−2 = Λd
2d−1 (car (n2)

∗ ⊗ Λd
2d−2 = 0) et δ(Λd−1

2d−2) ⊂
Λd
2d−2, donc dΛ

d−1
+(p) ⊂ Γ(Λd

2d−2 ⊕ Λd
2d−1). D’après la Proposition 30, Bd,p ⊂

Γ(Λd
2d−2 ⊕ Λd

2d−1) = Γ(Λd
2d−2 ⊕ Λd

2d−1).
Soit β ∈ Bd−1,p, β = aτ où a est une fonction. Alors

dβ = dn1
a ∧ τ + aδ(τ),

où le premier terme est une section de Λd
2d−1 et le second une section de Λd

2d−2.
Pour qu’une d-forme ω ∈ Bd,p appartienne à l’image de d, il est nécessaire
que sa composante ω2d−2 soit proportionnelle à δ(τ), ω2d−2 = uδ(τ). Alors la
seule solution possible de l’équation dβ = ω est β = uτ , ce qui impose que
ω2d−1 = dn1

u ∧ τ .
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Inversement, supposons que ω ∈ Bd,p s’écrive ω = α ∧ τ + uδ(τ) + ψ avec
ψ = 0 et dn1

u = α. Alors β = uτ satisfait dβ = ω. dβ appartient à Bd,p. De
plus, β = Lω où L = δ−1Q et Q : Λdn∗ → Λdn∗ est un projecteur α-invariant
sur δ(Λd−1

2d−2). Le Corollaire 27 entrâıne que β ∈ Bd−1,p. q.e.d.

Corollaire 38. A l’exception du cas du plan hyperbolique complexe (d = 2 et
m = 2), une forme ω ∈ Bd,p fermée appartient à dBd−1,p si et seulement si sa
composante ω2d−2 est proportionnelle à δ(τ).

Preuve. Soit ω ∈ Bd,p une forme fermée. Ecrivons ω = α ∧ τ + uδ(τ). Alors

0 = dω

= (dα) ∧ τ + (dn1
u− α) ∧ δ(τ).

Si d 6= 2 ou m > 2, alors dim (n1) > 2, la multiplication extérieure par δ(τ)
est une somme directe d’opérateurs de multiplication extérieure par des formes
symplectiques. Il est donc injectif, on conclut que α = dn1

u, et, d’après la
Proposition 37, ω ∈ dBd−1,p. q.e.d.

8 Cup-produit

8.1 Valeur au bord et produit extérieur

Sous les hypothèses du Théorème 4, l’isomorphisme en cohomologie entre le
complexe Ω∗,p et le complexe de Besov B∗,p n’est pas en général compatible avec
le produit extérieur des formes différentielles. Toutefois, c’est le cas en degré k
en présence d’un champ de vecteurs (j, p)-contractant pour tout j ≤ k − 1.

Lemme 39. Soit M une variété riemannienne complète de dimension n. Soient

k, ℓ des entiers tels que k + ℓ ≤ n. Soient p, q, r des réels positifs tels que
1

p
=

1

q
+

1

r
. Soit ξ un champ de vecteurs unitaire sur M , supposé (j, q)-contractant

pour tout j ≤ k − 1, (j, r)-contractant pour tout j ≤ ℓ − 1 et (j, p)-contractant
pour j = k+ℓ−1. Soit V un ouvert invariant par le flot de ξ. Alors l’application
P : Ω∗,p(V ) → B∗,p(V ), qui est bien définie et induit un isomorphisme en
cohomologie en degrés k, ℓ et k + ℓ, satisfait, pour α ∈ Ωk,q(V ), β ∈ Ωℓ,r(V )
fermées, P (α ∧ β) = P (α) ∧ P (β).

Preuve. Par hypothèse, le flot φt de ξ contracte toutes les i-formes Lq et
toutes les j-formes Lr transversalement à ξ. Autrement dit, pour un η > 0.

‖ Λi(dφt) ‖ det(dφt)
1/q ≤ C e−ηt et ‖ Λj(dφt) ‖ det(dφt)

1/r ≤ C e−ηt.

Comme Λi+j(ker (ιξ)) est engendré par les produits extérieurs de formes trans-
verses de degrés i et j respectivement, on en déduit que

‖ Λi+j(dφt) ‖ det(dφt)
1/q+1/r ≤ C2 e−2ηt,
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i.e. que ξ contracte toutes les i+j-formes Lp transversalement à lui-même. Mais
cela ne donne pas la contraction sur les k + ℓ− 1-formes, il est donc nécessaire
de le supposer.

Dans ces conditions, l’application P est, pour les formes fermées de degrés
k, ℓ et k + ℓ, une valeur au bord, voir Lemme 13, elle s’écrit

Pω = lim
t→+∞

φ∗t (ω),

donc passe au travers des produits extérieurs. Cela prouve que la forme P (α) ∧
P (β) est bien définie et qu’elle est égale à P (α ∧ β). q.e.d.

Lemme 40. Soit M une variété riemannienne complète de dimension n. Soit
q > 1. Soit ξ un champ de vecteurs unitaire sur M , supposé (0, q)-contractant.
Soit V un ouvert invariant par le flot de ξ.

1. Soit u une fonction sur V telle que du ∈ Lq. Alors u possède une li-
mite le long de presque toute trajectoire de ξ, notée u∞. L’application
P : Ω1,q(V ) → B1,q(V ), qui est bien définie et induit un isomorphisme en
cohomologie en degré 1, satisfait

P (du) = d(u∞).

2. Si u et v sont deux fonctions bornées à différentielles Lq sur V , alors
d(uv) ∈ Lq et

P (d(uv)) = u∞P (dv) + v∞P (du).

Preuve. 1. Comme du est Lq et fermée et ξ est (0, q)-contractant, la fonction
u−Bdu est bien définie sur V . Sa différentielle au sens des distributions vaut

d(u−Bdu) = (1− dB)(du) = P (du),

elle appartient à B1,q(V, ξ), donc u − Bdu est constante sur les trajectoires de
ξ. Par définition de l’opérateur B,

Bdu = −
∫ +∞

0

φ∗t (ιξdu) dt

= −
∫ +∞

0

(ξu) ◦ φt dt

= u− lim
t→+∞

u ◦ φt,

donc u−Bdu = limt→+∞ u ◦ φt, qu’on peut noter u∞.
2. La différentielle du produit d(uv) = udv + vdu est dans Lq. Il vient

P (d(uv)) = d((uv)∞)

= u∞dv∞ + v∞du∞

= u∞P (dv) + v∞P (du). q.e.d.
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8.2 Localisation en courbure négative

Dans une variété à courbure négative, on peut enrichir la notion de cohomo-
logie Lp (resp. d’algèbre de Royden) en la localisant près du bord à l’infini.

Définition 41. SoitM une variété riemannienne complète, simplement connexe,
à courbure sectionnelle négativement pincée. On note ∂∞M son bord à l’infini.
On note M̄ = M ∪ ∂∞M la compactification visuelle de M . Soit η un point
de ∂∞M , soit ξ le champ de vecteurs de Busemann correspondant. On note
Ωk,p

loc (M, η) plutôt que Ωk,p
loc (M, ξ) la cohomologie des formes qui sont Ωp dans

tout ouvert dont l’adhérence dans M̄ ne contient pas η.

Définition 42. SoitM une variété riemannienne complète, simplement connexe,
à courbure sectionnelle négativement pincée. Soit η un point de ∂∞M . On note
Rq

loc(M, η) l’algèbre des fonctions sur M qui sont bornées et à différentielle Lq

dans tout ouvert dont l’adhérence dans M̄ ne contient pas η. On note R̄q
loc(M, η)

le quotient de Rq
loc(M, η) par l’idéal des fonctions qui sont bornées et Lq dans

tout ouvert dont l’adhérence dans M̄ ne contient pas η.

8.3 Preuve du Théorème 2

La proposition suivante est une version localisée, plus forte, du Théorème 2.

Proposition 43. Soit M une variété riemannienne complète de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0.
Soit η un point de ∂∞M . Soient r > p ≥ 1, soit q le réel tel que 1

p = 1
q + 1

r .
Supposons que

p < 1 +
n− k

k − 1

√
−δ et r < 1 +

n− k + 1

k − 2

√
−δ.

1. Soit κ ∈ Hk−1,r
loc (M, η). Alors l’ensemble

Rκ = {u ∈ Rq(M, η) | [du]⌣ κ = 0}

est une sous-algèbre de Rq(M, η).

2. Soient κ1, . . . , κℓ ∈ Hk−1,r
loc (M, η). Notons

Rκ1,...,κℓ
=

ℓ
⋂

j=1

Rκj
.

C’est une sous-algèbre de Rq(M, η). Alors l’ensemble

Mκ1,...,κℓ
= {(u1, . . . , uℓ) ∈ (Rq(M, η))ℓ |

ℓ
∑

j=1

[duj ]⌣ κj = 0}

est un Rq
κ1,...,κℓ

-module.
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Preuve. Soit ξ le champ de vecteur de Busemann dont les trajectoires sont
contenues dans V . D’après la proposition 5, ξ est (j, r)-contractant pour tout
degré j ≤ k−2, et (j, p)-contractant en degré j = k−1. Il est automatiquement
(0, q) contractant. En particulier, il est (k − 2, p)-Anosov. Si u ∈ Rq(M, η),
du ∈ Ω1,q(M, η). Soit ω un représentant de la classe κ, i.e. une k − 1-forme
fermée sur M qui est Lr sur les ouverts dont l’adhérence dans M̄ ne contient
pas η. Du lemme 39, il résulte que P (du ∧ ω) = P (du) ∧ P (ω).

1. Soient u et v ∈ Rq(V ) deux fonctions telles que [du] ⌣ κ = 0 et [dv] ⌣
κ = 0. D’après le théorème 4, P (du)∧P (ω) = 0 et P (dv)∧P (ω) = 0. Le lemme
40 donne

P (d(uv)) ∧ P (ω) = u∞P (dv) ∧ P (ω) + v∞P (du) ∧ P (ω) = 0.

On applique encore le théorème 4 pour conclure que [d(uv)] ⌣ κ = 0. On conclut
que Rq

κ est une sous-algèbre.
2. Soient κ1, . . . , κℓ ∈ Hk−1,r(M, η). Soit u ∈ Rq

κ1,...,κℓ
, i.e. u ∈ Rq(M, η)

satisfait

[du]⌣ κj = 0 pour tout j = 1, . . . , ℓ.

Soit (u1, . . . , uℓ) ∈ Mκ1,...,κℓ
, i.e. les uj sont des éléments de Rq(M, η) tels que

ℓ
∑

j=1

[duj ]⌣ κj = 0

dansHk,p(M, η). Pour chaque j, choisissons une forme fermée Lr βj représentant
κj . Alors, d’après le théorème 4, P (

∑

j duj ∧ βj) = 0. Avec les hypothèses sur
p et r et le Lemme 39, cela signifie que

∑

j

P (duj) ∧ P (βj) = 0.

De même, pour tout j, P (du)∧P (βj) = 0 dans Bk,p(M, η). Le lemme 40 donne

∑

j

P (d(uuj)) ∧ P (βj) = u∞(
∑

j

P (duj) ∧ P (βj)) +
∑

j

uj,∞P (du) ∧ P (βj)

= 0,

d’où P (
∑

j d(uuj) ∧ βj) = 0, et enfin
∑

j [d(uuj)] ⌣ κj = 0. On conclut que
(uu1, . . . , uuℓ) ∈ Mκ1,...,κℓ

, i.e. que Mκ1,...,κℓ
est un Rq

κ1,...,κℓ
-module. q.e.d.

8.4 Preuve du Théorème 3

Proposition 44. Soit M = CH2 le plan hyperbolique complexe. Soit p tel que
2 < p < 4. Soit q = r = 2p. Soit η un point du bord à l’infini de M . Il existe
une classe κ ∈ H1,r

loc (M, η) et une fonction u ∈ Rq
loc(M, η) telles que

1. [du]⌣ κ = 0 dans H2,p
loc (M, η),
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2. [d(u2)]⌣ κ 6= 0 dans H2,p
loc (M, η).

Preuve. On identifie le bord à l’infini privé de η au groupe d’Heisenberg N
de dimension 3. Soient (x, y, z) des coordonnées exponentielles sur N , de sorte
que (x, y) donnent des coordonnées sur R2 = N/[N,N ]. Alors une base de
l’espace des formes différentielles invariantes à gauche est (dx, dy, τ), où n1 =
span(dx, dy) et n2 = span(τ). On calcule τ = dz − xdy, δ(τ) = −dx ∧ dy. Le
produit semi-direct G = R ⋉α N agit simplement transitivement sur M , on
l’identifie à M . On a donc une projection π : M → N dont les fibres sont les
géodésiques issues de η, et une quatrième coordonnée, t, surM (c’est la fonction
de Busemann centrée en η).

On considère les fonctions u∞(x, y, z) = x et v∞(x, y, z) = y sur N . Soit χ
une fonction lisse sur R, nulle sur ]−∞, 0[, et valant 1 sur ]1,+∞[. On définit
deux fonctions sur M par u = χ(t)π∗u∞ et v = χ(t)π∗v∞. Par construction, u
et v s’annulent sur l’horoboule {t ≤ 0}.

Vérifions que u et v ∈ R2p
loc(M, ξ). Soit W un ouvert de M dont l’adhérence

W̄ dans M̄ ne contient pas η. Alors W̄ ∩ ∂∞M est un compact de N . Soit U
un ouvert borné à bord lisse de N contenant W̄ , V = R × U le cône de base
U et de sommet η. Alors W \ V est relativement compact dans M donc, quitte
à agrandir U , on peut supposer que W ⊂ V . Il existe alors un T ∈ R tel que
W ⊂ VT :=]T,+∞[×U .

Comme 2p > 4, Λ1
−(2p) = 0 et u∞ et du∞ appartiennent à L2p(U), donc

du = π∗u∞χ
′(t)dt+χ(t)π∗du∞ est L2p sur V . De même pour v. Par conséquent,

u|V , v|V ∈ R2p(V ). A fortiori, u|W , v|W ∈ R2p(W ). On conclut que u et v ∈
R2p

loc(M, ξ). En particulier, du, dv ∈ Ω1,2p
loc (M, η), et du ∧ dv ∈ Ω2,p

loc(M, η).
Pour 2 < p < 4, Λ1

+(p) = n∗2, Λ
1
−(p) = n∗1. Par conséquent, le champ de vec-

teurs de Busemann ξ = ∂
∂t n’est pas (1, p)-contractant. Néanmoins, la conclusion

du Lemme 39 reste vraie,

P (du ∧ dv) = P (dv) ∧ P (du).

En effet, comme du∞ et dv∞ sont des sections de Λ1
−(p), l’opérateur P se com-

porte comme une valeur au bord. Voici les détails.

du ∧ dv = χ′(t)χ(t)dt ∧ π∗(u∞dv∞ − v∞du∞) + χ(t)2π∗(du∞ ∧ dv∞),

ιξ(du ∧ dv) = χ′(t)χ(t)π∗(u∞dv∞ − v∞du∞)

est une section de Λ1
−(p),

B(du ∧ dv) = −(

∫ +∞

0

χ′(t+ s)χ(t+ s) ds)π∗(u∞dv∞ − v∞du∞)

=
1

2
(χ(t)2 − 1)π∗(u∞dv∞ − v∞du∞),

dont la différentielle vaut

χ′(t)χ(t)dt ∧ π∗(u∞dv∞ − v∞du∞) + (χ(t)2 − 1)π∗(du∞ ∧ dv∞).
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Il vient

P (du ∧ dv) = χ(t)2π∗(du∞ ∧ dv∞) + (1− χ(t)2)π∗(du∞ ∧ dv∞)

= π∗(du∞ ∧ dv∞)

= −π∗dτ

= −dπ∗(τ).

Comme Λ0
+(p) = 0, B1,p(V, ξ) ⊂ Γ(n∗2). En fait, la fonction z est une section

Lp, à différentielle Lp, de Λ0
−(p) sur U . Alors d+z = dz − xdy = τ . D’après le

Corollaire 32, la forme π∗τ appartient à B1,p(V, ξ). Cela entrâıne que [P (du ∧
dv)] = 0 dans H2(B∗,p(V )). Le Corollaire 12 donne donc [du ∧ dv] = 0 dans
H2,p(W ). On conclut que [du]⌣ [dv] = 0 dans H2,p

loc (M, η).
Pour la même raison,

P (d(u2) ∧ dv) = P (d(u2)) ∧ P (dv) = π∗(d(u2∞) ∧ dv∞).

D’après la Proposition 37, la forme π∗(d(v2∞) ∧ dv∞) = π∗(2xdx ∧ dy) n’ap-
partient pas à dB1,p(V ). En effet, elle s’écrit −2xδ(τ) mais ne possède pas
de composante d(−2x) ∧ τ . Le Lemme 14 donne donc [d(u2) ∧ dv] 6= 0 dans
H2,p(VT ). Comme W ⊂ VT , [d(u

2)] ⌣ [dv] 6= 0 dans H2,p(W ). On conclut que
[du]⌣ [dv] 6= 0 dans H2,p

loc (M, η). q.e.d.

9 Intervention des quasiisométries

9.1 Invariance de la cohomologie et du cup-produit

Voici la version technique du Théorème 1.5 dont nous avons besoin.

Proposition 45. [21] Soient M , M ′ des variétés riemanniennes complètes,
simplement connexes, à courbure pincée négativement. Soit f : M → M ′ une
quasiisométrie. Soit η ∈ ∂∞M . Alors f induit, pour tout p > 1, un isomorphisme
f∗ : H∗,p

loc (M
′, f(η)) → H∗,p

loc (M, η) qui préserve le cup-produit. De plus, f induit,
pour tout q > 1, un isomorphisme d’algèbres f∗ : R̄q

loc(M
′, f(η)) → R̄q

loc(M, η).

9.2 Preuve du Corollaire 3

Soit M une variété riemannienne complète de dimension n, simplement
connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0. Notons
M ′ = CH2. Supposons qu’il existe une quasiisométrie f :M → CH2.

Soit p0 = 1 + 2
√
−δ. Si δ < − 1

4 , p0 > 2. Pour 2 < p < p0, posons q =
r = 2p. Choisissons un point η ∈ ∂∞M . Le Théorème 2 (plus précisément,
la Proposition 43) entrâıne que, dans M , si κ ∈ H1,r

loc (M, η) et u ∈ Rκ, alors
u2 ∈ Rκ. Or le Théorème 3 (plus précisément, la Proposition 44) fournit une
classe κ′ ∈ H1,r

loc (M, η′) et une fonction u′ ∈ Rκ telles que u′2 /∈ Rκ′ , cela
contredit le fait que les quasiisométries préservent la cohomologie, y compris
dans sa version localisée, ainsi que le cup-produit. On conclut que M n’est pas
quasiisométrique au groupe de Heisenberg. q.e.d.
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Texte disponible depuis 1999 à la page
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