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Pincement du plan hyperbolique complexe

Pierre Pansul?*

22 mars 2011

RESUME. On montre que la cohomologie L? des espaces symétriques de
rang un, de type non compact, est séparée dans des intervalles ou cela ne
résulte pas seulement du pincement de la courbure. En utilisant la struc-
ture multiplicative sur la cohomologie L”, on montre que le plan hyper-
bolique complexe n’est pas quasiisométrique a une variété riemannienne
simplement connexe a courbure sectionnelle strictement —i-pincée. Mal-
heureusement, la méthode ne s’étend pas aux autres espaces symétriques
de rang un.

ABSTRACT. LP-cohomology of rank one symmetric spaces of noncom-
pact type is shown to be Hausdorff for values of p where this does not
follow from curvature pinching. Using the multiplicative structure on LP-
cohomology, it is shown that no simply connected Riemannian manifold
with strictly — i—pinched sectional curvature can be quasiisometric to com-
plex hyperbolic plane. Unfortunately, the method does not extend to other
rank one symmetric spaces.

1 Introduction

1.1 Pincement négatif

Si —1 < 6 < 0, on dit qu'une variété riemannienne est d-pincée s’il existe
a > 0 tel que sa courbure sectionnelle soit comprise entre —a et da.

Par exemple, ’'espace hyperbolique réel est —1-pincé. Les espaces symétriques
de rang un de type non compact a courbure non constante sont —i—pineés. 1l
s’agit des espaces hyperboliques complexes CH™, m > 2, des espaces hyper-
boliques quaternioniens HH™, m > 2, et du plan hyperbolique des octaves de
Cayley OH?2.

Sur ces variétés, peut-on changer de métrique riemannienne et améliorer
le pincement ? On demande a la nouvelle métrique de rester équivalente a la
précédente. Cette question élégante, posée par M. Gromov, [8], a fait ’objet
d’une tentative infructueuse, [24], utilisant la torsion en cohomologie L?. Dans
le présent article, on compléte [24], en montrant que la torsion en cohomologie
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LP des espaces symétriques de rang un s’annule l1a ou 'on aurait préféré qu’elle
ne s’annule pas. En outre, en utilisant le cup-produit, on résoud le probleme
dans le cas du plan hyperbolique complexe, mais, malheureusement, seulement
dans ce cas la.

1.2 Cohomologie L

Soit M une variété riemannienne. Soit p > 1 un réel. On note LPQ*(M)
lespace de Banach des formes différentielles LP et Q*P(M) = LPQ*(M) N
d=YLPQ* (M) I'espace des formes différentielles LP dont la différentielle extérieure
est aussi L”, muni de la norme

— p d p \1/p
[ wllger = (I w 7o + 1| do [[70) """
La cohomologie du complexe (Q*P(M),d) s’appelle la cohomologie LP de M.
Elle est intéressante surtout si M est non compacte.

Par définition, la cohomologie LP est invariante par difféomorphisme bilip-
schitzien. Dans la classe des variétés simplement connexes a courbure négative
ou nulle, c’est un invariant de quasiisométrie (cf. [3]).

En toute généralité, la cohomologie LP se décompose en cohomologie réduite
et torsion

0—-T"P -5 H"" - R"? =0

ou la cohomologie réduite est R*P = kerd/im d et la torsion est T*P = imd/im d.

La cohomologie réduite (parfois notée ﬁlgp)) est un espace de Banach sur lequel
les isométries de M agissent isométriquement. La torsion est non séparée.

Par exemple, la cohomologie LP de la droite réelle est entierement de tor-
sion. La cohomologie LP du plan hyperbolique est entierement réduite, voir au
paragraphe 7.1. Néanmoins, cohomologie réduite et torsion coexistent souvent.

1.3 Torsion et pincement

La torsion en cohomologie L? est sensible au pincement de la courbure sec-
tionnelle, de facon optimale.

Théoréme. [24]. Soient § €] —1,0[ un réel, n et k =2,...,n des entiers. Soit
M une variété riemannienne compléte de dimension n, simplement conneze,
dont la courbure sectionnelle K satisfait —1 < K <. Alors
n—k

TFP(M) =0, ide HMP(M) est séparé pour 1<p<1+ ﬁ\/—&

Des exemples homogenes montrent que la borne du Théoreme 1.3 est op-
timale pour toutes les valeurs de n, k, 6. Les espaces symétriques de rang un
a courbure non constante sont de bons candidats lorsque k est la dimension
du corps de base, 2, 4 ou 8. Toutefois, il s’avere que leur cohomologie LP reste
séparée au-dela de l'intervalle prescrit par le théoreme 1.3, pour k = 2, 4 ou 8
et § = -1,
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1.4 Torsion des espaces symétriques de rang un

Théoréme 1. Soit M un espace symétrique de rang un a courbure non constante,
de dimension n =m0, 0 =2, 4 ou 8. On voit M comme un produit semi-direct
R X4 N, ot « a deux valeurs propres, 1 et 2. Etant donné k < tra/2, notons
suivo(k) le second élément, dans l'ordre décroissant, de l’ensemble o(k) des
valeurs propres de A*aT. Si tra/p > suive(k — 1), alors T*P(M) = 0 sauf
peut-étre lorsque tra/p = maxo(k — 1).

Par exemple, si k = 9, I'intervalle du théoreme 1.3 est [1, tr o/ maxo(k—1)[.
La torsion L? reste donc nulle au-dela de cette borne. Il reste a traiter le cas
limite p = tra/ maxo(d—1) = (md+0—2)/(20 —2). Il est vraisemblable que la
torsion est nulle pour cette valeur particuliere, inaccessible par notre méthode.
C’est le cas pour le plan hyperbolique complexe (0 = 2, m = 2). En effet, il
s’agit des 2-formes L?, cas oll diverses méthodes sont disponibles, voir [3], [7].
Mieux, N. Lohoué, a prouvé que la cohomologie L? reste séparée pour p voisin
de 2, lorsque 0 est isolé dans le spectre du laplacien L?, d’abord dans le cas des
espaces symétriques, [17], puis dans le cas général, [18]. Son résultat recouvre
donc le notre dans ce cas particulier.

1.5 Cup-produit en cohomologie L?

Le produit extérieur d’une k-forme fermée L? et d’une /-forme fermée L" est
une (k + ¢)-forme fermée LP si 1 = 1 4+ 1 Si I'une des deux est exacte, il en
est de méme du produit. Le cup-produit — est donc bien défini en cohomologie
LP :il vade H®9(M) x H" (M) dans H*6P(M).

Cette opération est clairement fonctorielle sous les difféomorphismes bilip-
schitziens. Nous aurons besoin d’un résultat un peu plus général.

Théoreme. [21] Soient M, M’ des variétés riemanniennes complétes, simple-
ment connexes, a courbure pincée négativement. Soit f : M — M' une qua-
siisométrie. Alors f induit un isomorphisme f* : H*P(M') — H*P(M) qui
préserve le cup-produit.

1.6 Algebre de Royden

Définition 1. (Bourdon-Pajot [4], adapté au cas des variétés). Soit M une
variété riemannienne. Soit ¢ > 1. L’algebre de Royden RY(M) est ’espace des
fonctions bornées u sur M telles que du € L9.

Par définition, tout u € RI(M) définit une classe notée [du] € HM9(M).
Si M est simplement connexe, application u +— [du], RY(M) — H9(M) est
surjective, et son noyau est R & I ou I désigne 'idéal des fonctions L N L.
Ce lien avec la cohomologie L? rend les algebres de Royden fonctorielles sous
les quasiisométries, voir [4].



Théoréme 2. Soit M wune variété riemannienne compléte de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait —1 < K < § < 0.
Soient r > p > 1, soit q le réel tel que % = % + % Supposons que

—k —-k+1
p<1+%v—(5 et T‘<1+%v—6.

Soit k € HF=L7 (V). Alors I’ensemble
Ry ={ueRIM)|[du] — r =0}
est une sous-algébre de R1(M).

Remarque 2. Soit § < —i, 0=2,40u8 n=md+0—-2, k=0, q=1r=2p.
Il existe po(d) > (md + 0 —2)/(20 — 2) tel que le Théoréme 2 s’applique pour
tout p < po.

La borne sur p donnée dans le théoreme 2 est optimale, notamment pour
le plan hyperbolique complexe. Plus précisément, on doit utiliser une version
localisée dans certains ouverts, voir la Proposition 43 pour un énoncé précis. De
méme, on a simplifié I’énoncé suivant, dont la version technique est la Proposi-
tion 44.

Théoréme 3. Soit M = CH? le plan hyperbolique complexe. Soit p tel que
2 < p<d4. Soit q=r =2p. Soit n un point de la sphere a linfini. Il existe
une forme fermée w et une fonction u sur M telles que, pour tout cone V de
sommet n sur un ouvert de la sphére a linfini dont l’adhérence ne contient pas
UB

1. weQLP(V) etue RUV);

2. [du] — [w] =0 dans H*?(V) ;

3. d(u?) — [w] # 0 dans H*P(V).

C’est le théoreme 3 qui ne s’étend pas aux autres espaces symétriques de

rang un. Le mécanisme algébrique qui s’y oppose est expliqué dans le Corollaire
38.

1.7 Cup-produit et pincement

En combinant les (versions techniques des) théoréemes 1.5, 2 et 3, on obtient
le pincement optimal pour le plan hyperbolique complexe.

Corollaire 3. Soit M wune variété riemannienne compléte de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait —1 < K < § < 0.
Sid < —%, M n’est pas quasiisométrique au plan hyperbolique complexre CH?.



2 Meéthode

2.1 Formule de Kunneth

L’idée de [24] est qu'une forme fermée LP sur une variété riemannienne &
courbure sectionnelle négative pincée possede une valeur au bord, qui est une
forme fermée de méme degré sur le bord a I'infini. Cette valeur au bord ne dépend
que de la classe de cohomologie LP. En degré 1, cette construction marche pour
tout p > 1. En degré supérieur, il faut supposer que p est assez petit. [24] donne
une borne en fonction du pincement de la courbure, celle du Théoreme 1.3.
L’opérateur valeur au bord injecte I'espace H*P dans un espace fonctionnel de
formes différentielles fermées sur le bord, cela entraine que H"*P est séparé. Par
exemple, pour le plan hyperbolique complexe, H?? est séparé pour p < 2.

Pour aller au-dela de la borne du Théoreme 1.3, on développe un avatar
de la formule de Kiinneth. En effet, une fois fixé un point a Uinfini, la variété
devient un produit R x H ou H est une horospheére. Toutefois, la métrique rie-
mannienne sur ce produit n’est pas un produit riemannien, ni méme un produit
tordu (le cas des produits tordus est bien compris, voir [9, 11, 12, 13, 14, 15]).
Lorsque la variété est homogene, il s’agit d'un produit pluri-tordu, au sens ou
la métrique croit exponentiellement, mais avec des taux de croissance différents
suivant les directions. Du coup, la formule a la Kiinneth n’exprime pas la co-
homologie L? de R x H en fonction de la cohomologie LP de chaque facteur,
mais elle en ramene le calcul a celui de la cohomologie d'un complexe B*? de
formes différentielles sur H. L’espace B*P est constitué de formes différentielles
dont certaines composantes s’annulent et les autres appartiennent a des sortes
d’espaces de Besov anisotropes. Par exemple, ’espace hyperbolique réel (a cour-
bure constante) s’écrit R x R"~! et B*P est & peu de choses pres 'espace des

k-formes différentielles fermées sur R"»~1 & coefficients dans ’espace de Besov

—k (24 . . . I .
Bpp 5 ), voir [22]. Autrement dit, la question de savoir si la cohomologie LP

est séparée ou méme nulle méle analyse et algebre.

Lorsque p = 2, la torsion est liée a la présence de spectre proche de 0 pour le
laplacien. Le calcul de la torsion pour des produits tordus s’apparente a I’étude
des petites valeurs propres du laplacien sur les formes dans la limite adiabatique,
voir par exemple [19] ou [6], ot les considérations algébriques jouent un grand
role. La nouveauté tient dans le fait que les poids (la “taille” des fibres) tendent
simultanément vers U'infini et vers 0 suivant les directions (mélange de limite
adiabatique et antiadiabatique). C’est le caracteére antiadiabatique qui produit
les espaces de Besov.

La preuve de la formule de Kiinneth est inspirée des travaux de A.N. Livsic
[16] sur la cohomologie des systemes dynamiques. Nous nous sommes aussi ins-
pirés de la terminologie des systemes dynamiques : ’hypothese qui fait marcher
la formule de Kinneth pluri-tordue en degré k, pour un exposant p est l'exis-
tence d'un flot (k — 1, p)-Anosov. Un flot (0, 00)-Anosov n’est autre quun flot
d’Anosov.



2.2 Torsion

Les formes basiques sur R x H sont les formes différentielles sur H qui,
quand on les tire en arriere sur R x H, possedent (ainsi que leur différentielle
extérieure), —1 dérivée dans LP. Cette propriété d’allure analytique entraine
aussi 'annulation pure et simple de certaines composantes.

Dans le langage de la formule de Kiinneth pluri-tordue, voici ce qui se produit
dans le régime du Théoreme 1.3 : le complexe des formes basiques B*P est
de longueur 1, il n’est non nul qu’en un seul degré k (dépendant de p). Par
conséquent, sa cohomologie, trivialement séparée, est égale & I'espace B*P, qui
ne contient que des formes fermées.

Pour les espaces hyperboliques complexes, le complexe des formes basiques
est souvent de longueur 2. C’est le cas, pour le plan hyperbolique complexe,
lorsque 2 < p < 4. Les espaces non nuls sont B'? et B2P. Ici, H s’identifie
au groupe d’Heisenberg de dimension 3, avec sa forme de contact invariante
4 gauche 7. Les éléments de BYP sont des 1-formes différentielles de la forme
1 = uT, ou u est une fonction appartenant & un espace de Besov anisotrope.
Leurs différentielles s’écrivent du A 7 + u d7, i.e. elles se décomposent en deux
morceaux, dopp = udrt et d1yp = du A 7, le second s’exprimant au moyen des
dérivées du premier. En voici deux conséquences.

1. Cette propriété n’est pas automatiquement satisfaite par une 2-forme
fermée sur H. Autrement dit, une 2-forme fermée de B?P est exacte si
et seulement si elle satisfait une équation différentielle non triviale.

2. 1) est déterminée algébriquement par di). Cela entraine que 'image dB'"P
est fermée dans B?P.

Le point 2 se généralise aux autres espaces symétriques de rang un, dans le degré
égal a la dimension (2, 4 ou 8) du corps de base (et aussi bien d’autres degrés,
voir le Théoréme 1). En revanche, le phénomene 1 ne se produit pas dans ce
degré. Il se produit dans d’autres degrés, mais c’est sans utilité pour la question
du pincement optimal.

Pour une autre approche de la torsion dans le cas des espaces hyperboliques
complexes, voir [20].

2.3 Algebre de Royden

Dans le régime du Théoreme 1.3, une forme fermée L? est exacte si et seule-
ment si sa valeur au bord est nulle. Il s’agit d’une condition non différentielle.
L’espace des solutions est donc un module sur une algebre de fonctions sur le
bord (I’algeébre de Royden, introduite par M. Bourdon et H. Pajot, fait affaire) ?
Pas exactement, puisque les valeurs au bord sont automatiquement fermées.
Mais nous parvenons tout de méme a saisir le changement, lorsque p dépasse
la borne du Théoreme 1.3, de la caractérisation des formes exactes, au moyen
de la structure multiplicative sur la cohomologie LP. Si u appartient a la bonne
algebre de Royden, et w est une forme fermée, du A w est exacte si et seulement
si sa valeur au bord dus N ws est nulle. Les fonctions u., satisfaisant cette
propriété forment une sous-algebre, c’est le Théoreme 2.



Dans le cas du plan hyperbolique complexe, lorsque 2 < p < 4, w est de
degré 1, c’est la différentielle d’une fonction v. Alors du A dv est exacte si et
seulement si, en (presque) tout point du bord & l'infini, du A dv s’annule sur le
plan de contact. De ce systeme d’equations différentielles bilinéaire, du premier
ordre, sur le groupe d’Heisenberg, nous n’avons pas su trouver de solutions qui
décroissent a I'infini. Ne disposant que d’un contre-exemple local & la propriété
de sous-algebre, nous avons dit donner une version localisée (au voisinage d’un
point & Uinfini) du Théoréme 2, c’est la proposition 43. Avec l'invariance de la
cohomologie LP (localisée) par quasiisométrie, on obtient le pincement optimal
du plan hyperbolique complexe.

2.4 Plan de l’article

La formule de Kiinneth ne fonctionne pas pour certaines valeurs de p bap-
tisées exposants critiques, et calculés dans des exemples en section 3. La formule
de Kiinneth pluri-tordue est énoncée et démontrée en 4. Les sections 5 et 6
tentent, de facon inparfaite, de cerner les espaces B*P?. En section 7, on en tire
un critere d’annulation de la torsion qui culmine avec la preuve du Théoreme
1 en 7.3. On trouve en section 8 les preuves des Théoremes 2 et 3, ou plutot,
de versions localisées de ces résultats. La preuve du Corollaire 3 s’en déduit
aisément en section 9.

3 Exposants critiques

On note GI*(n—1) le groupe des matrices n—1xn—1 de déterminant stric-
tement positif. On considere des représentations linéaires p du groupe GI*(n—1)
sur des espaces euclidiens, qui ont la propriété que le sous-groupe SO(n—1) agit
par isométries. Si M est une variété orientée de dimension n portant un champ
de vecteurs £ qui ne s’annule pas, on construit le fibré vectoriel F, associé au
fibré des reperes directs ayant £ comme premier vecteur. Tout difféomorphisme
préservant l'orientation et le champ £ agit sur le fibré E,. Si de plus M porte
une métrique riemannienne, alors E, porte une métrique lui aussi. On note AF
la représentation de GIT(n — 1) sur A¥R"~L.

Définition 4. Soit M wune variété riemannienne de dimension n. Soit & un
champ de vecteurs unitaire complet sur M. Soit p une représentation linéaire
du groupe Git(n — 1). On dit que & est p-Anosov s’il existe des constantes
positives C et n et une décomposition

E,=Ef®E;

invariante par le flot ¢y de &, et telle que

— quasi-orthogonalité : si ey € Egz, alors

le+? +le—> < Clet +e-f%



— contraction : sie € EF

o » alors pour tout t > 0,

|pi(e)| < Ce ™.

Soit p > 1. On dit que £ est (k,p)-Anosov, ou bien que p est un exposant non
critique en degré k si & est p-Anosov pour la représentation p = AF @ (det)_l/p
de GIT(n —1).

On dit que & est (k,p)-contractant si & est (k,p)-Anosov et Ai =0. On dit
que & est (k,p)-dilatant si —€ est (k, p)-contractant.

Concretement, pour p = A, les sections du fibré dual (E,)* s’identifient aux
k-formes différentielles sur M annulées par le produit intérieur par &, t¢. Une
décomposition (k, p)-Anosov est une décomposition quasi-orthogonale

APT*M Nkerie = A% @ AF

telle que
|(Akdq5it)mi [P < const.e " Jac(¢;)

pour tout ¢ > 0. Si 8 est une k-forme différentielle sur M qui, en chaque point,
est a valeurs dans A_, alors, pour tout ¢ > 0,

I 978 || L»< const.e™™ || ¢} B ||Lv -

Remarque. Un champ de vecteurs est Anosov au sens des systemes dyna-
miques si et seulement si il est (0, 4+00)-Anosov.

Remarque. Si la divergence div(§) est bornée, alors les exposants non cri-
tiques forment un ouvert de |1, +o0].

Exemple. S’il existe n > 0 tel que div(§) > 7, alors aucun exposant p > 1
n’est critique en degrés 0, seul 1 est critique en degré n — 1. Le champ £ est
(0, p)-contractant pour tout p > 1 et (n — 1, p)-dilatant pour tout p > 1.

En effet, si k =0 ou k =n —1, A¥T*M Nker ¢ est de dimension 1, A%dg,
est identité, |[A"~1do;| = Jac(¢y) > em.

Les deux paragraphes suivants donnent des exemples moins triviaux.

3.1 Variétés a courbure négative pincée

Dans une variété simplement connexe a courbure négative, un champ de
vecteurs de Busemann est la limite (lorsqu’elle existe) des gradients des fonctions
distance a une suite de points tendant vers l'infini. Un tel champ & est aussi
différentiable que la métrique. Son flot augmente exponentiellement la longueur
des vecteurs, donc & est (k, +oo)-dilatant pour tout k = 1,...,n. On s’attend
a ce qu'il reste (k,p)-dilatant pour p assez grand. La proposition suivante le
garantit, sous une hypothese faisant intervenir les deux bornes de la courbure
sectionnelle.



Proposition 5. (Voir [24], Proposition 5). Soit M une variété riemannienne
compléte de dimension n, simplement connexe, dont la courbure sectionnelle
K satisfait —1 < K < § < 0. Soit & un champ de vecteurs de Busemann. Si
k=0,---,n—1 et sip>1 satisfait

k—1

<14 2=
p k

n—k—1
kv/—0

alors le champ & est (k,p)-contractant (resp. (k,p)-dilatant).

V=0, (resp.p>1+ )

3.2 Groupes de Lie

Proposition 6. Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne
invariante a gauche. Soit & un champ de vecteur invariant a gauche sur G. On
note £+ C g* le sous-espace des formes linéaires qui s’annulent sur &. On note

W1, - -+, Waim (g)—1 les parties réelles des valeurs propres de adér sur &L, comptées
dim (g)—1
autant de fois que leurs multiplicités. On note h = tradg = Z wj. Un réel
j=1

p > 1 est un exposant critique en degré k pour & si et seulement si h/p s’écrit
comme somme de k nombres parmi les w;.

Preuve. Soit A% C A*g* Nkerie = A*¢ (resp. A*) la somme des espaces
caractéristiques de AkadgT relatifs a des valeurs propres w telles que h — pw >
0 (resp. h — pw < 0). On note de la méme facon les sous-fibrés obtenus en
translatant & gauche ces sous-espaces. Notons 7 le plus petit des nombres |h —
pw| ot w décrit les valeurs propres de Akadg sur AF¢L. Fixons un 1 < 1.

Par définition, Lexp —t¢ © Rexpte = Adexpte = exp(tade). Comme les sous-
fibrés A% sont invariants par ade, ils sont invariants par les translations & droite
¢+ = Rexpte qui constituent le flot de &.

Le champ de vecteurs & a une divergence constante égale a h, donc le jacobien
de son flot vaut exactement e/

Soit w € Ai une forme différentielle invariante a gauche qui est dans I'image
de t¢. On a

(¢1)"w = Adgyp, 1w = (exptade)*w.

Comme 7 < 1), il existe une constante indépendante de w et de ¢ telle que pour
tout ¢ > 0,
|(exp t ade)*w| < const.e"=M/P|).

11 vient
|(¢1)*w|P = const.e” " J(¢)|wl|P.

On conclut que p est non critique en degré k.

Inversement, s’il existe un couple de valeurs propres conjuguées (A, )\) de
(Akadg)‘AkEJ_ de partie réelle h/p, alors sur la partie réelle de la somme des
sous-espaces caractéristiques correspondants, || exptade || est polynomial en ¢
donc ne décroit pas exponentiellement, et p est critique en degré k.



Enfin, les valeurs propres de I'action de & sur AF(¢) C (g*)®F sont les
sommes de k valeurs propres de adg sur £+, q.e.d.

Corollaire 7. St G n’est pas unimodulaire, un champ de vecteurs invariant a
7
gauche générique sur G a au plus un nombre fini d’exposants critiques.

Corollaire 8. Soit H un groupe de Lie d’algébre de Lie by. Soit o une dérivation
de by, semi-simple, a valeurs propres réelles. Autrement dit, il existe une base de b
dans laquelle la matrice de o est diagonale, diag(wy, ..., wy—1). Soit G = Rx H
muni de la multiplication

(t,h) (', b)) = (t+ ', e (h)R).

Soit £ = % le champ de vecteurs invariant a gauche correspondant au facteur
R. Alors €&+ = b*. Supposons h = tr(a) > 0. Alors, pour toutk =0,...n—1=
dim (H) et p>1,

k
AL = D ) A,

{(wjl w---ijk) | Wiy Wy, >h/p} £=1

ou, par convention, lorsqu’un méme nombre w est répété m fois, le produit
tensoriel doit étre interprété comme une puissance extérieure m-eme.

3.3 Exemples

Exemple. Soit G = R x, R? le produit semi-direct défini par la dérivation
a= (/\ 0|0 1). SiA > 0, G est a courbure sectionnelle strictement négative. G
est unimodulaire si et seulement si A = —1. Si A = 0, G est le produit riemannien
d’une droite et d'un plan hyperbolique. Noter que pour tout £ # 0, les groupes
obtenus pour les valeurs ¢ et 1/¢ de A sont isomorphes. Par conséquent, sans
perdre de généralité, on peut se limiter aux valeurs de A € [—1,1].

On s’intéresse au champ de vecteurs invariant a gauche correspondant au
facteur R. Si A # —1, il n’a d’exposants critiques qu’en degré 1, il en a deux (ce
sontpzl—l—% etp=14+N)siA#£0, 1, un (c’est p=2) si A =1 et aucun si
A=0.

Si A = —1, tout exposant p > 1 est critique en degrés 0 et 2. En degré 1,
aucun exposant n’est critique.

Exemple. Espace hyperbolique réel. Soit G le groupe des dilatations et trans-
lations de R™~!. Alors G agit simplement transitivement sur I’espace hyperbo-
lique réel de dimension n. Soit £ le champ de vecteurs invariant a gauche corres-
pondant aux dilatations. Sur &+ = R"71, adg est I'identité. Il y a exactement
un exposant critique pour chaque degré k =1,...,n— 1, c’est p = "T_l Il n’y
en a pas en degré 0. Dans le tableau, on note A¥ = A¥(R"~1)*.

D 1 (n—1)/k —+o00
3 %

A o A

AT Ay 0

10



Autrement dit, £ est (k,p)-contractant si et seulement si k = 0 (pour tout p)
oul <k<n-—-2etp< an ¢ est (k,p)-dilatant si et seulement si k > 1 et
p> -t

Exemple. Espace hyperbolique complexe. Soit G le groupe des dilatations
translations du groupe d’Heisenberg N de dimension 2m — 1. Alors G agit sim-
plement transitivement sur l’espace hyperbolique complexe de dimension réelle
n = 2m, i.e., la boule de C™ munie de sa métrique de Bergmann. Soit £ le champ
de vecteurs invariant & gauche correspondant aux dilatations. Sur £+ = n, adg
induit une graduation n = n; @ ny. adg vaut l'identité sur ny et 2 fois I'identité
sur ng. Une graduation des formes différentielles invariantes a gauche en découle.
On numérote les sous-espaces par la valeur propre correspondante de AkadgT.
On a donc, pour k = 1,...,2m — 2, '

A = AR @AY = APl @ APl @ (ng)".
et, pour les valeurs extrémes,
AOn* _ AO — R, A2m71n* _ Agz—l _ A2m72n>{ ® (ﬁQ)*.

Aucun exposant n’est critique en degré 0. Seul 1 est critique en degré 2m—1. Par

7 0 o 0 o 2m—1 _ A2m—1 2m—1 __
conséquent, A+(p) =0, A_(p) = R pour tout p > 1, A+(p) =A5", Af(p) =0
pour tout p > 1. En chaque degré £k = 1,...,2m — 2, il y a exactement deux
exposants critiques, p = 2m/(k + 1) et p = 2m/k. D’ou le tableau.

D 1 2m/(k+1) 2m/k +00

% % % %

A,J{(p) k 0 k Ak;Crl Ay DAL
A% AY @AY, Ay 0

Autrement dit, £ est (k, p)-contractant si et seulement si k = 0 (pour tout p)
oul<k<2m-—-2etp< s—fl ¢ est (k,p)-dilatant si et seulement si k > 1 et
p > 2m

o

Exemple. Espace hyperbolique quaternionien ou octonionien. Soit N le ra-
dical unipotent du parabolique minimal de Sp(m,1), m > 2 (resp. de F4720).
Son algebre de Lie n possede une dérivation « ayant exactement deux valeurs
propres 1 et 2. Autrement dit, n = ny @ ne ot dim (ny) = 4m — 4 (resp. 8)
et dim (ng) = 3 (resp. 7). Alors G = R x, N agit simplement transitivement
sur 'espace hyperbolique quaternionien de dimension réelle n = 4m (resp. le
plan hyperbolique octonionien). Soit £ le champ de vecteurs invariant a gauche
correspondant au facteur R, de sorte que ads = «. La graduation des formes
différentielles invariantes a gauche comporte 4 (resp. 8) sous-espaces en degrés
k=3,...,4m —4 (resp. 7 et 8), moins pour les valeurs extrémes. Posons d = 4
pour les quaternions et @ = 8 (et m = 2) pour les octonions. Alors, pour
k=0—1,...,0m —0,

-1 -1
Awr =P AL, =P A n) @ M(ng)*
j=0

Jj=0
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et, pour les valeurs extrémes,

k 01
Muw =@PA,,; sik<o-2, An= P A}, sik>am-0d+1.
j=0 j=k—dm+0

h = tr(a) = om + 0 — 2. Les exposants critiques sont les (0m + 0 — 2)/(k + 7),
j=max{0,k—0om+0},..., min{k,0—1}. lyenadsik=0—1,...,0m—0,
moins pour les valeurs extrémes de k. On trouve que £ est (k, p)-contractant si
et seulement si k = 0 (pour tout p) oul <k <dm—D0et p < #}2;31} 13
est (k,p)-dilatant si et seulement si k > 1 et p > k+ma1?0flf:02m+a}' Le spectre
de AFa est I'intervalle d’entiers [max{k,2k — 0m +0},..., min{2k, k +0 — 1}].
Si 1l <k <om—1,son plus grand élément est maxo(k) = min{2k,k — 1 +0}.
Si 2 < k <om — 2, le suivant, par ordre décroissant, est suiv o (k) = min{2k +
1,k—140} —1. Ces formules sont aussi valables pour les espaces hyperboliques
réels (avec d = 1) et complexes (avec d = 2).

Remarque. Sachant que les espaces symétriques de rang un a courbure non
constante sont —i—pincés, on constate que l'intervalle [1,1 4 Z—:’f\/—_zs [ pour le-
quel la Proposition 5 garantit que les champs de vecteurs de Busemann sont (k—
1, p)-contractants coincide avec 'intervalle observé pour ces espaces, [1, #23271} [,
seulement lorsque k£ = 0.

De méme, U'intervalle de (k — 1, p)-dilatation de la Proposition 5 est optimal
pour les espaces symétriques de rang un a courbure non constante seulement
pour k=n—0+ 1.

4 Formule de Kiinneth pluri-tordue

Dans cette section, on démontre le principal résultat technique de cet article,
le théoreme 4.

4.1 L’opérateur B

Proposition 9. Soit p > 1. Soit M une variété riemannienne, soit & un champ
de vecteurs unitaire complet et (k,p)-Anosov sur M, de flot ¢+. On note A HA_
la décomposition (k,p)-Anosov des k-formes annulées par t¢. Si w € AFTM,
on note w la projection orthogonale de w sur ALT M. Alors les opérateurs

0 “+o00
B:ww [ () w— dt — /0 (¢r)*wo dt,

1 =1¢ = produit intérieur par &

et .
B = Bi

sont bornés sur les k+1-formes LP. De plus, il satisfont Bi = iB =0, i(1—dB) =
0.

12



Preuve. Par hypothese, pour tout x € M et tout ¢ > 0,
|(¢¢) 1w [P (2) < const.e ™" |iw [P () I, (x)

donc

IN

/ [(¢) iwy |P(x) dz const.efnt/ lw[P(pr) Ty, (z) dz:
M M

= const.efnt/ |wlP(2) dz.
M

Par conséquent, la fonction ¢ — || (¢¢)*iw, ||, est intégrable sur R4, la seconde
intégrale converge dans LPQF(M) et

. 1.
| (o¢)%iwy ||Ip» < ;H iwy || -

Il vient || Bw || <57 w].

L’opérateur 7 est évidemment borné sur LP. Comme il commute avec ¢y, il
commute avec B d’ot iB = iBi = Bii = 0.

Notons L¢ la dérivée de Lie suivant £. Si w est une k+1-forme lisse a support
compact, alors pour tout ¢,

0
g(@)*w = (@) Lew = Le(P7w).

D’autre part, au voisinage d’un point, (¢;)*w = 0 pour ¢ assez grand. Par
conséquent -
LeBw=wy +w_ =w.

Il vient
iw=iLe¢Bw = L¢Bw = (di + id) Bw = idBw.

Par densité, cette identité s’étend a LP. q.e.d.

4.2 Le complexe des formes basiques

L’opérateur B est notre candidat pour réaliser une homotopie de 'identité a
un projecteur P sur le sous-espace des formes annulées par ¢¢ et invariantes par
le flot de £. Autrement dit, 1 — P = dB + Bd. Une difficulté surgit : dB n’est
pas borné sur Q*P(M). P n’envoie pas Q*P(M) dans lui-méme, mais dans un
espace plus grand, l'espace LP 4 dL”.

Définition 10. On note W5P(M) lespace des k-formes différentielles 1 telles
qu’il existe B € LPQF(M) et v € LPQF=L(M) telles que w = B+ dry. Il est muni
de la norme

1% lgew = mE{(| 815, + 1| 7 120" |4 = 8+ dv}.

13



Le complexe W*P (M) calcule lui aussi la cohomologie LP. En effet, si une
forme w € QFP(M) s'éerit w = dip ot 1 € WFLP(M), ie. b = B+ dy, alors
B € QFLP(M) et w = df. Inversement, toute forme fermée ¢ € WFP (M),
¥ = B+ d~, est cohomologue (au sens du complexe U*?) & la forme fermée 3, et
B € QFP(M). Mais cela ne fournit pas directement une homotopie entre les deux
complexes. Une telle homotopie sera construite plus loin, sous une hypothese
supplémentaire sur M, voir Proposition 28.

Définition 11. Soit M wune variété riemannienne, & un champ de vecteurs
unitaire complet sur M. On note B*P(M,£) C *P(M) le sous-complexe des
formes qui sont annulées par t¢ et v¢ o d.

Soit G = R X, H un produit semi-direct. Notons 7 : G — H la projection
le long des orbites du champ de vecteurs £ correspondant a I'action a droite du
facteur R. L’opération 7*, image inverse par =, identifie B*P(G,£) & un sous-
complexe de formes différentielles sur H, qu’on note B*P. La nature de cet espace
ne saute pas aux yeux. Il s’avere qu’il est souvent nul. Lorsqu’il ne I’est pas, c¢’est
un espace fonctionnel constitué de formes dont certains coefficients s’annulent
(voir section 6) et les autres ont des dérivées fractionnaires anisotropes dans LP
(voir section 5).

4.3 Théoréme principal

Théoréme 4. Soit M une variété riemannienne. Soit & un champ de vecteurs
unitaire complet sur M. Soit p > 1,1 <k <n.

1. Si le champ € est (k — 1,p)-Anosov, alors linjection I : B¥P(M, &) C
WP (M) induit une surjection en cohomologie.

2. Sik=1ousik>2et€ est(k—2,p)-Anosov, alors I induit une injection
en cohomologie.

3. Supposons de plus que M est a géométrie bornée, que p > 1 et que € est
(4, p)-Anosov pour tout j = 0,--- ,n — 1. Alors les complexes B*P(M,&)
et Q¥9P(M) sont homotopes.

Preuve. On utilise 'opérateur B défini dans la Proposition 9.

Supposons que p est non critique en degré k — 1. Alors B est défini sur les
k-formes LP. Soit w = B+dy € WFP(M) une forme fermée. Alors § = (1 —dB)f3
est bien définie, et elle appartient & B¥P(M, ). En effet, 10 = 1e(1 —dB)B =0
et dd = dp = dw =0. Comme § = f—dBf = w—d(y+ Bf), § est cohomologue
a w dans U*P (M), donc I est surjective en cohomologie.

Supposons que p est non critique en degré k — 2. Soit w € B*P(M, &) une
forme fermée. Supposons w cohomologue & 0 dans ¥*P (M), w = d(B+dvy) = dp,
ou B est LP. Alors § = (1—dB)/5 est bien définie, tgd = 0 et dd = dff = w satisfait
aussi tgdd = 0. Autrement dit, 6 € BF=LP (M, €), d§ = w donc w est cohomologue
a 0 dans B*P(M,¢), cela prouve que I est injective en cohomologie.

Supposons désormais que M est & géométrie bornée, et que & est (4, p)-
Anosov pour tout 5 = 0,---,n — 1. On combine l'opérateur P : Q*P(M) —

14



B*P(M,&) défini par P = 1 — dB — Bd et Popérateur de régularisation S :
U*P(M) — Q*P(M) fourni par la proposition 22. P est borné de Q*?(M) dans
U*P(M). Par définition, Pd = dP. En outre, comme ¢¢B = 0, 1¢(1 —dB) = 0,
teP =0 et 1edP = 1ePd =0, donc P est borné de Q*P (M) dans B*P(M,§). De
son coté, S s'écrit S =1 —dT —Td ot T est borné de Q™7 (M) dans Q*P(M).
Par conséquent, S est borné de B*P(M, ) dans QP (M), et

1-SP = 1-S+S(dB+ Bd)
= dI'+Td+dSB+ SBd
— (T +SB)+ (T + SB)d,
ou T+ SB est borné de L? vers LP. De plus, d(T+SB) =1—-SP—(T+5B)d est

borné de Q*P(M) vers LP, donc T + SB est borné de Q*?(M) dans lui-méme.
De méme,

1-PS = 1- P+ P(dT +Td)
= dB+ Bd+ dPT + PTd
d(B + PT) + (B + PT)d.

On constate que t¢(B+PT) =0, tgd(B+PT) = 1(1-PS—(B+PT)d) =1 =0
sur ker t¢ Nker tgd. De plus

B+ PT = B+(1-dB-Bd)T
= B+T—dBT —B(1—S—Td)
— T —dBT + BS + BTd

est borné de ¥*?(M) dans lui-méme, donc de B*P(M, ) dans lui-méme. Les
opérateurs P et S constituent donc une équivalence d’homotopie de complexes.
q.e.d.

Remarque. Comme la torsion 7%? (M) est 'adhérence de 0 dans H*? (M), et
REP(M) = H*?(M)/T*?(M), ces deux espaces sont conservés par les isomor-
phismes. Sous les hypotheéses 1 ou 2 du Théoreme 4, R¥P(M) = R*(B*P(M,¢))
et TFP(M) = Tk(B*P(M,¢)).

4.4 L’opérateur P

On n’utilisera pas directement 1’énoncé 3 du théoreme 4 dans cet article.
Néanmoins, 'opérateur P : Q*P(M) — B*P(M, &) qui réalise ’homotopie est
intéressant en lui-méme. Il généralise la valeur au bord utilisée dans [24]. Ses
propriétés, relatives au cup-produit notamment, seront détaillées en section 8.

Corollaire 12. Soit M une variété riemannienne, non nécessairement compléte.
Soit & un champ de vecteurs unitaire complet sur M. Soitp > 1,1 <k <n. On
suppose que & est (k—2,p) et (k—1,p)-Anosov. Alors les opérateurs

P=1-—dB— Bd: Q" P(M) — B¥1P(M,¢)
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et
P=1—dB: Q" (M)Nker(d) — B*"(M, &) Nker (d)

sont bornés. Sur QF=1P(M), Pd = dP. Enfin, P induit un isomorphisme
HMP(M) — H*(B*?(M,€)).

Preuve. Elle combine la preuve du Théoreme 4 et le fait que les complexes
QP et U*P ont la méme cohomologie.

Soit w € QFP(M)Nker (d). Si [Pw] = 0 dans H*(B*?(M, €)), Pw = d(B+dy)
ot B et v sont LP et B+ dy € BE=LP(M,€), alors (1 — dB)w = d(B + dv), d’'ou

w =d(Bw+ B),

et Bw+ 3 € QF1P(M), donc [w] = 0 dans H*P(M).
Soit ¢ = B + dy € B* 1P (M, €) Nker (d). Alors

Y =PB+d(BS+vy—dBy).

Clairement, BB 4+ — dBy € WF=1P(M), 1¢(BB + (1 —dB)y) = 0 et 1¢d(BS +
(1 - dB)y) = 1¢(¥) = 0, donc BA +~ — dBy € B&12(M,€), et [¢] = [PF] in
H¥(B*P(M,€)). q.e.d.

A titre d’illustration, on prouve le résultat principal (Proposition 10) de [24].

Lemme 13. Soit M une variété riemannienne complete, difféomorphe a R x H.
Soit U C H un owvert, soit V=R x U et Vp =|T,+oo[xU (éventuellement,
T = —o0). Soientp > 1 et k > 2. Supposons que & = % est (k—2, p)-contractant
et (k — 1,p)-contractant. Alors lopérateur P est défini sur QF~1P(Vp) et sur
QFP(Vp) Nker (d). Il satisfait Pd = dP sur Q¥ 1P (Vy) et donne un isomor-

phisme H*?(Vp) — HF(B*P(V,£)). Dans ce cas particulier,

Pw= lim ¢ w.
t——+o0 d)t

Preuve. Comme ¢ est (k—2, p)-contractant et (k—1, p)-contractant, A]i_(s) =0

et Alf(;) = 0. Par conséquent, en degrés k — 1 et k, la définition de I'opérateur
B,

+oo
e

se généralise aux ouverts invariants par le semi-groupe (¢ )¢>0. Le Corollaire 12
se généralise aussi.
B est la limite quand T — +o0 des opérateurs

T
Brw = _/0 (d1)" (Lew) dt.
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Comme
¢pw —w = —dBrw — Brdw,
il vient

Pw=w—-dBw— Bdw= lim ¢jw.q.e.d.
T—4oc0

4.5 Localisation

Nous avons besoin d’une version du Corollaire 12 localisée au voisinage d’un
point du bord a l'infini d’une variété a courbure sectionnelle négative. On peut
prendre de tels voisinages de la forme Vp = U o (U) =|T, +oo[xU ot U est

t>T
un ouvert relativement compact d’une horosphere. Le Théoreme 4 (énoncés 1 et

2) s’applique & V' = R x U, mais non a Vp. Néanmoins, le lemme suivant donne
une information suffisante.

Lemme 14. Soit M une variété riemannienne complete, difféomorphe a Rx H.

Soit U C H un ouvert borné contractile, a bord lisse, soit V.= R x U et
Vi =|T, +oo[xU. Soient p > 1 et k > 2. Supposons que & = % est (k—2,p)-

et (k — 1,p)-Anosov. Soit w € QFP(V) une forme fermée qui est nulle sur
] =00, T + 1[xU. Alors [wyy,] € H*P(Vy) est nulle si et seulement si [Pw] €
HF(B*P(V,£)) est nulle.

Preuve. Notons Z =|T,T + 1[xU. La suite exacte longue de la paire (Vr, Z)
donne

oo HNYP(Z) » HMP (Vi Z) — HRP (Vi) — HNP(Z) — -

Comme Z est muni d’une métrique équivalente & la métrique produit sur |7, T+
1[xU, sa cohomologie L? coincide avec la cohomologie ordinaire de U, qui est
nulle, par hypothese, en degrés > 1. Donc la fleche j : H*?(Vp, Z) — H*P(Vr)
est injective. Par hypothese, 0 = [wyv,] = j([w(vr,z)]) € H"P(Vp), donc
(W) (v, z)] € H*P(Vp, Z) est nulle, il existe ¢ € Q¥ 1P(Vp), nulle sur Z, telle
que dy¥ = 0. On prolonge ¥ par 0. On obtient une forme LP sur V telle que
dy = w, i.e. w est exacte. Réciproquement, si w est exacte, sa restriction a Vp
I’est aussi. Il ne reste plus qu’a appliquer le Corollaire 12 dans V. g.e.d.

5 Propriétés analytiques des formes basiques

Dans cette section, on décrit la norme des espaces W*P (M), en la reliant &
une norme plus simple. Cela permettra, lors de la preuve du Théoreme 1, de
montrer qu'un opérateur candidat a étre un inverse de la différentielle est borné
sur B¥P(M, €). Cette application reposera sur le Corollaire 27.
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5.1 L’espace L* ,QF(M)

La norme de I'espace W*P(M) est difficile & évaluer en général. On va
construire une norme équivalente plus commode, dans le cas particulier des
variétés riemanniennes a géométrie bornée.

Définition 15. Fizons un entier £ > 1. Soit M une variété riemannienne. On
dit que M est a géométrie bornée s’il existe un € > 0 tel que toutes les boules de
rayon € soient uniformément proches, au sens C*, de la boule unité de R".

Remarque. Dans la littérature, on demande souvent seulement une borne
inférieure sur le rayon d’injectivité et des bornes sur la courbure sectionnelle.
Quitte & déformer la métrique en une métrique équivalente plus réguliere (ce
qui ne change pas la cohomologie LP), on peut supposer que les dérivées cova-
riantes jusqu’a l'ordre £ de la courbure sont uniformément bornées (voir [2]). La
proximité C* ne cotite donc pas plus cher.

Définition 16. Soit M une variété riemannienne compacte (resp. compacte a

bord). On note V la dérivée covariante. Soient p et p’ des réels positifs tels que

1 1
-+ —==1 Soit w une k-forme différentielle sur M. Sa norme Lgé est la borne
p

supérieure des intégrales / w A ¢ sur les n — k-formes ¢ sur M, de classe C*

M
resp. nulles au voisinage du bord) et telles que
1 isinage du bord 11
H ¢ ”Lz’,(M) = (H ¢ Hip’(M) + H Vo HII)/P’(M) +oot H vl(b Hip’(M))l/p <1

Remarque. Le transport par un difféomorphisme de classe C* est un isomor-
phisme entre espaces L” .

Définition 17. Soit M une variété riemannienne a géométrie bornée. Soit w
une k-forme sur M. On note

1
1o e vy = (Dt 120 gy 400

Remarque. Changer le rayon des boules conduit & une norme équivalente. Si
M est compacte, elle est automatiquement a géométrie bornée. Les définitions
16 et 17 donnent dans ce cas des normes équivalentes.

Remarque. Clairement, L” 0 C L ¢+ et la différentielle extérieure est bornée
de L” , dans L”,_,.

Lemme 18. Si M est compacte (éventuellement avec bord), Uespace L ,(M)
est un module sur l’algébre C*(M).
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Preuve. Soit u une fonction de classe C* sur M, w une k-forme sur B et ¢
une n — k-forme lisse & support compact dans M, telle que || ¢ Hng(M) < 1. Alors

Vug = (Vu)p + uVe entraine
lud e < Hulloell & Nl p < Il lloecary:-

Il vient
Jwno= [ wnus<luloqunl @ e o,
M M

donc
| uw HLL(M) <wu ||c/f(M)|| w ”L‘lE(M)' qg.e.d.

Remarque. Plus généralement, si ¢ est une forme différentielle de classe C*
sur M, le produit extérieur par ¢ est un opérateur borné sur L” .

Proposition 19. Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne
invariante a gauche. Une forme différentielle sur G est dans L* , si et seulement
si ses composantes dans un repere de formes invariantes a gauche sont des
fonctions dans L” .

Preuve. Par invariance a gauche, il suffit de le vérifier pour la boule unité B
de G. Soit 0y, - - - , 0,, une base de 1-formes invariantes & gauche. Soit {iy, - , i}
une permutation de {1,---,n}, soit u une fonction de classe C* & support com-
pact dans B. Il existe une constante indépendante de u telle que

const.|| u ||L€/(B) < || ubiy A+ NG | ) < const.|| u ||

’ ’ .
Ly (B Ly (B)

Par dualité, on en tire, pour toute fonction v de L” ,(B)

const.|| v ||L;1£(B) < v, A---AO < const.| v ||L§£(B).

Tkt1 in ||ing(B)

q.e.d.

Remarque. En particulier, dans la boule unité de R™, une forme différentielle
est dans LY si et seulement si ses composantes, des fonctions, le sont.

5.2 Reégularisation

Dans cette section, on construit des opérateurs de régularisation S et T qui
vont constituer une homotopie entre formes L? et formes L ;.

Soit M une variété riemannienne compacte sans bord. Notons H ’espace des
formes harmonique sur M. Le laplacien A admet un inverse borné sur I’orthogo-
nal L2 de H. On note I' = A~! oII la composition avec le projecteur orthogonal
sur H+. Comme A commute avec d et d*, il en est de méme de T.
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Lemme 20. Soit M une variélé riemannienne compacte sans bord. Soit p > 1.
Les opérateurs Tpy = d*T" et Sy = 1 — dTw — Td sont bornés de LP Q* (M)
dans LPQ*(M). De plus, Sy est borné de L \Q*(M) dans LYQ* (M) pour tout
L.

Preuve. Comme I' commute avec d, Spy = 1 —dTy—Tdy =1—A =111
est le projecteur orthogonal sur #. Il est donc aussi régularisant qu’on veut.

Montrons que I' est borné de L*" dans Lgl. L’estimée L’ pour le laplacien,
[1], s’énonce comme suit. Pour ¢ € LY |

61l < const.(ll & [l +1[ & [l )-

Montrons d’abord que I'image par A de H*+ N Lgl est fermée dans LP'. Soit
w e LP | soit ¢; € HEN LY une suite telle que A(¢;) converge dans LY vers w.
Alors ¢; est bornée dans LP'. Sinon, 1; = ¢ /|| ¢; || ;» est borné dans L% donc,
par compacité du plongement de Sobolev, on peut supposer que 1; converge

fortement dans LP" vers un 1) de norme 1, et converge faiblement dans H+ N LY.
Or Ay, tend vers 0, donc ¢ € H. Il vient ¢ = 0, contradiction. On conclut

que ¢; est bornée dans L* . On peut donc supposer que ¢; converge faiblement
dans H+ N Lgl vers ¢, et w = A¢ est dans 'image du laplacien. On conclut que
AHEN Lg) est fermé dans LP',

Le laplacien étant symétrique, son image est exactement HANLY . L’opérateur
A est une bijection continue entre les espaces de Banach Ht N Lg et H-N LY.
C’est donc un isomorphisme. On conclut que I' est borné de L*" dans Lg,.

Le méme argument montre que, pour tout ¢ € Z, I' est borné de Lgl dans
L?;? En effet, 'estimée elliptique est vraie sur L%’/. En particulier, I’adjoint L?
de Ty, Vopérateur T* = dI" est borné de L@’/ dans L?;rl.

Par dualité, on conclut que T est borné de L” , dans L” ,, . Pour £ =1,
on trouve que T est borné de LP ;Q*(M) dans LPQ*(M). q.e.d.

Corollaire 21. Soit M une variété riemannienne a bord compacte. Soit p > 1.
1l existe des opérateurs Sy et Thy tels que 1 = Sy +dTy + Thasd et pour toutes
fonctions lisses x et X' a support compact dans Uintérieur de M, x' o Sy o ¥,
dx' NTarox et Tagodx A+ sont bornés de L” | Q* (M) dans LPQY*(M). De plus,
X' oS o x est borné de L” (M) dans LYQ*(M).

Preuve. On peut toujours compléter M en une variété compacte sans bord.
On utilise ensuite le fait que L” , est un C? -module pour tout ¢ > ¢ (lemme 18
et la remarque qui le suit). q.e.d.

Proposition 22. Soit M une variété riemannienne o géométrie bornée. Soit
p > 1. Il existe des opérateurs bornés S et T de L” \Q0*(M) dans LPQY* (M), tels
que 1 = S +dT + Td. De plus, pour tout ¢, S est borné de L ,Q*(M) dans
LYQ*(M).
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Preuve. En transportant au moyen de difféomorphismes contrélés en norme
C' les opérateurs Sg et T de la boule unité B de R™, on obtient pour chaque
z € M des opérateurs S, et T, sur la boule B(z,¢) de M tels que x/, 0 S, o x2,
dx,NT.ox. et T,ody, A- soient bornés de L” ;Q*(B(z,¢€)) dans LPQ*(B(z,€))
en fonction seulement des normes C'* de X’ et x.. On choisit les fonctions x’, et
X de sorte que pour tout z € M, [ x.x.(x)dz =1.

On pose, pour w € L” (M),

Tw :/ X;TZ(XZW|B(Z,6)>dZ'
M
Pour chaque z € M, x.w|p(z,e) € L | (B(z,¢€)) et
/
< , )
H Xsz(sz|B(z,e)) ||LP(B(Z7E)) < const ” W|B(z,¢) ||L71(B(z,e))
donc, par définition de la norme L” |,

| Tw || oo < const.[| w HLlez*'

On calcule
d(X/sz (sz)) + Xlsz (dew)
dx, AN Ts(xaw) + X5 (Tod + dT%) (x2w) — XL T (dx 2 A w)
= X.(1-8)(x-w) +dxi A Ta(xaw) = X2 T2 (dxs Aw)
XIzsz —5:(w)
ou

S’z (W) = X/zsz(XzW) + X;Tz(dXz A w) - dX/z NT, (sz)

donc S, est borné de L”(B(z,¢)) dans LP(B(z,¢)), uniformément en z. On
pose

Alors 1 = S+dT+Td, et S et T sont bornés de L” | Q* (M) dans LPQ*(M). q.e.d.

5.3 Comparaison des normes ¥*? et Q™7

Définition 23. On note Q") (M) Uespace des formes différentielles qui sont
dans L” Q*(M) ainsi que leur différentielle extérieure, muni de la norme

1
H w HQ’:{’ = (H w Hi{EQ*(M) + ” dw Hi{eg*(M)) /p'

Proposition 24. Soit M une variété riemannienne de dimensionn a géométrie
bornée. Alors les normes de W*P(M) et de Q™Y (M) sont équivalentes.
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Preuve. Par construction, U*? C L ;Q* et U*? est stable par d donc U*? C
o,

Inversement, soit w une forme dans L” ;Q* telle que dw € L” ,Q*. Utilisons
les opérateurs de régularisation de la proposition 22. Alors w = (S+7T'd)w+dTw
ou (S +Td)w € LPQ* et Tw € LPQ*, donc w € ¥*P. q.e.d.

Corollaire 25. Soit G un groupe de Lie muni d’une métriqgue riemannienne
invariante & gauche. Une forme différentielle w sur G est dans ¥*P(G) si et
seulement si les composantes de w et de dw dans un repere de formes invariantes
a gauche sont des fonctions dans L¥ | (G).

Preuve. Combiner les propositions 19 et 24. q.e.d.

5.4 Application aux formes basiques sur les produits semi-
directs

Lemme 26. Soit G: R x, H un groupe de Lie produit semi-direct muni d’une
métrique riemannienne invariante a gauche. On suppose que a est semi-simple.
Soit W = sp(A*a) lensemble des valeurs propres de l’action de o sur les
formes. Pour chaque w € W, il existe un sous-espace vectoriel invariant a
gauche F“P de l’espace des distributions sur H ayant la propriété suivante.
Soit (¢;) une base de A*h @ C formée de vecteurs propres (relativement & des
valeurs propres w;) de A*aT. Soit w une forme différentielle sur H, soient

w:Zujwj, dszvjz/Jj.
J J

les composantes de w et de sa différentielle dans une base de formes invariantes
a gauche. Alors w € B*P(G, &) si et seulement si, pour tout j, u; et v; € FWiP.

Preuve. Soit ¢ € A*h* un vecteur propre complexe de A¥a™, AkaT (1) = w.
Considérons 1) comme un élément de A¥g* ® C, et par suite, comme une forme
invariante a gauche sur G. Alors

7T*(¢\H) _ eftwd]-

En effet, le champ & = % est invariant a gauche, son flot ¢; est un groupe a un
parametre de translations a droite,

bt = Rexp(te) = Lexp(te) © Adexp(te)

La forme ¢} 1) est invariante a gauche. Sa valeur a l'origine est (Adcxp(tg))*¢. Or
Adexp(tey = exp(tade) = exp(ta),

d’ou

G = exp(tAkaT)(d)) = etw
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Au point (¢, h) de G, 7 (Y) = ¢* g = e ™.

Soit (1;) une base de A*h*®C formée de vecteurs propres de Aka ™, AFaT (1))
wjtp;. Alors w = Y7 ujth; g est écriture de w dans une base de formes inva-
riantes a gauche sur H, et

* oy — Lo tWj )
T W = E uje Y
J

est I'écriture de 7*w dans une base de formes invariantes a gauche sur G. Par
conséquent,

* —tw;
170 o ey ~ 2 we ™ ooy
J

On définit F*“P comme l'espace des distributions u sur H telles que la norme
| wje=" ||, » (G est finie. Alors m*w € L? | (G) si et seulement si pour tout
-1

J, u; € FWP. Par la définition de B*P(G,€) vu comme espace de formes
différentielles sur H et le Corollaire 25,

weB" o V), ujetuv; € FYP ged.

Remarque. Dans [22], Pespace F“P est décrit dans quelques cas particuliers.
Par exemple, si H = R" ! et « est I'identité, il n’y a qu’un poids w dans chaque

; —w+ n—1
degré k, c’est w = k. Dans ce cas, F*P est 'espace de Besov Bp,;f] 5 lorsque

celui-ci a un sens, et est nul sinon. On verra en section 6 que F“P est souvent
nul.

Corollaire 27. Soit G : R X, H un groupe de Lie produit semi-direct muni
d’une métrique riemannienne invariante a gauche. On suppose que « est semi-
simple. Soit L € End(A*h*) un endomorphisme qui commute avec A*a". Soit
w € B*P(G,E), vue comme forme différentielle sur H. Si dLw € B*P(G,¢),
alors Lw € B*P(G,¢§).

Preuve. On applique le Lemme 26. Soit w = )y ww. Par hypothese, les
composantes de w,, appartiennent a F*“P. Alors L(w) = > cw L(ww), et
les composantes de L(w,), qui sont des combinaisons linéaires a coefficients
constants de celles de w,,, appartiennent elles aussi a F*'P. Par hypothese, il en
est de méme pour la forme dLw. On conclut que w € B*P(G,£). q.e.d.

5.5 Equivalence d’homotopie

Proposition 28. Soit M une variété riemannienne a géométrie bornée. L’in-
Jjection des complexes ¥°P(M) C WP (M) est une équivalence d’homotopie.

Preuve. Soit I 'injection I : Q*P(M) — Q"F(M). Soient S et T les opérateurs
fournis par la proposition 22. La relation S = 1 —dT —T'd entraine que dS = Sd,
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donc S envoie Q% dans Q*?. Par conséquent, ST = S et IS = S sont des mor-
phismes de complexes. Comme S et T sont bornés de LPQ* dans lui-méme,
et comme dI' = 1 — S — Td, T est borné de Q%P dans lui-méme. Comme
Td=1-5—dT, T est borné de ¥*P dans lui-méme. Comme, 1 — ST =dT +T4d
sur QP et 1 — IS = dT + Td sur Q"7 on a bien affaire & une homotopie de
complexes. q.e.d.

6 Propriétés algébriques des formes basiques

A Texception du degré 1 (voir [23]), ou du cas de lespace hyperbolique
réel (voir [22]), on ne sait pas calculer complétement les espaces B¥P(M).
Néanmoins, on va montrer que dans certains cas, certaines composantes d’une
forme de B*P(M) sont automatiquement nulles

6.1 Deux mécanismes

Exemple. Soit G = R x, R? le produit semi-direct défini par la matrice

a = (_01 (2)) Notons 7 : G — H la projection. Soit 8 = adx + bdy une

1-forme différentielle non nulle sur H. Alors ¢ = 7*/3 n’est jamais dans L?. En
effet, notons Sy = adzx et f_ = bdy. Il vient

16 1200y ~ /R 1 B Zamone® + 1| B ngrunye™*") dt
donc
pe L’ Ry xR) =3, =0, ¢cL?*R_xR?» =3 =0.

La condition 7*3 € (L? + dL?)(R+ x R?) impose aussi une restriction, plus
faible, sur les composantes de 5. On écrit 78 = w + dv ou w et ¥ sont dans
L?(Ry x R?). On décompose encore w = a; + dt A by et 1) = e, ot les a; sont
des 1-formes et les b; et e, des fonctions sur R%. Alors || ay ||+ || e || est dans
L?(Ry,e3tdt). Par conséquent il existe une suite ¢; tendant vers —oo telle que
a—; et ey; tendent vers 0. D’autre part, pour tout ¢,

ﬁ = as + det = A4t + a— ¢ + det

donc  =lima_,, dans L2 (R?), donc B4 = 0.

Supposons maintenant que 7*3 € (L% + dL?)(R_ x R?). On trouve que
| a_+ | est dans L?*(R_, e 3!dt) donc tend vers 0 (quitte & prendre une sous-
suite ¢;). Il vient 8 = limay ¢, + de;, dans L?(R?). On conclut seulement que
B_ est dans I'adhérence L% | de I'image de d_ = %, ce qui ne dit rien.

Bien que cela ne soit pas directement utile ici, montrons comment un second
mecanisme permet de déduire de cette annulation partielle 'annulation de la
cohomologie L?. On sait qu'une 1-forme 3 sur R? telle que 7*3 € BY2(G,¢)
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est nécessairement de la forme bdy. Si de plus d8 = 0, alors la fonction b ne
dépend pas de z, i.e. 8 est invariante par translation le long de I’axe des z. Or la
norme L2 +dL? de 7* 3 est une intégrale sur R? d’une quantité qui est elle aussi
invariante par translation le long de 'axe des . On conclut que cette norme
est nulle. Comme B2(G, &) = 0 et € est (0,2)-Anosov, le théoréme 4 donne que
HY2(G)=0.

6.2 Restrictions sur les formes basiques

Définition 29. Soit E un fibré sur une variété M. On note T'(E) l’espace
vectoriel topologique des sections de E a coefficients distributions. Lorsque M =
G est un groupe de Lie et E un fibré invariant a gauche sur G, on confondra
parfois dans la notation le fibré E et sa fibre au-dessus de l’élément neutre.

Proposition 30. Soit M une variété riemannienne compléte. Soit & un champ
de vecteurs unitaire (k — 1, p)-Anosov et (k,p)-Anosov sur M. Notons ¢, le flot
de &. On suppose qu’il existe une hypersurface H C M orthogonale a & telle que

RxH—M, (t,x)— ¢:(z)

soit un difféomorphisme. Pour j =k —1, k, on note A @A la décomposition
(j,p)-Anosov de AT*H = ker t¢. Soit w une k-forme différentielle sur M an-
nulée par ¢ et invariante par le flot de &, a coefficients dans L” | (M). Alors,
vue comme forme différentielle sur H,

w e T(AR ) +dD(AY ) NT(AE )+ dD(AR ),

ot l'adhérence est prise au sens des distributions. En particulier, avec les nota-
tions de la Définition 11,

BMP(M,€) C T(AK ) +dT(AY ) nT(AR

k—1
+(p) * dr(A—(p))'

(p))
Preuve. Soit w € B¥P(M,¢). Comme w € WFP(M), il existe des formes LP
B et v telles que w = 8 + dy. Par hypothese, M = R x H, et on utilise la
décomposition des formes différentielles et de la différentielle exterieure sur un
produit. Ecrivons g = a+dtAbet v =e+dtA f oua, b, e et f sont annulées par
te. Alors w = a + dye ot dy est la différentielle extérieure dans la direction du
facteur H. Comme & est (k — 1, p)-Anosov et (k,p)-Anosov, les k — 1-formes et
k-formes se décomposent en @ = a4 +a_ et e = ey + e_, de sorte que, lorsque
t tend vers 400, ¢yay et ¢;es tendent vers 0 en norme LP. Par conséquent

w = tilgrnoo ora_ +d,pie_.

au sens des distributions. Ceci entraine la convergence au sens des distribu-
tions des restrictions & presque tout translaté ¢,(H). On obtient des formes
différentielles a; et e; définies sur H, a valeurs dans A_, et telles que a; + de;
converge vers la restriction de w a H lorsque t tend vers +oo. De méme, on
construit des formes aj et e; sur H telles que a} + de} converge vers wy lorsque
t tend vers —oo. q.e.d.
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Corollaire 31. Soit H une variété riemannienne compléte. Soit M = R x H,

munie d’une métrique riemannienne compléte telle que & = % soit unitaire et

orthogonal a H. Soit p > 1 et k > 1. On garde les notations de la Proposition
30.
1. Si € est (k—1,p)-Anosov, alors

dB*P(M,€) C d(T(A%)) Nd(T(AR)).

2. Si & est (k—1,p)-contractant (resp. dilatant), dB*P?(M,¢) = 0.

3. Si & est (k — 2,p)-contractant (resp. dilatant) et (k — 1,p)-Anosov, alors
BEP(M, &) C T(A%) (resp. T(AR)).

Preuve. 1. Supposons d’abord que € est (k—2,p)- et (k—1, p)-Anosov. D’apres
la proposition 30,

BF1r c T(ARTY) + dD (AR,

d’ou

dB* (M, €) € dT(AE D)),

et de méme en remplagant + par —. L’hypothese £ est (k — 2, p)-Anosov n’est
pas nécessaire si on ne s’intéresse qu’a I'image de la différentielle, celle-ci faisant
disparaitre les formes de degré k — 2 de la preuve de la Proposition 30.

2. Si € est (k — 1, p)-contractant, A’i_l =0, donc dB¥=1P(M, €) = 0.

3. Si € est de plus (k — 2, p)-contractant, A’i_2 =0, donc

BFLP c (AR,

Comme le projecteur sur AF~1 est donné, dans une base de formes invariantes &

gauche sur H, par une matrice constante, il est continu au sens des distributions.

Une limite de sections distributions de Affl est encore une section distribution
k—1 k-1, k—1

de AT, donc B C (AL ). qee.d.

6.3 Une description de I’espace B*P

Corollaire 32. Soit H une variété riemannienne compléte. Soit M = R x H,
munie d’une métrique riemannienne complete telle que & = % soit unitaire et
orthogonal o H. Soit p > 1 et k > 1. On suppose que & est (k—2,p) (condition
vide si k = 1) et (k — 1,p)-Anosov. On note B4 la composante d’une forme

différentielle B de H sur A%, et dyf = (df)4. On note D l'opérateur
D:QFYP(H) = QFP(H), e D(e) =d_(ey) —dy(e ).

Vu comme sous-espace de formes différentielles sur H, B¥P (M, €) contient I’ima-
ge de D et est contenu dans l'adhérence L* | de l'image de .
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Preuve. D’apres la Proposition 30, tout élément w € B¥P(M,¢) est limite
L? | d’une suite ﬁjj-[ + dﬁ[ ou Bj-[ est une section de A% et ﬁ[ une section de
Aiﬁl. Par conséquent, la composante w_ est la limite des d_w;r, et wy est la
limite des d4,, donc w est limite des d_e; + — diej,— ou e; = ”y;-r —1; - Par
conséquent, BFP(M, €) est contenu dans Padhérence dans Pespace QP (H) des
formes différentielles de la forme d_ey — die_.

Réciproquement, soit e € Q*~LP(H) une forme différentielle. Fixons une
fonction lisse x sur R telle que y = 0 au voisinage de —oco et y = 1 au voisinage
de 4+o00. Notons m : M — H la projection sur le second facteur. Montrons que
la forme

w=dx(t) ANT"e
est dans QFP(G), et
Pw=7n*(d_ey —dye_).
Comme dy est a support compact, w et dw = —dx A 7*de sont dans LP. On
calcule

Buw = x(t)n"e- — (1 - x()"es,
Bdw = x(t)n* (~d_e) — (1 — x(t))7" (~dyc)

et enfin

Pv = xr*(d_e—de_)— (1—x)n"(dye— dey)
7 (d_ey —dye_).

Ceci prouve que d_e; — dre_ € BFP(M,¢), lorsque cet espace est vu comme
un espace de formes différentielles sur H. qg.e.d.

6.4 Exemples

Conservons les notations du Corollaire 32. Pour que B*? soit non nul, il faut
que l'un des deux espaces Affl et Ai soit non nul. Sinon, l'opérateur D est
identiquement nul. De méme, il faut que Pun des deux espaces A* 71 et A* soit
non nul.

Exemple. Pour I'espace hyperbolique réel, pour tout p > 1 non critique dans
les degrés adéquats, il existe au plus un degré k pour lequel B*P?(M,¢) # 0. En
effet, comme le montre le tableau,

p |1 o= = _too
AT 0 0 AT

i(p) 0 AI’: AZ

A’j—(z}) AP AP 0

AF ) AF 0 0
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Affl et AX (ou bien AF~1 et AF) sont simultanément nuls, sauf lorsque el <
p< %, i.e. lorsque k est la partie entiere de "le + 1.

Exemple. Pour les autres espaces symétriques de rang un, le complexe B*?

est de longueur au plus 0, il est non nul seulement dans les 0 degrés successifs
mt0-2 4 | amto-2 | o
5 yoeey D .

7 Restrictions sur la torsion

7.1 Cas ou le champ est (k — 1, p)-contractant

Proposition 33. Soit M une variété riemannienne. Soit & un champ de vec-
teurs unitaire, complet, (k—2,p)-Anosov et (k—1, p)-contractant (resp. (k—1,p)-
dilatant) sur M. Alors T*?(M) = 0.

Preuve. D’apres la proposition 30, dB*~1P(M, &) = 0, car le sous-fibré Ai_l
(resp. A’i_l) est nul. Par conséquent, la cohomologie en degré k£ du complexe
B*P(M, &) est séparée. Comme remarqué au Corollaire 31, 'hypothese que p
est non critique en degré k — 2 n’est pas nécessaire pour cela, mais on en a

besoin pour appliquer le Théoreme 4, qui donne un isomorphisme T%?(M) =
TF(B*P(M,€)) = 0. qe.d.

Exemple. Avec la Proposition 5, on retrouve le résultat principal de [24] : si
la courbure sectionnelle est suffisamment pincée, la torsion s’annulle.

Exemple. Pour les espaces symétriques de rang un, on trouve que la torsion
s’annulle en degré k lorsque k£ = 1 (pour tout p) et sinon, si %ﬂ < mino(k—

o dmAd—2 _ . . om+2—2

1) ou bien 5 > maxo(k — 1), ce qui se traduit par p < otmingiay OW
> om+0—2

p k—1+4+max{0,k—1—0m+0}"

Exemple. Soit G = R x, R? ot a = diag(1,—1). Ce groupe, parfois appelé
Sol, est unimodulaire. Aucun exposant n’est critique en degré 1. Comme AL = 0,
dBYP (G, €) est nul, donc la cohomologie du complexe B*? en degré 2 est séparée,

c’est I’espace de Besov ordinaire Bf,g (R?). V. Goldshtein et M. Troyanov ont
montré que H*P(G) est non nul pour tout p > 1, [10]. D’apres [23], HY?(G) =
0. Par dualité de Poincaré, la cohomologie réduite est nulle en degré 2, donc
T?P(G) # 0. Ce n'est pas contradictoire : comme p est critique en degré 0,
seul I’énoncé 1 du théoréme 4 s’applique et donne une surjection H?(B*P?) —
H?*?(G). On voit que la condition supplémentaire (¢ est (k — 2, p)-Anosov) de
la Proposition 33 est nécessaire pour avoir ’annulation de la torsion.

7.2 Role de la non commutativité

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux produits semi-directs G = R x, H.

On va voir que la non commutativité du groupe H force parfois la torsion
T*P(G) & étre non nulle sur un intervalle plus grand que celui donné par la
Proposition 33.
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On identifiera B*?(G,{ = %) a un espace de formes différentielles sur H,
noté simplement B*P.

Définition 34. Si on identifie 'algebre extérieure A*h* aux formes différen-
tielles invariantes a gauche sur H, alors la différentielle extérieure devient un
opérateur algébrique noté & : AF~1h* — AFp*.

Remarquer que 6 commute avec I'action de la dérivation « sur les formes.

Lemme 35. Soit G = R X, H un produit semi-direct. On suppose que p est
non critique en degré k — 1. On suppose que § est injectif sur Ai_l et que
(AN (h* @ ARY) = {0}. Alors dBF1P C BRP est fermé. Si, de plus, p est
non critique en degré k — 2, alors T*?(G) = 0.

Preuve. D’apres le Corollaire 31, si e € B*P appartient & 1’adhérence, de
dB*~1P_alors e appartient & ’adhérence, au sens des distributions, de d(F(Ai?;))).

On peut donc écrire e = lim da; olt a; € I‘(A’i?;)). Soit (1;) une base de A*~1p*

formée de vecteurs propres de «, et telle que (1)1, ... ,1y) soit une base de A’ffl.
On voit chaque ¥; comme une forme différentielle invariante a gauche sur H.
Ecrivons a; = Zle fiji. Notons @ : A¥h* — A*p*/(h* ® Affl) la projection.
Alors, en chaque point,

4 4
Qday) = QO dfij A"+ fiyo0))

=1 i=1

¢
= ZfijQ&/Ji-

i=1

Par hypothese, I'opérateur algébrique Q5 admet un inverse & gauche (Q5)~* :
A%*/h*@A’fﬁl — Alfl. On peut supposer que, comme 6 et @, (Q5) ! commute
avec 'action de a sur les formes. Alors a; = (Q8)~1Q(da;) converge vers la
section distribution a = (Q8)'Q(e) de A% !, qui satisfait da = e. Sachant que
da appartient déja a BF=1P(G, €), le Corollaire 27 entraine que a appartient &
BFLP(G€), et e & dBF1P(G€).

Si, de plus, p est non critique en degré k — 2, alors le Théoreme 4 s’applique,
et TFP(G) = THP(B*P) = 0. q.e.d.

7.3 Preuve du Théoréeme 1

Proposition 36. Soit M un espace symétrique de rang 1 a courbure non cons-
tante, de dimension n =0m (0 =2, 4 ou8). Soit k =2,..., %H Notons
p’f_l < pg_l < -+ les exposants critiques en degré k — 1. Sip < pg_l, alors

TrP(M) = 0 sauf peut-étre pour p = p’f_l.

Preuve. Tout espace symétrique de rang 1 a courbure non constante est
isométrique a un produit semi-direct G = R x, N ou a admet les valeurs
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propres 2 (de multiplicité 9 — 1 =1, 3 ou 7) et 1 (de multiplicité dm — 0 paire).
On note h = tra = dm + 0 — 2. En outre, 'espace propre ng est central, la
différentielle § est nulle sur n} et si e € nj est non nul, §(e) € A*n} est non
dégénérée. L’algebre extérieure se décompose en

min{k,0—1}
k. x __ k N k _ Ak—j % Jaak
AFn* = D Af; ot AF = A"} @ An3,

j=max{0,k—dm-+0}

et o vaut k + j sur Azﬂ. On appelle poids l'indice k + j. Comme § commute

avec q, il préserve le poids, 6(A’,§+J—) C AZE

Les exposants critiques en degré k sont les nombres de la forme # ol

Jj décrit les entiers compris entre max{0,k — dm + 0} et min{k,d — 1}. Pour
2 <k <om —1, on vérifie que

h
k—1 k-1 __
Pro<P: = TEOk _2.kt0-2) 1
h
min{2k — 4,k + 0 — 3}
_ pllc72 < p]2€72.

Par conséquent, si p < pg_l, alors p est non critique en degré k — 2. Si de plus
p# p’ffl, alors p est non critique en degrés k — 1 et k — 2.

Sip< plffl, alors Aizpl) = 0, et la Proposition 33 donne immédiatement que
k=1 _ Ak—l
+(p) k—=14r
ot ¥ = min{k — 1,0 — 1}. Lorsque k¥ < d, 7 = k — 1 donc A" = A, =

AF=1(ny)*. Lorsque k > 0,7 =d—1donc A5~ = A}) , = AFPnf@A° " (ny)*.

Dans les deux cas, 5(A]j__1) a pour poids k — 1+, alors que dans n* ®AI-€+_17 on

T*P(M) = 0. Supposons p compris entre p]f_l et pg_l. Alors A

rencontre seulement les poids k 4 r et éventuellement k 4+ r + 1, donc § (Aﬁfl) N
(n* @ AR = {o0}.

Montrons que si k < %, dans les deux cas, J est injectif sur Aiﬁl.
Supposons d’abord que k < d. Soit vy, ...,vp_1 une base du sous-espace ns.
Alors les 2-formes vy, . . ., dvy sont linéairement indépendantes dans A2(ny)*. Si
I est un sous-ensemble de {1,...,0 — 1}, notons
vy = /\ Uy .
iel
Alors
51)] = Z j:évi & UI\{i}»
iel
et lorsque I décrit les sous-ensembles & k—1 éléments de {1,...,0—1} et ¢ décrit

les éléments de I, les éléments dv; ® vy 153 sont linéairement indépendants dans
A?(n1)* ® A*=2(ny)*. Par conséquent d est injectif sur A%, ..

30



Supposons maintenant que k > 0. Pouri = 1,. — 1, notons L; le produit
extérieur par §(v;). Notons [p—1] = {1,...,d— 1} Alors sur Ak+b , = A"
AD*l(n2)*,

6(U®Ua 1] Z :|:L ®'U[D 1\ {i}>
1<i<e
donc ker d =, ker L;.

Comme les formes dv; sont non dégénérées, les applications L; sont injectives

sur A?(ny)* tant que ¢ < % — 1. On constate que

k—2

IN

Par conséquent, si 0 < k § , 0 est aneCtlf sur AkJra 5
Du Lemme 35, il résulte que si k < 2 5, alors TFP(G) = 0. q.e.d.

Remarque. La borne % de la proposition 36 n’est pas optimale.

7.4 Caractérisation de dB*—1»

Proposition 37. Soit M un espace symétrique de rang 1 a courbure non cons-
tante, de dimension n = dm (0 = 2, 4 ou 8). Notons T un vecteur directeur
de A°~*(ny)*. Notons pJ~* = 3"21;'32_2 <pdt= 3"21;33_2 < -+ les exposants
critiques en degré 0 — 1. Supposons p?_l <p< pg_l. Alors

1. B CT(AJy 1 @ A3y ).

2. 80it w = wap_1 + way_a € BYP. Alors

W1 =QAT, w2 =1ud(T)+1,

ot o € T'(n}), u est une fonction et 1p une v-forme différentielle a valeurs
dans un supplémentaire de 6(7).

3. w € dB*YP siet seulement sih) =0 et a = dy,u est la différentielle de u
restreinte au champ de plans n.

Preuve. Comme pd~' < p < pJ~' A? = A3, 5, @AY, et AT =

+(p) +(P)
A3y De plus, n* @ Ajyty = A3,y (car (n2)* ® A3y_p = 0) et (AS;L,) C
A3,_,, donc dAi(;) C T(A%,_5 ® AY,_;). D’apres la Proposition 30, B%? C

(Ao @ A5y ) = T(ASy_5 @ ASy_y).
Soit 8 € B>~1P, B = ar ot a est une fonction. Alors

dB =dn,a AT+ ad(7),

olt le premier terme est une section de A3,_; et le second une section de A3, _,.
Pour qu'une d-forme w € B%P appartienne & I'image de d, il est nécessaire
que sa composante wap_o S0it proportionnelle & §(7), way—o = ud(7). Alors la
seule solution possible de 1’équation df = w est § = ur, ce qui impose que
Wop—1 = dnlu NT.
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Inversement, supposons que w € B%P sécrive w = a A T + ud(T) + ¢ avec
1 =0 et dy,u = a. Alors 8 = ur satisfait d3 = w. df appartient a B°?. De
plus, 8 = Lw ot L = 6 'Q et Q : A®n* — A®n* est un projecteur a-invariant
sur 6(AS51,). Le Corollaire 27 entraine que 8 € B2~17. q.e.d.

Corollaire 38. A [’exception du cas du plan hyperbolique complexe (0 = 2 et
m = 2), une forme w € B>P fermée appartient & dB°~YP si et seulement si sa
composante way—o est proportionnelle a §(T).

Preuve. Soit w € B? une forme fermée. Ecrivons w = a A 7 + ud (7). Alors

0 = dw
= (da) A7+ (dn,u— ) ANO(T).
Sid # 2oum > 2, alors dim (ny) > 2, la multiplication extérieure par ()
est une somme directe d’opérateurs de multiplication extérieure par des formes

symplectiques. Il est donc injectif, on conclut que a = dy, u, et, d’apres la
Proposition 37, w € dB*~1P. q.e.d.

8 Cup-produit

8.1 Valeur au bord et produit extérieur

Sous les hypothéses du Théoreme 4, I'isomorphisme en cohomologie entre le
complexe Q%P et le complexe de Besov B*? n’est pas en général compatible avec
le produit extérieur des formes différentielles. Toutefois, c’est le cas en degré k
en présence d'un champ de vecteurs (7, p)-contractant pour tout j < k — 1.

Lemme 39. Soit M une variété riemannienne compléte de dimension n. Soient
1

k, ¢ des entiers tels que k + ¢ < n. Soient p, q, v des réels positifs tels que — =
p

1

1
— 4 —. Soit & un champ de vecteurs unitaire sur M, supposé (j,q)-contractant
r

pour tout j < k — 1, (j,r)-contractant pour tout j < ¢ —1 et (j,p)-contractant
pour j = k+£—1. Soit V un ouvert invariant par le flot de &. Alors l'application
P QoP(V) — B*P(V), qui est bien définie et induit un isomorphisme en
cohomologie en degrés k, U et k + £, satisfait, pour o € QF4(V), B € Q4" (V)
fermées, P(a A B) = P(a) A P(3).

Preuve. Par hypothese, le flot ¢, de & contracte toutes les i-formes L7 et
toutes les j-formes L" transversalement a . Autrement dit, pour un n > 0.

| A'(dy) || det(dgy)/e < Ce ™ et || A(ddy) || det(dgy)/” < Ce ™.

Comme A7 (ker (1¢)) est engendré par les produits extérieurs de formes trans-
verses de degrés i et j respectivement, on en déduit que

| AT (dgpy) || det(dpy )/ 1T/ < C% e,
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i.e. que £ contracte toutes les i+ j-formes LP transversalement a lui-méme. Mais
cela ne donne pas la contraction sur les k + ¢ — 1-formes, il est donc nécessaire
de le supposer.
Dans ces conditions, l'application P est, pour les formes fermées de degrés
k, { et k + ¢, une valeur au bord, voir Lemme 13, elle s’écrit
: *
Po= lim o)

donc passe au travers des produits extérieurs. Cela prouve que la forme P(a) A
P(f3) est bien définie et qu’elle est égale & P(a A f3). q.e.d.

Lemme 40. Soit M une variété riemannienne compléte de dimension n. Soit
q > 1. Soit & un champ de vecteurs unitaire sur M, supposé (0, q)-contractant.
Soit V' un ouvert invariant par le flot de &.

1. Soit u une fonction sur V telle que du € L9. Alors u posséde une li-
mite le long de presque toute trajectoire de &, notée us. L’application
P QY(V) — BY9(V), qui est bien définie et induit un isomorphisme en
cohomologie en degré 1, satisfait

P(du) = d(tso)-

2. Siu et v sont deuzr fonctions bornées a différentielles LY sur V, alors
d(uv) € L7 et

P(d(uv)) = oo P(dv) + voo P(du).
Preuve. 1. Comme du est L9 et fermée et £ est (0, ¢)-contractant, la fonction
u — Bdu est bien définie sur V. Sa différentielle au sens des distributions vaut
d(u — Bdu) = (1 — dB)(du) = P(du),

elle appartient & B4(V, ), donc u — Bdu est constante sur les trajectoires de
£. Par définition de l'opérateur B,

+oo
Bdu = —/ &7 (tedu) dt
0

+oo
— /0 (€u) o ¢y dt

= u— lim wo gy,
t— o0

donc v — Bdu = lim;_, 4 o u 0 ¢¢, qu’on peut noter .
2. La différentielle du produit d(uv) = udv + vdu est dans L. Tl vient

P(d(uv)) = d((uv)eo)
= UsoVso + Voo dUso
= U P(dv) + v P(du). q.e.d.
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8.2 Localisation en courbure négative

Dans une variété a courbure négative, on peut enrichir la notion de cohomo-
logie LP (resp. d’algebre de Royden) en la localisant prés du bord a linfini.

Définition 41. Soit M une variété riemannienne compléte, simplement connexe,
a courbure sectionnelle négativement pincée. On note oo M son bord a 'infini.
On note M = M U 0o M la compactification visuelle de M. Soit n un point
de Do M, soit & le champ de vecteurs de Busemann correspondant. On note
Qk"p(M, n) plutdt que Qk’p(M, &) la cohomologie des formes qui sont QP dans

loc loc
tout ouvert dont l’adhérence dans M ne contient pas 1.

Définition 42. Soit M une variété riemannienne compléte, simplement connexe,
a courbure sectionnelle négativement pincée. Soit n un point de 0o M. On note
R (M,n) algébre des fonctions sur M qui sont bornées et a différentielle LY

loc - _
dans tout ouvert dont l’adhérence dans M ne contient pasn. On note R (M, n)

loc
le quotient de R}, .(M,n) par Vidéal des fonctions qui sont bornées et L dans

tout ouvert dont l’adhérence dans M ne contient pas 1.

8.3 Preuve du Théoréme 2

La proposition suivante est une version localisée, plus forte, du Théoreme 2.

Proposition 43. Soit M une variété riemannienne compléte de dimension n,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait —1 < K < § < 0.
Soit n un point de O°M. Soient r > p > 1, soit q le réel tel que % = %—i— %
Supposons que

—k —k+1
p<1+%v—5 et T<1+%V—5

1. Soit k€ H' V" (M,n). Alors 'ensemble

loc
Ri ={u € RYM,n)|[du] — k =0}

est une sous-algébre de R1(M,n).
2. Soient K1,...,k¢ € kal’T(M, n). Notons

loc

4
RN17~-~,W = m Rﬁj'
j=1

C’est une sous-algébre de R1(M,n). Alors I'ensemble

J4
My ooy = {(ur, . ug) € (RUM,m)" | Y [duy] — r; = 0}

j=1

q -
est un RYL ., -module.
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Preuve. Soit £ le champ de vecteur de Busemann dont les trajectoires sont
contenues dans V. D’apres la proposition 5, £ est (j, r)-contractant pour tout
degré j < k—2, et (j, p)-contractant en degré j = k — 1. Il est automatiquement
(0,q) contractant. En particulier, il est (k — 2,p)-Anosov. Si u € RI(M,n),
du € QY9(M,n). Soit w un représentant de la classe x, i.e. une k — 1-forme
fermée sur M qui est L" sur les ouverts dont I'adhérence dans M ne contient
pas 7. Du lemme 39, il résulte que P(du A w) = P(du) A P(w).

1. Soient u et v € R4(V) deux fonctions telles que [du] — x = 0 et [dv] —
k = 0. D’apres le théoreme 4, P(du) A P(w) = 0 et P(dv) A P(w) = 0. Le lemme
40 donne

P(d(uv)) A P(w) = useP(dv) A P(w) + v P(du) A P(w) = 0.

On applique encore le théoréme 4 pour conclure que [d(uv)] — £ = 0. On conclut
que R{ est une sous-algebre.

2. Soient k1,...,k¢ € HF"17(M,n). Soit u € RE,
satisfait

ie. u € RY(M,n)

»»»»» Ke?

[du] — k; =0 pour tout j =1,..., ¢

Soit (u1,...,ue) € My, ... w,, 1.e. les u; sont des éléments de RI(M,n) tels que

.....

4
> lduj] — k5 =0

j=1

dans H*?(M,n). Pour chaque 7, choisissons une forme fermée L" B; représentant
kj. Alors, d’apres le théoreme 4, P(Zj duj A ;) = 0. Avec les hypotheses sur
p et r et le Lemme 39, cela signifie que

Z P(duj) A P(3;) = 0.

De méme, pour tout j, P(du) A P(8;) = 0 dans B¥P(M,n). Le lemme 40 donne

" P(wu) AP(3;) = w3 Pldu) AP(8)) + Y g P(du) A P(By)

J J
= ()7

d'ott P(3_; d(uuj) A B;) = 0, et enfin . [d(uu;)] — k; = 0. On conclut que
(g, ... ung) € My, sy, e que My, o, est un RE . -module. g.e.d.

...............

8.4 Preuve du Théoréme 3

Proposition 44. Soit M = CH? le plan hyperbolique compleze. Soit p tel que
2 < p<4d. Soit q=r =2p. Soit n un point du bord a linfini de M. Il existe
une classe K € Hl’T(M7 n) et une fonction u € Ri (M, n) telles que

loc loc

1. [du) — k =0 dans H2P(M,n),

loc

35



2. [d(u?)] — k # 0 dans HEP (M, 7).

Preuve. On identifie le bord a l'infini privé de n au groupe d’Heisenberg N
de dimension 3. Soient (z,y, z) des coordonnées exponentielles sur N, de sorte
que (z,y) donnent des coordonnées sur R*> = N/[N, N]. Alors une base de
lespace des formes différentielles invariantes a gauche est (dz,dy,7), ou ny =
span(dx, dy) et ng = span(7). On calcule 7 = dz — xdy, 6(7) = —dxz A dy. Le
produit semi-direct G = R X, N agit simplement transitivement sur M, on
Iidentifie & M. On a donc une projection m : M — N dont les fibres sont les
géodésiques issues de 7, et une quatrieme coordonnée, t, sur M (c’est la fonction
de Busemann centrée en 7).

On considere les fonctions ueo(z,y,2) = = et voo(z,y,2) = y sur N. Soit x
une fonction lisse sur R, nulle sur | — 0o, 0], et valant 1 sur |1, +oo[. On définit
deux fonctions sur M par u = x(£)T*us et v = x(¢)T*vs. Par construction, u
et v ’annulent sur ’horoboule {t < 0}.

Vérifions que u et v € Rlzfc(M ,€). Soit W un ouvert de M dont ’adhérence
W dans M ne contient pas 7. Alors W N 0so M est un compact de N. Soit U
un ouvert borné a bord lisse de N contenant W, V = R x U le cone de base
U et de sommet 1. Alors W\ V est relativement compact dans M done, quitte
a agrandir U, on peut supposer que W C V. Il existe alors un 7' € R tel que
W C Vip :=|T, +o0[xU.

Comme 2p > 4, A£(2p) = 0 et U et dus, appartiennent & L?P(U), donc
du = T Uoo X' (1) dt + X (¢)T* duoe est L? sur V. De méme pour v. Par conséquent,
upy, vy € R¥(V). A fortiori, ujy, vy € R?*”(W). On conclut que u et v €
RP (M, €). En particulier, du, dv € Q,:2P(M,n), et du A dv € QP (M, 7).

Pour 2 < p < 4, Ai(p) =nj, A ) = nj. Par conséquent, le champ de vec-

teurs de Busemann & = % n’est pas (1, p)-contractant. Néanmoins, la conclusion
du Lemme 39 reste vraie,

P(du A dv) = P(dv) A P(du).

En effet, comme dus, et dvs, sont des sections de Al_( , Popérateur P se com-
porte comme une valeur au bord. Voici les détails.

du A dv = x'(t)x(t)dt A T (UoedVos — Voollins) + X ()T (dtss A dvss),

te(du A dv) = X' () x ()T (oo Voo — Voodling)

est une section de Ai(

p)’
—+o0
B(du A dv) = —(/ X' (t+ 8)x(t + 8) ds)T™ (Uoo Voo — Voo dUoo)
0
= SO0 ~ DA (sedvne — vcilig),

dont la différentielle vaut

X ()X )t A T (Uoo Voo — Vooltins) + (X (1) — D)™ (dttne A dvso).
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11 vient

Pldundv) = x(t)?7* (duso A dvse) 4+ (1 — x (1)) 7" (dtise A dvse)
= 7 (duoo N dvso)
= —rdr

—dr* (7).

Comme Ai(p) =0, BLP(V,£) C T'(n3). En fait, la fonction 2z est une section
LP; a différentielle LP, de A(i(p) sur U. Alors dyz = dz — xdy = 7. D’apres le
Corollaire 32, la forme 7*7 appartient a BYP(V,€). Cela entraine que [P(du A
dv)] = 0 dans H?(B*?(V)). Le Corollaire 12 donne donc [du A dv] = 0 dans
H2P(W). On conclut que [du] — [dv] = 0 dans H2?(M, 7).

loc
Pour la méme raison,
P(d(u?) A dv) = P(d(u?)) A P(dv) = m*(d(u?) A dvso).

D’apres la Proposition 37, la forme 7*(d(v2) A dvs) = 7*(2zdz A dy) n’ap-
partient pas & dBYP(V). En effet, elle s’écrit —2xd(7) mais ne possede pas
de composante d(—2x) A 7. Le Lemme 14 donne donc [d(u?) A dv] # 0 dans
H??P(Vp). Comme W C Vg, [d(u?)] — [dv] # 0 dans H?P(W). On conclut que
[du] — [dv] # 0 dans H2P (M, 7). q.e.d.

loc

9 Intervention des quasiisométries

9.1 Invariance de la cohomologie et du cup-produit
Voici la version technique du Théoreme 1.5 dont nous avons besoin.

Proposition 45. [21] Soient M, M’ des variétés riemanniennes complétes,
simplement connezes, a courbure pincée négativement. Soit f : M — M’ une
quasiisométrie. Soitn € oo M . Alors f induit, pour tout p > 1, un isomorphisme
[ HEP(M, f(n) — HP(M,n) qui préserve le cup-produit. De plus, f induit,

pour tout ¢ > 1, un isomorphisme d’algeébres f* : RL (M, f(n)) — RE (M, n).

loc

9.2 Preuve du Corollaire 3

Soit M une variété riemannienne complete de dimension n, simplement
connexe, dont la courbure sectionnelle K satisfait —1 < K < § < 0. Notons
M’ = CH?. Supposons qu'il existe une quasiisométrie f : M — CH?.

Soit po = 1 +2v/—=0. Si 6 < —%, po > 2. Pour 2 < p < pg, posons ¢ =
r = 2p. Choisissons un point 77 € O M. Le Théoreéme 2 (plus précisément,
la Proposition 43) entraine que, dans M, si k € H;(;Z(M, 7) et u € Ry, alors
u? € R,. Or le Théoreme 3 (plus précisément, la Proposition 44) fournit une
classe k' € HY'(M,n') et une fonction v/ € R, telles que u? ¢ R/, cela
contredit le fait que les quasiisométries préservent la cohomologie, y compris
dans sa version localisée, ainsi que le cup-produit. On conclut que M n’est pas
quasiisométrique au groupe de Heisenberg. q.e.d.
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