Je parlerai des deux travaux suivants :

— Smooth Projectives Symmetric Variétés with
Picard Number equal to one, a paraitre dans
International Journal of Mathematics en février
2011 (voir arXiv : math.AG/0702340v2).

— Geometrical description of smooth projec-
tives symmetric variétés with Picard number
equal to one, Transformation groups (2010),
15, n.1, pages 201-22.



DEFINITIONS PRELIMINAIRES

Soit G un groupe semi-simple (réductif) connexe
sur C

et soit & un involution de G (0 € Aut(G) et
02 = id).

Si (G99 ¢ H ¢ Ng(GY), alors G/H est un es-
pace symeétrique.

Une variété symeétrigue est un plongement nor-
male (ouvert et équivariant) de G/H.

On peut toujours supposer que G est simple-
ment connexe.

es variétés symétriques sont sphériques, i.e. 3
B-orbite ouverte.



Exemples

1) une groupe semi-simple (réductif) G :
G = G x G agit par multiplication sur G :
0(z,y) = (y,x);

G’ ={(g9,9) : g€ G} =G;

2) La variété des quadriques projectives non-
dégénérées dans P" est Xo={A € M,,;+1(C) :
M!= M et det(M) =1 } :

G = SL,41 agit par conjugation on Xg;

0(g) = (¢t

H = Ng(G?%) et G =50,,41.



Les variétés symétriques (algébriques) sont liées
a les espaces symétriques Riemanniens.

Une variété Riemannienne connexe O est un es-
pace symétrique Riemannien si, Vo € O, dp,; €

Isom O qui invertit les géodésiques par x.

Alors, 3Gr C Isom O groupe de Lie (réel) semi-
simple qui agit transitivement sur O.

0:(g9) := prgp, L alors 0, € Aut(G) et 62
G C G compact et (G9)° c G, C GY.
LLes espaces symétriques Riemanniens sont lo-

calement des formes réels des espace symeétriques
algébriques.



Systeme des racines restreintes
Soit rg = H/H € G/H.

Soit T' C G une tore maximal tel que 0(T) =T
et dimTzog est maximale.

L'involution 6 induis un involution sur x(T)p
tel que 8(Rg) = Rg, ou Ry est le systeme des
racines de (G par respect a T.

L'ensemble Rgg := {a—0(a) : a € Rg}} \ {0}
est un systeme de racine pas nécessairement
réduit ;

Rg g engendre le sous-espace propre de x(T)g
associé a le valeur propre -1 de 6.

On fixe un sous-groupe de Borel B C GG appro-
priée tel que Bxg est ouverte. Alors, I'ensemble
{a—0(a) : a simple}\ {0} est une base de Rg g.



Soit S :=T/TNH; alors T -xg = S - xzg est
iIsomorphe a S.

Le rang de G/H est dim S ;
dim S = rangRg y (si G est semi-simple) et est

la codimension maximal d’'une U-orbite, ou U
est le radical unipotent U de B.

Un poids dominant A de GG est un poids sphérique
si VG’ 0. Alors dimVE' = 1.

Le reseau de poids dominant de Rg g est en-
gendre par les poids sphérigues.



CLASSIFICATION COMBINAT OIRE

On classifia les variétés symétriques projectives
X non-singuliers avec Pic(X) = Z (en particu-
lier —Ky est ample).

On fera les hypotheses supplémentaires sui-
vantes :

— X est simple, i.e. a un'unique orbite fermée ;
— Rg g is Irréductible

— H est semi-simple;

— G/H est de type adjoint, i.e. H = Ng(G?).

En general,

— X a au plus deux orbites fermées ;

— Rg g est irréductible or a type Ay X Az ;

— nombre de diviseurs premiers B-stable de G/H
= rang(G/H) ; de plus, si rang X > 3, alors
H est semi-simple.

Quand si H est semi-simple la dernier condition

est automatiqguement satisfait.



Les instruments principaux de la classification
sont le suivants :

1. classification des variétés symétriques
(sphérique) avec orbite ouverte fixée :
théorie des éventails coloriés (Luna-Vust,
'83)

2. description du groupe de Picard d'une variété
symétrique (sphérique) : Brion, '89

3. critéere de non-singularité

1) Si X est simple, H semi-simple et G est
semi-simple adjoint, alors d\ sphérique t.q. X
est la normalisation X, de Guvyg C P(V)).

V)\ = (C’UH et P(V)\)H = [’UH]

X\ = X < supp A = supp i



Théoréme [-; 2008] Si X est comme avant,
il y a les cas suivantes :

— Rgpg= A et suppA = a1 (ou oy);

— Rg g = B et suppA = a1,

— Rg 9= BCj et suppA = ay;

— Rg g = Gp et supp A = ap.

2) D(G/H)={couleurs de G/H}=
{diviseurs premiers B-stables de G/H}

D(X,) ={couleurs de X}=
{DeG/H:D>G/Py}

Pic(X)) = ®pep(a/H)~D(X,) LD
1D(X)) = $(Rgg ~ supp )

rang Pic(X)) = tisupp \



criteres de non-singularité :

— Brion, '91 ; variétés sphériques

— Timashev, '03; plongements projectifs d'un
groupe reductive (plus normalité)

— -, '08; variétés symétriques

— Bravi, Gandini, Maffei, - , "10; variétés
symétriques simples de type adjoint (plus nor-
malité si G/H = G)



3) Théoreéme [Bravi, Gandini, Maffei, -;
2010] X, est non-singulier si est seulement
Si sont vérifies le conditions suivantes :

(N) si supp A\ contiens une racine longue, alors
il contiens la racine courte non orthogonale
a une racine longue;
076
(A) chaque composants de Réﬁ—suppk a type
A

(QR1) supp A est connexe;

(Q2) ou supp\ est une extreme de Rgg ou
bien fisupp A > 2,

(Q3) siRg g atype D or E, alors supp A contiens
a, Biys Biy-




Esquisse de la prouve

Pic(X) =7 = fsupp A =1

[Q2] = supp A est une extreme de Rg g
Q3] = Rgo# D, E

[A] == Rgg # Fa

Si Rgg = A; alors (A) est (V) sont vérifiées
trivialement

Si RG,Q = Blv BCZ or Cl
[A] == supp \ =
IN] = RG,@ = B, BC;

Si Rg g = G2
[A] = supp )\ = o
(A) est (N) sont vérifiées



DESCRIPTION GEOMETRIQUE

Théoreme Soit X un plongement, non-singulier,
projectif de G/H avec Pic(X) = Z (G est semi-
simple et simplement connexe).

Aut(X) n’agit pas transitivement sur X si et
seulement si :

1. RG,H = As ou RG,H = Go;
2. H=¢aG"Y.

Dans ce cas,

Aut®(X) = G, & isogénies prés.



Un exemple de n'importe quel rang

Soit Vi, = span{eq,...,em} C C"; la forme bi-
linéaire symétrique standard est non-dégénere
sur Vin,.

SOn/S(Om X Op—m) = SOy, - Vi, et
SOy - Vin C Gi(n) est ouvert.

Donc Gy(n) est le plongement projectif non-
singulier de SO, /S(Om X Op—m) avec nombre
de Picard un.



Rg o de type Go.

Suppose de plus que RG)Q = G, alors il y a
deux cas :

1. G/H = G5/(SLy x SLy). De plus :

— Aut(X) = Gb.

— On peut étendre 6 a une involution de
SO7 telle que SOY = S(O3 x Oy).

— G3(7) C P34 est I'unique plongement non-
singulier projectif de SO7/Ngp,(S(O3 X
S04)) avec nombre de Picard un. De
plus,

Go2/(SLoxSLy) C SO7/Ngp,(S(0O3x504)).



— X = G3(7)NP27, ot P27 C P34 est stable
par Go (le morphisme Gz(7) — P34 est
le plongement de Pliicker).

— Sion considéere C’ comme le sous-espace
des éleéments imaginaires des octaves com-
plexifiees O¢, alors

X={WcC’":Wa@C1C O¢ est une
sous-algébre associative }



Quelques détails pour Go/(SLa x SLo)

Soit V=V, la représentation standard de
GQ, dimV =7 .

soit G3(V) — P(A3V) le plongement de
Plucker;

NV EVE Vo, @ C comme représentation
par Go.

V(2w1) ®C est le noyau de la restriction de
I'associator [-,-,-] : A3 Im(Q¢) — O¢

(on a [a,b,c] = (ab)c — a(be)).

La condition X = G3(7) N P27 permit de
prouver la deuxieme description.

Go/SLy x SL> C X" C G3(V), ol
X" = G3(V)NP(Va,, ®C)), car VH =0.



X" a une unique orbite fermée par G, car
V est une Go-représentation simple.

X" est connexe car X’ est stable par Go.

La normalisation de X' est Xy, .

C'est suffisant de prouver que X’ est lisse
de dimension 8 dans le voisinage d'un point
arbitraire de |'orbite fermée.



2. G/H = Gy. Alors :

— Aut(X) = span{Go x G»,0} et

Aut®(X) = Go x Go.

— On peut étendre 6 a une involution de
SO+ x SO+ telle que (SO7 x SO7)Y est la
diagonale.

— S7 est I'unique plongement projectif non-
singulier de SO+ avec nombre de Picard
un. De plus,

X:G—QCSO7:S7

(S7 est une composante connexe
de 1G+(14)).



— Ily a un plongement S; — P93 équivariant
par Spinia.

Je peux considérer SO7 comme une
(Spiny x Spiny)-variete;
il y a un plongement

Go X Go C Spiny X Spiny

que releve le plongement

Go X Go C SO7 x S07.

— X = IG7(14) N P*°, oi P* C PO3 est
stable par Go X G».



RG,H de type As.

On a le diagramme commutatif suivant :

R C H Q

SL3/SO3 ——SL3 ——SLg/Spe ——Ee/Fs  (So)

SL3/SO3 ——SL3 ——~SLg/Sps ——FEg/F4  (Sf)

LG3(6) ——~G3(6) ——S10 ——G3(0°)  (F3)

Spe/P3 ——Slg/P3 —5012/Ps —E7/P;  (F'3)

Dans (So) il y a les G/GY avec Rgy= Ap;

Dans (Sf) il y a leur plongements lisses avec
nombre de Picard un;

(F3) est la troisieme ligne du carré magique
de Freudenthal.



On peut décrire les variétés dans (F'3) comme
Grassmanniennes Lagrangiennes LG (A3, A%) sur
une algébre de composition complexe A.

De plus, G/G9 est une section hyperplane de
la variété dans (F'3) associée.

Les variétés dans cette derniére ligne sont variétés
de Legendre.

Le plongement de SL3 a été étudié par

J. Buczynski.

Aut(SL3) a 4 composantes connexes et

Aut®(SL3) = (SL3 x SL3)/{(g,9) : g°> = id}.

Dans les autres cas Aut9(X) = G et

Aut(X) = span{G, 0}.



Quelques mots pour le cas de A,

Soit Ac =AQ®rC ou A est R, C, H or Q.

r1 I3 T2
Soit ,_73(A) = x3 1o x1|,7m;€Cx; €A
L2 1 T3

I’'espace de matrices A-hermitien de ordre trois,
avec coefficients dans A.

J3(A) est une algébre de Jordan avec produit
Ao B := i(AB+ BA), ol AB est le produit de
matrices usuel. Soit :



SL3(A) :={g € GLc(J3(A)) 1 det(gA) = A
VA € J3(A)} et

SO3(A) . ={ge SL3(A): g(AoB) =gAogB
VA, B € J3(A)}.

Le déterminant est une forme cubique sur J3(A),
tel que com(P)P = det(P)I VP € J3(A),

ou com P est |la co-matrice de P :

1
com P = P?—(trace P)P—I—E((trace P)2—trace P?)I

3P~1 «— det(P) # 0.

Les variétés SL3(A)/SO3(A) sont les espaces
symétriques avec Rg g de type Ay et H = GY.



Soit Z5(A) ;== Cd J3(A) d J3(A)* @ C* I'espace
de matrices de Zorn.

3! sous-groupe Spg(A) C GLy(Z2(A)) connexe
et fermé tel que Lie((Spg(A)) = spg(A) :=
C* & J3(A)* @ (Lie(SL3(A)) +C) @ J3(A) & C;

de plus il y a une forme symplectique invariante
par Spg(A) sur Z5(A).



La Spg(A)-orbite fermée dans P(Z,(A)) est I'image
de |'application rationnelle équivariante :

¢ :P(CD J3(A)) --» P(Z2(A))
(z, P) — (23, 22P, z com(P), det(P)).

Si on pense C comme l'espace de matrices dia-
gonales

et (I,P) comme une matrice de 3 vecteurs
lignhes,

alors ¢ a la méme expression du plongement
de Plucker.

P € J3(A) < les 3 vecteurs (I,P) sont or-
thogonaux

par rapport a la forme symplectigue Hermi-
tienne

w(X,Y)=1X (_OI é) Y



Donc, on peut interpreter ces variétés comme
LG(A3, A®).

SL3(A)/SO3(A) := ¢(SLz(A) - [1,1])

C X' :={[w1, 22, %3,74] € LG(A3,A®) :
r1 =x4) CP(CP J3(A) @ J3(A)" ®CY).

La normalisation de X’ est le plongement lisse
projectif X de SL3(A)/SO3(A) avec
Pic(X) =7

(grace a la classification des variétés symétriques
par le moyen des éventails coloriés).

X' est lisse par un résultat de J. M. Landsberg
et L. Manivel sur la dimension du lieu singulier
des sections hyperplanes des LG(A3, A%).



Variétés de Legendre

Les variétés dans (3F) sont variétés de Le-
gendre.

X est de Legendre si 3X Cc P(V) t.q. :

1) dimV =2dim X + 2;

2) dqg anti-symétrique non-dégénéré sur V;
3) V[z] € X q|TC(X) =0,

ou C(X) est le cone affine sur X.

Aussi les variétés dans (Sf) sont de Legendre.

_es variétés de Legendre sont liées a les groupes
d'holonomie des variétés Riemanniennes.



Conjecture A (LeBrun, Salomon) : M com-
pacte, de Kahler, dimX = 4n et quaternionique
(i.e. Hol(M) C (Sp1xSpn)/Z>) = M est espace
symeétrigue Riemannien.

Pour les autres Hol(M), ils existent des des M
compacte et non-homogene.

Conjecture B : Y (complexe), de contact, non-
singuliere et de Fano = X est une variété ad-
jointe, i.e. 3G de Lie (complexe) semi-simple
t.a. Y =G/P C P(g).

Conjecture B = Conjecture A :

VM comme dans Conjecture A d un espace
twistoriel Y i.e. une S2-fibré de structures com-
plexes sur 1T'M.

Y est de contact, non-singulier et de Fano.



Pour y € Y générique, I'ensemble X C P(T,Y")
des tangents a les droites de contacts sur Y
par y est de Legendre non-singulier;

si Y est adjointe, X est homogeéne (X est ap-
pelé une variété sous-adjointe)

Les variétés dans (F4) sont adjointes pour les
groupes simples G exceptionnels G #= G,

Les variétés dans (F'3) sont les variétés sous-
adjointes pour tels groupes.

Conjecture C : X de Legendre non singulier et
normale linéairement = X est sous-adjointes.

X C P" est normale linéairement si le plonge-
ment est donné par une systeme linéaire com-
plet.



Une variété complexe Y est de contact si : 1)
dimY =2n+4+1; 2)ily FFCTY avec rangF =
2n et les parentheéses de Lie

FQF —TY/F

ne sont jamais dégénérée .

Une curve rationnel C C Y est une droite de
contact si —Ky - C est minimal (i.e. n+1).



Etude de Aut(X)

Une sous-variété lisse de X stable par G est
une orbite (fermée).

Donc, ou Aut9(X) agit transitivement sur X
ou bien Aut9(X) stabilise une orbite fermée.

Soit Y une orbite fermée de X, alors Aut?(X)
stabilizes Y si et seulement si HO(Y, Ny x) = 0.

On vérifie explicitement que, si Aut?(X) n'agit
pas transitivement sur X alors X a rang 2 et
toutes les orbites fermées sont stabilisées par
Aut?(X).

Dans ce cas, on définit X comme I'éclatement
de X le long des orbites fermées;

Aut9(X) est isomorphe a AutO(X).



Le diviseur X\ (G/H) est un diviseur avec croi-
sements normaux.

C’est beaucoup plus facile d'etudier Auto(f)
(et Aut(X)).

Par exemple, on peut prouver que Auto()?) est
réductif et stabilise toutes les G-orbites de X
(grace a un résultat de M. Brion).

On peut aussi prouver que Aut(X) = Aut(G/H).
Ce fait permit d'étudier Aut(X) .
Il y a un morphisme

Aut(X) — Autegyin(G) = Autequiv(AutO(X))
avec noyau

Aut(X) = Auto(G/H) = Na(H)/H.

Aut(X) C Aut(G/H) et chaque automorphisme
de X descend a X.



