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Résumé

Nous présentons dans ce papier une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les esti-
mateurs semi-locaux. Nous montrons que pour toute courbe C(g) correspondant & un fonction
g de classe C?, 'estimation du périmetre de C(g) par un estimateur semi-local, & partir de la
discrétisation de C(g) a la résolution 7, converge vers la valeur exacte du périmeétre de C(g)
lorsque la résolution 7 tend vers 0. Nous introduisons aussi une sous-classe des estimateurs
semi-locaux qui n’utilisent comme motifs que les motifs qui sont des segments discrets.

Mots clés : Discrétisation, Estimateur semi-local, Estimateur semi-local basé sur les segments

discrets, Périmetre, Motif, Segment discret, Convergence multi-grille.

1 Introduction

Nous nous interessons dans ce papier a ’estimation de périmetre de courbes a partir de leurs

discrétisations. Plusieurs estimateurs de périmetre ont été proposés dans la littérature en imagerie
[6,8,7,12,4,5,11, 1,9, 2, 3, 10]. Dans [9], la classe des estimateurs locaux a été introduite dans
un cadre général et la convergence de ces estimateurs a été étudiée et cette étude a été poursuivie
dans [3, 10]. Nous avons notamment demontré dans [3, 10] que si C,(g) est la discrétisation & la
résolution r d’une coubre C'(g) d’une fonction g, alors l'estimation du périmetre de C(g) utilisant
les estimateurs locaux a partir de C,.(g) ne convergent presque jamais (au sens de la mesure de
Lebesgue) vers la valeur exacte du prémetre de C(g) lorsque la résoltion de I'espace discret tend
vers 0 méme pour des courbes aussi simples que des morceaux de paraboles.
Nous présentons dans ce papier une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les estimateurs
semi-locaux. Si C,(g) est la discrétisation & la résolution r d’une courbe continue C(g) dont on
cherche & estimer le périmetre, alors aussi bien les estimateurs locaux que semi-locaux sont obte-
nus en factorisant la courbe discrete C,.(g) en motifs de taille H(r) ou r +— H(r) est une fonction
constante pour les estimateurs locaux, par contre cette fonction est décroissante en r et est tend
vers l'infini lorsque r tend vers 0 pour les estimateurs semi-locaux. Nous montrons que sous cer-
taines conditions notamment concernant 'ordre de grandeur de H (r) relativement a r, les estima-
teurs semi-locaux correspondants convergent vers le périmetre exacte pour toute courbe de classe
C?. Nous introduisons aussi une sous-classe d’estimateurs semi-locaux : la classe des estimateurs
semi-locaux basés sur les segments discrets. Les estimateurs de cette sous-classe ne prennent en
compte que les motifs qui sont des segments discrets.

Ce papier est organisé de la fagon suivante : dans la deuxieéme section nous introduisons les nota-
tions et les définitions de bases utilisées tout au long de ce papier. Dans la troisieme section nous
introduisons les estimateurs locaux et nous montrons leur convergence vers la valeur exate du
périmetre lors que la résoltion de I'espace discret tend vers 0 pour les courbes de classe C2. Dans la
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section quatre nous introduisons une sous-classe de la classe des estimateurs semi-locaux (les esti-
mateurs semi-locaux basés sur les segments discrets) et nous donnons un résultat de convergence
concernant cette sous-classe. Le papier ce termine par une conclusion.

2 Définition et Notations

Dans cette section, nous introduisons les notations et les définitions de base qui vont étre uti-
lisées tout au long de ce papier.

Notations :
Soient a,b € Z, o, 3 €€ R. et z € R.
o [a,b] = {n € Z | a < n < b} est l'intervalle discret constitué des entiers consécutifs se
trouvant entre a et b. Par définition, si a > b, on a alors [a, b] = 0.

e |x] est lentier tel que |x] <z < |z] + 1. [z] est appelé la partie entiere du nombre réel .

e [2] = —|—x]. On adonc [2] — 1 < x < [z]. [z] est appelé la partie entiere supérieure du
nombre réel x.

e [z] = |z + 1] est appelé I'entier le plus proche du nombre réel x

o (z) =z — || est appelé la partie fractionnaire du nombre réel . On a donc =z = |z| + (z).

e D(a, ) ={(z,ax+ ) | x € R} est appelé la droite eulidienne de pente « et de phase £.

e D(a,8) = {(z, lax + B]) | * € Z} est appelé la droite discréte de pente « et de phase £3.

Dans toute la suite, seules les droites euclidiennes D(«, ) et les droites discretes D(«, §) pour
(o, B) € [0,1]? seront considérées. En effet, on peut toujours se ramener & ce cas par des symétries
relativement aux axes OX, OY et/ou la premiere bissectrice (c’est-a-dire la droite D(1,0)) du
repere.

Définitions 1 Soit m € N*.
e Un motif est une fonction w : [0,m] — Z telle que w(k + 1) € {w(k),w(k) + 1} pour tout
k € [0,m — 1]. Le nombre m est appelé la taille du motif w. Autrement dit, un motif w de
taille m peut-étre vu comme un mot de taille m + 1 sur l'alphabet Z.
e Un motif w de taille m est dit un segment discret de taille m, s’il existe a, 8 € [0,1] tels que
w(k) = |ax + 8] pour tout k € [0, m].

Dans toute la suite de ce papier, nous considérons la fonction ¢ : R — R définie par

o(z) =1+ 22

La fonction ¢ est 1-lipschitzienne c’est-a-dire que 1'on a

Va,y € R, |p(x) — o(y)] < |z —yl.

La figure FIG. 1 contient la représentation graphique de la fonction ¢.

Définitions 2 Soit g : [a,b] — R ot a,b sont deuz nombres réels tels que a < b.
o C(g9) = {(z,9(z)) | € [a,b]} est la courbe correspondant a la fonction g.
o CYa,b] est I’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle |a,b].
e Soit n € N*. C"[a,b] est l'ensemble des fonctions n fois dérivables sur lintervalle [a,b] et
dont les dérivées successives jusqu’a 'orde m sont continues sur [a,b] (i.e. Autrement dit
g € C"a,b], si g¢ € C%a,b] pour tout 0 < i < n ). Pour g € C"[a,b], on note M,,(g) =
Supmé[a,b]('.gn(‘r)')'



Fic. 1 — Représentation graphique de la fonction .

e Soit g € Ca,b),
b
Lexact(g) = / @(g/(t))dt.

Lexact(g) est le périmétre de la courbe C(g) relativement ¢ la mesure usuelle.
e Soitr >0,
g(rX)

Crlg) = {r(X,

ot A, = [%] et B, = L%J
Cr(g) est la discrétisation naive a la résolution r de la courbe C(g).

11X €[Ar, B}

Remarques 1 1. D(«, ) =Ci(g) ot g : x+— ax + (.
2. Soit g : [a,b] — R. Alors, C.(g) peut étre vu comme un mot sur Ualphabet Z. En effet,
Considérons le mot wg : [0,B, — A, + 1] — Z tel que wi(i) = LMJ pour tout
i €[0,B, — A, +1]. Par conséquent, C.(g) = {r(4, +4,wd(7)) | i € [0, B, — A, + 1]}

Notations :

Soit m € N*.

P est 'ensemble des motifs de longueur m.

P = UmeN\{o} P, est I'ensemble de tous les motifs.

Sm est I'ensemble des segments discrets de longueur m.

S = UmeN\{o} S, est I'ensemble de tous les segments discrets.

W% .m st le motif de longueur m de C,(g) défini par

_ Lg(r(X +4), _9rX)

©Xrm (F) J ===}, powr0<i<m.
e Soit w € S,,.
PI(w) ={(a, ) e R x [0, 1] | w(k) = |k + 3], pour 0 <k < m}.

PI(w) est appelé la pré-image du segment discret w.
e La fréquence du motif w de longueur m dans C,.(g) est définie par :

card{k € [0, LBT%ATJ —1] |W,€1T+km,r,m = w}

| BeAe |

FI(w) =

T



Remarques 2 1. Sig € C'a,b] et Mi(g) = max,ejq |9’ (2)], alors pour tout 0 < k < m

) = (EED) GO, gr) glrX),
< 1+/<;|9(T(X+k))—g(rX)

rk ;

|9(T(X+k))*9(TX)| < Mi(g).

Mais d’apres, le théoréme des accroissements finis, on a : %

Donc
Wk o (B)] < 14 kM (g) pour tout 0 < k& < m.

2. Soient g : [a,b] — R, r > 0 et m un entier strictement positif. Alors, le mot wg correspondant
a Cr(g) (Voir la Remarque 1) peut s’écrire de la fagon suivante :

w? = wowy...wpw'
oun = LBT#ATJ — 1, wo, w1, ...,w, sont des motifs de taille m et w' est un motif de taille
strictement inférieure a m sur lalphabet Z. De plus, pour tout k € [0,n], le mot wy, est égal,

; - ) 7 : .
a une translation pres, au mot WA, kmrme BT effet, pour tout ¢ € [0,m], on a :

g(r(A, + km))J
" .

Voir la figure FIG. 2 pour l'illustration de la remarque précédante en considérant les discrétisations

d’une courbe a différentes résolutions r et les décompostions de ces discrétisations en motifs de

différentes tailles m.

Wi () = W4 4 () +

3 Les estimateurs semi-locaux

Nous introduisons dans cette section une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les es-
timateurs semi-locaux. Le principe des estimateurs semi-locaux ressemble a celui des estimateurs
locaux, la seule différence est que, & la résolution r, la taille H(r) des motifs utilisés par un esti-
mateur semi-local est une fonction décroissante en r et est tend vers 'infini lorsque r tend vers 0
alors que pour un estimateur local la taille des motifs est constante a toutes les résolution.

3.1 Définition des estimateurs semi-locaux

Définition 1 Un estimateur semi-local est un couple (H,p) ot
o H est une fonction de |0, +oo] dans N* qui a chaque résolution r associe une longueur de
motif H(r) et
e p est une fonction de P dans [0,4+00] qui ¢ chaque motif w associe un poids p(w).

Définition 2 Soient (H,p) un estimateur semi-local, g : [a,b] — R et r > 0.
Le périmetre L(H,p, g,r) estimé par (H,p) a la résolution r de la courbe C(g) est définie par :

Bp—Ap
L H(r) J71

L(H,p,g,?") =T Z p(wir+kH(’l“),’r,H(T))'
k=0
Autrement dit, comme c’est indiqué dans la Remarque 2, si C,.(g) = wow;...w,w’ tel que n =
LBT%ATJ —1, wo,wi,...,w, sont des motifs de taille m = H(r) w’ est motif de taille strictement
inférieure & H(r), alors

n
L(Ha b, 9, T) =T Z p(wxgﬁh-l-km,r,m)
k=0
oll wy = wZTJrkm .m (& une translation pres) pour tout & € [0,n] et ot la contibution du motif ',
dont la taille est strictement inférieure & H(r), a été négligée. Voir la figure FIG. 2 une illustration
de la décomposition des discrétisations d’une courbe en motifs de tailles H(1) = 2, H(3) = 3 et
H(%)=5.
1



_1
=3
m=3
w w, w wy w, W3 w wy Wy Wy Wy
F1c. 2 — Discrétisation d’une courbe a différentes résolutions r et décomosition de ces

discrétisations en motifs de différentes tailles m.

3.2 Convergence dans le cas g € C?[a, ]

Proposition 1 Si (H,p) est un estimateur semi-local vérifiant les conditions suivantes :
1. rH(r) — 0

r—0

2. H(r) g oo

3. 1l existe une fonction K : RT +— R telle que pour tout w € P on a

1%_ 1+ (@)2 < K(m)

ou m est la taille du motif w et K(m) P 0.

Alors, pour toute fonction g € C*[a, b, Uestimation L(H,p, g,r) converge vers le périmétre Lexact(g)
de la courbe C(g).
Si de plus, K(m) = 2 ou A est une constante et H(r) = O(r=2), alors lerreur d’estimation est

en O(r2).
Remarque 1 La condition 3 de la Proposition 1 est vérifiée si K(m) = % ou A est une constante.

Preuve: Soitr > 0et X € [A,, B,—H(r)], Mi(g9) = max,c(q5) |9' ()| et Ma(g) = maxgepq5) 19" (2)],

o wxpnn(H)  G(X + H() — Gy (X)

H{(r) H{(r)



ot Gp(X) = [4X)| Or

G (X + H(r)) — G.(X)

A0 -9 <
|G (X + H(r)) — Sr@EH0D) 4 90X _ G (X)| | g(rX +rH(r) —g(rX)
0 " ‘ FH ) g(rX)

D’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour tout z:,z + h € [a,b] on a

’g(w + h}z —g(z) g,(x)’ < Mzég)h_

De plus, G, (X + H(r)) — LCCHHED) o] 1 0] et 27X — G, (X) € [0,1], on en déduit :

‘@u+mm—aa)

, 1 Ms(g)rH(r)
Hr) —g (TX)‘ < + )

H(r) 2
Soit ¢ : R — R définie par ¢(x) = /1 4+ 22. Comme ¢ est 1-lipschitzienne on a :

(22O, x| < s + 22D

Donc d’apres la condition 3 on a :

Pt) (g 0))| < K () + s + 22D

Soit Lexact(g) la longueur de la courbe C. On a :

L BEese -1

b
Lexact(g) - L(Hapv 9, T) = / @(g/(t))dt -r Z p(wzgéerrkH(r),r,H(T))'

k=0
Pour t € rX,rX +rH(r)] on a :
ot/ (0) - P22 < (g 0) — ol () + 220D i)
< Mala)rH () + K (H () + s + 2
= K(H() + 2 + S Mo(g)rH(r)

H(r) 2

En intégrant sur chaque intervalle [rX,rX + rH(r)] et en sommant pour tout X = A, + kH(r)

avec k € [0, LBIHT‘L)‘TJ — 1], on obtient :

Bpr—Hp—Ayp

r(Ar+ AR ) T )
’ - A,+kH(r),r,H(r)
/ oo ()t —rH() i

Ar k=0

B, — A, 1 3
) (K6 + 5 + 3¥aarH )

1 3
e (K0 + g+ Sdatar () )



Ona:a<rA,<a+retb—rH(r) <r(4, + LBﬁzng)gb, donc :

< () + Do) + (0~ o) (K(H) + g7 + S0aa)r () )

< (b—a) (K(H(r)) + ﬁ n (3 p(Mi(g))

b
l/w@ﬁwﬁfMH@%ﬂ

Or les conditions 1, 2 et 3 entrainent que le membre droit de cette inégalité tend vers 0 quand r
tend vers 0, donc on a bien L(H,p,g,r) — Lexact(9)-
T—

De plus, si K(m) = % oll A est une constante et H(r) = O(r~2), alors la méme formule montre

que |L(H,p,g,7) — Lexact(9)] = O(r%). O

Remarque 2 Supposons que K(m) = %. La borne supérieure de ’erreur d’estimation donnée
par la formule (1) est minimale pour

A+1 _
H(r)= /3 L@y |
sMa(g) + 5521

N[

Lemme 1 Soient m € N*, w € S, et (o, 3) € PI(w) et posons p(w) = mv1+ «a?. Alors

p(w w(m 1
e ety
m m m
Preuve : Si (o, ) € PI(w), alors w(m) < am+ < w(m) + 1. On en déduit que

m m m

o+

Comme 3 € [0, 1] on en déduit que : ‘oz — M‘ < L. comme la fonction ¢ est 1-lipschitzienne on
m m

en déduit que |% - @(%ﬂ < L et donc p(w) vérifie la condition 3 de la proposition 1 avec

K(m)= L. ]

D’apres le Lemme 1 ci-dessus, les exemples ci-dessous vérifient les conditions de la Proposition 1.

Exemples :
Soit >0

o H(r)=|r—2] et Ym € N*,Yw € Py, p(w) = da((0,w(0)), (m,w(m)) = \/m? + w(m)? et par
conséquent, la Condition 3 de la Proposition 1 est vérifiée en prenant K (m) = 0 pour tout
m.

o H(r)=|r 2] et Ym € N*,Yw € P,,, p(w) = |da((0,w(0)), (m,w(m))] = |/m2 + w(m)?] et
par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 1 est vérifiée en prenant K (m) = % pour
tout m.

o H(r)=|r—2] et Vm € N*,
— Vw € Py \ Sy p(w) = da2((0,w(0)), (m,w(m)) = /m? 4+ w(m)?
- Yw € Sp, si (a, 8) € PI(w), alors p(w) = myV1+ a? (i.e p(w) est la longueur du segment

de sommets (0,5) et (m,am+ 3) ).

Par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 1 est vérifiée en prenant K(m) = % pour
tout m.

e H(r)=|r 2] et Ym € N*,
= Yw € P \ Sm, p(w) = [d2((0,w(0)), (m, w(m))] = [/m? +w(m)?|.
-~ Yw € Sy, si (o, B) € PI(w), alors p(w) = [mV1+4 a?] (i.e p(w) est la partie entiére de

longueur du segment de sommets (0,3) et (m,am + 3) ).

Par conséquent, la Condition 3 de la Proposition 1 est vérifiée en prenant K(m) = % pour
tout m.

§M2(g) + ﬁ) rH(r) + T‘P(Ml(g)))



4 Les estimateurs semi-locaux basés sur les segments dis-
crets

Nous introduisons dans cette section une sous-classe des estimateurs semi-locaux : les estima-
teurs semi-locaux basés sur les segments discrets. Ce sont des estimateurs dont lesquels on ne
compte pas la contibution des motifs qui ne sont pas des segments discrets.

Définition 3 Soient g € C?[a,b] et r > 0. La fréquence, dans C.(g), des motifs de longueur m qui
ne sont pas des segments discrets est définie par :

e _ k€10, BT 0G4 nrin € P \ S}
o | Be=demm | 4 ‘

Définition 4 Un estimateur semi-local basé sur les segments discrets est un couple (H,p') ot

— H est une fonction de 0,400 dans N* qui a chaque résolution r associe une longueur de
motif H(r) et
— p' est une fonction de S dans [0, +00[ qui & chaque segment discret w associe un poids p'(w).

Définition 5 Soient (H,p') un estimateur semi-local basé sur les segments discrets, g : [a,b] — R
etr > 0.
La longueur L'(H,p', g,r) estimé par (H,p') a la résolution r de la courbe C(g) est définie par :

L/(Hap/aga T) =r Z p/(wiT-‘rkH(T),T,H(T))'

Br—H()—Ap
kelo,[ == HE:§ 1T et WZT+kH(7‘),r,H(T)€$

Remarque 3 L’estimateur L'(H,p',.,r) est obtenu a partir de Uestimateur L(H, p, .,r) en négligeant
dans L(H,p,.,r) les contributions des motifs qui ne sont pas des segments discrets.

La figure FIG. 3 présente des discrétisations d’une courbes a différentes résolutions contenant des
motifs qui ne sont pas des segments discrets ils ne seront donc pas pris en compte par I’estimateur
semi-local L'.

Téoréme 1 Soit (H,p') un estimateur semi-local basé sur les segments discrets et soit g € C?[a, b]
vérifiant les conditions suivantes :

1. rH(r) —— 0
2. H(r) p— +00

3. 1l existe une fonction K : RT +— R telle que pour tout w € S on a
/ 2
@ (=Y
m m o

ou m est la taille du segment discret w et K'(m) P 0.
m—-1+00

4. FNS? ) —— 0.

r—0
Alors,

b
L/(H,p/,gﬂ‘) : Lexact(g) = / v 1+ g’(t)th.



Fia. 3 — Les motifs rouges ne sont pas des segments discrets, les motifs bleus sont des segments
discrets.

Preuve : Considérons une extension p de p’ telle que p : P — RT et pour tout w € P
p(w) w(m)\”
— =1+ | —= < K(m)
m m

ol m est la longueur de w et K(m) ——— 0.

m——+o0
11 suffit, par exemple, de prendre pour tout m et tout w € Py, \ S, p(w) = /m2 +w(m)? et
K(m) = sup(K’(m), +). On a bien donc K (m) —+> 0.

Ceci 1mphque que pour tout w € Py, p(w) < y/m? + w(m)?+ K(m)m et d’apreés la Remarque 2.1,
siw=wY%, ., alors W% ., (m)] <1+ li( ). Donc, si w =w% ., alors

) < myf1+ (Wi(g) + 22+ K(mm

|L(H,p,g,’l") —L/(H,p/7g,7“)| = r Z p(wirJrkH(r),r,H(r))'
ke[0, PHeim =1l et Wl iy s EP\S
B, — A,
< T(LiH(T) JENS? 1y (WH(r)? + (H(r)Mi(9) +1)2 + K (H(r)) H(r))
1
< (- W 1+ (Vo) + 9)° + KOHOD)PNS ) 0



Mais comme, d’apres la Proposition 1, L(H,p, g,r) converge vers Lexact(g) quand 7 tend vers 0,
alors L'(H,p', g,r) converge vers Lexact(g) quand r tend vers 0. O

Remarque 4 Si H(r) = O(r~2) et K(m) = A ou A est une constante, alors

5

|L'(H,p',9.7) = Lexact(9)] = O(r?) + O(FNS? ;)

Conclusion

Nous avons proposé dans ce papier une nouvelle classe d’estimateurs de périmetre : les esti-

mateurs semi-locaux. Nous avons notamment démontré que les estimations de périmetre basées
sur les estimateurs semi-locaux converge vers la valeur exacte du périmetre pour toute courbe de
classe C2. Nous avons ensuite introduit une sous-classe de la classe les estimateurs semi-locaux :
les estimateurs semi-locaux basés sur les segments discrets. Nous avons démontré aussi un résultat
de convergence “implicite” concernant cette sous-classe d’estimateurs.

A la mémoire d’Alain : Alain Daurat, co-auteur de ce papier, est décédé le 25 juin 2010. Cet
article est dédié a sa mémoire.
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