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Cibles ŕetŕecissantes de rayonn−1
d : propríet́e

du logarithme

Benjamin Mussat

23 mars 2011

Résuḿe

On dit qu’une translation sur le tore de dimensiond possède la propriété
du logarithme si la propriété des cibles rétrécissantes est vérifiée dans le
cas des boules de rayonn− 1

d . En dimension 1, toute rotation irrationnelle
possède la propriété du logarithme. En dimension supérieure, nous donnons
des critères permettant de déterminer si cette propriété est vérifiée ou non.
Ces critères reposent sur une notion de type diophantien différente de la
notion standard.

A l’aide d’une construction en dimension 2 de vecteurs dont nous con-
trôlons les types diophantiens, nous obtenons des contre-exemples à la pro-
priété du logarithme pour lesquels les vecteurs de translation sont diophan-
tiens d’exposants arbitrairement petits et des exemples possédant la pro-
priété du logarithme pour lesquels les vecteurs sont Liouville.

1 Introduction

Soit (M,B, µ, T ) un système dynamique ergodique probabilisé inversible,où
M est un espace compact métrique etB l’ensemble de ses boréliens.

1.1 Cibles ŕetrécisssantes

On suit les définitions de [7].

Définition 1.1. Une suite d’ensembles mesurablesA = (An)n∈N est appeĺeeune
suite de Borel-Cantelli (BC) pour Tsi, pour presque toutx dansM , pour une
infinité den, T n(x) appartientà An autrement dit si

µ(lim sup
n→∞

T−nAn) = 1.
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D’après le lemme de Borel-Cantelli, il est nécessaire que
∑

µ(An) = ∞.

Lemme 1.1.Une suite(An)n∈N décroissante est une suite de Borel-Cantelli si

µ(lim sup
n→∞

T−nAn) > 0.

On noteB = lim sup(T−nAn). La suite(An)n∈N est décroissante, donc quel
que soitn entier positif on aT−(n+1)An+1 ⊂ T−1T−nAn, d’où B ⊂ T−1B. Les
T−i(T−1B \ B) sont deux à deux disjoints et de même mesure, d’oùµ(T−1B \
B) = 0. L’ensembleB est invariant parT à un ensemble de mesure nulle près.

Le système étant supposé ergodique,B est de mesure nulle ou égale à un.

On dit que le système(M,B, µ, T ) a lapropriét́e des cibles ŕetrécissantessi
pour toutx0 ∈ M , toute suite de boules de centrex0 dont la série des mesures
diverge est BC pourT et qu’il a lapropriét́e des cibles ŕetrécissantes monotone
si pour toutx0 ∈ M , toute suite décroissante de boules de centrex0 dont la série
des mesures diverge est BC pourT .

1.2 Translation sur le toreTd

On s’intéressera dans toute la suite au système ergodique(Td, µ, Tθ), oùTd

est le tore de dimensiond (d ≥ 1), µ est la mesure de Lebesgue etTθ est la trans-
lation par un vecteurθ dont les coordonnées sont rationnellement indépendantes
modulo un. Un théorème prouvé par Kurzweil en 1955 ([16])et redécouvert par
Fayad ([7]) donne d’une part qu’aucune translation n’a la propriété des cibles
rétrécissantes et d’autre part qu’elle possède la propriété des cibles rétrécissantes
monotone si et seulement si son vecteur est de type constant.

Il est naturel de considérer le cas limite des boules de rayonn− 1
d , puisque nous

nous intéressons à des cibles dont la série des mesures diverge. S’agissant d’une
translation, le choix desx0 est indifférent, on se restreint à des boules de centre0.

Définition 1.2. On dit qu’une translationTθ poss̀edela propriété du logarithmesi
la suite(B(x0, n

− 1
d ))n∈N∗ est de Borel-Cantelli pourTθ.

Nous utilisons dans la suite la distance sur le tore définie ci-dessous, le lec-
teur se convaincra facilement que nos résultats restent vrais pour les distances
équivalentes.

Un problème lié est celui de “la loi du logarithme”. On en donne une définition
et on explicite ses liens avec la la propriété du logarithme dans la partie 1.5. Un ar-
ticle de Galatolo et Peterlongo ([9]) revient sur les liens entre la loi du logarithme
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et les différents problèmes des temps d’approche d’un pointx0 par les orbites d’un
autre point.

.

1.3 Notations et d́efinitions

Pourx réel, on notera par[x] la partie entière dex. Pourx = (x1, ..., xd) ∈ Rd,
on note|x| = maxi=1..d |xi|. La notation‖.‖ sera utilisé pour la distance à l’entier
le plus proche dansR ou au point deZd le plus proche dansRd (pour la norme
|.|). On utilisera la distance donnée par‖x − y‖ entre deux pointsx et y du tore
Td.

Dans toute la suite, on considèreθ = (θ1, ..., θd) un vecteur deRd à coor-
données rationnellement indépendantes modulo un. On utilise deux approxima-
tions deθ, d’une part l’approximation linéaire, où pour∆ = (s1, ..., sd) ∈ Zd, on
considère

‖〈∆, θ〉‖ = inf
p∈Z

|s1θ1 + ...+ sdθd − p| ;

et d’autre part l’approximation simultanée, où pourq ∈ Z, on considère

‖qθ‖ = max
1≤i≤d

inf
p∈Z

|qθi − p| .

Evidemment en dimension1, les deux approximations sont confondues.

On dit qu’un vecteur∆ de Zd, non nul, est unemeilleure approximation
linéairedeθ ∈ Rd si pour tout∆′ ∈ Zd vérifiant0 < |∆′| < |∆|, on a

‖〈∆, θ〉‖ < ‖〈∆′, θ〉‖.

Notons que‖〈∆, θ〉‖ = ‖〈∆′, θ〉‖ implique∆ = ±∆′, il existe donc une suite
(∆n)n∈N, rangée par normes strictement croissantes, composée, au signe près, de
toutes les meilleures approximation linéaires. On l’appelle suite des meilleures
approximations linéaires.

On dit qu’un entierq, strictement positif, estune meilleure approximation si-
multańeedeθ ∈ Rd si que quel que soitq′ entier tel que0 < q′ < q, on a

‖qθ‖ < ‖q′θ‖.

On appelle suite des meilleures approximations simultanées la suite strictement
croissante, notée(qn)n∈N, qui est composée de toutes les meilleures approxima-
tions simultanées.

On utilisera également les notations suivantes : pourh réel non nul

εs(h) = min
q∈Q,|q|≤|h|

‖qθ‖
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et
εl(h) = min

x∈Zd,|x|≤|h|
‖〈x, θ〉‖.

La suite des meilleures approximations simultanées deθ vérifie l’inégalité sui-
vante

1

2
q−1
n+1 < (qn + qn+1)

−1 ≤ ||qnθ|| ≤ q
− 1

d

n+1. (1)

Ce lemme est bien connu en dimension1 et provient des propriétés du dévelop-
pement en fractions continues. En dimension supérieure, l’inégalité de droite se
montre avec le principe de Dirichlet. Une démonstration del’inégalité de gauche
est donnée dans [2].

1.3.1 Notions habituelles d’approximation diophantienneen dimensiond.

Soit τ un réel positif ou nul.
On rappelle queθ est diophantien de typeτ pour l’approximation simultanée

si
inf
q 6=0

q
1+τ

d ‖qθ‖ > 0,

c’est-à-dire avec nos notations siinfq 6=0 q
1+τ

d εs(q) > 0.

On rappelle queθ est diophantien de typeτ pour l’approximation linéaire si

inf
|∆|6=0

|∆|d(1+τ)‖〈∆, θ〉‖ > 0,

c’est-à-dire siinfh 6=0 h
d(1+τ)εl(h) > 0.

On noteΩd
s(τ) (respectivementΩd

l (τ)) l’ensemble des vecteurs diophantiens
de typeτ pour l’approximation simultanée (respectivement pour l’approximation
linéaire).

Les deux types d’approximations sont liés par le théorème de transfert de
Khintchine ([13], voir [4] et [17] en dimension2).

Théorème. [Khintchine] Pour toutτ ≥ 0,

Ωd
s

(
τ

(d− 1)τ + d

)
⊂ Ωd

l (τ) ⊂ Ωd
s(dτ).

En particulier, on aΩd
l (0) = Ωd

s(0). On appelle vecteurs de type constant
les vecteurs de type0. Cette notion concerne donc les mêmes vecteurs pour les
approximations linéaires et simultanées.
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1.3.2 Une autre notion de type diophantien

Nous nous intéressons à une notion différente introduite par Jarnik dans [12].
On pourra voir aussi un article de Khintchine ([15]). Laurent [17] reprend cette
notion en vue d’un résultat qui précise le théorème de transfert de Khintchine.

Définition 1.3. Soitτ ≥ 0.
On noteΘd

l (τ) l’ensemble des vecteursθ deRd tels que

lim sup
h→+∞

hd(1+τ)εl(h) > 0,

etΘd
s(τ) l’ensemble des vecteursθ deRd tel que

lim sup
q→+∞

q
1+τ

d εs(q) > 0.

Autrement ditθ appartient àΘd
l (τ) s’il existe une constanteC tel que pour une

infinité d’entiersn, pour tout∆ deZd, vérifiant0 < |∆| ≤ n, on ait‖〈∆, θ〉‖ ≥
Cn−(1+τ)d. De même,θ appartient àΘd

s(τ) s’il existe une constanteC telle que
pour une infinité d’entiers strictement positifsn, pour tout tout entierq avec<
q ≤ n, on ait‖qθ‖ ≥ Cn−

(1+τ)
d .

On a bien sûr,Ωd
s(τ) ⊂ Θd

s(τ) et Ωd
l (τ) ⊂ Θd

l (τ). Pour mieux pointer la
différence entre ces définitions et les notions habituelles d’approximation dio-
phantienne, réécrivons-les à l’aide des meilleures approximations. Si on aqn ≤
q < qn+1, alorsεs(q) = ‖qnθ‖. D’où θ ∈ Θd

s(τ) si et seulement si

lim sup
n→+∞

q
1+τ

d

n+1‖qnθ‖ > 0,

tandis queθ ∈ Ωd
s(τ) si et seulement si

lim inf
n→+∞

q
1+τ

d
n ‖qnθ‖ > 0.

La différence est la même pour les approximations linéaires.

1.3.3 Le casΘd
s(0).

D’après l’inégalité (1), tout vecteur deRd à coordonnées rationnellement indé-
pendantes modulo un appartient àΘd

s(d − 1). Le cas de la dimension 1 est donc
particulier puisque toutθ irrationnel appartient àΘ1

s(0).
En dimensiond > 1, on montrera que ce n’est plus vrai (voir par exemple la

partie 4). Toutefois Chevallier a montré dans [5] que pour presque toutθ, on a

lim sup qn+1||qnθ||
d > 0.

C’est-à-dire queΘd
s(0) est de mesure1.
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1.4 Résultats

Ces notions diophantiennes moins usuelles vont nous permettre de donner une
quasi-caractérisation des vecteursθ pour lesquels la translationTθ a ou n’a pas la
propriété du logarithme.

Théorème 1. (i) Si θ appartientà Θd
s(0) alors la translationTθ poss̀ede la pro-

priét́e du logarithme.
(ii) S’il existeτ > 0 tel queθ n’appartienne pas̀aΘd

s(τ) alorsTθ ne poss̀ede pas
la propriét́e du logarithme.

On a l’analogue pour l’approximation linéaire.

Théorème 2. (i) Si θ appartientà Θd
l (0) alors la translationTθ poss̀ede la pro-

priét́e du logarithme.
(ii) S’il existeτ > 0 tel queθ n’appartienne pas̀aΘd

l (τ) alorsTθ ne poss̀ede pas
la propriét́e du logarithme.

Dans la partie 2, nous démontrons le théorème 1(i) et le théorème 2(ii) . Pour
finir de montrer les théorèmes 1 et 2 nous allons démontrerdans la partie 3 une
variante adaptée à notre situation d’un théorème de transfert dû à Jarnik ([12]) :

Théorème 3.Pour toutτ ≥ 0,

Θd
s

(
τ

(d− 1)τ + d

)
⊂ Θd

l (τ) ⊂ Θd
s(dτ).

En effet, cela impliqueΘd
s(0) = Θd

s(0) et donc que les énoncés(i) des théorèmes
1 et 2 sont équivalents. D’après l’inclusion de droite la condition(ii) du théorème
1 implique la condition(ii) du théorème 2.

En dimension1, les parties(i) des théorèmes 1 et 2 montrent en particulier que
toute translation irrationnelle possède la propriété du logarithme. En dimension
supérieure, d’après le résultat de Chevallier cité dans la partie 1.3.3, nous obtenons
que pour presque toutθ la translationTθ possède la propriété du logarithme.

Dans la dernière partie, pourd = 2, nous construirons des vecteurs dont
nous contrôlons les approximations diophantiennes. Celapermet de montrer le
théorème suivant :

Théorème 4.(i) Il existe des vecteursθ dans l’intersection de tous lesΩ2
s(τ) pour

τ strictement positif, pour lesquelsTθ ne poss̀ede pas la propríet́e du logarithme.
(ii) Il existe des vecteursθ pour lesquelsTθ poss̀ede la propríet́e du logarithme

et qui n’appartiennent̀a aucunΩ2
s(τ).

D’après le théorème de transfert de Khintchine (1.3.1),on a les mêmes énoncés
pour lesΩ2

l (τ).
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1.5 Propriété du logarithme et loi du logarithme

Nous donnons le lien entre la propriété du logarithme et laloi du logarithme
et nous en déduisons des résultats. On suit la définition générale de [9] et on
l’applique aux translations sur le tore de dimensiond.

Définition 1.4. On dit que la translationTθ vérifie la loi du logarithme si pour
presque toutx,

lim sup
n→∞

− log ‖T n
θ (x)‖

log n
=

1

d
.

Lemme 1.2.La propriét́e du logarithme implique la loi du logarithme.

Remarquons que si la suite(B(0, n− 1
d ))n∈N∗ est de Borel-Cantelli, alors pour

presque toutx il existe alors une infinité den tels que‖T n
θ (x)‖ < n− 1

d , d’où

lim sup
n→∞

− log ‖T n
θ (x)‖

log n
≥

1

d
.

Inversement, étant donné un réelδ strictement positif, si

lim sup
n→∞

− log ‖T n
θ (x)‖

log n
>

1

δ
,

on a, de la même manière, que la suite(B(0, n− 1
δ ))n∈N∗ est de Borel-Cantelli.

Alors la somme des mesures des boules est nécessairement infinie, etδ ne peut
être strictement inférieur àd. On a donc toujours

lim sup
n→∞

− log ‖T n
θ (x)‖

log n
≤

1

d
.

L’article de Galatolo et Peterlongo ([9]) donne, dans le casdes translations sur
le tore de dimension2, des contre-exemples à la loi du logarithme, qui sont donc
également des contre-exemples à la propriété du logarithme.

Remarque
Les théorèmes 1 et 2 restent vrais si on remplace “propriété du logarithme” par

“loi du logarithme”. Pour les parties(i), cela résulte du lemme. Nous prouverons
que c’est également vrai pour la partie(ii) du théorème 2 (corollaire 2.6) et donc
aussi pour la partie(ii) du théorème 1 par le théorème de transfert.
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2 Crit ères surθ pour que Tθ poss̀ede ou non la pro-
pri été du logarithme

2.1 Démonstration du théorème1(i)

Soit θ ∈ Θd
s(0) et (qn)n∈N la suite des meilleures approximations simultanées

deθ, il existe doncC > 0, tel que l’on ait pour une infinité den,

q
1
d

n+1‖qnθ‖ ≥ C.

Soit q ∈ N. On choisit unn tel queqn+1 ≥ q et q
1
d

n+1‖qnθ‖ ≥ C et on note

U =

q+qn+1−1⋃

l=q

T−l
θ B(0,

1

l
1
d

).

Les rayons de cesqn+1 boules sont supérieurs à(2qn+1)
− 1

d . Lesqn+1 pointsT−j
θ 0,

avecq ≤ j ≤ q + qn+1 − 1 sont à distance les uns des autres d’au moins‖qnθ‖

et ‖qnθ‖ ≥ Cq
− 1

d

n+1. DoncU contientqn+1 boules disjointes de rayonscq
− 1

d

n+1, avec

c = min
(

C
2
, (1

2
)
1
d

)
.

Il en résulte

µ(U) ≥ qn+1
2dcd

qn+1
≥ 2dcd.

On a donc, quel que soitq entier,µ
(
∪l≥qT

−l
θ B(0, 1

l
1
d

)
)
≥ 2dcd > 0, d’où

µ

(
lim sup T−l

θ B(0,
1

l
1
d

)

)
> 0.

D’après le lemme 1.1, la suite de boules est de Borel-Cantelli.

2.2 Un critère pour queTθ ne poss̀ede pas la propríeté du loga-
rithme

Nous donnons une condition suffisante pour ne pas posséder la propriété du lo-
garithme. L’idée de la démonstration est que lorsque les approximations linéaires
sont suffisamment bonnes, les éléments de l’orbite vont être assez proches d’un
hyperplan pour que la mesure occupée par l’union des boulessoit petite. Nous en
déduirons le théorème2 (ii)
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Théorème 5. S’il existe une suite de vecteursà coefficients entiers, de normes
strictement croissantes,(Xn)n∈N telle que

∑
|Xn+1|

d

d+1‖〈Xn, θ〉‖
1

d+1 < ∞, (2)

alors la translationTθ ne poss̀ede pas la propríet́e du logarithme.

Supposons la condition (2) vérifiée. Notonsεn = ‖〈Xn, θ〉‖ etBn = B(0, n− 1
d ).

Nous devons montrer queµ
(
lim sup T−n

θ Bn

)
= 0. Pour cela, il suffit de montrer

qu’il existe une suite de réels strictements positifs(Ln)n>0 tendant vers l’infini
telle que

∑

n

µ


 ⋃

Ln≤l<Ln+1

T−l
θ Bl


 < +∞. (3)

Etant donnée une suite(Ln) de réels strictements positifs, soitUn =
⋃

Ln≤l<Ln+1
T−l
θ Bl.

Soientx un point deUn et k un entier avecLn ≤ k < Ln+1, tel quex ∈ T−k
θ Bk,

c’est-à-dire‖x+ kθ‖ ≤ L
− 1

d
n . On a alors

‖〈Xn, x〉‖ ≤ k‖〈Xn, θ〉‖+ ‖〈Xn, x+ kθ〉‖,

≤ Ln+1εn + d‖x+ kθ‖ |Xn|,

≤ Ln+1εn + dL
− 1

d
n |Xn|.

L’applicationX̃n deTd dansT qui envoiex sur 〈Xn, x〉 mod 1 est un mor-
phisme surjectif de groupes compacts. L’image deµ parX̃n est donc la mesure de
Lebesgue surT et il résulte de l’inégalité précédente que

µ(Un) ≤ 2
(
Ln+1εn + dL

− 1
d

n |Xn|
)
.

Il nous suffit donc de construire une suite(Ln)n∈N tendant vers l’infini telle que

∑

n

(
Ln+1εn + |Xn|L

− 1
d

n

)
< ∞. (4)

On poseLn = |Xn|
d

d+1ε
− d

d+1

n−1 . Cette suite tend bien vers l’infini et

Lnεn−1 = |Xn|L
− 1

d
n = |Xn|

d

d+1ε
1

d+1

n−1.

D’où l’hypothèse (2) entraı̂ne (4), ce qui conclut la démonstration du théorème 5.
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2.3 Démonstration du théorème2 (ii)

Nous donnons des conditions équivalentes à la condition (2) du théorème 5.

Lemme 2.1.Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :
(i) Il existe (Xn)n∈N, une suite de vecteurs non nulsà coefficients entiers de

normes strictement croissantes, telle que
∑

|Xn+1|
d

d+1‖〈Xn, θ〉‖
1

d+1 < ∞.

(ii) Il existe une sous-suite(∆φ(n))n∈N de la suite des meilleures approxima-

tions linéaires telle que
∑

|∆φ(n+1)|
d

d+1‖〈∆φ(n), θ〉‖
1

d+1 < ∞.

(iii)
∑

(2ndεl(2
n))

1
d+1 < ∞.

(iv)
∑

k∈N∗ k
−1(kdεl(k))

1
d+1 < ∞.

Montrons d’abord qu’on déduit le théorème 2(ii) du lemme 2.1. Supposons
qu’il existeτ strictement positif tel queθ n’appartienne pas àΘd

l (τ). Alors pour
toutk assez grand,εl(k) < k−d(1+τ). On a donc

k−1(kdεl(k))
1

d+1 ≤ k−1− dτ

d+1 .

La propriété(iv) est vérifiée puisqueτ est strictement positif. D’après le lemme,
l’hypothèse du théorème 5 est également vérifiée et donc Tθ ne possède pas la
propriété du logarithme.

Démonstration du lemme 2.1
Nous montrons tout d’abord que(i) implique(ii). Soit (Xn)n∈N une suite de

vecteurs vérifiant la condition(i). On considère la suite(∆n)n∈N des meilleures
approximations linéaires. On définit la suite d’entiers(φ(n))n∈N par la relation

|∆φ(n)| ≤ |Xn| < |∆φ(n)+1|.

D’après la définition des meilleures approximations lin´eaires, on a pour toutn,
‖〈∆φ(n), θ〉‖ ≤ ‖〈Xn, θ〉‖. D’où

∑(
|∆φ(n+1)|

d‖〈∆φ(n), θ〉‖
) 1

d+1 <
∑(

|Xn+1|
d‖〈Xn, θ〉‖

) 1
d+1 < +∞.

La suite(φ(n))n∈N n’est pas nécessairement strictement croissante, mais onse
ramène sans difficulté à ce cas.

Nous montrons maintenant que(ii) implique(iii). Soit(∆φ(n)) une sous-suite
des meilleures approximations linéaires vérifiant la condition (ii). Pourk ≥ 0,
notonshk = |∆φ(k)|. Pour tout entiern tel quehk ≤ 2n < hk+1, on aεl(2n) ≤
‖〈∆φ(k), θ〉‖, d’où
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∑

hk≤2n<hk+1

(2ndεl(2
n))

1
d+1 ≤ ‖〈∆φ(k), θ〉‖

1
d+1

∑

hk≤2n<hk+1

(2nd)
1

d+1

≤ ‖〈∆φ(k), θ〉‖
1

d+1
(2hk+1)

d

d+1

2
d

d+1 − 1
.

Donc, ∑

n≥n0

(
2ndεl(2

n)
) 1

d+1 ≤ c
∑

k≥0

h
d

d+1

k+1‖〈∆φ(k), θ〉‖
1

d+1 ,

oùn0 est un entier vérifiant2n0 ≥ h0 et c est une constante strictement positive.

Maintenant, pour déduire la propriété(i) de la propriété(iii), il suffit de re-
marquer qu’àεl(2n) correspond un suite de droites(Xn), avec|Xn| ≤ 2n, vérifiant

‖〈Xn, θ〉‖ = min
|X|≤2n

‖〈X, θ〉‖ = εl(2
n).

On a alors

|Xn+1|
d

d+1‖〈Xn, θ〉‖
1

d+1 ≤ 2(n+1) d

d+1εl(2
n)

1
d+1 = 2

d

d+1

(
2ndεl(2

n)
) 1

d+1 .

On se ramène ensuite à une suite dont les normes sont strictement croissantes.

Nous finissons en montrant que les propriétés(iii) et (iv) sont équivalentes.
Remarquons que pourn donné si on a2n ≤ k < 2n+1, d’après les propriétés de
meilleures approximations,εl(2n+1) ≤ εl(k) ≤ εl(2

n) et donc

1

2n+1
(2ndεl(2

n+1))
1

d+1 ≤
1

k
(kdεl(k))

1
d+1 ≤

1

2n
(2(n+1)dεl(2

n))
1

d+1 .

En sommant ces inégalités pourk compris entre2n et2n+1

1

2
(2ndεl(2

n+1))
1

d+1 ≤
∑

2n≤k<2n+1

1

k
(kdεl(k))

1
d+1 ≤ (2(n+1)dεl(2

n))
1

d+1 .

Puis on somme sur les entiersn ≥ 0,

2−(1+ d

d+1
)
∑

n≥1

(2ndεl(2
n))

1
d+1 ≤

∑

k≥1

1

k
(kdεl(k))

1
d+1 ≤ 2

d

d+1

∑

n≥0

(2ndεl(2
n))

1
d+1 .

11



2.4 Un premier contre-exemple

Donnons maintenant un premier contre-exemple à la propri´eté du logarithme.
Cet exemple s’inspire de l’idée d’alterner les meilleurs approximations des co-
ordonnées de l’angleθ. Cette idée a été utilisée par Yoccoz pour démontrer que
la propriété de Denjoy-Koksma n’était plus vraie en dimension supérieure à 1
([18]). On la retrouve par exemple dans [8] pour montrer que l’on peut construire
des flots spéciaux au-dessus de rotations sur le tore de dimension 2 qui ne soient
pas mélangeants, dans la construction de contre-exemplesà la loi du logarithme
par Galatolo et Peterlongo ([9]) ou dans le contre-exemplesque donne Chevallier
([6]) d’un point dont la trajectoire est “mal répartie”.

Pourd > 1, soit θ = (θ1, ..., θd). Pourn ∈ N et pour1 ≤ i ≤ d, on note
(qi,n) la suite des dénominateurs de la fraction continue deθi et on poseXdn+i =
(0, ..., qi,n, .., 0). On a alors en particulier

‖〈Xdn+i, θ〉‖ ≤
1

qi,n+1
.

D’après le théorème 5, la translationTθ n’a pas la propriété du logarithme si ces
suites vérifient

∑

n



(
qd1,n

qd,n

) 1
d+1

+

(
qd2,n

q1,n+1

) 1
d+1

+ ...+

(
qdd,n

qd−1,n+1

) 1
d+1


 < ∞.

Cette condition est réalisée s’il existe une constantec > 1 pourn assez grand, tel
que (

qd1,n

qd,n

) 1
d+1

≤ n−c

et pour2 < i ≤ d, (
qdi,n

qi−1,n+1

) 1
d+1

≤ n−c.

On en déduit la proposition suivante

Proposition 2.2. Soitd > 1. Soitθ = (θ1, ..., θd) et soit pour1 ≤ i ≤ d, la suite
(qi,n) des d́enominateurs des fractions continues deθi. S’il existeδ > d + 1 tel
que pour toutn assez grand,

qd,n ≥ qd1,nn
δ et qi−1,n+1 ≥ qdi,nn

δ pour 2 < i ≤ d,

alorsTθ ne poss̀ede pas la propríet́e du logarithme.
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Il est aisé de construire des vecteursθi vérifiant les relations de la proposi-
tion 2.2, en construisant par récurrence, simultanément, les développements en
fractions continues desθi.

En dimension 2, on montre (voir [8] chapitre 7) que quel que soit ε, il existe
des vecteursθ ∈ Ω2

s(1 + ε) vérifiant ces conditions. Par contre, on peut montrer
(voir [2]) que de telsθ ne peuvent avoir des types diophantiens plus petits.

2.5 Extensions du crit̀ere à des boules de rayonn− 1

δ

Nous élargissons dans cette section le cadre du problème.Remarquons que
dans la démonstration du théorème 5 le fait que les rayonsdes boules soient égaux
àn− 1

d ne joue pas un rôle important. Soit(Xn) une suite de vecteurs à coefficients
entiers. On considère les boulesB(0, rn), avecrn décroissant et une suite(Ln) de
réels strictement positifs tendant vers l’infini. Comme dans la démonstration du
théorème 5, on noteεn = ‖〈Xn, θ〉‖ et on définitUn =

⋃
Ln≤l<Ln+1

T−l
θ B(0, rl).

On obtient de la même manière que si un point du torex appartient àUn, alors

‖〈Xn, x〉‖ ≤ Ln+1εn + drLn
|Xn|.

D’où
µ(Un) ≤ 2(Ln+1εn + drLn

|Xn|).

En particulier, lorsquern = n− 1
δ , en posant,

Ln = |Xn|
δ

δ+1ε
− δ

δ+1

n−1 ,

et comme pour le théorème 5, on obtient

Proposition 2.3. Soitδ > 0. S’il existe une suite de vecteursà coefficients entiers,
de normes croissantes,(Xn)n∈N telle que

∑
|Xn+1|

δ

δ+1ε
1

δ+1
n < ∞,

où εn = ‖〈Xn, θ〉‖, alors la suite des boulesB(0, n− 1
δ ) n’est pas de Borel-Cantelli

pourTθ.

Remarquons que les suite de boulesB(0, n− 1
δ ) avecδ < d ne peuvent pas être

de Borel-Cantelli, car la somme de leurs mesures est finie.
Dans la démonstration du lemme 2.1, on peut sans difficultés remplacerd par

δ, et on obtient de même

Lemme 2.4.Soitδ > 0. Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :
(i) Il existe (Xn)n∈N, une suite de vecteurs̀a coefficients entiers de normes

strictement croissantes, telle que
∑

|Xn+1|
δ

δ+1‖〈Xn, θ〉‖
1

δ+1 < ∞.

(ii)
∑

k∈N∗ k−1(kδεl(k))
1

δ+1 < ∞.
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Il en résulte

Proposition 2.5. Soitδ ≥ d. Si θ n’appartient pas̀a Θd
l (τ) pour unτ > δ

d
− 1,

les suite de boulesB(0, n− 1
δ ) ne sont pas de Borel-Cantelli pourTθ.

En effet, supposons qu’il existeτ avecτ > δ
d
− 1 tel queθ n’appartienne pas

àΘd
l (τ). Alors pour toutk assez grand,εl(k) < k−d(1+τ). On a donc

k−1(kδεl(k))
1

δ+1 ≤ k−1− d+dτ−δ

d+1

On ad + dτ − δ > 0, donc la propriété(ii) du lemme 2.4 est vérifiée et la propo-
sition 2.3 s’applique.

Corollaire 2.6. S’il existeτ > 0, tel queθ n’appartienne pas̀a Θd
l (τ), alors la

translationTθ ne v́erifie pas la loi du logarithme.

En choisissantd < δ < d(1 + τ), la suite de boulesB(0, n− 1
δ ) n’est pas de

Borel-Cantelli d’après la proposition 2.5. D’après la d´emonstration du lemme 1.2,
on ne peut pas alors avoirlim supn→∞

− log ‖Tn

θ
(x)‖

logn
> 1

δ
, d’où

lim sup
n→∞

− log ‖T i
θ(x)‖

log n
<

1

d
.

3 Relation de transfert entre lesΘd
l (τ ) et lesΘd

s(τ )

3.1 Démonstration du théorème de transfert

Nous montrons le théorème 3 en en donnant une version plus précise. Cela
complétera la démonstration des théorèmes 1 et 2. Nous en déduirons également
une variante du théorème 5 avec une condition portant sur les approximations
simultanées.

Théorème 6. (i) Quels que soienth > 0 etd entier non nul on a

εl(h) ≤
1

Chd−1
εs(Chd),

où C = 1
2(d+1)

.

(ii) Soientτ > 0 etη > 0. Si lim sup hd(1+τ)εl(h) < η, alors

lim sup q
1+τ

d+(d−1)τ εs(q) ≤ C ′η
1

d2+d(d−1)τ ,

où C ′ est une constante strictement positive.
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Le théorème 3 en résulte bien. Soit en effetτ ≥ 0, en posantq = Chd,
l’inégalité (i) s’écrit

hd(1+τ)εl(h) ≤ c1q
1+dτ

d εs(q),

oùc1 est une constante strictement positive. Ce qui implique queΘd
l (τ) ⊂ Θd

s(dτ).
D’autre part, siθ n’appartient pas àΘd

l (τ) alors lim sup hd(1+τ)εl(h) = 0 et
d’après(ii),

lim sup q
1+τ

d+(d−1)τ εs(q) = 0.

Or on a 1+τ
d+(d−1)τ

= 1
d

(
1 + τ

d+(d−1)τ

)
, doncθ n’appartient pas àΘd

s

(
τ

(d−1)τ+d

)
.

La preuve du théorème reprend la démonstration par Khintchine ([15]) du
théorème de transfert de Jarnik. A partir d’un lemme de Minkoswki, Khintchine
montre le lemme ci-dessous. On pourra également voir un article d’Apfelbeck
([1]) donnant une amélioration du théorème de transfertde Jarnik et qui reprend
ce lemme clef de Khintchine.

Lemme 3.1. [Khintchine] Soientf1, ..., fn et g1, ..., gn des formes lińeaires sur
Rn, avecdet(g1, ..., gn) = λ, telles que la forme bilińeaire surRn ×Rn, (u, v) →∑n

i=1 fi(u)gi(v) soit à coefficients entiers, soientt1, ..., tn des ŕeels strictement
positifs. S’il existeu ∈ Zn \ {0} tel que|fi(u)| ≤ ti, pour1 ≤ i ≤ n etfi(u) 6= 0
pour au moins uni, alors il existev ∈ Zn \ {0} tel que pour1 ≤ k ≤ n,

|gk(v)| ≤ (2nλ)
1

n−1
(
∏n

i=1 ti)
1

n−1

tk
.

Démonstration du théorème 6
On applique le lemme, avecn = d+1, aux formes linéaires surRd+1 définies

par 



fi(u) = ui − θiud+1, 1 ≤ i < d

fd+1(u) = ud+1

gi(v) = vi, 1 ≤ i ≤ d

gd+1(v) =
∑d

i=1 viθi + vd+1

On trouve
∑d+1

i=1 fi(u)gi(v) =
∑d+1

i=1 uivi, il s’agit donc bien d’une forme bi-
linéaire à coefficients entiers. On adet(g1, ..., gd+1) = 1 etdet(f1, ..., fd+1) = 1.

On commence par montrer la partie(i). Soientq un réel strictement positif
et ε = εs(q). On choisitu = (u1, ..., ud+1) dansZd+1 tel que |ud+1| < q et
‖ud+1θ‖ = max1≤i≤d |ud+1θi − ui| = ε. Alors |fi(u)| ≤ ε, pour1 ≤ i ≤ d, et
|fd+1(u)| ≤ q.
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D’après le lemme, il existev = (v1, ..., vd+1) non nul appartenant àZd+1 tel
que, en notant∆ = (v1, ..., vd) on ait,





|∆| = max1≤i≤d |vi| = max1≤i≤d |gi(v)| ≤ c
(εdq)

1
d

ε
= cq

1
d

‖〈∆, θ〉‖ = |
∑d

i=1 viθi + vd+1| = |gd+1(v)| ≤ c
(εdq)

1
d

q
= cq−

d−1
d ε

où c = (2(d+ 1))
1
d .

Il en résulte que
εl(cq

1
d ) ≤ cq−(1− 1

d
)ε.

Pourh > 0 donné, en posantq = Chd, c’est-à-direh = cq
1
d , on trouve bien

εl(h) ≤
1

Chd−1
εs(Chd).

On montre maintenant la partie(ii) du théorème. On utilise le lemme 3.1 avec
les mêmes formes linéaires que dans la démonstration de la partie(i), mais on
inverse les rôles desfi et desgi.

Etant donnéτ > 0 et η > 0, soith > 0 tel quehd(1+τ)εl(h) < η, et soitv un
vecteur non nul deZd tel que|gi(v)| = |vi| ≤ |h|, pour1 ≤ i ≤ d, et

|gd+1(v)| = εl(h) ≤
η

hd(1+τ)
·

D’après le lemme 3.1, il existe un vecteuru non nul deZd+1 tel que pour
1 ≤ i ≤ d, on a

|fi(u)| = |ud+1θ − ui| ≤
c

h

(
hdη

hd(1+τ)

) 1
d

= c
η

1
d

h(1+τ)
,

et

|fd+1(u)| = |ud+1| ≤ c
hd(1+τ)

η

(
hdη

hd(1+τ)

) 1
d

= cη
1
d
−1hd+(d−1)τ .

En posantq = cη
1
d
−1hd+(d−1)τ , on obtient

εs(q) ≤ cη
1
dh−(1+τ).

Comme

q
1+τ

d+(d−1)τ =
(
cη

1
d
−1
) 1+τ

d+(d−1)τ
h(1+τ),

q
1+τ

d+(d−1)τ εs(q) ≤
(
cη

1
d
−1
) 1+τ

d+(d−1)τ
cη

1
d = C ′η

1
d2+d(d−1)τ ,

oùC ′ est une constante strictement positive.
Sous l’hypothèse de(ii), on peut choisirh et doncq arbitrairement grands

vérifiant ces inégalités, ce qui conclut la démonstration du théorème 6.
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3.2 Critère en approximations simultańees pour ne pas avoir
la propri été du logarithme

Proposition 3.2. S’il existe une suite d’entiers strictement croissante(qn)n∈N,
telle que ∑

n≥0

(q
1
d
n ‖qn−1θ‖)

1
d+1 < ∞,

alorsTθ ne poss̀ede pas la propríet́e du logarithme.

Commençons par réécrire la condition(iv) du lemme 2.1 sous la forme
∫ ∞

1

1

h
(hdεl(h))

1
d+1dh < ∞.

D’après le théorème 6, on a
∫ ∞

1

1

h
(hdεl(h))

1
d+1dh ≤

1

C
1

d+1

∫ ∞

1

1

h
(hεs(Chd))

1
d+1dh.

On applique le changement de variableq = Chd,
∫ ∞

1

1

h
(hdεl(h))

1
d+1dh ≤

1

d

1

C
1
d

∫ ∞

C

1

q
(q

1
d εs(q))

1
d+1dq,

Donc si
∑

q∈N∗ q
−1
(
q

1
d εs(q)

) 1
d+1

< ∞, alorsTθ ne possède pas la propriété

du logarithme.
On montre que cette condition est équivalente à la condition de l’énoncé de la

même manière que dans la démonstration du lemme 2.1.

4 Construction, en dimension2, d’exemples et de
contre-exemples̀a la propri été du logarithme

Dans[17], Laurent démontre l’optimalité d’une inégalité de transfert en construi-
sant un vecteurθ dont il contrôle les approximations diophantiennes. Nousallons
reprendre sa construction en l’adaptant à nos définitions.

Théorème 7. Etant donńe (an)n∈N et (h◦
n)n∈N deux suites d’entiers strictement

positifs, avecan > 25 eth◦
n+1 ≥ 24anh

◦
n, on peut construire un vecteurθ appar-

tennantà T2 de manìere que

(i) Si ∑

n≥0

a
− 1

3
n < ∞,
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alorsTθ ne poss̀ede pas la propríet́e du logarithme.

(ii) Si la suite(an) admet une sous-suite bornée alorsθ ∈ Θ2
l (0).

(iii) Soit τ ≥ 0. On aθ ∈ Ω2
s(τ) si et seulement si

inf a−1
n+1a

1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ (h◦

n+1)
−1 > 0.

Avant de faire la construction, on montre que l’on peut en déduire le théorème
4. D’après la première assertion du théorème, si on choisit an = n4 (pourn ≥ 3)
alorsTθ ne possède pas la propriété du logarithme. On choisit égalementh◦

n+1 =
24anh

◦
n. Alors, quelque soitτ > 0,

inf a−1
n+1a

1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ (h◦

n+1)
−1 = inf

1

24
(h◦

n)
τ (n+ 1)−4n2(τ−1) > 0,

car, (h◦
n) a une croissance au moins exponentielle. Doncθ ∈ Ω2

s(τ) pour tout
τ > 0.

On choisit, maintenant, la suite(an) bornée, doncθ ∈ Θ2
l (0) etTθ possède la

propriété du logarithme. On veut de plus queθ n’appartienne à aucunΩ2
s(τ) pour

τ > 0, soit d’après(iii) queinf a−1
n+1a

1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ (h◦

n+1)
−1 = 0 pour toutτ > 0.

Comme la suite(h◦
n) est soumise à la seule condition queh◦

n+1 ≥ 24anh
◦
n, il suffit

de la construire par récurrence en choisissanth◦
n+1 suffisamment grand devanth◦

n.

4.1 Préliminaires

La première idée est de se placer dans l’espace projectif.On considère les
pointsP = (x, y, z) ∈ Z3, avecx, y, z premiers entre eux, auxquels on associe les
pointsP̃ =

(
x
z
, y
z

)
dansR2 lorsquez 6= 0 et les triplets∆ = (r, s, t) deZ3, avec

r, s, t premiers entre eux associés aux droites∆̃ : rx+ sy + t = 0 dansR2.

On noteraP ∧P ′ le produit extérieur dansR3 et |P | = max(|x|, |y|, |z|). Pour
cette norme on a|P ∧ P ′| ≤ 2|P ||P ′|.

Si P̃ , P̃ ′ appartiennent à la droitẽ∆, ce qui correspond au fait que les pointsP

etP ′ appartiennent au réseauΓ = {P ∈ Z3|〈∆, P 〉 = 0}, alorsP ∧P ′ = k∆ avec
k entier et de plusP etP ′ engendrent le réseauΓ si et seulement siP ∧P ′ = ±∆.

On utilisera également la version suivante d’un lemme bienconnu en norme
euclidienne,

Lemme 4.1. Soit∆ appartenantà Z3, le réseauΓ = {P ∈ Z3|〈∆, P 〉 = 0}
et soitP un élément du ŕeseau, dont les coordonnées sont premières entre elles.

Alors, il existeP ′ tel queP etP ′ engendrentΓ, avec|P ′| ≤ 2max
(
|P |, |∆|

|P |

)
.
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4.2 Construction de(∆n)n∈N et (Pn)n∈N

Nous allons construireθ comme limite d’une suite de points(P̃n) tout en
construisant une suite d’approximations linéaires(∆̃n).

Les normes respectiveshn et qn de∆n etPn seront prescrites à une constante
près. On demande de plus que le pointP̃n soit l’intersection dẽ∆n et de∆̃n+1.

Soient(an)n∈N et(h◦
n)n∈N deux suites d’entiers strictement positifs, avecan >

25 eth◦
n+1 ≥ 24anh

◦
n. On noteq◦n = anh

◦
n
2.

Nous commençons la récurrence avec∆0 = (h◦
0,−1, 0) et P0 = (1, h◦

0, q
◦
0),

qui sont associés respectivement à la droite∆̃0 : h
◦
0x−y = 0 et le pointP̃0

(
1
q◦0
,
h◦

0

q◦0

)
.

Alors q0 = q◦0, h0 = h◦
0 et le pointP̃0 appartient à la droitẽ∆0. Supposons que

soient construits∆n et Pn, à coordonnées premières entre elles, tels queP̃n ap-
partient à∆̃n, et vérifiant les inégalités

1

2
h◦
n ≤ |∆n| = hn ≤ 2h◦

n

et
1

2
q◦n ≤ |Pn| = qn ≤ 2q◦n.

On construit d’abord∆n+1. D’après le lemme4.1, il existe un point∆′ engen-
drant avec∆n le réseau{∆ ∈ Z3|〈Pn,∆〉 = 0} et vérifiant|∆′| ≤ 2max(hn, qnh

−1
n ).

On aqnh−1
n ≤ 4anh

◦
n, donc|∆′| ≤ 1

3
h◦
n+1. Quitte à changer de signe, on suppose

∆n ∧∆′ = Pn.
On pose

∆n+1 =

[
h◦
n+1

hn

]
∆n +∆′

et hn+1 = |∆n+1|. On a encore∆n ∧ ∆n+1 = Pn, ce qui implique que les co-
ordonnées de∆n+1 sont premières entre elles et queP̃n appartient à̃∆n+1. De
plus [

h◦
n+1

hn

]
hn − |∆′| ≤ hn+1 ≤

[
h◦
n+1

hn

]
hn + |∆′|,

h◦
n+1 − hn − |∆′| ≤ hn+1 ≤ h◦

n+1 + |∆′|.

D’où
1

2
h◦
n+1 ≤ hn+1 ≤ 2h◦

n+1.

On construitPn+1 de la même manière ; le lemme4.1 donne l’existence d’un
P ′ engendrant avecPn le réseau{P ∈ Z3|〈∆n+1, P 〉 = 0} et vérifiant|P ′| ≤
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2max(qn, hnq
−1
n ). Donc |P ′| ≤ 1

3
q◦n+1. On pose alorsPn+1 = [

q◦
n+1

qn
]Pn + P ′ et

qn+1 = |Pn+1|. Alors le pointP̃n+1 appartient à̃∆n+1 et on vérifie

1

2
q◦n+1 ≤ qn+1 ≤ 2q◦n+1.

Quitte à changer de signe on supposeraPn ∧ Pn+1 = ∆n+1.

4.3 Convergence de la suite(P̃n) et définition de θ

Suivant la démonstration de [17], on considère une“distance” projectiveentre
deux pointsP̃ et P̃ ′ deR2

d(P̃ , P̃ ′) =
|P ∧ P ′|

|P ||P ′|

et qui vérifie l’inégalité triangulaire suivante pour trois pointsP̃ , P̃ ′, P̃ ′′

d(P̃ , P̃ ′′) ≤ d(P̃ , P̃ ′) + 2d(P̃ ′, P̃ ′′).

Cette “distance” coı̈ncide avec la distance dansR2 pour deux points assez
proches de l’origine. En effet, siP = (x, y, z) etP ′ = (x′, y′, z′) vérifient |z| ≥
2max(|x|, |y|) et |z′| ≥ 2max(|x′|, |y′|), un calcul immédiat montre que

d(P̃ , P̃ ′) = |P̃ − P̃ ′|.

Remarquons que|z| ≥ 2max(|x|, |y|) si et seulement sid(0, P̃ ) ≤ 1
2
, puisque

d(0, P̃ ) = |(−y,x,0)|
|P |

.

Cela va nous permettre d’évaluer les distances|P̃n − P̃n+1|. On a pour toutn
entier,

d(P̃n, P̃n+1) =
|Pn ∧ Pn+1|

|Pn||Pn+1|
=

|∆n+1|

|Pn||Pn+1|
=

hn+1

qnqn+1
·

Donc

1

8

1

an+1anh◦
n
2h◦

n+1

≤
1

8

h◦
n+1

q◦nq
◦
n+1

≤ d(P̃n, P̃n+1) ≤ 8
h◦
n+1

q◦nq
◦
n+1

≤
8

an+1anh◦
n
2h◦

n+1

.

Compte tenu de l’encadrement précédent et des conditionsportant sur(an) et
(h◦

n), on obtient

d(P̃n, P̃n+1) ≤
1

21833
d(P̃n−1, P̃n). (5)
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Pourn = 0, on ad(0, P̃0) =
h◦

0

q◦0
= 1

a0h
◦

0
< 1

32
. Et en évaluant grossièrement,

d(P̃i, P̃i+1) ≤
1

32i+1 , d’où,

d(0, P̃n) ≤ d(0, P̃0) + 2
n−1∑

i=0

d(P̃i, P̃i+1) <
1

32
+ 2

n−1∑

i=0

1

32i+1
<

1

8
.

En particulier,d(0, P̃n) <
1
2
, pour toutn et

|P̃n − P̃n+1| = d(P̃n, P̃n+1).

La décroissance de|P̃n− P̃n+1| étant au moins géométrique, la suiteP̃n est de
Cauchy et on noteθ sa limite. On a encore

|θ| ≤
1

8
<

1

4
. (6)

De (5), il résulte aussi1
2
|P̃n − P̃n+1| ≤ |P̃n − θ| ≤ 3

2
|P̃n − P̃n+1|, soit encore

1

2

hn+1

qnqn+1

≤ |P̃n − θ| ≤
3

2

hn+1

qnqn+1

. (7)

4.4 Meilleures approximations diophantiennes deθ

4.4.1 Approximations simultańees

Nous montrons ici que les meilleures approximations simultanées deθ =
(θ′, θ′′) sont les|Pn| = qn à l’exception possible des premiers termes et de certains
termes(qn+1 − qn) :

Lemme 4.2.Si q est un entier avec0 < q < qn+1 et q 6= qn, q 6= qn+1 − qn, alors

‖qθ‖ > ‖qnθ‖.

D’après (7), on aqn|θ − P̃n| ≤
1
2
, donc‖qnθ‖ = qn|θ − P̃n| et

hn+1

2qn+1
≤ ‖qnθ‖ ≤

3hn+1

2qn+1
, (8)

Soit q un entier satisfaisant les condition du lemme. Il existex et y entiers
tels que et‖qθ‖ = max(|x − qθ′|, |y − qθ′′|). Soit P = (x, y, q). D’après (6),
|x| < q

4
+ 1

2
< q et de même|y| < q. On a donc|P | = q. Si |P̃ | > 1

2
alors on a

|P̃ − θ| > 1
4
, or d’après (8),‖qnθ‖ < 1

4
. Nous supposerons donc que|P̃ | ≤ 1

2
,
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On décompose

‖qθ‖ = q|P̃ − θ| ≥ q
(
|P̃ − P̃n+1| − |P̃n+1 − θ|

)

D’après (7),q|P̃n+1 − θ| ≤ 3
2
hn+2

qn+2
, d’où

q|P̃n+1 − θ| ≤
6

an+2h
◦
n+2

≤
1

4 an+2an+1h
◦
n+1

≤
h◦
n+1

4 an+2q
◦
n+1

≤
hn+1

an+2qn+1
,

donc

q|P̃n+1 − θ| <
1

2

hn+1

qn+1
.

Pour conclure la démonstration du lemme, il sufit maintenant de montrer que

q|P̃ − P̃n+1| ≥ 2
hn+1

qn+1

.

Rappelons que l’on suppose|P̃ | ≤ 1
2
, on a donc

|P̃ − P̃n+1| =
|P ∧ Pn+1|

|P ||Pn+1|
=

1

q qn+1

|P ∧ Pn+1|. (9)

Il reste à évaluer|P ∧ Pn+1|.
Première possibilité,̃P n’appartient pas à̃∆n+1, auquel cas la droite joignant

P̃ et P̃n+1 passe par̃Pn+1 tout en n’étant pas colinéaire ã̀∆n+1. Il existe alors un
entierl non nul tel que

(P ∧ Pn+1) ∧∆n+1 = lPn+1.

D’où

|P ∧ Pn+1| ≥
|Pn+1|

2|∆n+1|
=

qn+1

2hn+1
≥ 2hn+1.

Deuxième possibilité,̃P appartient à̃∆n+1, c’est à direP appartient au réseau
{P ∈ Z3|〈∆n+1, P 〉 = 0}. Les pointsPn etPn+1 engendrant ce réseau, il existek

etk′ entiers tels queP = kPn + k′Pn+1. On a

|P ∧ Pn+1| = |k||∆n+1| = |k|hn+1.

Remarquons quek est non nul car|P | < |Pn+1|. Si |k| = 1, on a alorsP =
k′Pn+1 ± Pn et q = k′qn+1 ± qn. Comme0 < q < qn+1 on ak′ = 0 ou k′ = 1,
mais commeq 6= qn etq 6= qn+1−qn, ces cas sont également exclus. D’où|k| ≥ 2
et on a encore

|P ∧ Pn+1| ≥ 2hn+1.

D’après (9),q|P̃ − P̃n+1| ≥ 2 hn+1

qn+1
, ce qui conclut la démonstration du lemme.
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4.4.2 Approximations linéaires

Notons iciθ̄ = (θ′, θ′′, 1) ∈ R3 et∆n = (rn, sn, tn), alors|〈∆n, θ̄〉| = |rnθ
′ +

snθ
′′ + tn|.
Nous allons montrer que(rn, sn)n∈N est la suite des meilleures approxima-

tions linéaires deθ, à l’exception possible des premiers termes et de certains
(rn+1, sn+1)± (rn, sn).

Donnons tout d’abord un encadrement de|〈∆n, θ̄〉|.

Lemme 4.3.Pour toutn entier, on a

3

4

1

qn+1
≤ |〈∆n, θ̄〉| ≤

5

4

1

qn+1
.

On décompose,

|〈∆n, θ̄〉| =

∣∣∣∣〈∆n,
Pn+1

|Pn+1|
〉+ 〈∆n, θ̄ −

Pn+1

|Pn+1|
〉

∣∣∣∣ .

Etudions〈∆n, Pn+1〉, on a

∆n ∧ (Pn ∧ Pn+1) = ∆n ∧∆n+1 = Pn.

Mais aussi, d’après la formule classique sur le double produit vectoriel

∆n ∧ (Pn ∧ Pn+1) = 〈∆n, Pn+1〉Pn − 〈∆n, Pn〉Pn+1 = 〈∆n, Pn+1〉Pn.

Donc,〈∆n, Pn+1〉 = 1, et
∣∣∣∣〈∆n,

Pn+1

|Pn+1|
〉

∣∣∣∣ =
1

qn+1
.

D’autre part d’après (7),
∣∣∣∣〈∆n, θ̄ −

Pn+1

|Pn+1|
〉

∣∣∣∣ ≤ 2hn|θ − P̃n+1| ≤
3hnhn+2

qn+1qn+2
≤

24hn

an+2qn+1hn+2
≤

1

4

1

qn+1
.

D’où le résultat.

En particulier,|〈∆n, θ̄〉| <
1
2
, donc

|〈∆n, θ̄〉| = |rnθ
′ + snθ

′′ + tn| = ‖〈(rn, sn), θ〉‖.

23



Pour montrer qu’il s’agit des meilleures approximations, nous allons comparer
∆n à d’autres vecteurs∆ deZ3. Rappelons que

|θ| = max(|θ′|, |θ′′|) <
1

4
.

Comme|〈∆n, θ̄〉| <
1
2
, on a|tn| < 1

2
+ 1

2
|(rn, sn)| < |(rn, sn)| et donc|(rn, sn)| =

hn. Soient(r, s) un vecteur du tore tel que0 < |(r, s)| < hn+1 et t entier tel que
‖〈(r, s), θ)〉‖ = |rθ′ + sθ′′ + t|. En notant∆ = (r, s, t), 〈∆, θ̄〉 = 〈(r, s), θ)〉 et de
même|∆| = |(r, s)| < hn+1.

Pour vérifier que(rn, sn) est la suite des meilleures approximations linéaires
deθ à l’exception possible des premiers termes et de certains termes±(rn+1, sn+1)±
(rn, sn), il nous suffit donc de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.4.Soit∆ = (r, s, t) un vecteur deZ3 tel que|∆| < hn+1, ∆ 6= ±∆n et
∆ 6= ±∆n+1 ±∆n. Alors

|〈∆, θ̄〉| > |〈∆n, θ̄〉|.

On décompose de la même manière que dans le lemme4.3 et on obtient
∣∣∣∣〈∆, θ̄ −

Pn+1

|Pn+1|
〉

∣∣∣∣ ≤
24hn+1

an+2qn+1hn+2
≤

1

4

1

qn+1
.

De plus , ∣∣∣∣〈∆,
Pn+1

|Pn+1|
〉

∣∣∣∣ =
1

qn+1
|〈∆, Pn+1〉|.

D’où ∣∣〈∆, θ̄〉
∣∣ ≥ 1

qn+1

(
|〈∆, Pn+1〉| −

1

4

)
.

D’après le lemme 4.3, il suffit donc de montrer que

|〈∆, Pn+1〉| ≥ 2.

Tout d’abord remarquons que〈∆, Pn+1〉 est non nul. Dans le cas contraire,
P̃n+1 appartiendrait à̃∆, qui est non colinéaire ã̀∆n+1 puisque|∆| < hn+1. Alors
∆ ∧∆n+1 = kPn+1, aveck un entier non nul, et donc

|∆| ≥
qn+1

2hn+1

≥
anhn+1

16
≥ 2hn+1,

ce qui est contraire à l’hypothèse.
Supposons maintenant que,〈∆, Pn+1〉 = ±1. Quitte à changer∆ en−∆, on

peut supposer〈∆, Pn+1〉 = 〈∆n, Pn+1〉, d’où 〈∆−∆n, Pn+1〉 = 0.
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Alors la droite correspondant au triplet∆−∆n, passe par̃Pn+1. Si cette droite
n’est pas colinéaire à̃∆n+1, on en déduit de même

|∆−∆n| ≥
qn+1

2hn+1
≥ 2hn+1,

ce qui est de nouveau impossible, puisquehn < hn+1. On a donc∆ = ∆n +
k∆n+1, aveck entier.

Si k = 0 ouk = ±1, on a respectivement∆ = ∆n ou∆ = ±∆n+1 +∆n, ces
deux cas ont été exclus. De plus|k| ≥ 2 impliquerait|∆| > hn+1, ce qui est en
contradiction avec notre hypothèse.

Donc |〈∆, Pn+1〉| ≤ 1 est impossible, ce qui conclut la démonstration du
lemme.

4.5 Démonstration du théorème7

Nous avons donné une construction d’un vecteurθ permettant d’en contrôler
les meilleures approximations, selon le choix de deux suites (an) et (h◦

n). Il ne
nous reste plus qu’à préciser les types diophantiens selon (an) et (h◦

n) et vérifier
si θ possède ou non la propriété du logarithme.

D’après le lemme 4.3, on a

3

4
h2
n+1

1

qn+1
≤ |∆n+1|

2|〈∆n, θ̄〉| ≤
5

4
h2
n+1

1

qn+1
,

3

32

1

an+1

≤ |∆n+1|
2|〈∆n, θ̄〉| ≤

10

an+1

.

En dimension 2, en utilisant les(∆n), la condition du théorème5 s’écrit
∑

(|∆n+1|
2|〈∆n, θ̄〉|)

1
3 < ∞.

Donc si la suite(an) vérifie
∑

a
− 1

3
n < ∞, alorsTθ ne possède pas la propriété

du logarithme. Par contre, si la suite(an) a une sous-suite bornée, alors d’après
l’inégalité de gauche, il existe une constantec strictement positive telle que pour
toutn

|∆n+1|
2εl(|∆n|) ≥ c,

d’où θ ∈ Θ2
l (0).

Nous avons montré les assertions(i) et (ii) du théorème.

On cherche maintenant les conditions sur(an) et(h◦
n) pour queθ appartiennent

ou non àΩ2
s(τ) pour unτ ≥ 0 donné. D’après l’encadrement (8), on a

1

8

1

an+1h
◦
n+1

≤ ‖qnθ‖ ≤
6

an+1h
◦
n+1

,
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1

8

q
1+τ

2
n

an+1h
◦
n+1

≤ q
1+τ

2
n ‖qnθ‖ ≤ 6

q
1+τ

2
n

an+1h
◦
n+1

,

c0
a

1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ

an+1h
◦
n+1

≤ q
1+τ

2
n ‖qnθ‖ ≤ c1

a
1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ

an+1h
◦
n+1

, (10)

où c0 et c1 sont deux constantes strictement positives.

Pour les éventuelles meilleures approximations de la forme qn+1 − qn, remar-
quons que

(qn+1 − qn)
1+τ

2 εs(qn+1 − qn) ≥ 2−
1+τ

2 q
1+τ

2
n+1‖qn+1θ‖,

puisqueεs(qn+1 − qn) ≥ εs(qn+1) et qn+1 − qn ≥ 1
2
qn+1.

Doncθ ∈ Ω2
s(τ) si et seulement siinf q

1+τ

2
n ‖qn+1θ‖ > 0 et d’après (10), cela

est vrai si et seulement si

inf a
1+τ

2
n (h◦

n)
1+τ (an+1h

◦
n+1)

−1 > 0.

Ce qui conclut la démonstration du théorème.
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