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Résume

On dit qu’une translation sur le tore de dimensibpossede la propriété
du logarithme si la propriété des cibles rétrécissamst vérifiee dans le
cas des boules de ray@nfé. En dimension 1, toute rotation irrationnelle
possede la propriété du logarithme. En dimension seyé, nous donnons
des criteres permettant de déterminer si cette pr@peast vérifiee ou non.
Ces criteres reposent sur une notion de type diophantiggratite de la
notion standard.

A l'aide d’'une construction en dimension 2 de vecteurs danisncon-
trdlons les types diophantiens, nous obtenons des certn@ples a la pro-
priété du logarithme pour lesquels les vecteurs de @tinsl sont diophan-
tiens d’exposants arbitrairement petits et des exempleségant la pro-
priété du logarithme pour lesquels les vecteurs sontuilieu

1 Introduction

Soit (M, B, 1, T') un systéeme dynamique ergodique probabilisé inversiile,
M est un espace compact métriquéSdtensemble de ses boréliens.

1.1 Cibles retrécisssantes
On suit les définitions dé][7].

Définition 1.1. Une suite d’ensembles mesurahls= (A,,),cn €St appeteune
suite de Borel-Cantelli (BC) pour $i, pour presque tout dansM, pour une
infinité den, 7" (x) appartienta A,, autrement dit si

p(limsupT7"A,) = 1.

n—o0



D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il est nécessaire que

ZN(An) = .
Lemme 1.1.Une suite( A, ),y décroissante est une suite de Borel-Cantelli si

p(limsup T7"A,) > 0.
n—o0
On noteB = limsup(7~"A,). La suite(A,,),cn €st décroissante, donc quel
que soitn entier positif on a7~ YA, ., ¢ T-'T"A,, dou B C T 'B. Les
T~Y(T~'B\ B) sont deux a deux disjoints et de méme mesure, g@r' B \
B) = 0. LensembleB est invariant paf” & un ensemble de mesure nulle prés.
Le systeme étant supposé ergodigbest de mesure nulle ou égale a un.

On dit que le system@\V/, B, 1, T') a lapropriétée des ciblesétrécissantessi
pour toutz, € M, toute suite de boules de centrg dont la série des mesures
diverge est BC pouf et qu’il a lapropriéte des ciblesé&trécissantes monotone
si pour toutzy € M, toute suite décroissante de boules de cenfrdont la série
des mesures diverge est BC pdur

1.2 Translation sur le tore T

On s'intéressera dans toute la suite au systeme ergoditfug, 7,), ou T¢
est le tore de dimensiah(d > 1), u est la mesure de Lebesgu€élgtest la trans-
lation par un vecteu# dont les coordonnées sont rationnellement indépenslante
modulo un. Un théoreme prouvé par Kurzweil en 19%5| ([Eé])edécouvert par
Fayad ([[']) donne d’'une part qu’aucune translation n'a lappété des cibles
rétrécissantes et d’autre part qu’elle possede la @t#pdes cibles rétrécissantes
monotone si et seulement si son vecteur est de type constant.

- g . . 1 .
Il est naturel de considérer le cas limite des boules deraye, puisque nous
nous intéressons a des cibles dont la série des mesusrgali S’agissant d’'une
translation, le choix deg, est indifféerent, on se restreint a des boules de céntre

Définition 1.2. On dit qu’une translatio, pos®dela propriété du logarithmsi
la suite(B(xg,n"4)),en+ €St de Borel-Cantelli poufy.

Nous utilisons dans la suite la distance sur le tore défintessous, le lec-
teur se convaincra facilement que nos résultats restad pour les distances
équivalentes.

Un probleme lié est celui de “la loi du logarithme”. On emde une définition
et on explicite ses liens avec la |la propriété du logaréhians la partie 1.5. Un ar-
ticle de Galatolo et Peterlongd]([9]) revient sur les liens@la loi du logarithme
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et les differents problemes des temps d’approche d’untpgipar les orbites d’'un
autre point.

1.3 Notations et cfinitions

Pourz réel, on notera pdr] la partie entiére de. Pourz = (x4, ..., z4) € RY,
on note|z| = max;—; 4 |z;|. La notation||.|| sera utilisé pour la distance a I'entier
le plus proche dan® ou au point deZ¢ le plus proche danR? (pour la norme
|.]). On utilisera la distance donnée plar — y|| entre deux points ety du tore
T,

Dans toute la suite, on considéte= (6, ...,0,) un vecteur deR¢ a coor-
données rationnellement indépendantes modulo un. diseutieux approxima-
tions def, d’'une part I'approximation linéaire, ol poty = (s1, ..., s4) € Z%, on
considere

(A, )] = inf |16y + ... + saba — p|;
PEZL

et d’autre part I'approximation simultanée, ou pqu Z, on considere

g0l = max, inf [g6; —p|.

Evidemment en dimensian les deux approximations sont confondues.

On dit qu'un vecteurA de Z?, non nul, est uneneilleure approximation
linéaireded € R? si pour toutA’ € Z? vérifiant0 < |A’] < |A],on a

KA, ) < (A", 0}

Notons queg|(A, 0)|| = ||(A’, §)| implique A = £A/, il existe donc une suite
(A,)nen, rangée par normes strictement croissantes, compase@ree pres, de
toutes les meilleures approximation linéaires. On I'digpsuite des meilleures
approximations linéaires.

On dit qu’un entier, strictement positif, esine meilleure approximation si-
multareeded ¢ R? si que quel que soif entier tel que) < ¢’ < g, on a

g0l < llq'01l

On appelle suite des meilleures approximations simuétaé suite strictement
croissante, notégy, ).cn, qui est composée de toutes les meilleures approxima-
tions simultanées.

On utilisera également les notations suivantes : pa@el non nul

es(h) = _min g0

q€Q,lq|<|h|
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et
g(h) = min z,0Y].
()= _min_ (.0}
La suite des meilleures approximations simultanéeswiifie I'inégalité sui-
vante

I _ _ _1
éqn-il-l < (qn +Qn+1) ! S ||Qn0|| S Qnﬁl' (1)

Ce lemme est bien connu en dimensioat provient des propriétés du dévelop-
pement en fractions continues. En dimension supérieliméghlité de droite se
montre avec le principe de Dirichlet. Une démonstratiofiidégalité de gauche
est donnée dan§][2].

1.3.1 Notions habituelles d’approximation diophantienneen dimensiond.

Soit7 un réel positif ou nul.
On rappelle qué est diophantien de typepour I'approximation simultanée
Si
1+71
infq < ||qf|| > 0,
infq"4" g0

c'est-a-dire avec nos notationsist,.o ¢ ¢ &,(¢) > 0.

On rappelle qué est diophantien de typepour I'approximation linéaire si

inf [A[*D](A, 6)] > 0,
Al

c’est-a-dire sinf}, .o h¥ e (h) > 0.

On noteQ?(7) (respectivemen?(7)) 'ensemble des vecteurs diophantiens
de typer pour I'approximation simultanée (respectivement poapproximation
linéaire).

Les deux types d’approximations sont liés par le théer@ha transfert de
Khintchine ([IB], voir [4] et [I]V'] en dimensio®).

Théoreme. [Khintchine] Pour toutr > 0,

Q! (—(d - 1T)T . d) C Qf(r) C Q(dr).

En particulier, on &¢(0) = Q¢(0). On appelle vecteurs de type constant
les vecteurs de typeé. Cette notion concerne donc les mémes vecteurs pour les
approximations linéaires et simultanées.



1.3.2 Une autre notion de type diophantien

Nous nous intéressons a une notion differente intreduair Jarnik dan$ T[L2].
On pourra voir aussi un article de Khintching {[15]). LaurfiV]] reprend cette
notion en vue d’un résultat qui précise le theoréme aedfert de Khintchine.

Définition 1.3. Soitr > 0.
On note®?(7) 'ensemble des vecteufdeR? tels que
lim sup h* e (h) > 0,

h—400

et©?(7) 'ensemble des vecteufsde R? tel que

147
d

limsup ¢~ 4(q) > 0.

qg——+00

Autrement dit) appartient ®¢(7) s'il existe une constant€ tel que pour une
infinité d’entiersn, pour toutA deZ4, vérifiant0 < |A| < n, on ait|[(A, §)]] >
Cn~U+7)4 De mémep appartient 20%(7) s'il existe une constant€' telle que
pour une infinité d’entiers strictement positis pour tout tout entier; avec<

, _ Q)

g <n,onait||¢d|| > Cn~ 4

On a bien strQ¢(r) c ©%(7r) et Q¥(r) C ©¢(r). Pour mieux pointer la
difference entre ces définitions et les notions habigget’approximation dio-
phantienne, réécrivons-les a l'aide des meilleures@pmations. Si on &, <
q < Gny1, Alorsey(q) = ||g.0]|. D’ou 6 € ©%(7) si et seulement si

H’J
limsup g, %4 [[¢.6]| > 0,

n—-+o0o

tandis qued € Q%(7) si et seulement si
H’J
liminf ¢,? ||¢g.0| > 0.
n—-+00
La difféerence est la méme pour les approximations lirgsai

1.3.3 Leca®%(0).

D’aprés l'inégalité L), tout vecteur d& a coordonnées rationnellement indé-
pendantes modulo un appartien®&(d — 1). Le cas de la dimension 1 est donc
particulier puisque tout irrationnel appartient &!(0).

En dimension > 1, on montrera que ce n’est plus vrai (voir par exemple la
partie 4). Toutefois Chevallier a montré dafis [5] que paasgue toud, on a

lim sup gn41||ga0]|* > 0.

C’est-a-dire quéd?(0) est de mesure.



1.4 Resultats

Ces notions diophantiennes moins usuelles vont nous peeemdetdonner une
guasi-caractérisation des vecte@sour lesquels la translatidfy a ou n'a pas la
propriété du logarithme.

Théoreme 1.(i) Sid appartienta ©4(0) alors la translationT, posde la pro-
priét du logarithme.

(i) S'ilexister > 0 tel qued n'appartienne pas ©¢(7) alors T, ne possde pas
la propriéte du logarithme.

On al'analogue pour I'approximation linéaire.

Théoreme 2.(i) Si0 appartienta ©¢(0) alors la translationT, posde la pro-
priéte du logarithme.

(i) S'ilexister > 0 tel qued n'appartienne pas ©¢(7) alors Ty ne poséde pas
la propriéte du logarithme.

Dans la partie 2, nous démontrons le theorg(ig ét le théorem§] &i) . Pour
finir de montrer les théorem¢gk 1[¢t 2 nous allons démodass la partie 3 une
variante adaptée a notre situation d’un théoreme aesfeat dii a Jarnik [[12]) :

Théeoreme 3. Pour toutT > 0,
-

En effet, celaimpliqu®?(0) = ©%(0) et donc que les énoncgs des theoremes
et[2 sont équivalents. D’aprés l'inclusion de droitedadition (i) du théoreme
fl implique la conditior(ii) du théorémé]2.

En dimension, les partiegi) des théorémds$ 1 gt 2 montrent en particulier que
toute translation irrationnelle possede la propriaiéayarithme. En dimension
supérieure, d’'apres le résultat de Chevallier citésdaipartie 1.3.3, nous obtenons
que pour presque todtla translatioril, possede la propriété du logarithme.

Dans la derniere partie, podr = 2, nous construirons des vecteurs dont
nous contrblons les approximations diophantiennes. getemet de montrer le
théoréme suivant :

Théoreme 4.(i) Il existe des vecteusdans I'intersection de tous l€%(7) pour
T strictement positif, pour lesquéels ne posede pas la propéte du logarithme.

(i) 1l existe des vecteuspour lesqueld; posde la propréete du logarithme
et qui n'appartiennenad aucunQ?(r).

D’aprées le théoreme de transfert de Khintchipe (1.3h)a les mémes énoncés
pour lesQ? (7).



1.5 Propriété du logarithme et loi du logarithme

Nous donnons le lien entre la propriété du logarithme éildu logarithme
et nous en déduisons des résultats. On suit la définiteoemle de[]9] et on
I'applique aux translations sur le tore de dimension

Définition 1.4. On dit que la translatiori} vérifie la loi du logarithme si pour

presque tout,

—1 T 1
lim sup 21T @I_ 1
n—00 log n d

Lemme 1.2.La propriét du logarithme implique la loi du logarithme.

Remarquons que si la suit@(0,n 7)),y est de Borel-Cantelli, alors pour
presque tout: il existe alors une infinité de tels que|| 7} (z)|| < n~ <, d’ol

—1 7 1
msup —OEITE@I S 1
n— 00 log n d
Inversement, étant donné un réedtrictement positif, si

—log ||T7(x 1
s T 1
n—00 logn )
on a, de la méme maniére, que la U0, n"7)),cn- est de Borel-Cantelli.
Alors la somme des mesures des boules est nécessairerfiist it ) ne peut
étre strictement inférieur@ On a donc toujours

—log || T} 1
ey~ 1T _ 1
n—00 logn d

O

L'article de Galatolo et Peterlongd][9]) donne, dans ledestranslations sur
le tore de dimensiof, des contre-exemples a la loi du logarithme, qui sont donc
également des contre-exemples a la propriété du lbgaei.

Remarque

Les théoremes 1 et 2 restent vrais si on remplace “pridodié logarithme” par
“loi du logarithme”. Pour les partie§), cela résulte du lemme. Nous prouverons
que c’est également vrai pour la parti¢) du theoreme 2 (corollaife 2.6) et donc
aussi pour la partiéi) du théoreme 1 par le theoréme de transfert.



2 Criteres surfd pour que Ty pos®de ou non la pro-
pri été du logarithme

2.1 Démonstration du theoreme1(i)

Soitd € ©4(0) et (g,)nen la suite des meilleures approximations simultanées
ded, il existe dona” > 0, tel que I'on ait pour une infinité de,

1
q;‘f+1an9H Z C'

1
Soitq € N. On choisit um tel queg,, > g etg?, ,|¢.0| > C et on note

q+qny1—1

1
U= T,'B(0, =).
H 6 ( lé)

Les rayons de ceg,. ; boules sont supérieurs(%qnﬂ)—%. Lesq, 1 pointsngO,

avecq < j < g+ g,+1 — 1 sont a distance les uns des autres d’au m{pin8|
-1 : N -1

et||g.0| > Cq,/,. DoncU contientgy,, boules disjointes de rayoms, ¢,, avec

¢ = min (C (3)a).

2°\2

Il en résulte

2dcd

p(U) > guy—— > 2%

Qn—i—l
On a donc, quel que sajtentier, (U,qu;lB(O, li%)) > 24¢? > 0, d’ou
. ,l 1
p ( limsup T, B(0, l—l) > 0.
d

D’apres le lemm¢ T} 1, la suite de boules est de Borel-Gantel

2.2 Un critere pour que7y ne pos&de pas la propréte du loga-
rithme

Nous donnons une condition suffisante pour ne pas possediedriété du lo-
garithme. L'idée de la démonstration est que lorsquepgsaimations linéaires
sont suffisamment bonnes, les éléments de 'orbite vvata@ssez proches d’un
hyperplan pour que la mesure occupée par I'union des bealepetite. Nous en
déduirons le théoremni(ii)



Théoreme 5. S'il existe une suite de vecteusiscoefficients entiers, de normes
strictement croissantesX,, ),y telle que

> [ Xt [T [ (X, ) |77 < o, 2)
alors la translation7, ne posgéde pas la propéte du logarithme.

Supposons la conditiofi (2) vérifiee. Notans= ||(X,,, 6)|| et B, = B(0,n"a).
Nous devons montrer que(limsup 7, " B,,) = 0. Pour cela, il suffit de montrer
gu’il existe une suite de réels strictements positig),.~o tendant vers l'infini
telle que

Z,u U TQ_IBZ < 400. (3)

LnSl<Ln+1
Etant donnée une suité,) de réels strictements positifs, sbit = U, ;.. ., T,'B,.
Soientz un point del/,, etk un entier aved.,, < k < L, 1, tel quex € T;’“Bk,
_1
c'est-a-dire||z + k6| < L, *. On a alors

(X, )| RI(Xn, O + ([ (X, 2 + RO,

<

< Ln+15n + de + k0|| |Xn|>
_1

Lui16n + dLn | X,).

IN

L'application X,, de T¢ dansT qui envoiex sur (X, z) mod 1 est un mor-
phisme surjectif de groupes compacts. Limage:.gar X,, est donc la mesure de
Lebesgue suf et il résulte de I'inégalité préecédente que

_1
w(U,) < 2 (ann +dL,? |Xn|> .

Il nous suffit donc de construire une sufte, ),y tendant vers l'infini telle que

_1
> (Lnarzn + X207 < 0. (4)

n

__d_
On poseL,, = |Xn|d;ilgn_d{1. Cette suite tend bien vers l'infini et

_1 _1
Lngn_1 = | Xp|Ln® = | X,| 7771

D’ou I'nypothése[(R) entraing](4), ce qui conclut la aérstration du theorenig 5.



2.3 Démonstration du theoreme?2 (ii)

Nous donnons des conditions équivalentes a la condf@pdy theoremg]5.

Lemme 2.1.Les propretes suivantes so@quivalentes :

(i) Il existe (X,,)nen, Une suite de vecteurs non nadlsoefficients entiers de
normes strictement croissantes, telle (EG}XHHV% (X, 6) ||Ti1 < 00.

(i) Il existe une sous-suiteA ;) )n.en de la suite des meilleures approxima-

tions linéaires telle que | |A¢(n+1)|ﬁ 1{Apn), 0>||#1 < 0.
(i) S (2mdg(2M) 7 < oo
(V) Spee bt (Ker () 71 < o0,

Montrons d’abord qu’on déduit le théorerfi€if du lemme[Z]1. Supposons
qu’il existe 7 strictement positif tel qué n’appartienne pas @{(r). Alors pour
toutk assez grandy (k) < k=447, On a donc

La propriété(iv) est vérifiee puisque est strictement positif. D’apres le lemme,
I'nypothese du théoremlé 5 est également vérifiee at dyp ne posséde pas la
propriété du logarithme.

Démonstration du lemme[Z.JL

Nous montrons tout d’abord qyé) implique (ii). Soit (X,,),en UNe suite de
vecteurs vérifiant la conditiofy). On consideére la Suite\,,),cy des meilleures
approximations linéaires. On définit la suite d’entiésén)),.cn par la relation

[Agm] < 1Xnl < [Agml-
D’apres la définition des meilleures approximationgdimés, on a pour tout,

1{Asm), )| < [[{Xn, 6)]]. D'ou

D (A o) I < D (X[ Xn, O)I1) =T < o0

La suite(¢(n)),en N'€St pas nécessairement strictement croissante, mais on
ramene sans difficulté a ce cas.

Nous montrons maintenant qi) implique (iii). Soit(A4,)) une sous-suite
des meilleures approximations linéaires vérifiant laditon (ii). Pourk > 0,
notonsh;, = |Agu|. Pour tout entien tel queh;, < 2" < hyyq, 0nag(2") <
I{Asw), )], d'ou
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(2hys1) T
ozt — 1

IN

I Agx, O] 741

Donc,

_1 _d_
37 (20e(2m) " < e 3R A, 017,

n>ng k>0
ol ng est un entier verifiar™ > h, etc est une constante strictement positive.
Maintenant, pour déduire la propriétd de la propriét&iii), il suffit de re-
marquer qu'a,;(2") correspond un suite de droitek,, ), avec| X,,| < 27, vérifiant

(X0, )|l = min [[(X,0)]| = e (2").

| x| <2n
On a alors
_d_ 1 (n+1)i ny -1 _d_ nd n ﬁ
| Xt [T (X, O) || 757 < 20D arg (27) 7T = 271 (279 (27)) T
On se rameéne ensuite a une suite dont les normes songsteint croissantes.
Nous finissons en montrant que les propri&tés et (iv) sont équivalentes.

Remarquons que pourdonné sion &" < k < 2"+, d’aprés les propriétés de
meilleures approximations;(2"+1) < (k) < &/(2") et donc

o (2nd€l(2n+1))d—+1 S

1 1 1 1
S )i < Y S (ka(k)T < (2 e(2r) .

o<k 2ntl

Puis on somme sur les entiers> 0,

o) > o@Ma )T <Y (ke (k)T < 27 Y (2Mey(2) 7
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2.4 Un premier contre-exemple

Donnons maintenant un premier contre-exemple a la prtgdd logarithme.
Cet exemple s’inspire de l'idée d’alterner les meilleuppraximations des co-
ordonnées de I'anglé. Cette idée a été utilisée par Yoccoz pour déemontrer qu
la propriété de Denjoy-Koksma n’était plus vraie en disien supérieure a 1
([Lg]). On la retrouve par exemple damk [8] pour montrer ¢ue peut construire
des flots spéciaux au-dessus de rotations sur le tore desiiome2 qui ne soient
pas mélangeants, dans la construction de contre-exepel®i du logarithme
par Galatolo et Peterlongd][9]) ou dans le contre-exengpiesdonne Chevallier
([B]) d’'un point dont la trajectoire est “mal répartie”.

Pourd > 1, soitd = (6,,...,0,). Pourn € N et pourl < i < d, on note
(¢i.n) la suite des dénominateurs de la fraction continué; @&t on poseX,; =
(0, ...,¢in,-.,0). On a alors en particulier

1

4in+1

[{Xan-vi, )] <

D’apres le theoremf 5, la translatidh n’'a pas la propriété du logarithme si ces
suites vérifient

1 1 1
d EESY d T+ d T+
a1 ds n dqn
E 2n N — NI < 00.
- dd.n q1,n+1 dd—1,n+1

Cette condition est realisée s'il existe une constantel pourn assez grand, tel
que

1

d da+1
ql_’n S nic
qd.n
J 1
d+1
_Gin <n”-
qi—1,n+1

On en déduit la proposition suivante

etpour2 < <d,

Proposition 2.2. Soitd > 1. Soitd = (6, ..., 0,) et soit pourl < i < d, la suite
(¢i.,) des &nominateurs des fractions continuesileS'il existes > d + 1 tel
gue pour toutr assez grand,

d .6 d 6 »
Qdn = ¢ an° €1Gi 1011 > g ,n° POUr2 <i <d,

alors Ty ne posede pas la prop@t du logarithme.
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Il est aisé de construire des vectedrs/érifiant les relations de la proposi-
tion 2.2, en construisant par récurrence, simultanémestdéveloppements en
fractions continues dés.

En dimension 2, on montre (voif] [8] chapitre 7) que quel quesadl existe
des vecteurs € Q%(1 + ¢) vérifiant ces conditions. Par contre, on peut montrer
(voir [F]) que de tel$) ne peuvent avoir des types diophantiens plus petits.

2.5 Extensions du critre & des boules de rayom s

Nous élargissons dans cette section le cadre du problRsrearquons que
dans la demonstration du théorefhe 5 le fait que les ragesdoules soient égaux
N 1 . ~ . . N ..
an~4 ne joue pas un role important. Soit,) une suite de vecteurs a coefficients
entiers. On considere les boulB€0, r,,), avecr,, décroissant et une suité,,) de
réels strictement positifs tendant vers I'infini. Commasiéa démonstration du

P b s . _l
theoreme[lS, on note, = ”<X.”’9>” et on deflnlltUn = ULn§l<_Ln+1 T, B(0,1).
On obtient de la méme maniére que si un point du toappartient &/,,, alors

(X0, )| < Lpgagn + drr, | Xal.
D’ou

p(Un) < 2(Lngaen + dre, | Xa).
%

En particulier, lorsque,, = en posant,

I S
L, = | X,|51e, 5,
et comme pour le théorénfip 5, on obtient

Proposition 2.3. Soité > 0. S'’il existe une suite de vecteurgoefficients entiers,
de normes croissantesX,, ),.cn telle que

Z | X1l ‘”lgéﬂ

olie, = ||(X,,0)||, alors la suite des boule8(0, n~5 ) nest pas de Borel-Cantelli
pourTj.

Remarquons que les suite de boul¥s, n*%) avec) < d ne peuvent pas étre
de Borel-Cantelli, car la somme de leurs mesures est finie.

Dans la démonstration du lemrne]2.1, on peut sans diffevété@placer] par
0, et on obtient de méme

Lemme 2.4.Soitd > 0. Les proprétes suivantes so@guivalentes :
(i) I existe (X,,)nen, UNe suite de vecteuws coefficients entiers de normes

strictement croissantes, telle q®|Xn+1\% 1{ X, G)Hﬁ < 0.
(i) S pere B (K21 (K)) 71 < oo

13



Il en résulte

Proposition 2.5. Soit§ > d. Sif n’appartient pasa ©¢(7) pour unt > g -1,
les suite de bouleB(0,n~7) ne sont pas de Borel-Cantelli pot.

En effet, supposons qu'il existeavecr > g — 1 tel qued n'appartienne pas
a©{(r). Alors pour toutk assez grand; (k) < k~%*7)_On a donc

_1_dtdr=s

kL (Ko (k)) ™1 < k1

On ad + dr — ¢ > 0, donc la propriét&ii) du lemmdZ}4 est vérifiée et la propo-
sition[2.B s’'applique.

Corollaire 2.6. S'il exister > 0, tel qued n'appartienne pas ©¢(r), alors la
translation7, ne \érifie pas la loi du logarithme.

En choisissant < & < d(1 + 7), la suite de boule®(0,n~5) n'est pas de
Borel-Cantelli d’apres la propositign 2.5. D’aprés Enabdnstration du lemnie 1.2,

on ne peut pas alors avdim sup,,_, . w > £, d'oll
—log || T%(x 1
lim sup M < -.
n—00 10gn d

3 Relation de transfert entre leso(r) et les©4(r)

3.1 Demonstration du theoreme de transfert

Nous montrons le théorénjg 3 en en donnant une version phassp. Cela
complétera la démonstration des théorefes[]L et 2. Nodéa@uirons également
une variante du théorénig 5 avec une condition portantesuppproximations
simultanées.

Théoreme 6. (i) Quels que soient > 0 etd entier non nul on a

1
Sl(h) S W €S(Chd),

N _ 1
ouC_m.

(i) Soientr > 0 etn > 0. Silimsup h***7¢g;(h) < n, alors

1+7 1
lim sup g @-nr 55(Q) < 0/77 d2+d(d—1)7 ,

ou C’ est une constante strictement positive.

14



Le théoremd]3 en résulte bien. Soit en effet> 0, en posany = Ch4,
I'inégalité (i) s’écrit
1+dr
@ g5(q),
olic; est une constante strictement positive. Ce quiimpliquelfiie) C ©4(dr).
D’autre part, sid n'appartient pas &¢(7) alorslim sup h***g;(h) = 0 et
d’'apres(ii),

hd(lJrT)El(h,) < c1q

lim sup qd+<ld+j1>f es(q) = 0.

1471 _ 1 T ! i d T
Oron am =3 (1 + m) doncé n'appartient pas &¢ (m>

La preuve du théoreme reprend la démonstration par khine ([I%]) du
théoreme de transfert de Jarnik. A partir d'un lemme dekdawki, Khintchine
montre le lemme ci-dessous. On pourra egalement voir uclead’ Apfelbeck
([@) donnant une amélioration du théoreme de transferdarnik et qui reprend
ce lemme clef de Khintchine.

Lemme 3.1. [Khintchine] Soientfy, ..., f, et g, ..., g, des formes ligaires sur
R™, avecdet(gy, ..., gn) = A, telles que la forme bili@aire surR™ x R™, (u,v) —
>, fi(u)gi(v) soita coefficients entiers, soient, ..., ¢, des #els strictement
positifs. S'il exista: € Z" \ {0} tel que|f;(u)| < t;, pourl <i <mnetfj(u)#0
pour au moins un, alors il existev € Z™ \ {0} tel que pourl < k < n,

1
- (T o)

i (0)] < (2n0) 71 =

Démonstration du theoreme[$
On applique le lemme, avec= d + 1, aux formes linéaires sik?*! définies
par
filu) = u; — Ougq, 1<i<d
Jar1(u) = v
gi(v) = v, 1<i<d
gav1(v) = Z?Zl Vil + Vi

On trouve>" ! fi(u)gi(v) = 29! wv;, il s'agit donc bien d’'une forme bi-

)

linéaire & coefficients entiers. Ondat(gy, ..., g4+1) = 1 etdet(f1, ..., fax1) = 1.

On commence par montrer la parti@. Soientq un réel strictement positif
ete = e,(q). On choisitu = (uy, ..., uqs1) dansZ! tel quelug| < ¢ et
||ud+10|| = max1§i§d|ud+10i — ui| = ¢. Alors |f1(u)| < g pourl <7 < d, et
|[far1(u)] < q.

15



D’aprées le lemme, il existe = (v, ..., v4.1) nhon nul appartenant ¢! tel
que, en notanA = (v, ..., v4) ON ait,

(e%g)d

-

|A| = maxi<i<q [v;| = maxi<i<q |g:(v)| < ¢ cq

° d
IS —
(%) -5t
q

=

1A O = | iy 06 + vasa] = |gana (v)] < c

olic = (2(d + 1))7.
Il en résulte que
1 _(1_1)
eieqh) < oq (e,

Pourh > 0 donné, en posant= Ch¢, c'est-a-direh = cqi, on trouve bien

g(h) < £s(ChY).

Chd-1
On montre maintenant la parti@) du theéoreme. On utilise le lemrhe]3.1 avec
les mémes formes linéaires que dans la démonstratioa gartie(i), mais on
inverse les roles des et desy;.
Etant donné > 0 etn > 0, soith > 0 tel queh® )¢, (h) < 7, et soitv un
vecteur non nul d&? tel que|g;(v)| = |v;| < |h|, pourl < i < d, et

n
|gar1(v)] = &i(h) < P

D'aprées le lemmd 3}1, il existe un vecteumon nul deZ*! tel que pour
1<i<d,ona

1
c hdn d nd
|[fi(w)] = luant —ui| < (W) =

et 1
| far1(u)] = |uan| < c hd(:ﬂ <h§fl>) R
En posany = cna~'h4+(@=D7, on obtient
es(q) < epah~0+7),
Comme

1+7
__ler 14\ TFE-Dr
p 1 1+7
qd+(d 1) (Cnd > h( )7

1471
S 141\ &FE@E—nr 1 .
qur(d—l)‘rgs(q) < (Cnd 1) cnd = C/nd2+d(d71)f’

ou C’ est une constante strictement positive.

Sous I'hypothése déii), on peut choisith et doncg arbitrairement grands
verifiant ces inégalités, ce qui conclut la démonstratiu theoremp 6.
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3.2 Critére en approximations simultarees pour ne pas avoir
la propri été du logarithme

Proposition 3.2. S’il existe une suite d’entiers strictement croissafg),cn,
telle que

L 1
S (g lgn10]) 7 < oo,

n>0

alors Ty ne posede pas la prop@t du logarithme.

Commencons par réécrire la conditiw) du lemmeg2Z]1 sous la forme

| )
/ ﬁ(hdel(h))fﬂdh < 0.
1

D’apres le théoremfg 6, on a

& 1 1 1 o0 1
/ - (hlei(h))mTdh < — / = (hes(Ch%)) 1 dh.
1 1

Ca+1
On applique le changement de variable Ch?,
<1 1 11 1, 1 1
— (Rl (h))@Tdh < =— | =(qies(q))d
| qttamyan < 1o [ Lgte @)

1
Donc si)_ y- qg! (qéss(q)> "' < o0, alorsT, ne posséde pas la propriété
du logarithme.
On montre que cette condition est équivalente a la candide I'énoncé de la
méme maniere que dans la demonstration du lefnme 2.1.

4 Construction, en dimension2, d’exemples et de
contre-exemplesa la propri été du logarithme

Dans[L7], Laurent démontre I'optimalité d’'une inégalité detséert en construi-
sant un vecteuf dont il controle les approximations diophantiennes. Nallens
reprendre sa construction en 'adaptant a nos définitions

Théoréme 7. Etant don@ (a,).en €t (hS).en deux suites d’entiers strictement
positifs, avea, > 2° eth;_, > 24a,h;, on peut construire un vectedrappar-
tennanta T? de manére que

(i) Si

_1
g an?® < 00,

n>0

17



alorsTy ne posede pas la prop@t du logarithme.
(ii) Si la suite(a,,) admet une sous-suite ba@a alorsd € ©7(0).

(iii) Soit 7 > 0. On af € Q2(r) si et seulement si
H_T
inf a,yan” (h7)'"7(ho )™ > 0.

Avant de faire la construction, on montre que I'on peut eduil@ le théoreme
A. D’apres la premiéere assertion du théoreme, si onsithgj = n* (pourn > 3)
alorsTj ne possede pas la propriété du logarithme. On choiaieetenti;, | =
24a,h; . Alors, quelque soit > 0,

+7

137 1
infa by (1) 77 ()™ = inf o (1) (0 1) 02 > 0,

car, (h2) a une croissance au moins exponentielle. Déne Q*(r) pour tout
T > 0.

On choisit, maintenant, la suite,,) bornée, doné € ©7(0) etT, possede la
propriété du logarithme. On veut de plus due’appartienne a aucun?(7) pour
7 > 0, soit d'apreg(iii) queinf agila?(h;)l”(hgﬂ)—l = 0 pour toutr > 0.
Comme la suitgh;,) est soumise a la seule condition qijg , > 24a,,h;,, il suffit
de la construire par réecurrence en choisisggnt suffisamment grand devaff.

4.1 Preliminaires

La premiere idée est de se placer dans I'espace proj@ntifconsidere les
pointsP = (z,y, 2) € Z3, avecz, y, z premiers entre eux, auxquels on associe les
pointsP = (£, %) dansR? lorsquez # 0 et les tripletsA = (r, 5, t) deZ?, avec
r, s, 1 premiers entre eux associés aux droitesrz + sy +t = 0 dansR?.

On noteraP A P’ le produit extérieur darR?® et|P| = max(|z|, |y|, |z|). Pour
cette norme on @& A P'| < 2|P||P/.

SiP, P appartiennentala droitk, ce qui correspond au fait que les poifts
et P’ appartiennent au réseBu= {P € Z3|(A, P) = 0}, alorsPA P’ = kA avec
k entier et de plu® et P’ engendrent le résedusi et seulement s A P’ = +A.

On utilisera également la version suivante d’'un lemme bi@mu en norme
euclidienne,

Lemme 4.1. Soit A appartenant Z3, le réeseaul’ = {P € Z3|(A,P) = 0}
et soit P un élement du eseau, dont les coordoaas sont prergres entre elles.

Alors, il existeP’ tel queP et P’ engendrent’, avec|P’'| < 2 max (|P\, %) .
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4.2 Construction de(A,)en €t (P,)nen

Nous allons construiré comme limite d’'une suite de poin(s’gn) tout en
construisant une suite d’approximations linéaitas ).

Les normes respectives etq, deA,, et P, seront prescrites a une constante
pres. On demande de plus que le demson I'intersection de\,, et deAn+1

Soient(a, ).en €t(hS),en deux suites d’entiers strictement positifs, augc>
25 eth?,, > 24a,hS. On noteg? = a,hs’.

Nous commencons la récurrence aveg = (h{, —1,0) et Py = (1 hg, qg),

qui sont associés respectivement a la dr&te hjz—y = Oetle pothO ( S, Z

Alors ¢o = ¢5, ho = h{ etle pointﬁo appartient a la droité,. Supposons que
soient construitg\,, et P,, a coordonnées premieres entre elles, tels gueap-
partient 8A,,, et vérifiant les inégalités

1
Sl S 18] = hy < 20

et X
5(12 < |Pu| = gn < 2q;.

On construit d’abord\,, . ;. D’apres le lemmé.1, il existe un pointA’ engen-
drantaved\, le reseay A € Z3|(P,, A) = 0} et vérifiant|A’| < 2 max(h,,, g.h; ).
On ag,h,' < 4a,h;, donc|A’| < 1h;_,. Quitte & changer de signe, on suppose
A, NA =

On pose

ho
hn,

eth,.1 = |A,11|. On aencore), A A,.1 = P,, ce qui implique que les co-

ordonnées dé\,,; sont premieres entre elles et qig appartient &\, ;. De

plus

n ha,
[h—nﬂ] hn - |A/| S hn+1 S |: h:1:| hn _'_ ‘A/|7

Por = hn = [A| < hpga < hp g + A
D’ou .
§h2+1 < hpr < 20y 44

On construitP,; de la méme maniere; le lemmel donne I'existence d’un
P’ engendrant ave®, le resea{ P € Z3*|(A,,1, P) = 0} et vérifiant|P'| <
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2 max(gy, hng, ). Donc|P’| < £qo,,. On pose alors,,; = [qi—zl]Pn + P’ et
Gni1 = |Pny1|- Alors le pointP, ., appartient &\, ; et on vérifie

1 (0] o
5n+1 < Gnr1 < 2¢,,4-

Quitte & changer de signe on supposera\ P, ;1 = A, 1.

4.3 Convergence de la suitéP,) et définition de 6

Suivant la démonstration deJ17], on considere ‘ghgtance” projectiveentre
deux pointsP et P’ deR?

~ ~ |P A P'|
d(P,P") = 7|PHP’\

et qui vérifie I'inégalité triangulaire suivante pouois points]3, P, p"
d(P,P")y < d(P,P') +2d(P', P").
Cette “distance” coincide avec la distance d&ispour deux points assez

proches de l'origine. En effet, $¢ = (z,y,z2) et P’ = (2/,y/, 2’) vérifient|z| >
2max(|zl, ly]) et|z’| > 2max(|z'|, |y'|), un calcul immédiat montre que

d(P,P)=|P— P

Remarquons qué:| > 2max(|z],|y|) si et seulement si(0, P) < %, puisque

d(0, P) = 0l

Cela va nous permettre d’évaluer les distariégs— P,.|. On a pour tout:
entier,

d(ﬁ ﬁ +1) — |Pn A Pn+1| _ |An+1| _ hn+1 .
me ‘PnHPnJr1| ‘Pn||Pn+1| qndn+1
Donc
h? ~ ~ he
! 102 — < ! L < d(P,, Por) <8 < 802 —.
8 an-l—lanhn hn+1 8 4n9n+1 qn9n+1 an—l—lanhn hn+1

Compte tenu de I'encadrement précédent et des condigortant sur(a,,) et
(he), on obtient

d(ﬁnu ﬁnJrl) S 2T33d<§n71’ ﬁn) (5)
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Pourn = 0, on ad(0, B,) = X = _L_ < L Eten évaluant grossiérement,
a5 aohg 32
- Lo
d(P27 Pi+1) S 39i+1 d Oua

n—1 n—1
~ ~ ~ 1 1 1
=0

32i+1
1=0
En particulierd(0, P,) < i, pour toutn et
|ﬁn - ﬁn+1| = d(ﬁna ﬁn—i—l)-

La décroissance qén — 13n+1| étant au moins géomeétrique, la suﬁeest de
Cauchy et on noté sa limite. On a encore

1 1
0 < - < -. 6
<5< ©)
De (%), il résulte ausﬁ\ﬁn — Py <|P,—0] < %|ﬁn — P,,1|, soit encore
S LB, -0 < S (7)
2 GnQnit 2 GnGnt1

4.4 Meilleures approximations diophantiennes dé

4.4.1 Approximations simultarées

Nous montrons ici que les meilleures approximations siam@es de) =

(0',0") sontleg P,| = ¢, al'exception possible des premiers termes et de certains
termes(q,i1 — qn) :

Lemme 4.2.Siq est un entier avet < g < ¢,+1 €tq # ¢n, ¢ # qui1 — Gn, alOrs
a8l > llanf|l.
D'apres [), on @, |0 — P,| < L, donc||g.0|| = ¢.|0 — P.| et

3hn 1
ot < lgatl < 5, ®)
n+1 qn+1

hn+1

Soit ¢ un entier satisfaisant les condition du lemme. Il existet y entiers
tels que et|¢d|| = max(|z — ¢f'|,|y — ¢0"]). Soit P = (x,y,q). D'apres [B),
|z < 4+ 1 < getdemémey| < ¢.OnadondP| = ¢.Si|P| > ! alorsona
|P— 6| > 1, or d’aprés[(8)||¢.0]| < 1. Nous supposerons donc quel < 1,
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On décompose
labll = alP =61 > q (1P = Posa| = Posa — 61

D'apres [[).g| Poi1 — 6] < 3222, d'od

~ 6 1 he I,
G| Py — 0] < — < — <<
QAp+2 hn+2 4 an 20041 hn+1 4 An+245 41 Ap+2Qdn+1
donc L
q| Py — 0] < =
2 Gn+1
Pour conclure la démonstration du lemme, il sufit maintedammontrer que
-~ h,
P — Py > 2
Gn+1

Rappelons que I'on supposé\ < 1,onadonc

~ o~ PAP, 1
P By = ALl
|Pl|Pos1l @ @ut1

IP A Pyil. (9)

Il reste a évaluefP A P, 1].
_ Premiere possibilité? n'appartient pas éinﬂ, auquel cas la droite joignant
P et P, passe paP,,; tout en n’étant pas colinéaire/y, , ;. Il existe alors un
entier/ non nul tel que

(P /\ Pn+1) /\ An+1 == an+1.

D’ou
| Poia _ Int1
2|An+1| 2hp41

|P A PnJrl‘ Z 2 2hn+1-

Deuxieme possibilité? appartient é&nﬂ, c’est a direP appartient au réseau
{P € Z3|{A, 11, P) = 0}. Les pointsP, et P, ; engendrant ce réseau, il exigte
etk’ entiers tels qué® = kP, + k'P,,1. On a

[P A Boal = || Anga| = [kl

Remarquons qué est non nul catP| < |P,.1|. Si|k| = 1, on a alorsP =
K'P,.1+ P,etq =kKq,.1 + ¢, Commeld < g < g, 0nak’ =00uk’ =1,
mais comme; # ¢, etq # g1 — q., CeS cas sont également exclus. Djbu> 2
et on a encore

|P/\ PnJrl‘ 2 2hn+1-

D’apres [}a)g|13— ﬁn+1| > 2 Z"—ﬁ, ce qui conclut la démonstration du lemme.
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4.4.2 Approximations linéaires

Notons icif = (¢',60",1) € R® etA,, = (7, 5n, tn), alOrs|(A,, 0)| = |r,0" +
S0 + t,|.

Nous allons montrer quér,,, s, ).en €St la suite des meilleures approxima-
tions linéaires de), a I'exception possible des premiers termes et de certains
(TnJrla Sn+1) + (Tm Sn)'

Donnons tout d’abord un encadrement g&,,, 6)).

Lemme 4.3. Pour toutn entier, on a

31 _ 5 1
- < A, 0)] < - :
4qni1 — i\ /| 4 Gni1
On décompose,
a Pn+1 Y Pn+1
ATZ)e - An7 + Ar“e - .
(A, 0)] = (A, p20) + (80,0 — )

Etudions(A,,, P,+1), 0n a
Ay N(PyAPoyy1) =AM ANAp1 = Py
Mais aussi, d’apres la formule classique sur le doubleyitactoriel
Ap N (Po A Pria) = (An, Poy1) P — (A Po) Prr = (A, Pag1) Pa.
Donc, (A, P,y1) =1, et

Pn+1 o 1

v |Pn+1| B Qn—i—l.

-

D’autre part d’'apreq[7),

Bhahnys _ _ 24hy

n+1Gn+2 ~ An2Gnt1Pngo

1

Qn+1

_ P -

D'ou le résultat.

1
< =
!

En particulier|(A,,, 0)| < 1, donc

[{(An, 0)] = |rut’ + 5,0" + ta| = [[{(rn, 50), 0) |-
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Pour montrer qu’il s’agit des meilleures approximationsus allons comparer
A, ad'autres vecteurd deZ3. Rappelons que

0] = max(|6'], 16"]) <

e~ =

Comme|(A,,,0)| < 1,0onalt,| < i+1|(r,s,)] < |(ra,s,)| etdonc|(ry, s,)| =
hn. Soient(r, s) un vecteur du tore tel qu& < |(r, s)| < h,1 ett entier tel que
1{(r,5),0))|| = |r0 + s6” +t|. En notantA = (7, s,t), (A, 0) = ((r, 5),0)) et de
méme|A| = |(r,s)] < hp1-

Pour vérifier quer,, s,,) est la suite des meilleures approximations linéaires
ded aI'exception possible des premiers termes et de certimsest(r,, . 1, s,11)+
(7, Sn), I NOus suffit donc de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.4.SoitA = (r, s, t) un vecteur d&Z° tel que|A| < h, 11, A # +A,, et
A #+A, 1 £ A,. Alors

A, 0)] > [{An, 0)]-

On décompose de la méme maniere que dans le letrBvat on obtient

’(A 7 Boi | o 24hon 11
’ |Pot1]’| = @nto@uiihnse — 4gni
De plus,
Pt 1
A, - A, Pyl
a7 = g, P
D’ou

_ 1 1
A > A, P, —— .
28] 2 = (I Puil - 1)
D’apres le lemmeg 4.3, il suffit donc de montrer que
(A, Poy)| = 2.

Tout d’abord remarquons qué\, P, ;) est non nul. Dans le cas contraire,
P, .1 appartiendrait &\, qui est non colinéaire A, ; puisqueA| < h, 4. Alors
A NA, 1 = kP,,1, aveck un entier non nul, et donc
anh

A > gy > T > oy,
n+

ce qui est contraire a I'hypothése.
Supposons maintenant qué\, P,,,) = +1. Quitte a changeA en—A, on
peut supposefA, P,11) = (A, Poi1), doU (A — A, P,y1) = 0.
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Alors la droite correspondant au triplat— A,,, passe pa§n+1. Si cette droite
n’est pas colinéaire &,,, 1, on en déduit de méme

An+1
‘A - An| > 2hn+1 > 2hn+17
ce qui est de nouveau impossible, puisgye< h,. ;. On a doncA = A, +
kA, .1, aveck entier.

Sik=00uk = +1, on arespectivement = A, ouA = +A,.; + A,, ces
deux cas ont été exclus. De plis > 2 impliquerait|A| > h,., ce qui est en
contradiction avec notre hypotheése.

Donc |(A, P,+1)| < 1 est impossible, ce qui conclut la démonstration du
lemme.

4.5 Demonstration du theoreme7

Nous avons donné une construction d’'un vectepermettant d’en controler
les meilleures approximations, selon le choix de deux suitg) et (k7). Il ne
nous reste plus qu’'a préciser les types diophantiens $ejg et (h;) et vérifier
si # possede ou non la propriété du logarithme.

D’apres le lemmég 4.3, on a

3 1 ~ 5 1
22— < A P[(A, B < 202, ——
S < P80 O] < S

3 1 - 10

31 APl 8 < 10

32 ant1 Ant1

En dimension 2, en utilisant I€4\,,), la condition du théorémes’écrit

S (1 Ani A B))3 < oo,

Donc si la suitg(a,,) vérifie Ea;% < o0, alorsTy ne possede pas la propriété
du logarithme. Par contre, si la suite,) a une sous-suite bornée, alors d’aprés
I'inégalité de gauche, il existe une constantgrictement positive telle que pour
toutn

|An+1|25l(|An|) >,

d'ou § € ©7(0).
Nous avons montré les assertignset (iz) du théoréme.

On cherche maintenant les conditions@uy) et(h: ) pour que) appartiennent
ou non &2%(7) pour unt > 0 donné. D’aprés I'encadremeft (8), on a

1 1
Q o S aneH S o )
8 ant1hy 4y ant1hy
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1+7 141

I 1fr qn’
e 7o S’ [l < 6——5—,
8 tny1hy 4y any1hy

H_T
an® (1)

o
Any1h5 41

1t7
anz (hz)l—f—r
an+1h2+1
oU ¢, etc; sont deux constantes strictement positives.

ﬁ
co < @® @bl < : (10)

Pour les éventuelles meilleures approximations de ladagm, — ¢, remar-
quons que

147

_lyr M7
(Gns1 — @) 2 €s(tnrr — @) =272 ¢, 31 |l gn1]],

PUISQUEE(Gni1 — Gn) > €s(Gnt1) €LGnt1 — Gn > 5nt1-

147
Doncf € Q2(7) si et seulement sif ¢, |/¢,116]| > 0 et d’apres[{7J0), cela
est vrai si et seulement si

H’J
inf an® (h)"" " (ani1hg.q) "t > 0.

Ce qui conclut la démonstration du théoreme.
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