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Résumé :

Nous étudions un probléme modéele non classique de trarismidScrivant une multistructure composée de deux
solides reliés par une jonction forte. En utilisant une noéllh de décomposition de domaines, le probléme se
ramene a une équation définie sur l'interface. Dans le casitpie, cette équation est de la forifle+ G)g = F'.

On montre que les propriétés geentrainent la convergence g-superlinéaire de 'algorith@GMRES.

Abstract :

We consider a model non classical transmission problenmespanding to a multistructure composed by two bodies
bonded by a thin strong layer. By using a domain decompuosttie problem is reduced to an equation defined
on the interface. In the thermic case, this equation hasdha {Z 4+ G)g = F. We prove thag is compact, and
hence the g-superlinearly convergence of the GMRES afgorit

Mots-clefs :

Multi-structure, décomposition de domaine.

1 Introduction

Nous étudions un probleme modele de transmission des auesantre deux solides as-
semblés par I'intermédiaire d’'une couche tres fine d'un nmeiébeaucoup plus rigide. Les
différences de propriétés et d’épaisseur entre ces trdérimax rendent le calcul numérique de
la solution difficile. Ceci a motivé I'introduction d’un moldesimplifié permettant un calcul de
la solution avec une bonne approximation. En utilisant ureyse asymptotique, semblable a
Geymonatet al. (1999), la couche intermédiaire disparait d’un point de géométrique, mais
est remplacée par une énergie de membrane qui rend compaedidans de transmission non
classiques. Nous présentons ici le probléme mathématapeld cas de I'élasticité linéaire, et
des résultats numériques dans le cas de la thermique.

2 Présentation du probleme en élasticité linéaire

2.1 Position du probleme

SoientQ™ et 2~ deux ouverts disjoints d&* de frontiereHQ™ et 9Q~. Soit S = 90T N
02—, on suppose qus a une mesure bidimensionnelle positive, et est projetabldéesplan
r3 = 0.0n définitQ = QT uUQ-US.

On obtient le probleme réel en translatént (resp.Q2~) dans la directiore; (resp.—es) de
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ed/2, qui est la moitié de I'épaisseur du joint, eu> 0 est un petit paramétre sans dimension,
etd une grandeur caractéristique @é (Fig.1.(a)). On définit alor®F = {x + Jes, € OF},

B, ={xz+ezes, 5 <z < @ €5}, 5F ={xtLe;, x € S}etQ. = QFUQ UBUSTUS..

On se place dans le cadre de I'élasticité anisotrope. Leetes d'élasticitea™, a~, a® sa-
tisfont les propriétés habituelles de régularité, de pasitet de symétrie. On suppose que
ai = a°, eta*, a* sontindépendants de

L'assemblage est blogué sur la partie. de sa frontiere. Un chargement surfaciguec
L?(T,R3) est imposé sur son complémentaiie. On suppose quel’'~ = 90~ N“ T, est

de mesure non nulle, ainsi qu&* = 0B, N“ I'.. On suppose enfin que le complémentaire de
uT'* dansd B, est libre de contraintef € L*(Q, R?) est le chargement volumique.

N ED,

(a) Le probleme réep. (b) Le probleme trans- (c) Le probleme li-
laté mite

FIG. 1 — Les configurations de référence

On utilise la convention de sommation de I'indice répété,ihglices latins prennent leurs va-
leurs dans I'ensembl¢l, 2, 3}, et les indices grecs dans I'ensemBle 2}. La formulation
variationnelle de ce problenie s’écrit alors :

Trouver u, € V, tel que
al (ue,v) + a; (u, v) + tai(ue, v) = L(v) Vv €V,

(1)

at(u,v) = /Qia;;klekl(u)eij(v)dQ

€

a;(u,v) = /afjmekZ(u)ez’j(v)dQ

€

L(v) = /sz-v,-dﬂ—i-/ g,v;dl’

9T

Ce probléme admet une unique solutiiz) € V. = {v € H'(Q,R3); v = 0 sur “T'.}.

2.2 Changement d’échelle et développement asymptotique

Afin d’obtenir des domaines indépendantsden dilate B, d’'un facteur% dans la direction
e; (Fig.1.(b)). On notdy,, y»,y3) les nouvelles coordonnées et on obtient ainsi les domaines
B ={y+zes; —d/2 < z<d/2; yecS}etQf = QF+d/2e;. On définit alorsS* = 90F N
OB etQ, = Q) UBUQ, USTUS™. Sous ces hypothéses, le probleme trangbité est :

{ Trouver u(e) € V tel que Vv € V
a*(u(e),v) + a” (u(e), v) + aiz(ule),v) + Las, (u(e),v) + Lajs(ule), v) = L(v) + E(LZS)@)
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ou
aiy,@'(“’?”) = /afajﬁui,avjﬂdQ?
B
azq(u,v) = /afsja(ui,zvj,a+Uj,avi,3)d9>
B

S — S . .
az(u,v) = / %3]'3“@,3”],36[97
B

L(v) = / Jivid€Q + / gividl,
Qfua- 9T} uIT -
LS(’U) = / fZUZdQ
B
etV = {v e H (Q,,R?); v =0 sur “T'}.
La solution est alors cherchée sous forme d’'un développeasgmptotique du type :
ule) = u’ +eu' + Eu’ + .. (3)

Cette hypothése est mathématiquement justifiée par desatésilg convergence (Bessoed
al. (2007)). En injectant (3) dans (2) on obtient les probléemagnts :

Py i ai(u’v)=0 (4)
Pl agylulv) 4 ag(ul,v) = 0 5)
Pyt aF(,0) + ad(u, v) + a5 (ul, 0) + agy(u, v) = L(v) (6)

On déduit du problemé&_, quew), = 0 dansB. Ceci traduit la continuité du déplacement au
premier ordre au niveau de l'interface :

Les deux problemeB_; et P, entrainent que vérifie I'équation :
| abionad® s [ (@, - s naty ) ilanpd? = 1@) @

Vv € V tel queaa—;3 = 0 dansB, ou(M™');; estlinverse du tenseuv;; = ay ;5. Afin d’alléger
les notations, on désignera pate premier terme du développement asymptotigtie

Les éléments intervenant dans I'intégrale Buisont indépendants dg. On peut donc identifier
St etS— avecS, et reformuler le probleme limite de la fagon suivante :

Trouver u € W tel que ©)
at(u,v) +a (u,v) + a*(u,v) = L(v) Yo e W

aveclV = {v = (v*,v7) € HY(Q", R?) x H'(Q7,R%); vjg = vy € H'(S,R%), v=0sur “F}
et

*(0.) = [ (@55 = s (M Dt (10)
S

Afin de simplifier la présentation, on s’intéressera (samtep#e généralité) au cas monocli-
nigue. Dans ce cas, on obtient :

35,305
a’(u,v) = d/(azﬂ,ﬂ; - M)uaﬂv%gds (11)
s

S
Q3333

3
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Sous la forme (9), le probleme limite est défini surLa jonction disparait d’un point de vue
géométrique et intervient par I'intermédiaire de I'énerde membrane®(u, ). Le probléme
initial devient alors un probleme d’élasticité classigaeec des conditions d’interface de type
Ventcel :

(12)

ol & est défini paG.s = bagysrs(W), bapys = Aoy 5 — % div, est I'opérateur de
divergence dans le plan dg et[o ] et[or] désignent respectivement le saut des composantes
normale et tangentielles du vecteur contramten. Il y a donc continuité du déplacement et de
la composante normale de la contrainte normale au nivedintiface.

On montre, de facon classique, I'existence et I'unicitéadsedlution de (9).
3 Cas thermique : résolution par décomposition de domaine
Dans un premier temps, nous nous placons dans le cas theretigtoposons une méthode

de résolution basée sur une décomposition de domaine (Best@lk (2006)). Les conditions
de transmission dans le probleme limite, sont alors lesaatds :

+ _ —
U =u
—usn- 13
K*, K* sont les matrices de conductivité des solif¥set de l'interface, etd,; = 55—
KS KS KS KS
~f2. Onaalors a*(u,v) = d [((Kgs — ~ 3 )uav,s ds.

3.1 Décomposition de domaine

L'utilisation d’'une méthode de décomposition de domainesnmonduit a résoudre dans un
premier temps un probléme mixte classique sur chaque smusideQt et)~ avec la donnée
u* = g surS. Dans un souci de simplifier les équations, on suppos&§ue® I'. Ainsi pour
g € H;(S)donng, on considére les espatgs= {v € H'(Q*); v = g sur S et v = 0 sur "'},
eta®(.,.), L*(.) sont les équivalents thermiques des formes définies précédst.

Soitu; € V.- tel que :

a*(uy,v—uy)=L*(v—uy) Vo € V5, (14)

alorsu, = (u!, u

4> U, ) estsolution du probleme limite si et seulementest solution du probleme
Suivant :

1) 79,5 LN

trouver g € H}(S), tel que pour tout g* € HJ(S)
@*(g,9) = — (Kuf it + Kjuy ni ") (15)

ol {.,.) désigne le produit de dualité entke= (S) et Hz(S) N HL(S). NotonsG : H1(S) —
H}(S) l'opérateur solution du probléme de Dirichlet associé olank a®, g est solution de

(15) si et seulement gi = —G (K;]“-u;inf + K;u;jn;). Les applicationg — K jul n;

étant affines déi}(S) — H~2(S) on peut écrired (K*u*jnj + Ki;ug*jn;> =Gg+ F, ou

] 9,

Gg=G (K:; (u;j - u&j) n; + K (u;j - u&j) ni_), F=d (K;]’uar]n:“ + Ki;uajni_), et

4
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ui désigne la solution de (14) poygr= 0. On est ainsi ramené a la résolution du systéme
linéaire :

(Z+G)g=—F. (16)
L'existence et I'unicité de la solution du probleme limit@apliquent existence et unicité de
la solution de (16). De plus on montre que I'opérateur lireégi est continu et compact. En

appliguant les résultats de Moret (1997), on peut résouBg gvec un algorithme de type
GMRES avec une convergence g-superlinéaire.

3.2 Résultats numériques

Nous avons choisi d'implémenter le probleme décomposé Gaiss3m. Un des intéréts
de la méthode de décomposition de domaine, est que I'on psoaudre indépendamment les
problemes (14) et (16), et donc avec des maillages diffén&ing.2).

(@) QF (b) S (c) 2~

FIG. 2 — Décomposition du probleme limite

Le calcul se décompose en deux étapes. Dans un premier temp&sout (16) suf avec
I'algorithme GMRES. On construit les équivalents discredsidet G (en gardant les mémes
notations).F’ est obtenu aprés résolution de (15) en prenant au second mefnisolutions
de (14) aveg) = 0. Pourg donné, la k-ieme colonne dgest égale a la solution de (15) avec
au second membr& % (u;k — uf{J) nS + K (ug_k — uaj) n; , ol u;i est la solution de (14)
avec comme condition afo limites" = 1 au noelj]d%; etu = 0 en tous les autres noeuds ge

G est ainsi construit colonne par colonne en résolvant adefuis (14) qu’il y a de noeuds sur
S. Une fois la solutiory* de (16) obtenue, on résout (14) avec la conditioa ¢* surS pour
obtenir la solution du probléme limite.

Nous avons réalisé des calculs avec des maillages idesta&fuevec des maillages différents
mais compatibles. Nous avons pris dans le premier éas= Ng+ = Ng- = 96 €léments
surS,St, et S~. Dans le deuxieme cas, nous avons réalisé les calculs pidénedies valeurs

de Ng, en faisant varier le rapport = Ns . On impose un flux de la formg:z?
maz(Ngy,Ng- )=96

sur le bord supérieur d@*, et la température est imposée nulle sur tous les autres.domd
construction d&; est d’autant plus colteuse en temps de calcul qu’'il y a dedsosurS. I
est donc intéressant d’étudier I'erreur relative en farctiu rapport. Avec une interpolation
linéaire, I'évolution des températures au niveau de lifiaiee dans les différents cas, et I'erreur
relative sont représentées par les figures suivantes :
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Températures
a l'interface

—r=1/6 =——-r=1/4

——r=1/3 —o-r=1/2

—r1
——r=1/2
——r=1/6

X/L

(a) évolution des températures a l'interface (b) erreur relative

La condition de continuité des températures est bien rédpelans tous les cas, et les courbes
ont une allure semblable. L'erreur relative est de 3% pourl, le temps de calcul de I'opéra-
teur est alors divisé par deux, et varie de 12 a 18% Iorsqﬂ%.

4 Conclusions

Dans le cas thermique, la méthode proposée est stable etceffiglle utilise un outil per-
fomant qui est I'algorithme GMRES. Lutilisation de mailleg) différents nous permet de di-
minuer le temps de calcul de I'opérately d’autant plus important que le maillage est fin.
L'utilisation d’opérateurs de projection plus fins que térpolation linéaire permettrait sare-
ment d’améliorer les résultats. Nous travaillons égaldreanle cas de I'élasticité, mais nous
rencontrons des difficultés pour traiter le systéme liéadrrespondant, su.
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