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U =
1

2

∫
V

εTSdV , �!+�

����� V �	 
�� ������ �
 ��
����
���� ε = (εxx 2γxy 2γxz)
T �	 
�� ,�����

-������� 	
���� 
��	�� ��� S �	 .����� /�����0������1 
��	�� ����

�� ��
2���
 ��
�
����� .�%	
�
�
��� S = [D]ε ��� �����
��� 
�� ��	
 #����
��� �


�� 	
���� ������ �����	

δU =

∫
V

δεT

⎛
⎝ E 0 0

0 ksG 0
0 0 ksG

⎞
⎠ εdV . �!)�
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��� ��������	� 
��� ����
 ������ ��� ����� ��������
 ���� ������� �
���

�� ��� ���������
� ����������
�� �� ��� ������
 
���� ���� ����� ������ ���
����������� �� ���� 
������ �� �� ���� ������
 ���� ��� ��
���������

� ����
�
���� ����� ���� ����
�
���  �� ��� ���
��������! " ����� �� �� ������ ���
�#������� ������ �� ��� ��
���������

� ����
!

��� ���������� � ��� $�����%������� ������ ������ ��� 
� ������� ��

εxx =
∂ux

∂x
+
1

2

(
∂ux

∂x

∂ux

∂x
+

∂uy

∂x

∂uy

∂x
+

∂uz

∂x

∂uz

∂x

)
,

γxy =
1

2

(
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y
+

∂ux

∂x

∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

∂uy

∂y
+

∂uz

∂x

∂uz

∂y

)
,

γxz =
1

2

(
∂uz

∂x
+

∂ux

∂z
+

∂ux

∂x

∂ux

∂z
+

∂uy

∂x

∂uy

∂z
+

∂uz

∂x

∂uz

∂z

)
.

�&'�

��� ����
�������� ������� �� ��� ���� ����� ���(�������� ���

ux = u− yθz + zθy ,

uy = v + y(cos(θx)− 1)− z sin(θx) ,

uz = w + z(cos(θx)− 1) + y sin(θx) ,

�&)�

�� ����� u� v ��� w ��� ��� ����
�������� � ��� ������
 
���! *��� ����
cos (θx) ��� sin (θx) ���� ��� 
��� ����
�(�� �� ��� �
��� ����������! �#!
�&+� ��� 
� ������� ��

δU =

∫
V

(Eδεxxεxx + 4ksGδγxyγxy + 4ksGδγxzγxz)dV . �&,�

��� 
����� ����� ���
� ��� �������� ������ [K] ��� ��� ������ ����� �����
���
� ��� ��������� �������� ������ [K�] ��� ��� ������ f�� ���� �� ��������
����� �� ��� ���
�����  ���� ������ f�� ���� �#! �+&��! *��� ���� ��� �� ���
(���� ������  ����
������ ��� ����
� ��������
 ��� 
�����
 ��
������� ��� �


����
��!

���� ���	
� 	�
 �������

���  ����� ��������� 
� ��� ������ ��� ��

��� 
������ ��� ��
��� ���
��� 
�����
� ��� ����
�� 
� ������������  ����� ��� ���#���! ��� �����
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������ ��� ��	�
�	 �� �� �
���
� ����� �������	 �� ��� ��
����� ��������� k��

����� ���� ����

Fr ��

{
= 0 � 
� (r − R�� −Ro) ≤ 0
= −k��(r −R�� −Ro) � 
� (r − R�� −Ro) > 0

����

����� r =
√

v2 + w2� R�� 
� ��� ��	
�� �� ��� ������
� ��	 Ro 
� ��� �����
��	
�� �� ��� ��
��� !�� ����
�� ������� ��� ��
��� ��	 ��� ������
� 
�
�
��
� ��	�
�	 �� � ��
��
���
 ���"�� �������	 �� ��� ��
��
���
 ���#�
���
μ�� ��	 
� ���� ����

Tx��

{
= 0 � 
� (r −R�� − Ro) ≤ 0

= −μ��Fr ��Ro �
��(θ̇x) � 
� (r −R�� − Ro) > 0
��$�

����� μ�� 
� ��� ��
��
���
 ���#�
��� 

���� �����	
���
���� ������
���� �����

!�� 	�



�� %�
	 ���	� 
� �������
�
� ��� ���������
�� ��� ����
��� �	�


�	
��

	�� ���� ��� ������ �� ��� ��� �� ���
	 �
���
�� �� ��� ��
� &� �
�� �
���
�� 
�������� ��
� 
� ���

�� ��	 ����


'
�� ��� ������ ��(� !�� ����
��
��

�������
�� �� ��� ��	 ��� ����
�)� ��� �*+� ��� 
������� !���� 
� �� 	����
���� ��� 	�



�� %�
	 
�%������ ��� 	����
�� �� � 	�


,���
��� ��� ��
�
��
��� ����
��� ����
�� ���
	 �� �)�����
� �)����
�� ��������
���

� !����
��� ���� ���-� ���� ��� ���
��
� ��������	 �
�� ��� 	�



�� %�
	 %��� ���

�*�� **� *.� /� ��� � 

���� %�
	,��������� ����

�� ��	�
 �
�

�� �� �*0� ��� 
&� ��
� �
��

1�	 ��	�
 ����� ��� ��� ��

��
�� �����������

� 2�� ��� 
��
	� %�� ��� %�
	 
� ��-�� �� 
��
��
	3 ��� ��� ����
	� �� �
����� 

* !�� %�� 
�	���	 �� ��� �����
���
 ����	 ����� ��� x,�)
� 
� ��� ����
	,
���	 
� ��
� 1��� ���
��
� 

. !�� �������� ���
�� 

����
� �
�� x 

�
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��� ������� ���	
��� �	� 
	������� 
� ��� ����� ����� �����
��� �	� ��
������
�� ��� �� ���
���
�� �� ��� ����� ������
�� 
� �����

[M�]
(e) =

∫ 1

0

(M� + χρ�Ao) (N
T
wNw +NT

v Nv)ledξ ,

[K�]
(e) =

∫ 1

0

(−M�U
2
i −Aipi + Aopo − χρ�AoU

2
o

)
(N′T

wN′
w +N′T

v N′
v)
1

le
dξ+

+

∫ 1

0

(
−Ai

∂pi

∂x
+ Ao

∂po

∂x

)
(NT

θy
Nθy +NT

θz
Nθz)ledξ ,

[C�]
(e) =

∫ 1

0

(−2M�Ui + 2χρ�AoUo) (N
T
θy
Nθy +NT

θz
Nθz)ledξ+

+

∫ 1

0

(
1

2
C�ρ�DoUo + k

)
(NT

wNw +NT
v Nv)ledξ ,

f
(e)
�

=

∫ 1

0

(
M�g −Ai

∂pi

∂x
− 1

2
C�ρ�DoU

2
o

)
NT

u ledξ .

����

� ��
��� M� 
� ��� ��
� ���� 
�	 ��
� ��� ��� ρ� 
� ��� ����
�! �� ��� ��
��

χ =
(D��/Do)

2 + 1

(D��/Do)2 − 1
(> 1)� D�� 
� ��� "�	����� ��������� �
�����	� Di, Do

�	� ��� 
��
�� ��� ����
�� �
�����	� �� ��� ������� Ui, Uo �	� ��� 
���� ���
������ ��� �����
�
��� pi, po �	� ��� 
	����	�� 
��
�� ��� ����
�� ��� �	
��#
��	
� � Ai, Ao �	� ��� 
��
�� ��� ����
�� �	��� ����
���� �	�� �� ��� �������
C�, k �	� ��� ��
� �
����� ���

� ���$�
�����

%� 
�
���� ��� "���	�� 
� 
� ������� ���� ��� 
���	 ��� ��� ����	 
	����	��
�pi ��� po� ��	! �
���	�! �
�� x

pi = (ρ�g)x+ p��� , �&'�

po =

(
ρ�g +

Ffo

Ao

)
x , �&��

���	� p��� 
� � �������� 
	����	� ��� Ffo 
� ��� �	
��
���� ��	�� ��� �� ���
����	��� ���  
��� "!

Ffo =
1

2
C�ρ�

D2
oU

2
o

D�

. �&&�

(
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�� ��� ���	� �
������
 D� �� ��� ��������� �������� �4A��/S���� ��� S���

�� ��� ����� ������ ���� ��� ���� ������ �πD��+πDo�� ���� ���� ��� ���������
�������� �� po|x=0 = 0� ������� ���������� �� ���� ����� �� �� ���� ���� ����
��� ���� ������ ���� ��� ���������� �� ��� ������������ ���� 	����	������  ��
���� ���� ��� �� ��� ������ �� 	������� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� ����
���� ��� ���� ��� �� ��	�� ��

h =
1

2g
(Ui − Uo)

2 . �!"�

�� ��� �������� ��� ��� ���� ��������������� ��� ��	��
 ���� ��� ����� ���
�� x = 0 ��� �� ���������� �� ��� ���� ����� �� ���������� ����� ��� ����������
�
������ ��� ��� ��������� ��� ���������� ����� ��� #�������� �
�������

$%������� $
� �&'�
 �� ��� �� ������� ���� ��� ���� ���� �����% ��
��� ����� ����� ���� ����
 �� ��� ����
 ���������� � �����(���� 	����� )��
�%�����
 ����� ������������	� 	�����
 ��� ����� ���� �� �����%������� *+,
�� ��� �������� ����
 ���� ������� ��� ������� ���
������� �� ����� !+,�

 �� ���� ���-���� �����% ������� �� ��� ����� �� ��� ������ ��� �������
��� �� ���� �� �� ��� �������� ��� �� ��� �������� ����	���	��� �����.���
��� ����� �� ��� �
������ �$
� &'� �� ��� �� ������� ���� ��� ������� ��������
����� �� �������.� ��� ������ ����� ��� ������ �������� ��� ��� ��� �����
�� ���������.� ��� �������  �� ���� (−piAi + poA0) ����� � ��/�� ���� ��
��� ���-���� �� ��� ������ �������
 �	�� ������ pi �� ����� �� po
 �� ��� �����
������ ������ ��� ��� ������� A0 �� ������ ��� ����� Ai ���� ����� ��� ������
���-�� �� ��� �������

 �� ���� ������� �����% ������� �� ��� ��� 	������� �� ���� �� �� ���
	������ ���������� �� ��� ���� ����� ��	� ��� ���� ����������� 	������ �
�������� �������� �� ��� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ������

)������
 ��� ���� ����� 	����� f� �� � �������� �%��� ����� ������� �� ���
���� ��� �� �� ��� ���� ���� ����� �� ��� �%��� ����������

���� �����	
� ���
��
��	� �	�
�

 �� ����� ���� �� ���� ���0 �� ��� ��� ��	������ �� 123
 ����� ��� ��
������� ��

u̇��� = −a1 − a2f��� + a3ω��� 

t��� = −456 a4 − a5 


456 =
u̇���

ω���



�!7�
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����� f��� �� ��� �	��
 ���
� ��
�� 
�

�� ��������������� t��� �� ��� ������ �����
��� x��	�� ��� a1, . . . , a5 ��� �������� 
�������� ���� ������ �� ��� ��� ���
��
� 
����
�������
� �� ��

 �� �� ��� ������� �������������� ���� ���� u̇���

���� � ������� 
�����
! �� f��� ��� �� ω��� ��θ̇����� ��� t��� ������� 
�����
!
�� ��� ���������
�� �"�#�� ���� �
�� ���� ����� ���
�� 
���
� ��� �	��
 ���
��������
 ����������� $������� �%&� �� ��������� ��

f��� = − u̇���

a2Z(ω���)2
+

a3ω���

a2Z(ω���)
− a1

a2
�

t��� = − u̇���a4Z(ω���)
2

ω���

− a5Z(ω���) ,

�%'�

����� Z(ω���) �� ��� ����
���(����� ���
����)

Z(ω���) =
ω���√

(ω���)2 + e2
. �%*�

Z �� ��
� ���� t��� �� 
��������� ��� ���� ω��� ������
��� (���� t��� ��� u̇���

������� +�� ����
���(����� ���
���� �� �
����� �� ,��� -� ,����� & ����� ���
��� ������ ������ ���� ω����

+�� .���
� ����

! ���
��� ��� ��� ������
� ������
���� ��� ����� �� /0&1�
��� /'� 02� 31� ��� ������
�� 4� /02� 31 ��� ��� 
�� ��� .��� ��� ��� ������ ��
��� ��� �� ��������

! ����� �!)

t��� = μ���f���

[
tanh(ω���) +

α1ω���

1 + α2ω2
���

]
, �%5�

����� μ��� �� � ��
��� ���� ������� �� ��� ��� 
������ 
����
�������
� ���
α1� α2 ��� 
�������� ���� ������ �� ��� ��
� ����������� ,����� ' ����� �

�.������� �� ��� ������ �� ��� ��� ��� ��� .���
� ����� �! $��� �%'� ���
�%5�� 4� ����� ���� ���! ��� 

��� �� ��
� ����� ��� f��� = −100 �� ���
��
���� �� ��� ��.�
�������� α1 = α2 = 1 ��� μ��� = 0.04 ����� ���� �� /021��

+�� �������� �� ��� �!���. �� 
�

�
���� �� ��� ����������� 
��6�����
����� ��������� ��� ������
 ���
���� ���
� �� ��� ��� .��� �� ������
��� �� ���
�	�������� �� f����

���� �����	
� 	�� ���
�	� �����
����

7� �������! 
���������� ��� 
�����
 ����
�
�.���� ��� ��� ��������� �����
��� y ��� z��	�� ��� (��� �� ��� ���� +�� 
�����
 ����
�
�.���� �� ��� ��� ���

02
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���� ����� 	 
������� �����
���� ����� ����� ��� x���
� Ωx 
� 
������ �� ���
����

�� ����� ��� �������� 
���
�
��� ������ ��� �
��� ��� ���� 
���������
��
�� ��� ����
���� ������� �� ������� ��� ��
�
����� ���� ��� ���� ����

��
��� ��� ���
�� 
���������
�� �� ��� 
������ �����
���� ����� �� ��� ��� ���

���
����� 
� ��� �
��� ���� �
�� �� ��� �����
���

�� ��
��
�� ������
��� ����� ��� ����
�
���� 
� ��� � 	 ���
�� ���� ����
�� ��
����� ��� ����
���� �� ������� �
����
���� !���
�
���� ��� 
���
����� ��
�����

 ��������"

Fy|x=x����
= k���� v|x=x����

��� Fz|x=x����
= k���� w|x=x����

, #$%&

����� x���� 
� ��� ����
�
��� ��
��
�� ��� k���� 
� ��� ����
�
��� ��
'�����
	� 
�
�
�� 
���
�
���� ��� ��� ��
��� ���� �
�� 
������� ��
�� ����� ���


������� �����
���� ����� ����� ��� x���
�� ��� ��� 
����� 
� ��(�
��� ����
�������

���� ������	 
��
���

�� ������������

������ �����
�� ��� �����
�� ����� ��� x���
�� ��� 
����� 
� ��� ����
������� ��� 
������ ���
� 
� ���
��� ��� ��
�� 	� ��
� ��
�� ��� ���
�� �
�
��
�� ��� ����
���� ���" ��� ���
�
�� ���
� �� ��� �
�� ��� ��
��� �� ��� 
������
��� �������
�� ���
� �� ��� ��� ��� � 
������� (�
� ���
�� �� ��
� ���
�
��
��

��)�����
��� ��� 
����� 
� ����������� #��� *
�� +&� ����� 
� ����
�� �����
��� ������� ��
�� ��� 
�������
�� ����� 
��
��� 
�
�
�� ����������� ����� 
� 
��
������ ��"

u� = [K]−1(f� + fc + f�) . #$,&

����� f� 
� ��� ����
��� fc 
� ��� ���
�
�� ���
� �� ��� �
� ��� f� 
� ��� (�
�
��
�� ���
��

���� ����	 ��
�������� 
�
��� �� ��������


	���� ���������� ��� 
���
���
�� ��� ����������� 
��)�����
�� #-�� #$,&&�
��� )��� �
�
���
��� ������ 
� ��
���� ��

([M ]+[M�])ü+([C]+[C�])u̇+([K]+[K�]+[K�(u�)])u = f�	(t,u, u̇, ü) , #./&


� ��

� u = u−u�� ��� �������� u 
� ����������� 
� � ������
� Vm ⊂ Rm�
����� m ������ ��� ������ �� ������� �� ������� �� ��� ������� [M ]� [C] ���
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[K] ��� ��� ����� 	���
 ��	�
�� ��� ��
����� 	���
���
 [M�]
 [C�] ��� [K�]
��� ��� ��
� 	���
 ��	�
�� ��� ��
����� 	���
���
 f� 
� ��� ��
� ����� ������

[K�(u�)] 
� ��� ���	���
� ��
����� 	���
� ��� f��(t,u, u̇, ü) 
� ��� ����
����
����� ������ ���� 
� ��
���� ��

f��(t,u, u̇, ü) = f��(u, u̇, ü) + f��(u) + f	
(u) + f��(u̇) + g(t) . ����

����� f�� 
� ��	����� �� ��� �������
� ���	� �� ��� �
���
� ������ ����
 ���
�� !"!�
 f�� 
� ��	����� �� ��� �������
� ��� �
���� ����� ���	� �� ���
����
� ������ ����  ���
�� !"��
 f	
 
� ��� ����� ������ ��� �� ��� 
	���� ���
����
�� ������� ��� ����	� ��� ��� �������� ����  ���
�� !"#�
 f�� 
� ���
����� ������ ��� �� ��� �
�$���� 
�������
��� ����  ���
�� !"%� ��� g(t) 
� ���
����� ���� ����������� �� ��� &
�
����� �������� ����
�
�� ������
���� �����

	����� �� ��� ����"

����� ����	�� 
����

'������ ��� (��� �
�����
)�� *+ �����	 ���� �
� 	���
��� ��
	���
��
m × m� ��� ��� ����	
��� ������
� 	�� �� �
	� �����	
��
 ��
�� 
� ���
���� �� ��� ������� ������
�" ,�� ��� �� ������ ��� �����	 
� �� ���-��� ���
����
���� ����	
��� �����
�� �� � �������� Vn
 �
�� n << m
 
� ��
�� Vn


� ������� �� �� �������
� ���
� �� Rn" .� ��� ������� �����
 ��� ���
� ����
��� ��� ������
�� ����������� �� ��� ���	�� 	���� ���-���
��" /�� ���	��
	���� ��� ����
��� ���	 ��� ������
�� �������
)�� �
�������� ������	

([K] + [K�] + [K�(u�)])φ = ω2([M ] + [M�])φ , ��!�

����� φi 
� ��� i$�� ���	�� 	��� ��� ωi 
� ��� i$�� ������� ���������" '�
��
��� �����������
��

u = [Φ]� , ����

��� �����
���
�� 
� 
� ��� +�" ��0� �
����

([M ]+[M�])[Φ]q̈+([C]+[C�])[Φ]q̇+([K]+[K�]+[K�(u�)])[Φ]q = f��(t,u, u̇, ü) .
��#�

����� [Φ] 
� � �m×n� ���� 	���
� ��	����� �� n ���	�� 	����" 1��-���
��
+�" ��#� �� ��� �������� ������� �� ����� ���	�� 	���� �
����

[Mr] �̈(t) + [Cr] �̇(t) + [Kr]�(t) = [Φ]T f��(t,u, u̇, ü) , ��2�

�!
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�����

[Mr] = [Φ]T ([M ] + [M�])[Φ], [Cr] = [Φ]T ([C] + [C�])[Φ] ,

[Kr] = [Φ]T ([K] + [K�] + [K�(u�)])[Φ] ����

	�� 
�� ����
�� �	
��
���

�� �������	�
��� 
���	 ��� ��� ��������� �������� ����������� 
���	

��� �	�	��
��
 ����	�����
�
 	����	
� 	����� �����
	���	�	��
�� ��
���

	��
��� 
� �� �������� �
 ������ �� ��
�� 
�	
 
�� ���������� ��
�������
�

����� ������ �� ��� �� � �!����
� �	�	��
��� a1" a2" a3" a4 	�� a5 ���
�
�� ��
 
��������� 
� �����
	� �	�	��
���� #��������
��" �
 �� ��$
��
 
�

���
��

 	� � ������ ����	�����
�
 ����� ����� 
�� �	�	��
��
 ����	������

�
 	����	
�� %�� ���
	�
�" 
���� �� �� 	&	��	��� ��'���	
��� 
��
������ 
��
�
	
��
�
	� ��������
� �' 
���� �	�	��
���� ����" �� ������� 
� 	���� 
��
����	�	��
��
 ����	�����
�
 	����	
� 
� ����� ��
��
	��
��� () * ���
� 
���
���
� �� �������� 
�� ����	
�� �' 
�� 
���
�
�
�&� ���	
��� ���� �� �� �� 	
�	���� ����	
��� +�
� 	� 	����	
� 	����� ��
� ���
����	�	��
��� ��
���

	��
��� 	�� �������� ������ 
� �� ����	��� 
	,�� ��
� 	

���
�

��� ����	�	��
��
 ����	�����
�
 	����	
� �	� ���� 	������ '�� ����	� ���
��	
��� ()-*� .�
��
�� �
 �	� �!
����� (� * ��
 
�� 
��� �' ������� �
�����
�� 
�� ������
 �	��� �� 
�����
��� ��/����
 '��� 
�� �����
��
	��� �������	�
���	��
	� ���
�� �
����� �� (� *� 0� 	�� ��	���� ��
� 	 �������	� ����	
��
����	
�� 
� 	 ��
	� �������	��
��� �����'���" �
 �������� 	 ��/����
 ��
������
���� 1�
 f���(ẋ) 	�� ẋ �� ��
� 
�	


f���(ẋ) =

(
f���(ẋ)
t���(ẋ)

)
	�� ẋ =

(
u̇���

ω���

)
. ��-�

�� 
�� ��
 �
�� �' 
�� ��
�������� ��������" �� ���, '�� 	 �����
��

����
�&�������
� �	
��! [Ab(ẋ)] ��������� �� ẋ ��
� 
�	
 
�� &��
�	� �����
�' 
�� ��
���
, ��
��	

���� �� ���

�� 	�

δP���(ẋ) = < f���(ẋ), δẋ > = − < [Ab(ẋ)]ẋ, δẋ > , ��2�

	�� ��
� 
�	
 '��
� f���(ẋ) �� ��&�� ��3

f���(ẋ) = ∇δẋ δP���(ẋ) , ��4�

)�
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�������� 	
�� 
�� �� ��������� ��

f���(ẋ) = −[Ab(ẋ)]ẋ = −

⎛
⎜⎜⎜⎝

a1

a2
+

u̇���

a2Z(ω���)2
− a3ω���

a2Z(ω���)

a4Z(ω���)
2u̇���

ω���

+ a5Z(ω���)

⎞
⎟⎟⎟⎠ . 	���

���� ���� 	��� �� 	��� �� 
�� �� ����
�� ����

[Ab(ẋ)]11 =
a1

a2u̇���

+
1

a2Z(ω���)2
− a3ω���

a2Z(ω���)u̇���

�

[Ab(ẋ)]22 =
a4Z(ω���)

2u̇���

ω2
���

+
a5Z(ω���)

ω���

�

[Ab(ẋ)]12 = [Ab(ẋ)]21 = 0 .

	���

�� 
�� �� ���� ���� ��� �  ẋ �� ��!��! �� ��� �������� � �"�
� C� [Ab(ẋ)] ��
"�����#�$��%�����

&�� ��
��� ���" 
�������� ��� �  ������������
 #�
��� ẋ �� ��!��! ��
C� �� ���� ��! �����' [Ab(ẋ)] �( � ������ �����' [Ab(ẋ)] ���� #� ���
�� ��� ��� M

+
2 (R) �� �  "�����#�$��%���� �(������
 (2 × 2) ��� �����
���

)��� ���� �����' [Ab(ẋ)] ���� � �� ������� �� [Ab(ẋ(t))] ���
� ����� ����
{[Ab(ẋ(t))], t > 0} �� � ���
�����
 "��
��� ���� #� ��� �� M

+
2 (R)� &���� ���

�  ẋ �� C� ��� 
���������#� �������� ��%��� �( ��� 	��� ��
���� � ������

���������#� �������� ���
� 
�� �� ������� ��

F���(ẋ) = −[Ab(ẋ)]ẋ . 	�
�

&�� ����� ���" 
������� �� 
������
���! ��� "������ ��( ������������ ��
������ #����� � [Ab(ẋ)] ��� �  %'�� #�
��� ẋ �� C� &�� �#�� �� � �����������
�� *�+,-

�� .����� �����' [Ab(ẋ)] �� "�����#�$��%���� � ���� ���� (�


� E{[Ab(ẋ)]} = [Ab(ẋ)] �

�� E{||[Ab(ẋ)]
−1||2F} = 
1 , |
1| < +∞ �

�� ���
� E{·} �� ��� ���������
� �'"�
������� || · ||F ������� ��� ���������
���� ��
� ���� ||[A]||F = (tr{[A][A]T})1/2 ��� [Ab(ẋ)] �� ��� �����' �� ���
���� ���� � ��  ����! ��� ������� �!( �� ��� ���"��������
 "������ ����


��



Acc
ep

ted
 m

an
usc

rip
t 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�������� ��� 	
��� 
�� �����
�� �������
�
���� 
�� ���� ���	� �� [Ab(ẋ)]
�
 ���

�� �


[Ab(ẋ)] = [Lb(ẋ)]
T [Lb(ẋ)] , ����

��� ������ ��
��� [Ab(ẋ)] �
 ������ ��

[Ab(ẋ)] = [Lb(ẋ)]
T [Gb][Lb(ẋ)] . ����

�� 
�� ����� � 	�
���� [Gb] �
 � ������ ��
��� 
�
�
����� 
�� ��������� �����!
���� �������
���"

#$ %����� ��
��� [Gb] �
 ��
�
���!�����
� ����

 
	�����

&$ E{[Gb]} = [ I ] �

�$ E{||[Gb]
−1||2F} = �2 , |�2| < +∞ �

�� ����� [ I ] �
 
�� ����
�
� ��
���$ �
 
��	�� �� ��
�� 
��
� �� 
�� ���

�	�!

��� �����
��� ������ ��
��� [Gb] ���
��� ������
 �� ẋ ��� �� t$ '�
 
��
��
���
��� ������
�� δ �� 
	�� 
��


δ =

{
1

2
E{||[Gb]− [I]||2F}

} 1
2

. ��(�

)����� ��
� ����	�
 
�� ����� ��������� �������
��� ��� 	
��� 
�� *����	�
+�
���� ,�������� -&.� &/� &01 ����� 
�� ��������� ���������
� ���
�
� �	��
���
�� [Gb] -#/1�

p[�b]([Gb]) = 1
�

+
2 (�)([Gb])C�b

det([Gb])
3

(1−δ2)

2δ2 exp

{
− 3

2δ2

�([Gb])

}
, ��.�

����� det(·) �
 
�� ��
�������
� 
�(·) �
 
�� 
����$ )�� ���

��
 �� ������!
�2�
��� �
 ���

�� �


C�b
=

(
3

2δ2

)3/(2δ2)

(2π)1/2Γ
(

3
2δ2

)
Γ
(

3
2δ2 − 1

2

) , ��/�

����� Γ(z) �
 
�� ����� �	��
��� ������ ��� z > 0 �� Γ(z) =
∫ +∞
0

tz−1e−tdt�
��� ����	
 �������	� 	
 ����������� ���������	�� 	
 ����	
 
����� [Gb]


	� ����� ��� ��	�������� ������� 
�����	� ������ �� �� ��� ���� �� �� �� ��
!������� "� #����
������� ���� �$%� ��� �$&� ��� ��������� ��

L��(u(t), u̇(t), ü(t)) = f��(u̇(t)) , ��'�

&(
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����� L�� ���������� 	

 ��� ����� �� 
��� ���� 	�� ���� ������ ��� ��� ������
f��� ��� ������� ���������� �� f�� 	�� ��
	��� �� ��� 	��	
 	�� �������	
 ���
����� �� ������� 	� ��� ��� 	�� 	�� ����������� �� f��� �� ��� �� 
�� �!���
"�� �����	���� ����
���# f��� �� ���
	��� �� F��� �� ��� �� 
�� �!$�� %�����
�&���
�# 
�� �!'� ������� 	 ���
���	� �����	���� ��(������	
 ��&	���� �����
�� �&�� ��	�

L��(U(t), U̇(t), Ü(t)) = F��(U̇(t)) , �!)�

����� U �� ��� �	���� �������� 	�� F�� �� ��� �	���� ����� 	� ��� ��� ��	�
������� �� F���(Ẋ) �� ����� Ẋ �� ��� �	���� *�
����� *����� �� ��� ��� 	��
����� F���(ẋ) �� ��*�� ��

F���(ẋ) = −[Lb(ẋ)]
T [Gb][Lb(ẋ)]ẋ . �+��

"�� �����	���� �	
�&
	����# 
��

[Gb(s1)], . . . , [Gb(sns)] �+��

�� ns ����������� ��	
��	����� �� �	���� �	���� [Gb]� "�� �	�� ��	
��	����
sj �j = 1, .., ns�# �� �	*� �� ��
*� ��� ������������� ��&	����

L��(U(t, sj), U̇(t, sj), Ü(t, sj)) = F��(U̇(t, sj), sj) , �+$�

�� ����� F��(U̇(t, sj), sj) ��
� ������� �� F���(Ẋ(t, sj), sj) ����� �� �	
�&
	���
���� 
�� �+��� ��

F���(Ẋ(t, sj), sj) = −[Lb(Ẋ(t, sj))]
T [Gb(sj)] [Lb(Ẋ(t, sj))] Ẋ(t, sj) . �+��

�� ������	
� �����
�

��� ���

������� �� ����������� ���� 56  ���� �
������� "�� ��� ������&�����
�� ��� ���&��� ���	���	
 ����
# 158 
	���	
 �����# 4 �������	
 �����# 3
	��	
 ����� 	�� 	
�� ��� ��� ����� ���� ����� �� ��� ���&��&�� �	��	
 	��
�������	
� 	�� &���� ��� ��
&��� �� �	���� [Φ] 	�� �	�� &� �� 167 ������
��� �&���� 167 �	� ���� ������ 	���� ��*��	
 �&�����	
 ����������� �� �����
�� ��� ���*�������� "�� ��� ���� ������	���� ������&��# ��� ���
���� ,���	�-
������	���� ������ .$)/ �	� ���� ���
������� ���� 	 ��������� 	�� 	  � �����
������&�� �� ��&�
���	�� ��� ������ �������� 	� �	�� ���� ����� ��� �	�	 &���

�0
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��
� ��� ��� ��
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�
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�
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 ����
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 ��
�
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�
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� �	�
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 ��	�
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�
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� �	�
� ��� !�
�� ��
 ��	��

�� �	�� �� ��
 �
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�
 " ��
 
�
�
	� ����
�
��� �	� �	�
��
�� #�
 �
����� ��
�
��
� 	�
 ��
 �
�

�
�����
 	�� ��
 ��
$�
��" ��
����� �
%�
� 	� ��
 ������� �� 
�� &���

�
��	������� #�
 ���'
�� 

(
���
$�
��

� �� ��
 �
�
	�
'
� �"��
� 	�����
��
 ��
���
��
� ���%(��	�
�� ��

 )$� *+� 	�
 (
�
� 
� #	 �
 �� #�
 �	�
�	�


(
���
$�
��

� 	��
	� 
� �	
�� ��
 �� ��
 �"��
��" 	 ��� ��
 x,	�
��
#�
 �"�	�
�	� �"��
� 
� 
��
�
�  " 	 �����	�� ���	�
��	� ��

� 	 ��� ��

x,	�
� 	� ��
 ��� 	�� !
�� �	��
 ��-* .'� /��
 ��	� ��� ���� 	� 
��
�	�
��� 
�
��
�
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��� ��������	� 
������� 	� ��
����� ��
 ��
�� ������ �� δ ��	�� �
� ������
����� ���� �	��
� � �	������ ��� 
����
 ��� ��
 δ = 0.001� ��	� ���
�
����� ��� 
������� �� ��� 
��� 
���� �������
 �	�� ��� 
��� 
������� ��
��� ��������	� 
���� ��� ��� 95% ��������  ��	�� 
���� ���� ��� ����!
����� 
��	�� 	� �����
����� �	�� � �
�"�"	�	�� ����� �� ��#$%� ��� ����
 ���
����
 ��������� �� ��� ��������� 
��	�� �
� ���������� ��	�� ��� 
����� ��
&����	��� '(�)�

�	�� � "% ����� ���� ��� �	���
�	�� �� ��� 
����
 ��� 	� ��
���� �	��	�!
���� 	� ��� �	�� ��
� �� ��� �
�&����� "���� *�����
� ��� ��������	� 
�������
	� ��� ��� ��
� �� ��� �
�&����� "��� 	� 
�"��� ��
 ��� ����� �� ����
��	��	��
����	��
��� �	��
� # ����� ��� 
����
 ��	���!��!"	� ��� ��
&��!��!"	�� +�
������ "� ����� ����� ��
 ���� �	
� t� ��� ���,�	���� �� ��
	��	�� �� ��� 
��!
��
 ��	���!��!"	� ��� �� ��� 
����
 ��
&��!��!"	� �
� �
���  ∼ 5× 10−3%�
-���
�������� �������� ��	� �	���
�	�� 	� �
���� 	� 	������ � �	��	����� �	���
!
�	�� �� ��� ��������	� 
�������  ∼ 0.15 ��
 ��� ���,�	��� �� ��
	��	�� �� ���

����
 ���� ��
 	�������%� �	��
� �� ����� ��� 
����
 
����	���� �����
�� ��� "	� ��� �	�� �� ����� ��� 
����
 
��	�� �	������
��� �� x = 700 

 
	���� ��	�� �� ��� �
	�� �	��%� +� ��� "� ���� ���� ��� ����
�� �	"
��	��� �
�
���� �.����� "� ��� �
�"�"	�	��	� 
���� �� ��� "	�!
��/ 	���
���	���

0� δ 	��
����� ��� ��������	� 
������� ���� 
�
� ����
��	� �	�� �	��

����	��	��� ���������� �	��
� �1 ����� ��� 
����
 ��� ��� �	�� �( �����
��� 
����
 
����	���� ����� �� ��� "	�  ωbit% ��
 δ = 0.01� -��� ���� ��
�
����
 ���/� �����
 	� ��� �
�&����� �����
�
� �	��
� �2 ����� ��� 
����


��	�� �	������
���� 0� ����� 	� �	�� �2 �%� ���
� �
� ��
� 
���	3��	���
���
� 	
����� ����
 "������ ��� ����
� ��� ��� "�
������

�	��
� �$ ����� ��� 
����
 
����	���� ����� �� ��� "	� ��
 δ = 0.1� +� ���
"� ����� ����� ��
 ��	� ����� �� ����
��	���� ��� �	���
�	�� �� ��� ��������	�

������� 	� �	��	����� ��
 ��� ��� �
�&����� "��� �����3��� �	��
� �4 �����
��
� 5���� 6�
�� 
���	3��	��� �� ��� ��������	� ���� ��� �

��� 	� �	�� �4
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	��� ������ 	� ��
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��� 	
 ��� ����
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����
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�� ����������������

��� �����
� ���
������� ��� "
�
�	�� �����
� �� ��� #
�$	�	�
 ���
�	��
%&'(� %�')� �
� *�')+,� �
� ��� *
�
�� ���
�� %-*)%.# /�
�0���
%�')��%-*)%.# 1234516�
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Nu = [(1− ξ) 0 0 0 0 0 ξ 0 0 0 0 0] ,

Nv = [0 Nv1 Nv2 0 0 0 0 Nv3 Nv4 0 0 0] ,

Nw = [0 0 0 Nv1 −Nv2 0 0 0 0 Nv3 −Nv4 0] ,

Nθx = [0 0 0 0 0 (1− ξ) 0 0 0 0 0 ξ] ,

Nθy = [0 0 0 −Nθ1 Nθ2 0 0 0 0 −Nθ3 Nθ4 0] ,

Nθz = [0 Nθ1 Nθ2 0 0 0 0 Nθ3 Nθ4 0 0 0] ,

������

Nv1 =
1

1+ϕ
(1− 3ξ2 + 2ξ3 + ϕ (1− ξ)) ,

Nv2 =
le

1+ϕ

(
ξ − 2ξ2 + ξ3 + ϕ

2
(ξ − ξ2)

)
,

Nv3 =
1

1+ϕ
(3ξ2 − 2ξ3 + ϕξ) ,

Nv4 =
le

1+ϕ

(−ξ2 + ξ3 + ϕ
2
(ξ2 − ξ)

)
,

Nθ1 =
1

(1+ϕ)le
(−6ξ + 6ξ2) ,

Nθ2 =
1

1+ϕ
(1− 4ξ + 3ξ2 + ϕ (1− ξ)) ,

Nθ3 =
1

(1+ϕ)le
(6ξ − 6ξ2) ,

Nθ4 =
1

1+ϕ
(−2ξ + 3ξ2 + ϕξ) ,

�� ����� ϕ =
12EI

ksGAl2e
	 
���� E �� ��� �
�������� ����
��� I �� ��� ����

������ �� ������� �y�z �
����� ks �� �������� ������� G �� ��� ����� ����
���
A �� ��� ����� ��������
 ���� ��� le �� ��� 
����� �� �� �
�����	
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�� ������	
� ��� 	

 �
�����	���� �� 	

 ������ �
�� [G]

������ ����	
 [G] ��� �
 ��	��
� �� [G] = [LG]
T [LG] 	� ��	�� [LG] 	�

�� ���
� ��	������� �
�� ������ ����	
 ���� �����

�� ��
 ������ ���	���
� {[LG]jj′, j ≤ j′} ��
 	��
�
��
����

�� ��� j < j′ ��
 �
�������
� ������ ���	���
 [LG]jj′ = σVjj′� 	� ��	��
σ = δ3−1/2 ��� Vjj′ 	� � �
�������
� �����	�� ������ ���	���
 �	�� �
��
�
�� ��� ��	� ���	���
�

�� ��� j = j′ ��
 �
�������
� ������ ���	���
 [LG]jj = σ(2Vj)
1/2�  � ��	��

Vj 	� � �
�������
� ����� ������ ���	���
 �	�� ������	�	�! �
��	�! "����
�	�� ��	��
� ��
pVj

(v) = 1R+(v) 1

Γ( 3
2δ2

+ 1−j
2 )

v
3

2δ2
− 1+j

2 e−v�

�� ��	� ��
� �� 	

 ������	���

Ωx = 0.83 #� $�����	���� ��

� ����� ��
 x��
	� �� ��
 ���%�
L�� = 1400 � $�
���� �" ��
 ��	�� �	�
%�
L�� = 200 � $�
���� �" ��
 ��	�� ������%�
Do�� = 0.127 � $����	�
 �	��
�
� �" ��
 ��	�� �	�
%�
Do�� = 0.2286 � $����	�
 �	��
�
� �" ��
 ��	�� ������%�
Di�� = 0.095 � $	��	�
 �	��
�
� �" ��
 ��	�� �	�
%�
Di�� = 0.0762 � $	��	�
 �	��
�
� �" ��
 ��	�� ������%�
D�� = 0.3 � $�	��
�
� �" ��
 ���
���
 $�����
�%%�
x���� = 1400 � $�����	�� �" ��
 ����	�	�
�%�
k���� = 17.5 &'(� $��	)�
�� �" ��
 ����	�	�
� �
� �
�
�%�
E = 210 *+� $
����	�	�! ������� �" ��
 ��	�� ���	�� ���
�	��%�
ρ = 7850 ,�(�3 $�
��	�! �" ��
 ��	�� ���	�� ���
�	��%�
ν = 0.29 $��	���� ��
-�	
�� �" ��
 ��	�� ���	�� ���
�	��%�
ks = 6/7 $��
��	�� ����
��	�� "�����%�
k	� = 1× 108 '(� $��	)�
�� �
� �
�
� ��
� "�� ��
 	������%�
μ	� = 0.0005 $"�	��	���� ��
-�	
�� �
��

� ��
 ���	�� ��� ��
 ���
���
%�
uin = 1.5 �(� $.�� ��

� 	� ��
 	��
�%�
ρ
 = 1200 ,�(�3 $�
��	�! �" ��
 .�	�%�
C
 = 0.0125 $.�	� �	����� ����	�� ��
-�	
��%�
k = 0 $.�	� �	����� ����	�� ��
-�	
��%�
g = 9.81 �(�2 $����	�! ���
�
���	��%�
a1 = 3.429× 10−3 �(� $�������� �" ��
 �	�����, 	��
����	�� ���
�%�
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a2 = 5.672× 10−8 ������� ��	
���
� 	
 ��� �����	�� �
�������	
 �	�����
a3 = 1.374× 10−4 ���� ��	
���
� 	
 ��� �����	�� �
�������	
 �	�����
a4 = 9.537× 106 ���� ��	
���
� 	
 ��� �����	�� �
�������	
 �	�����
a5 = 1.475× 103 ��� ��	
���
� 	
 ��� �����	�� �
�������	
 �	�����
e = 2 ���� �������������	
 �����������
��� �����
� ������ �� �	
�������� ���
� ��� ������	
���� [C] = α([M ] +

[M�]) + β([K] + [K�] + [K�(��)]) ���� α = 0.01 �
� β = 0.0003�

����������

� ! "� #� $���	
��� �
� %� &� '(�
�� )������ �
��*��� 	
 ���������
��� +
���

����
� )������ #
��*����  , �-../�  0, 1 000�

�-! 2� 3� 4��
	� �
� #� $� 5��6������ �
� �� 2� 2	����� �
� $� 7� 2�*
��
8�� �
� 9�� :��� 3�����
�; # &������	
� 2��������6�� ��� 4�	�� �
�
&������	
 3������ <= �-� �-..<� >=� .<�

�<! #� ?���� �
� #� 5�����	
	�	�� 5	����� ����� �
� ���
�6���� 6������	
�
	
 	������ ���������
��� %	��
�� 	
 4	�
� �
� &������	
�  @= �,� � @@0�
0 /�0-/�

�,! #� 2� 5�����	
	�	� �
� #� 4� ?����� 3*
���� �	����
� 	
 �	����
� ������
����
�� ���� �	���	�� �
�������	
�� %	��
�� 	
 4	�
� �
� &������	
� -.0
�-� � @@/� -,<�-0.�

�=! #� 2� 5�����	
	�	� �
� #� 4� ?����� )���* 6������	
� 	
 ����6��* �	
��	����
���������
��� %	��
�� 	
 4	�
� �
� &������	
� -0/ �-..<�  .-@� .,=�

�0! A� :� ������ �
� 5� :�
�� #
 �
�������� �	��� 
	� ����������
� �*
���
���� %	��
�� 	
 4	�
� �
� &������	
� --, � � � @@@�  -<� 0=�

�/! A� :� ������ �
� 5� :�
�� �	���	
�� 6������	
 �	
��	� �
� �	������
�*
����� 	
 � ��������� �������*� $����
���� --, � � �-..<�  -<� 0=�

�>! ?�#� "�����
 �
� B� #�������� )�
��� �����
� �*
���� �
��*��� 	
 ������
����
��� )�
��� +����
�� �
 #
��*��� �
� 3����
� , �-..=�  -/.� ->>�

�@! ?�#� "�����
 �
� )� #� #��4������
 �
� 4� '������� &������	
 �
��*���
	
 ���������
�� ���� ���
 ������� ���������� 	��������	
�� %	��
�� 	
 4	�
�
�
� &������	
� -@@ �-../� =,.�==>�
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���� �� ��	
��� �
� �� �� �����
 �
� �� �� ����
�� ���
��� ��������� ��
��
��!�����
 �" ������
#$ ���
# !% 	��
 �" 
�
��
��� 	����� ��&'�
�& 
�� ���&' ��	�
�&����
 � () *+$,- *.��/- )0/$+�.�

���� �� �� ������  � �
� �� �� ��� �
� �� ���!'�1��� 2%
�	�& �" � ��
#
��!���� &�
������� &�
��%�
# 3��� ��4
4��� � 4'�&' �'�
 3�4 �
4��� 
����
� �'� &�
������� � � &�
5
�� �

���� 3�4� 6���
�� �" 7���� �
�
����&���� � .) *��- *.��/- ���$�.8�
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