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ABSTRACT

In this paper, we present new ALM techniques based on stochastic programming. An
application to the strategic asset allocation of a retirement schemes, especially those
with partial provision, is developed. A specific methodology for the scenario tree
generation is proposed at this level. Finally, a comparative study between proposed
ALM model and Fixed-Mix strategy based model was achieved. We also make a
variety of a sensitivity tests to detect the impact of the inputs values changes on the
outputs results, provided by our ALM model.

KEYWORDS : Asset-Liability Management, Strategic Asset Allocation, Economic

Scenario Generator, Stochastic Programming



1. Introduction

Récemment, la gestion actif-passif (Asset-Liability Management ou ALM) a vu son
réle devenir de plus en plus incontournable pour garantir la solvabilité d’'une
compagnie, notamment suite a la derniére crise financiere de 2008. L’ALM consiste
dans une méthode globale et coordonnée permettant a une société de gérer la
composition et 'adéquation de I'ensemble de ses actifs et passifs. Dans le cas
spécifiqgue des régimes de retraite, les techniques utilisées pour sa mise en place
différent particulierement en fonction de la nature des engagements du régime.

Trois situations au moins peuvent étre recensées en France pour un régime de
retraite donné : régime provisionné (cas ou le régime est tenu a la couverture totale
des engagements souscrits par ses cotisants et retraités actuels), régime
partiellement provisionné (couverture d'une partie seulement des engagements
souscrits par ses cotisants et retraités actuels) et enfin régime non provisionné.

Le fonctionnement financier du régime objet de notre étude est celui des régimes de
retraite en France gérés par répartition et partiellement provisionnés. Les flux de
cotisations permettent, dans ce cas, de régler les flux de prestations. Le surplus, le
cas échéant, permet dalimenter une réserve destinée a régler une partie des
prestations futures. Cette méme réserve peut se voir prélever, le cas échéant, le
solde technique débiteur (cotisations insuffisantes pour régler les prestations). Entre
temps, la réserve est placée sur le marché financier et répartie entre différentes
classes d’actifs.

La notion de provision partielle peut se manifester en pratique via une contrainte
reglementaire : par exemple contraignant le régime a respecter, a une date future, un
certain niveau de rapport entre sa réserve financiére et les prestations a payer a
cette méme date. Etant donné ce mode de fonctionnement, on supposera dans la
suite que la gestion actif-passif de ce type de régime est basée sur I'optimisation de
la valeur de la réserve compte tenu des contraintes reglementaires qu’il doit
respecter.

L'allocation stratégique® d'actifs d’un régime de retraite est souvent définie comme
une étape d’un processus plus général de gestion actif-passif, en particulier comme
'étape en aval de I'appréhension des risques et en amont de l'allocation tactique
d’actifs. Compte tenu de ce positionnement, I'allocation stratégique d’actifs vise soit a
confirmer l'optimalité de la structure de l'actif existant de la réserve, soit a proposer
une structure optimale d'actifs de cette réserve qui permette au régime d’atteindre un
certain objectif de performance financiere tout en respectant ses engagements avec
un niveau de confiance donné.

La gestion actif-passif d’'un régime par répartition partiellement provisionné peut étre
basée sur I'optimisation de la valeur de la réserve, compte tenu des contraintes liées
au passif gu’il doit respecter. C’est dans ce cadre que le choix d’'une « bonne »

® | a caractérisation de « stratégique », & l'opposée de «tactique », vient d’'une part de I'horizon
temporel auquel s’appliquent les études d’allocation stratégique, d'autre part du nombre limité de
classes d'actifs considérées dans ces études, généralement limité entre trois et dix actifs au maximum
(cf. Campbell et al.[2001]).



allocation stratégique joue un rdle essentiel dans le pilotage actif-passif d’'un régime
de retraite, étant donné que les réserves contribuent a part entiere a la solidité du
regime. Cependant une difficulté consiste a définir la « meilleure » stratégie de
placement de ces réserves sur les marchés financiers, notamment dans un contexte
de fortes incertitudes économiques, comme c’est actuellement le cas du fait de la
récente crise financiere.

De leur coté, les techniques de programmation stochastique (PS) ont prouvé
réecemment leur efficience dans la résolution de problémes financiers divers (cf.
Zenios [2007]). Ces techniques sont initialement dédiées aux problématiques de
planification de la production dans le domaine de I'ingénierie (cf. Birge et Louveaux
[1997], Dantzig et al. [1990], Escudero et al. [1993]). La performance obtenue avec
les techniques de programmation stochastique dans le domaine de la finance est
principalement due a leur capacité a prendre en compte les aspects dynamiques et
complexes des contraintes souvent rencontrées dans ce domaine.

Selon Kaut et Wallace [2003], la programmation stochastique a eu une popularité
croissante dans la communauté des mathématiciens programmeurs. La puissance
actuelle des outils informatiques permet aux utilisateurs d'ajouter les aspects
stochastiques aux modeles déterministes difficiles a résoudre il y a quelques années.
Dans ce cadre, la programmation stochastique peut étre vue comme un modele de
programmation déterministe avec incertitude au niveau de certains parametres. Au
lieu d’'avoir des valeurs uniques, ces parameétres sont décrits par des distributions
(dans le cas d’'une seule période), ou par des processus stochastiques (dans le cas
multi-périodique).

En principe, la programmation stochastique peut étre appliquée sans réelle difficulté
guelque soit la forme de la fonction objectif ou le modele des variables
stochastiques, tant que la distribution de ces variables est indépendantes des
variables de décision dans le modele générale d’optimisation (cf. Birge et Louveaux
[1997]). L'objectif de ce travail sera ainsi la description d’'une nouvelle approche pour
I'exploitation et la mise en ceuvre de ces techniques dans le cadre de I'allocation
stratégique d’actifs d’'un régime de retraite partiellement provisionné.

L'approche de programmation stochastique développée dans ce travail est claire,
théoriguement efficiente et relativement facile a mettre en ceuvre (c6té
implémentation). L'application de cette approche peut améliorer les techniques
actuelles utilisées par les fonds de retraite en France en matiere d’allocation
stratégique d’actifs, souvent basées sur la simple simulation et/ou sur I'expérience.

Le modele d’ALM développé (en se basant sur les techniques de programmation
stochastique) pourra également servir comme une approche de référence, dont les
résultats sont a comparer avec ceux de la stratégie dite « a poids constants » ou
Fixed-Mix : a chaque fin de période de simulation on recompose le fonds de fagon a
respecter les proportions initiales proposées dans l'allocation stratégique optimale
(cf. Zenios [2007]).

Le plan de cet article sera comme suit : on commence par une revue de |'état de l'art
en matiere d’ALM et d'utilisation des techniques de programmation stochastique. On
présente ensuite les modéles de dynamique des variables financieres considérés
dans ce travail tout en développant une approche novatrice pour la génération de



larbre des scénarios. La troisiéme section est consacrée a la description d'un
modele mathématique générale et typique d’allocation stratégique d’actifs pour un
régime de retraite partiellement provisionné. Enfin, La quatriéme section est
consacrée a la discussion des résultats issus de la résolution de ce modéle via les
techniques de programmation stochastique. A ce stade, différents tests de sensibilité
sont également effectués.

2. Littérature sur la programmation stochastique et sur 'ALM

Dans la littérature, les modeles d’ALM sont généralement classés en trois groupes
présentés chronologiquement comme suit. Le premier groupe contient les modeles
d’adossement (ou matching) et d'immunisation par la duration (cf. Macaulay [1938],
Redington [1952]). Ces modéles se basent sur le fait que les investissements sont
essentiellement effectués dans des obligations. Ceci nous permet d’obtenir, soit un
adossement des flux de trésorerie des actifs financiers a ceux du passif (matching),
soit un adossement de la duration de l'actif a celle du passif (immunisation par la
duration).

Ces techniques étaient utilisées jusqu’'au milieu des années 80 et avaient comme
inconveénients principaux la considération du risque de taux comme seule source de
risque pour le fonds, ainsi que la nécessité d'un rebalancement périodique du
portefeuille en ré-estimant a chaque fois la duration du passif, qui change
continment du fait du changement des taux d'intéréts et de I'écoulement du temps.

Le deuxieme groupe contient les modeles basés sur la simulation de scénarios
déterministes et sur la notion de surplus (Kim et Santomero [1988], Sharpe et Tint
[1990], Leibowitz et al. [1992]). Les modéles de surplus ont pour objet la minimisation
du risque de perte du surplus (mesuré par la variance de la rentabilité du surplus)
sous contraintes de rentabilité et de poids des actifs. lls sont des modéles mono-
périodiques, ce qui limite leur utilité en pratique pour des problemes d’allocation sur
le long terme.

Le troisieme groupe de modeles utilise les techniques de simulation stochastique
(Monte Carlo) pour modéliser I'évolution des différents éléments, que ce soit au
niveau des actifs financiers et des engagements, ou au niveau des variables de
marché et des variables démographiques (cf. Frauendorfer [2007] et Martellini
[2006]). Ainsi les lois de probabilité associées aux résultats du fonds de retraite sur le
long terme peuvent étre estimeées.

A ce niveau, nous nous proposons de distinguer deux sous-groupes de modeles
d’ALM basés sur les techniques stochastiques. L'élément clé de distinction sera si
oui ou non les poids des différents actifs reviennent périodiguement a ceux de
I'allocation stratégique définie initialement (si oui, les modéles seront appelés
modéles a poids constants ou stratégie Fixed-Mix).

Pour le premier sous-groupe de modéles a poids constants (Fixed-Mix ) et malgré les
avancées réalisées avec ces techniques (surtout au niveau de l'implémentation
informatique), l'aspect dynamique de [lallocation stratégique reste encore
marginalisé. En fait, ces modeles permettent de comparer des allocations constantes
dans le temps (statiques) indépendamment des opportunités liées aux évolutions



inter-temporelles des marchés (cf. Merton [1990], Kouwenberg [2001] et Zenios
[2007]).

Le deuxieme sous-groupe de modeles, et le plus récent, est principalement inspiré
de la théorie du choix de la consommation et de portefeuille développée par Merton
[1971]. Il s'agit des modeéles d’allocation « dynamique ». Par exemple, a partir de la
définition de la fonction objectif pour l'investisseur, ces modeles permettent la
détermination d’'une trajectoire des poids des différents actifs jusqu’a la date
d’échéance (I'ajustement des poids est fonction des évolutions projetées du marché
et de la regle de gestion prédéfinie). L'allocation stratégique retenue sera l'allocation
optimale d’actifs a la date initiale t, .

Le cadre dutilisation de ces modeles récents se heurte au probleme
d’'implémentation vu la complexité des outils mathématiques employés (cf. Hainaut et
al. [2005]). L'approche dynamique présente l'avantage théorique de la robustesse
face aux changements de régime des marchés. L’autorisation du changement des
poids des différentes classes d’actifs, sur la base d’'une regle de gestion bien définie,
constitue a priori un élément intéressant. Cela en effet permet I'ajustement des
expositions aux différentes classes d'actifs suite a I'évolution des conditions de
marché.

Cette réflexion sur la construction de modeéles d'allocation dynamique d’actifs
applicables dans une optique prévisionnelle a long-terme nous a donc conduits a
étudier une approche innovante fondée sur les techniques de « programmation
stochastique » (cf. Birge et Louveaux [1997]). Il s'agit d'une version adaptée d’'une
technique déja utilisée dans le domaine de l'ingénierie pour la planification de la
production (cf. Dantzig et al. [1990], Escudero et al. [1993]).

Les concepts basiques des modeles d’ALM sous l'incertitude et avec programmation
stochastique ont été développés par Kallberg et al. [1982] ainsi que Kusy et Ziemba
[1986]. Plusieurs développements ont été ensuite présentés. Parmi les modeles les
plus adoptés en pratique, nous trouvons le modéle de Russel-Yasuda Kasai
développé par Carifio et al. [1994].

Il s’agit d’'un modéle d’ALM pour une compagnie d’assurance japonaise Yasuda basé
sur la programmation stochastique multi-périodique (multistage stochastic
programming). Selon ces auteurs, le modéle permet a Yasuda de combiner a la fois
les outils sophistiqués utilisés en matiere de prise de décision et les outils de gestion
des risques. Ceci permettra d’avoir une analyse plus fiable et plus performante du
positionnement de la société vis-a-vis des différents risques auxquels elle est
exposee.

Un autre modele d’ALM dynamique basé sur la programmation stochastique appelé
« Gestion actif-passif assistée par ordinateur » (en anglais « Computer-aided
asset/liability management ou CALM ») est présenté par Consigli & Dempster
[1998] : ces derniers montrent que le modéle CALM est construit en tenant compte
de lincertitude affectant a la fois les actifs (composant le portefeuille ou existant sur
le marché) et les engagements (sous forme de scénarios dépendant de flux de
décaissement et de colts des opérations d’emprunt).



Le modeéele d’ALM dynamique présenté par Dert [1995] reste également un modeéle
de référence en matiere d'exploitation des techniques de PS pour le pilotage
technique d'un fonds de pension. Il est appliqué dans le cas des fonds de pension a
prestation définie. Dert présente un modeéle d’optimisation qui étudie conjointement la
politique d’investissement et la politique de financement d’'un fonds de pension a
prestations définies en tenant compte de lincertitude économique affectant ses
engagements futurs vis-a-vis de ses adhérents.

Ce modéle permet aussi de déterminer les stratégies d’ALM a adopter, que ce soit
au niveau des décisions d’investissement ou au niveau des taux de cotisation dans
un contexte d’incertitude. Dert constate que les décisions sont différentes que nous
utilisons les stratégies d’ALM dynamiques ou des stratégies d’ALM statiques. De
méme, en utilisant un modele dynamique d’ALM, il a constaté que les stratégies
proposées sont a moindre colt de financement et que les probabilités de sous
financement sont significativement plus faibles.

Plusieurs autres modeéles ont récemment confirmé le succes des techniques de
programmation stochastique dans le contexte de la gestion actif-passif. Dans le cas
spécifiqgue des fonds de pension de type anglo-saxon (qui sont principalement basés
sur la capitalisation et souvent intégralement provisionnés), on peut citer certains
travaux tels que : Geyer et al. [2008] pour les fonds de pension autrichiens, Hilli et al.
[2007] pour les fonds de pension finlandais, Haneveld et al. [2005] pour les fonds de
pension allemands, Boender et al. [2007] pour les fonds de pension néerlandais.

Les modeéles de programmation stochastique les plus appliqués sont les modeéles de
PS avec recours (with recourse, cf. Birge et Louveaux [1997]). Dans le cas mon-
périodique par exemple, la démarche générale de ce type de modéle suppose la
prise de deux décisions: la premiere au début de la période compte tenu de
linformation disponible a cette date et avant la réalisation d’'un évenement aléatoire
et la deuxieme a la fin de la période et apres la réalisation de I'événement aléatoire.

La deuxieme décision est appelée décision de recours. Elle est prise afin de
compenser les éventuelles conséquences négatives dues a une mauvaise décision
initiale. La politique optimale dans ce type de modele permet de définir les décisions
a I'étape initiale ainsi que les différents recours ultérieurs correspondant a chaque
réalisation possible des éléments aléatoires. Ces résultats peuvent ensuite étre
étendus pour le cas de la programmation stochastique multi-périodique. Une
formulation mathématique de ces aspects a été présentée dans I'annexe 1.

Nous nous baserons aussi sur ce principe de recours lors de la résolution du
probleme d’allocation stratégique d’'actifs d'un régime de retraite partiellement
provisionné. Pour cela, nous exposons dans un premier temps les hypotheses
retenues pour la génération de scénarios économiques et financiers avant de passer
a la description du modele typique d’optimisation.

3. La génération de sceénarios économiques et financ  iers

Nous décrivons dans ce qui suit les hypothéses générales du générateur de
scénarios économique (GSE) notamment les modeéles stochastiques retenus pour
chacune des variables modélisées. Ensuite, un rappel des différentes structures



schématiques de projection est effectué. Par ailleurs, nous présentons a la fin de
cette partie une nouvelle méthodologie de génération de scénarios économiques que
nous appelons méthodologie « des quantiles de référence ». Cette derniére sera
utilisée lors de Il'application des techniques de programmation stochastique (cf.
section 5).

3.1 Structure schématique pour la génération de scé  narios

La projection sur le long terme des valeurs de marché des actifs financiers et des
variables macro-économiques, souvent appelée « génération de scénarios
economiques », constitue une phase cruciale dans la gestion actif-passif d’'une
compagnie d’assurance ou d'un fonds de retraite. Elle est un élément central de
I'évaluation des provisions pour les garanties financieres sur des contrats d’épargne
dans le cadre de Solvabilité 2 (cf. Planchet [2009]).

Dans le cas particulier de lallocation stratégique d’actifs, la détermination de
I'allocation optimale vient dans un deuxiéme temps, ultérieurement a la projection
des scénarios, afin de refléter I'attitude face au risque de l'investisseur de long terme.
Un modele d’ALM est supposé tenir compte du schéma d’évolution des différentes
variables économiques et financieres (taux, inflation, rendement des actions, etc.),
impactant aussi bien I'actif que le passif du régime de retraite, en tenant compte de la
cohérence economique des relations entre ces variables.

La méthodologie de mise en place des modeles d’actifs sera donc exposée dans
cette partie. L’objectif de ces modéles est de projeter les valeurs des rendements des
différents actifs financiers (actions, obligations, etc.) ainsi que les différents taux
d’intérét et variables économiques. Cela permet d’évaluer ensuite I'optimalité de la
politique d’investissement financier du fonds et de préserver I'équilibre actuariel
recherché.

Comme I'horizon de l'allocation stratégique est le long terme, le nombre de classes
d’actifs considérés est souvent limité a trois, a savoir : le monétaire, les obligations et
les actions (cf. Campbell et al. [2001]). Dans notre cas, la méthodologie de projection
des variables financieres et économiques sera basée sur des modeles
stochastiques. En pratique, une attention particuliere doit étre portée a l'inflation, qui
est utilisée pour revaloriser les cotisations et les prestations des régimes étudiés.

Le choix d’'un modele de structure par terme des taux doit tenir compte de I'objectif
de planification stratégique de long terme qui differe d’un objectif d’application de
court terme basé sur la précision et la comparaison des résultats avec les prix des
produits dérives tels que ceux observés sur le marché (cf. Faleh et al. [2010]).

Dans le modéle retenu, la structure par terme des taux nominaux est déduite a partir
de la structure par terme des taux réels et de la structure par terme des taux
d’inflation anticipés. Nous avons choisit de modéliser ces deux dernieres par le
modele de Hull et White [1994] a 2 facteurs (taux court et taux long) appliqué dans

un cadre d'équilibre général, avec un principe de retour a la moyenne des taux
d’intérét et avec une tendance (ou drift) dépendante du temps.



Les équations régissant ce processus sont les suivantes :

dr, =k (I, -r )dt+0.dB
dl, =k, (y, -1,)dt +0,dB,

Avec :

I, = le taux d’intérét (réel ou d’inflation) a court terme a la date t .

I, = le taux d’intérét (réel ou d’inflation) a long terme a la date t .

y, = letaux d'intérét (réel ou d'inflation) a long terme moyen.

k, =lavitesse de retour a la moyenne pour les taux d'intérét (réel ou d’inflation) a
long terme.

k., =lavitesse de retour a la moyenne pour les taux d’'intérét (réel ou d’inflation) a

court terme.
o, =lavolatilité des taux d’intérét (réel ou d'inflation) a long terme.

o, =lavolatilité des taux d’intérét (réel ou d'inflation) a court terme.

dB,, = le choc brownien appliqué aux taux d’intérét (réel ou d’inflation) a long terme
aladate t.

dB, ; = le choc brownien appliqué aux taux d’intérét (réel ou d’inflation) a court terme
aladate t.

Ce modéle a le mérite d’étre utilisé pour des fins de projection de long terme et dans
un cadre d’analyse d’'un « monde réel » (Ahlgrim et al. [2005]). Il fournit aussi des
formules explicites pour les prix des obligations zéro-coupon ce qui permet a son
utilisateur d’obtenir les taux de rendements de différentes maturités, a n’importe
quelle date durant la période de simulation (courbe des taux).

Le choix d’'un modéle multi-factoriel garantit une flexibilité au niveau de la forme de la
courbe des taux. Il est montré d’'un autre c6té que le pouvoir explicatif d’'un modéle a
deux parametres est suffisant pour la prévision des changements de taux d’intérét
(Date et al. [2009]). Nos deux facteurs utilisés seront le taux long (ou de long terme)
et le taux court (ou de court terme) comme mentionné ci-dessus.

Nous pourrons obtenir ainsi différentes formes de la courbe des taux en fonction de
I'évolution de sa partie de long terme par rapport a sa position initiale. De méme, en
considérant deux facteurs, nous évitons la limite du modeéle & un seul facteur qui est
celle d’'une corrélation parfaite, égale a 1, entre les taux de rendement exigés sur
différentes maturités. Le taux d’intérét nominal i est déduit de I'approximation
suivante de la relation de Fisher [1931] (avec q et r représentant le taux d’inflation

et le taux d’intérét réel respectivement) :
i =[a+a)x@+r)-1

Les rendements des différentes classes d'actifs obligataires peuvent ensuite étre
déduits a partir de ces projections de taux d’intérét : nominaux, réels et d’inflation
(voir Annexe 2).

Les rendements totaux (avec dividendes réinvestis) des actions sont simulés selon
un modéle de changement de régime tel que proposé par Hardy [2001]. Cela permet
de tenir compte du phénoméne des queues épaisses observé sur le long terme dans



le cas des séries des rendements annuels des actions. Ce modéle suppose donc
gue les rendements des actions évoluent sous I'un de deux régimes suivants : un
premier régime avec une tendance relativement élevée et une volatilité faible des
rendements et un deuxieme régime avec une tendance relativement faible et une
volatilité élevée des rendements.

En supposant p, le régime dans lequel se trouve le processus dans l'intervalle de
temps [t,t+1] et S, la valeur de l'indice de rendement total des actions a l'instant t,
le modéle de changement de régime peut étre formulé ainsi :

Iog(st+1/ Sy )\ Py ~ N(/Jp1 ’05‘ ) P =12

Avec y, et 0; correspondant au rendement moyen et a la volatilité des rendements
des actions sous le régime p, .

Par ailleurs, une matrice de transition P dénote les probabilités de passage entre les
deux régimes :

p =Prlo.. =i/p =i] i=1,2,j=1,2

Les rendements du monétaire sont supposeés suivre chacun un modéle lognormal de
Black et Scholes [1973] :

dM, = u,, xdt+o,, xdZ,
Avec :
M, = Le taux de rendement du monétaire a l'instant t.
U, = Le rendement annuel moyen du monétaire.
o, = La volatilit¢é du rendement du monétaire.
dz,, = Un mouvement brownien corrélé avec les autres variables du modele.

Concernant la corrélation entre les actifs, elle sera supposée étre linéaire : les
corrélations entre les différents variables peuvent étre dans ce cas illustrées a travers
la matrice ci-dessous (ou p; est la corrélation entre I'actif de la ligne i et I'actif de la

ligne j de la matrice) :

(Jz OBLIGATION dz ACTIoN dz MONETAIRE
t t t
dZtOBLIGATION dt p,,0t Pyt
d ZtACTION p,,0t dt ot
dZtMONETAIRE p,,dt 0,,dt dt

Tab. 1 : lllustration de la matrice de corrélation entre les différents actifs du portefeuille

Afin de simuler les browniens des modeles retenus (taux courts, taux longs, etc.) tout
en prenant en compte une structure de corrélation prédéfinie, nous utilisons la
décomposition de Choleski de leur matrice de variance covariance (cf. Campbell et
al. [2001]).
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La calibration de ces processus stochastiques ne constituant pas le coeur du
probleme, des méthodes classiques basées sur les données historiques ont été
retenues pour l'estimation de leurs parametres. Cependant, il parait nécessaire de
signaler que l'approche basée sur les données historiques possede ses propres
limites en matiere de projection sur le long terme soit & cause de la non disponibilité
de la profondeur nécessaire de certaines variables ou a cause du fait que certaines
de ces variables ne sont pas directement observables.

Apres avoir décrit les différents modeéles du GSE a construire, notamment ceux liés
aux variables modélisées, nous présentons dans ce qui suit les deux structures
schématiques de projection souvent rencontrées dans la littérature.

3.2 Structure schématique pour la génération de sc  énarios

Le choix de la structure de projection, appelée aussi structure schématique de
projection, pour chacune des variables du GSE peut étre considéré comme une
problématique a part (cf. Faleh et al. [2010]). Elle concerne la définition du schéma
graphique de transition entre deux valeurs successives, observées a la date t et
t+1, de la méme variable.

Ainsi a chaque variable du GSE peut correspondre une structure de projection
particuliere. Afin de simplifier 'analyse, on suppose dans la suite que la structure de
projection choisie est la méme pour toutes les variables. De méme, on définit un
nceud comme la réalisation possible de la variable modélisée a une date donnée.
Une trajectoire correspond ainsi a I'ensemble des noeuds successifs qui forment un
scénario futur possible d’évolution de la variable financiere ou macro-économique.

On présente ici les caractéristiques des structures de projection les plus utilisées en
pratique. En particulier, deux principales structures peuvent étre avancées a ce
stade : la structure de projection linéaire d’une part (cf. Ahlgrim [2005]) et la structure
d’arborescence d’autre part (cf. Kouwenberg [2001]).

La différence principale entre ces deux structures de projection se situe au niveau de
la nature de la dépendance entre les différentes trajectoires simulées. Alors que pour
les structures de projection linéaire, une seule trajectoire est dérivée a partir de
chaque nceud, les structures par arborescence supposent quant a elles que chaque
nceud possede différents nceud-enfants et ainsi différentes trajectoires possibles sont
déduites a partir de chaque nceud (cf. graph 1).

Par exemple, on se positionne dans le cas ou la projection des rendements des
actions se déroule sur deux périodes seulement et que pour les deux structures on
obtient n, nceuds (ou rendements) a la fin de la premiére période. Si on opte pour
une structure linéaire de projection, on ne peut obtenir que n, noeuds (ou
rendements) a la fin de la deuxieme période, chacun d’entre eux forme avec le nceud
précédent une trajectoire distincte. Si par contre on opte pour une structure d’arbre,
le nombre de scénarios a la fin de la deuxiéme période est m,, avec m, supeérieur a
n, comme on projette difféerents rendements a partir de chacun des n, noeuds
simulés fin de la premiére période (cf. graph 1).
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Fig. 1 : Présentation de deux structures schématiques de projection pour un GSE

La structure d’arbre des scénarios est la forme la plus récente et la plus complexe a
utiliser. On focalisera notre intérét dans la suite sur ce type de structure : il s’agit
d'une structure plus adaptée que la structure linéaire pour I'application des
techniques d’optimisation dynamique, en particulier dans le cas de la détermination
de l'allocation stratégique d’actifs optimale (cf. Kouwenberg [2001]). En effet, chaque
niveau dans I'arbre représente une date future (ou un moment de prise de décision)
et les différents noeuds a chaque niveau représentent les réalisations possibles de la
variable modélisée a cette date. Le graphique 2 représente un exemple plus détaillé
de cette structure.

Comme il est montré dans ce graphique, le nombre des nceuds-enfants a chaque
niveau n’'est pas nécessairement égal a celui du niveau suivant. Par exemple, le
nceud O dans le graphigue a deux nceuds-enfants alors que les nceuds 1 et 2 ont
trois nceuds-enfants. Deux niveaux de I'arbre peuvent ne pas présenter la méme
période de temps. Par exemple, dans le graphique ci-dessus, le niveau 0 peut
représenter le début de I'année O, le niveau 1 la fin de la deuxieme année et le
niveau 2 la fin de la dixieme année. De méme, dans certains arbres de scénarios
complexes, tel que présenté ci-dessous, il pourrait avoir différents nombres de
nceuds-enfants pour les noeuds d’'un méme niveau.

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Fig. 2 : Exemple 1 de présentation de I'arbre des scénarios projetés
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Un deuxieme exemple de cette structure est présenté dans le graphique 3. Dans ce
graphique, la structure de Il'arbre comporte 64 scenarios. Nous retenons 8
réalisations possibles durant la premiére période. A partir de chacune de ces
réalisations, nous déterminons 4 réalisations durant la deuxieme période. Chacune
d’entre elle est ainsi appelée « réalisation conditionnelle » car elle est fonction de la
valeur dans le nceud antécédent. La troisieme période est caractérisée par la

génération de 2 réalisations a partir de celles obtenues a la fin de la deuxieme
période. Ceci donne un total de 8 X4 X2=64 scénarios (ou trajectoires).

.
Orgz---- RS ——— -
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< -—_ P ~<_ -
ST el
S Tas R

~ [} 7

~ .

N

O O . N
N~z -—----- L
< .-
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..
t =0 t=1 t=2 t=3

Fig. 3 : Exemple 2 de présentation de l'arbre des scénarios projetés

Les techniques de programmation stochastique s’appliquent en considérant les
arbres de scénarios comme variable «donnée» (ou input). L’optimisation réalisée via
ces techniques suppose donc comme données exogenes les valeurs de chacun des
nceuds associés aux arbres. Pour cela, nous proposons dans ce qui suit une
nouvelle méthodologie de génération des scénarios économiques tout en essayant
de faire le lien entre structure linéaire et structure par arborescence.

3.3 Méthodologie retenue pour la génération des sc  énarios

La méthodologie présentée a ce niveau servira pour la génération des arbres de
scénario® qui seront utilisés lors de I'application des techniques de la programmation
stochastique (cf. section 5). Elle sera appelée méthodologie « des quantiles de
référence ».

® un arbre pour chaque variable et/ou facteur modélisé.
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Le principe de cette méthodologie repose sur deux éléments clés : le choix d’'une
variable, parmi celles modélisées, comme variable de référence (ex. les rendements
des actions) et le passage de la structure linéaire de projection a une structure
arborescente (pour chacune des variables modélisées) en se basant sur un certain
nombre de quantiles de la variable de référence. La méthodologie « des quantiles de
référence » passe par les étapes suivantes :

Dans un premier temps, nous générons un nombre élevé de
scénarios pour chacune des variables modélisées selon le principe de
la_structure linéaire et compte tenu de la période de projection (ex.
1000 trajectoires possibles sur les 20 prochaines années avec un pas
annuel).

ensuite, nous sélectionnons une classe d'actifs ou une variable
donnée (ex. les rendements des actions) qui sera appelée « variable
de référence ».

puis, a chaque niveau de I'arbre (date t =1 par exemple) associée a la
variable de référence (rendement des actions), nous retiendrons un
nombre prédéfini de quantiles « quantiles de référence » en fonction
de la structure de l'arbre, en particulier en fonction du nombre des
nceuds prévu a cette date (ex. les trois quantiles 99,5 %, 50 % et 0,5
% des rendements des actions a la date t =1 si le nombre de nceud a
cette date est prévu étre égal a 3).

Par ailleurs, nous notons que si le nombre d’années considérées
entre deux niveaux de l'arbre est supérieur a 1, le générateur de
I'arbre déduit le rendement simulé sur la période considérée (ex. 5
ans) a partir du générateur linéaire mentionné ci-dessus selon la
formule suivante :

H
Rarbre = H (1+ Ri )
i=1

ou :
H est la période considérée dans l'arbre (ex. 5 ans)
R, €stle rendement sur la période H

R, est le rendement annuel simulé dans la structure linéaire

Les projections sous forme d’arbres des autres variables (en dehors
de la variable de référence) sont ensuite déterminées : en chaque
nceud de ces arbres, nous donnons a ces variables la valeur qui
correspond a la variable de référence, sur la base des scénarios
simulés en amont avec la structure linéaire de projection. Cette
démarche a le mérite de conserver la structure de dépendance des
scénarios générés. Nous obtenons ainsi, pour chacune des variables
modélisées (les rendements des obligations, linflation, etc.) son
propre arbre de scénarios.

Les flux de passif de départ, dans le cas ou ils sont exprimés en
euros désinflatés, seront également inflatés, compte tenu de l'arbre
obtenu pour rlinflation: ainsi ces flux inflatés seront également
représentés sous forme d’arbre.
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La question du lien entre le choix d’'une part de n quantiles (q;) dans I'arbre des
scenarios (ce qui revient au choix des niveaux de probabilité cumulée a; qui leur
sont associées) et d’autre part le choix des poids (p;) correspondant dans I'arbre des
scénarios se pose au niveau de I'étape 3 du schéma présenté ci-dessus. Le poids
(p;) de chaque quantile reflete la probabilité de son observation par rapport a celles

du reste des quantiles observés a la méme date. Nous nous référons au principe
d’intégrale de Riemann afin de pouvoir mettre en évidence ce lien.

Considérons le cas d’'une variable aléatoire X avec une fonction de répartition F .
Nous supposons aussi que la fonction inverse F™* existe et est continue. L’objectif

bY

A
est de construire la variable discrete X, a travers le choix de n quantiles
(ql,qz,...,qn) tel que q = F'l(ai) pour i =1...,n et a, représentant le niveau de

N
probabilité cumulée associé au quantile g, . Cette variable X, doit également refléter
la distribution initiale de X dans le sens qu’'au moins les espérances des deux
variables doivent converger : E(Xn) ~ E(X).
n— oo

Il s’agit d’'une hypothese simpliste de correspondance entre les deux distributions

(celle de X et celle de )A(n) mais qui permet a ce niveau de formuler une premiére
étude sur le lien entre d’'une part le poids p, , associé a chaque quantile, et d’autre
part le niveau de probabilité a,. Nous cherchons donc les quantiles (g, ) et les poids
(p,) associés a ces quantiles de sorte que la somme pondérée des n quantiles
convergent vers E(X) lorsque n tend vers l'infini.

Pour cela, nous supposons que U représente la loi uniforme sur lintervalle [0,1],
1

nous pouvons écrire donc: E(X)= F*(u)du. D'un autre coté, I'espérance de la
0

A " n n
variable X, se présente comme : E(Xn)z Zpiqi = ZpiF'l(ai). Le calcul de cette
i=1 i=1

derniére revient donc a un calcul de l'intégrale de Riemann pour la fonction F™.
Autrement dit, la valeur de E()?n) peut étre obtenue a travers la somme des
rectangles de base égale a la longueur du segment dont le milieu est a; (segment
que nous pouvons appelé |,) et de hauteur F'l(ai). Le graphique 4 illustre cette
approche. Le poids p;, peut étre estimé a travers la longueur de la base du rectangle
contenant a; (ou la longueur de 1) .

Dans un premier temps, nous pouvons remarquer a travers le graphique 4 que p,
est fonction de la position et donc du niveau des a; (i =1...,n). Ainsi, le fait de
supposer un a; (i =1,...,n) régulier, c’est a dire avec une distance identique entre
les différentes valeurs de a,, permet dobtenir in fine un poids p, =1/ n (cf.
graphique 5). En conséquence, avec une valeur élevée de n, I'hypothese de
régularité de a, garantit la convergence des deux espérances:
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n n
- 1 . L
E(Xn): Zpiqi = Eﬁqi ~ E(X). Le choix de n valeurs de a, équidistants nous
i= i=1 n—e

autorise a estimer I'espérance par une somme pondérée ou chaque p; est égale a
1/ n. Autrement dit, pour une date donnée, si nous optons pour des quantiles
equidistants, le choix de poids identiques pour chaque quantile permet de refléter la
distribution initiale de X .

Considérons maintenant le cas de plusieurs variables que I'on veut représenter sous
forme d’arbre de scénarios tout en conservant les liens entre elles : retenons en
particulier I'exemple de trois variables X ,Y et Z avec X comme variable de
référence. L'objectif est de déterminer le triplet d’observations (X, y,, z,) a un

instant donné et a un noeud précis de I'arbre des scénarios a partir des projections
effectuées selon la structure linéaire. Une approche possible serait de commencer
par la discrétisation de la variable de référence X comme indiqué ci-dessus pour
ensuite retenir les observations simultanément simulées de Y et Z (sur la base d’'un
modele de corrélation prédéfini dans la structure linéaire de projection). Cela se
rapproche du schéma deécrit dans la méthodologie des quantiles de référence : apres
avoir déterminé le rang de x; (ex. 50°™ simulation dans la structure linéaire), nous

retenons les valeurs de y, et de z, correspondant a la méme simulation i .

Outre la prise en compte de la structure de dépendance entre les variables, la
méthodologie « des quantiles de référence » permet de lier les atouts d'une structure
linéaire de projection a ceux de [lutilisation d'une structure arborescente. La
méthodologie proposée réduit également la dimension du probléme initial : le nombre
de scénarios dans l'arbre obtenu avec cette méthodologie peut étre beaucoup moins
élevé que celui dans le cas de la structure linéaire (situé, souvent, au-dela de 1 000
scénarios pour avoir une bonne estimation de la distribution des variables
considérées, cf. Faleh et al. [2010]).

Une autre alternative est également envisageable : il s’agit de raisonner en termes
d’espérance d’'un intervalle J, des points limités par deux quantiles successifs (cf.

graphique 4) au lieu de raisonner en termes de quantiles. Dans ce cadre, nous
aurons :

A
Y

via)=elixes] (i=1..n)
A
z

7, =2 )=€lz/x €3] (i=1..n)

Cela permet d’avoir in fine une estimation, basée sur d’avantages d’observations, du
guantile représentant la distribution initiale.
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Fig.4 : lllustration du lien entre le niveau de probabilité cumulée a; d’'un quantile g, etle
poids associé a ce dernier dans l'arbre des scénarios (cas ou n =3)
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Fig.5 : lllustration du lien entre le niveau de probabilité cumulée a; d'un quantile g, etle
poids associé a ce dernier dans I'arbre des scénarios (cas ou n =3 et a; est

régulier) :p, = p, = P,

Les éléments développés ci-dessus s’inserent dans le cadre de la recherche d’'une
vision a la fois simplifiée, réelle et dynamique des stratégies possibles pour
I'allocation stratégique d’actifs, en présence de contraintes d'ALM. De méme, cette
méthodologie tient compte des hypothéses de distribution des différentes variables
projetées : elle garde la structure de risque initiale en retenant les quantiles
« approximatifs » de cette distribution. Il s'agit d'une stratégie a la fois facile a
expliquer et cohérente. Sa mise en ceuvre n'est pas compliquée et elle peut étre
facilement adoptée par les praticiens.
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4. Le modéle d’optimisation

Il s'agit ici de proposer notre conception pour l'adaptation des techniques de
programmation stochastique, en particuliere celles avec recours, dans un contexte
d'allocation stratégique d'actifs et d’ALM d'un régime de retraite partiellement
provisionné. La programmation stochastique est caractérisée par l'utilisation d'une
fonction objectif qui devra étre optimisée et d'un ensemble de contraintes exprimées
sous forme d’équations linéaires ou non linéaires et qui doivent étre respectées.

La fonction objectif est introduite afin gu’elle illustre la fonction d’utilité du décideur.
La satisfaction des contraintes pourrait étre obtenue par une multitude de solutions.
La PS cherche a déterminer la meilleure solution parmi celles qui satisfont les
contraintes. C’est le cas d’'une analyse type ALM ou la satisfaction de 'adossement
des flux de passifs par les flux d’actifs peut étre faite avec différentes allocations de
portefeuille. La formulation de ce probleme a travers la PS, permet d’aboutir aux
décisions d’allocations d’actifs optimales dans le cadre de I'ALM.

C’est le cas par exemple de la programmation stochastique avec recours qui est la
technique la plus utilisée en pratique parmi les autres techniques de PS (cf. Zenios
[2007]). Rappelons que le principe de la programmation stochastique avec recours
dans le cas d’'une seule période passe par deux étapes. Dans la premiere étape, qui
correspond au début de la période, il y aura une prise de décision sur un élément
incertain. Dans la deuxieme étape, qui correspond a la fin de la période, et apres la
réalisation de la variable aléatoire, des décisions supplémentaires peuvent étre
prises afin d’éviter que les contraintes soient non respectées.

En se basant sur ce principe, nous pouvons considérer I'action de recours dans un
modeéle d’ALM d’un régime de retraite provisionné comme la possibilité de liquider
une partie du portefeuille de marché. L’'action de recours tiendra compte bien
entendu de la réalisation de I'évenement aléatoire qui affectera, dans le contexte
d’ALM, aussi bien l'actif que le passif du régime (ex. performance des actions c6té
actif et inflation des salaires c6té passif). La décision de début de période concerne
dans notre cas la répartition des poids des différents actifs du portefeuille de marché.
Elle va étre ajustée a la fin de la méme période en fonction des réalisations de
'évenement aléatoire considéré (ex. performance observée des actions et inflation
constatée des salaires sur la premiére année).

Pour le modele d'optimisation, nous présentons dans un premier temps un cadre
général et typique du probleme d’optimisation que différents types de régimes de
retraite peuvent rencontrer, notamment ceux partiellement provisionnés. Ce modéle
sera par la suite simplifie au niveau de I'nmplémentation. Le but est ici de proposer
une approche générale permettant la mise en place d’'un modele d’ALM dynamique
basé sur la programmation stochastique multi-périodiques.

A ce titre, nous considérons le cas d’'un fonds de retraite qui possede a la date
initiale t, une réserve W, et qui devra faire face a une série de flux F, (t=1,.... T)

sur les T prochaines années. F, est positive dans le cas ou les cotisations sont
supérieures aux prestations et elle est négative dans le cas contraire. Nous
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supposerons que le dernier flux F; est négatif et qu’il représente I'engagement final
du fonds vis-a-vis de ses adhérents.

Nous nous intéressons a la stratégie d’investissement qui permet de parvenir au
moins a payer ces différents flux, en particulier le dernier F; (ou L). Cela est souvent

le cas d'un régime de retraite partiellement provisionné et ou cette contrainte de
paiement peut, par exemple, étre imposée par le cadre reglementaire en place.
L’idéal serait, bien sdr, d’avoir un montant de réserve finale supérieur a F,. Ceci

étant dit, la prise en compte de I'aversion au risque est elle aussi nécessaire puisque
NOuUS pouvons se retrouver avec une réserve finale W, inférieure a F; .

La fonction objectif retenue, a titre illustratif, se base sur le principe suivant : le fonds
de retraite attribue un malus q pour chaque unité de déficit (écart négatif entre le

montant de la réserve finale W, *° et 'engagement final F,* pour le scénario s) et un
bonus r pour chaque unité de surplus. Pour un scénario S avec un écart positif
entre W;®° et F.° , [utilité totale du fonds de retraite sera augmentée de
r.Q/VTS - FTS).pS (avec p° la probabilité associée au scénario s ). Pour un scénario s
avec un écart négatif entre W,° et F.°, I'utilité totale du fonds de retraite sera
diminuée de q.MTS - FTS).pS. L'utilité totale du fonds sera supposée étre égale a la
somme de ces quantités calculées pour tous les scénarios projetés.

Coté contraintes, différents aspects peuvent étre considérés. La contrainte principale
sera appelée la contrainte de probabilité de ruine : il s’agit d’assurer que la stratégie

optimale d’allocation d’actifs permet d’avoir un W, *supérieur a F;*dans (1-p,, ) fois

du nombre total de scénarios. Plusieurs autres contraintes peuvent étre considérées
(cf. formulation ci-apres).

~

Dans ce qui suit, nous présentons les notations relatives a I'ensemble des
parametres et variables considérées :

Parameétres Déterministes :

hjO : Montant initial investi dans l'actif |

W, : Réserve initiale totale

c? : Codt de transaction pour I'achat de l'actif |
c; : Codt de transaction pour la vente de l'actif ]

|, : Poids inférieur du montant investi dans I'actif j (exprimée en pourcentage de la

réserve totale).
u; : Poids supérieur du montant investi dans l'actif j (exprimée en pourcentage de la

réserve totale).
bjP . Poids maximal du montant d’achat périodique de lactif j (exprimée en

pourcentage de la réserve totale).
b’ : Poids maximal du montant de vente périodique de l'actif j (exprimée en

pourcentage de la réserve totale).
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7, : Durée de la période [t-1,t] en nombre d’années
card(S): Nombre total de scénarios (nombre de branches a la date finale T )
p° : Egale & 1/card(S) (hypothése approximative de la probabilité de chaque

scénario)
g : Bonus de chaque unité de surplus (rémunération)

r : Malus de chaque unité de déficit (pénalité)

Paramétres Stochastiques :

R, : Rendement de l'actif ] sur la période [t-1, t],
F, : Flux de trésorerie de la période [t-1, t]
L, : Engagement final cible (a la date T ) dans le cas du scénario s

Variables de décision :

h,; : Montant investi dans l'actif j entre ladate t et t+1

p,; : Montant d’achat de l'actif | a la date t

S,; - Montant de vente de I'actif j a la date t

W, : Réserve totale a la date t

w; : Surplus (écart positif entre la réserve finale et I'engagement final L, pour le
scénario s)

w?® : Déficit (écart négatif entre la réserve finale et I'engagement final L, pour le
scénario s )

cardM_) : Nombre total des scénarios ou [|'écart entre la réserve finale et
'engagement final est négatif (nombre de scénario ou w*® >0)

p.. : Probabilité maximale acceptée d’avoir des scénarios ou la réserve finale est

inférieure a I'engagement final (w® >0). Autrement dit, le rapport card M_)/card(S)
doit étre inférieur a p,,, -

En se référant aux différentes notations ci-dessus, nous proposons de formuler le
modele général pour I'optimisation de I'allocation stratégique d’actifs d’un régime de
retraite, partiellement provisionné, comme suit :

Objectif :

Maximiser Zps(qwf -rW_S)
SES
Contraintes :

= Contraintes budgétaire : le montant investi a chaque instant t dans I'actif |
doit étre égal au montant investi dans le méme actif a t -1 et capitalisé entre
ces deux dates augmenté (diminué) du montant des achats (ventes) dudit actif
effectués a la date t .
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2hy, =W,
=
— 0
ho; =N +Pg;-So,
ht,j = Rt,jht—l,j + pt,j - S

N

= Contraintes de rebalancement : les flux encaissés a la date t en provenance
de la vente de lactif j ou dun solde technique positif (cotisations >

prestations) constituent I'unique source de financement pour I'achat dudit actif
a la méme date t (y compris les différents frais de transaction).

5(1+ cjp)po,j = 2(1 Cf)so,j

i)
Z(1+ij)ptj = Z(1' CJS)SIJ + Ft
= IS

= Contraintes de portefeuille : le montant investi dans l'actif j est borné a

chaque instant t entre deux montants proportionnels a la valeur de la réserve
observée a la méme date.

W, =h,; =u;W, (Avec: th’j =W,)
i

= Contraintes de transaction : les montants des achats et des ventes de l'actif |
sont plafonnés a chaque instant t en fonction de la valeur de la réserve
observée a la méme date.

P
p.; =T, by W,

S
S =T, byW,

= Contraintes d’équilibre final
W= 2R, h, ., =L, +w?-w?
IS

= Contraintes de probabilité de ruine : d'assurer que la stratégie optimale
d'allocation d'actifs permet d’avoir un W ° supérieur a F,*dans (1-p,, ) fois du

nombre total de scénarios :
card(W_)/ card(S) <p_,

Vt=1,..T-1j €]

Concernant les modeles d’allocation d’actifs, notre étude est axée sur la
comparaison des modeéles disponibles selon les hypothéses sous-jacentes de
« rebalancement » des portefeuilles : nous faisons la distinction entre une gestion
statiqgue (pour laquelle les poids reviennent périodiqguement a ceux de l'allocation
stratégique de long-terme - cas par exemple des modeles a poids constants Fixed-
Mix) et une gestion dynamique, pour laquelle les poids peuvent s’écarter
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définitivement de [lallocation stratégique initiale selon des regles de gestion
prédéfinies.

Concernant la stratégie Fixed-Mix, il pourrait étre considéré qu'a chaque fin de
période de simulation on recompose le fonds de fagon a respecter les proportions
initiales proposées dans l'allocation stratégique optimale. Autrement, il s’agit d'une
stratégie d’investissement dont le principe consiste dans un rebalancement
périodique des poids vers des niveaux cibles, correspondants a ceux de I'allocation
stratégique optimale.

5. Application numérique

Tout au long de l'application numérique développée ci-aprés, nous comparons des
résultats relatifs aux deux stratégies d’allocation d’actifs : celle basée sur la stratégie
Fixed-Mix et celle basée sur les techniqgues de programmation stochastique. Cette
derniere tient compte de la méthodologie des quantiles de référence développée
dans la section 3. Nous testons également la sensibilité de cette nouvelle approche
d’ALM par rapport au changement de certains de ses parameétres, toutes choses
étant égales par ailleurs.

5.1 Implémentation

Pour le modele d’optimisation, objet de I'implémentation, certains parametres seront
considérés comme nuls afin de simplifier la mise en place, en particulier les
parametres relatifs aux contraintes de transaction, de rebalancement et de
portefeuille. Autrement dit, nous supposons l'absence de frais de transaction, des
contraintes de rebalancement et de portefeuille (définies dans la section précédente).

Concernant la mise en place de la méthodologie des « quantiles de référence »,
nous avons supposé que le nombre minimum de quantiles par niveau (ou date) sera
de deux: 97,5 % et 2,5 %. L’'ensemble des quantiles supplémentaires sera choisi de
facon a ce que les distances, en termes de niveaux de probabilité cumulée, entre les
différents quantiles successifs soient les mémes. Autrement dit, si n,=5 désigne le

nombre de quantiles (y compris celui du 97,5 % et celui du 2,5 %) alors cette
distance est égale a:
975-25 975-25
n -1~ 5-1

q
ce qui revient a considérer successivement les quantiles avec les niveaux de
confiance suivants : 2,5 %, 26,25 % (= 2,5 %+23,75 %), 50 % (= 26,25 %+23,75 %),
73,75 % (= 50 %+23,75 %), 97,5 %.

=23,75

Nous considérons aussi qu’a chaque date, les différents quantiles de I'arbre auront la
méme probabilité d’occurence et ainsi un identique p° pour tous les scénarios :
p° =1/ card(S). Cela garantit la convergence vers la distribution réelle de la variable

modélisée du moment ou les niveaux de probabilité cumulée des quantiles sont
equidistants (comme montré dans la sous-section précédente).

La génération des différents arbres sera effectuée via le logiciel MATLAB et compte
tenu d'un méme GSE a structure linéaire identique, en termes de modeles et de
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parametres, a celui retenu dans la section 3. L’horizon des projections (et donc des
différents flux de passif) est de 20 ans.

Dans notre application, les flux de paiement net seront des données exogenes
(illustratives) et supposés étre projetés sur une période de 20 ans (par exemple entre
le 01/01/2011 et le 31/12/2030). Ces flux seront exprimés en termes réels, c'est-a-
dire sans tenir compte de linflation des prix a la consommation hors tabac sur la
période de projection. Le graphique ci-dessous représente la série des flux de passif
considérée :

200

100 A

)

-100 -

9 10 11 12 H H ﬁ H Ii—9| 0|

-200

-400

-500

Année

Fig. 6 : Flux de passif (désinflatés) sur 20 ans

Parmi les inputs supplémentaires de MATLAB nous supposerons les parametres
standards suivants :

Structure des nceuds de l'arbre [1 5 4 4]
Structure des périodes de l'arbre {1 4 15}
Per 20 %

q 2

r 1

W, 10 000
Variable de référence Rdt des actions

Tab.2 : Parameétres standards dans le modele d’optimisation stochastique multi- périodique

Nous rappelons que la structure des nceuds de l'arbre correspond au vecteur du
nombre de nceuds-enfants a chacune des quatre niveaux considérés dans I'exemple
((n,n.n, n_J). La structure des périodes de l'arbre correspond au vecteur des

horizons de projection supposeés entre deux niveaux ({H, H, H, }).

L'implémentation du modéle d’optimisation stochastique multi-périodique est quant a
elle effectuée via le langage de modélisation AMPL (cf. Fourer et al. [2002]). Ce
dernier est adapté pour le type de problématique basé sur la programmation
stochastique avec recours : aprés lui avoir précisé les différents parameétres (les
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parametres déterministes, les paramétres stochastiques, les variables de décisions,
I'arbre des scénarios, etc.), 'optimisation est effectuée avec un solveur généralement
dédié a la PS avec recours (cf. Hilli et al. [2007]).

Parallelement, le probleme d’optimisation sera mis en place dans le cadre de la
stratégie Fixed-Mix en gardant le méme GSE et les mémes parametres que ceux
utilisés pour la stratégie avec programmation stochastique (cf. graphique 7). Le
méme flux de passif sera également considéré dans les deux stratégies. Le nombre
de scénarios projetés dans le cas de la stratégie Fixed-Mix est 1000 scénarios.

La résolution du probleme de détermination ded@dtion stratégique d’actifs pour le régime

de retraite étudié dans un cadre de stratéigied-Mix passe en pratique par trois principales
étapes. Apres avoir déterminé I'ensemble des ditotsa d’actifs possibles (allocations a

tester), la premiére étape consiste a générer rdgsctbires pour chaque classe d'actifs
(actions, obligations, immobilier, etc.). La deuri& étape consiste a projeter chaque
allocation possible en fonction de la regle deigastiu dispositif. La troisieme étape vise a
déterminer la valeur de la fonction objectif pounacune de ces allocations. Seront
susceptibles d’étre retenues alors celles qui magim la fonction objectif et respectent les

contraintes définies ci-dessus.

¥
II
-
\/

Génération de scénarios
stochastiques selon la structure
linéaire (ex. 1000 scénarios pour

chaque variable)

Méthodologie
des « quantiles
de référence »

A 4
Passage a la structure

arborescente
Langage
MATLAB
Langage
AMPL
A 4

Centralisation des
données sur les
Scénarios et les

v

Optimisation selon parameétres d’ALM
la stratégie Fixed-
Mix
Langage
AMPL
A 4
Optimisation
dynamique selon la
Etude de sensibilité, lps

A 4

comparaison des
résultats, etc.

Fig. 7 : Logigramme des traitements effectués dans le cadre de I'étude du modéle d’ALM
développé
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Le graphique 7 synthétise la démarche générale adoptée lors de I'application
numerique. Dans ce graphique, le cercle représente la méthodologie ou le logiciel
utilisé. Le rectangle représente, quant a lui, une étape dans I'étude du modéle d’ALM
développé.

5.2 Discussion des résultats

Nous étudierons ici l'effet du changement des « quantiles de référence » sur
I'allocation finale, toutes choses étant égales par ailleurs. De méme, la structure des
nceuds de cet arbre sera considérée variable : différents tests seront effectués pour
mettre en évidence I'impact du changement de cette structure sur les résultats finaux
de l'allocation. Un test supplémentaire par rapport au nombre d’années entre deux
niveaux de l'arbre est mis en évidence : il s'agit du test de changement de la
structure des périodes de I'arbre, toutes choses étant égales par ailleurs.

Le tableau de la structure des nceuds de l'arbre (cf. tableau 3) indique les poids
optimaux du portefeuille au niveau t = 0 pour différentes structures de nceuds
possibles ((1533],[1733],[1933],[1344],[1444]et[154 4]), toutes choses
étant égales par ailleurs.

Il s’agit de I'allocation initiale recommandée, début 2010, pour chacune de ces
structures. Il est supposé que les poids vont étre ajustés aux différents niveaux
ultérieurs de I'arbre compte tenu des évolutions possibles des variables modélisées.
Cela donne lieu en fait non pas a une unique allocation stratégique vers laquelle
nous convergeons de facon périodique et systématique via un processus de
rebalancement (cas de la stratégie Fixed-Mix) mais plutét & un « chemin » optimal
d’allocations avec comme point de départ les allocations du tableau 2. Un exemple
du « chemin » optimal d’allocations obtenu sur toute la période de projection (tout au
long de I'arbre) est donné dans les graphiques 8 et 9 respectivement pour les deux
structures [1 53 3] et[15 4 4].

Le tableau 3 présente également la valeur de la fonction objectif et la probabilité de
ruine estimées pour chacune de ces solutions. Quant a la «réserve initiale
minimale », elle correspond a W, minimale a partir de laquelle il est possible d’avoir

au moins un « chemin » d’allocation résolvant le probleme d’optimisation. Nous
notons que plus la réserve initiale est élevée, plus la probabilité de ne pas couvrir
'engagement final cible L, est faible et implicitement I'effet de la pénalité devient

négligeable. Le méme tableau présente les valeurs de ces différents indicateurs
obtenus dans le cas de la stratégie Fixed-mix. Il est intéressant d’étudier la
convergence entre les deux stratégies lorsque nous augmentons sensiblement le
nombre de scénarios mis en jeu dans l'arbre.

Nous constatons que, méme si I'allocation initiale recommandée est la méme pour
les différentes structures (a savoir 100 % actions), les valeurs estimées de la fonction
objectif et de la probabilité de ruine different nettement selon la structure des

! Rappel : Nous adoptons la convention d’écriture suivante: [1 5 3 3] signifie par exemple que le
nceud parent initial a 5 naeuds enfants, lesquels ont chacun 3 nceuds enfants, puis chacun d’entre eux
encore 3 nceuds enfants.
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nceuds, en particulier pour le cas des structures qui supposent principalement un
découpage en trois quantiles (a savoir [1 53 3], [1 7 3 3], [1 9 3 3]) ainsi que pour
celles basées essentiellement sur une projection en quatre quantiles (a savoir [1 3 4
4], [1 4 4 4], [1 5 4 4]). Le premier groupe permet d’avoir des valeurs de la fonction
objectif relativement plus élevées avec des niveaux de probabilité de ruine
egalement plus élevés. Autrement dit, pour pouvoir obtenir un meilleur rendement
I'investisseur doit aussi assumer plus de risque : nous retrouvons ainsi le cadre de la
théorie d'efficience de Markowitz [1952].

Incidemment, nous remarquons que l'effet de la structure des nceuds sur la valeur du
couple d’indicateurs (objectif / probabilité de ruine) est trés significatif, voire méme
plus important que I'effet du nombre de scénarios ou du nhombre total de nceuds dans
'arbre. En fait, 'augmentation du nombre de scénarios (en passant par exemple de
45 scénarios avec la structure [1 5 3 3] a 80 scénarios avec la structure [1 5 4 4]) ne
donne pas forcément lieu a une convergence de la valeur de la fonction objectif vers
celle de la stratégie Fixed-Mix (31 817 euros), mais au contraire nous constatons la
baisse de la valeur de la fonction objectif passant de 28 327 a 24 103, le tout
accompagné d’un profil de risque de moins au moins éleveé (en particulier, le passage
de la structure [1 7 3 3] a la structure [1 5 4 4] induit la baisse du niveau de risque de
19 % a 11 %).

Par ailleurs, plus le nombre de scénarios augmente dans I'arbre, plus le besoin initial
en réserve diminue et converge vers celui exprimé dans le modéle Fixed-Mix. Par
exemple, dans le cas de la structure [1 5 3 3], qui correspond au nombre de
scénarios le moins élevé, I'exigence en capital initial est également la plus élevée (8
000). A l'inverse, la structure [1 5 4 4] qui comporte pratiquement le plus grand
nombre de scénarios possede, quant a elle, la valeur de la réserve initiale minimale
la plus faible. On le voit, le réle du nombre de scénarios intervient plus au niveau de
la réserve initiale minimale exigée qu’au niveau de la convergence vers la solution
optimale absolue.

Structure des nceuds de |'arbre

[1533] 2733 [1933 [1344] [1444 [1 5 4 4]|Fixed Mix
Monétaire 0% 0 0% 0% 0% 0% 0%
Obligation 0% 0 0% 0% 0% 0% 0%
Action 100% 100% 100% 100% 100% 100% 1009
Fonction objectif 28 327 27 953 28173 24 093 23283 @ 1] 31817
Probabilité de ruine 13,30% 19,00%) 18,509 12,50%  11,00% 11,25% 13,70%
Réserve initiale minimale 8000 8000 6000 6000 4000 4000 4000
Nombre de scénarios 45 63 81 49 64 80 100p
Nombre total de nceuds 65 91 117 63 84 105 -

Tab. 3 : Allocations optimales et leurs caractéristiques en fonction des structures de l'arbre
retenues et des stratégies retenues (avec la structure des périodes {1 4 15} et les actions
comme variable de référence)

Le tableau 4, relatif a la structure des périodes de I'arbre, montre que les résultats
obtenus via la programmation stochastique sont trées sensibles au choix de la
structure retenue pour les durées des périodes (ou précisément les sous-périodes
sur la durée totale de 20 ans), cela en supposant un méme flux de passif de départ.
Plus précisément, nous procédons en agrégeant sur 20 ans un méme flux de passif
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via différentes structures de période, a savoir les suivantes : {1 4 15}, {11 18}, {1 9
10}, {6 7 7}, {109 1}, {15 4 1} et {18 1 1}°.

Nous constatons a ce niveau que les valeurs pour la fonction objectif et pour la
probabilité de ruine different sensiblement selon que I'agrégation est essentiellement
effectuée sur les 15 derniéres années (par exemple {1 4 15} et {1 1 18}) ou sur les 15
premieres années (par exemple {15 4 1} et {18 1 1}). L’exposition au risque action
peut également fluctuer de 0 % a 100 % sur l'allocation initiale recommandée. Bien
entendu, 'ampleur et le sens de cet impact sur les différents indicateurs (valeur de la
fonction objectif, poids optimaux, etc.) ne peut pas étre généralisé puisque cela
dépend de la série de flux de passif considérée. La réserve initiale minimale
nécessaire pour avoir une solution au probleme reste, quant a elle, quasi constante,
guelle que soit la structure des périodes retenue.

Le tableau 5 étudie la sensibilité de I'allocation optimale par rapport au choix effectué
pour la variable de référence (ex. rendement des actions) dans le cadre de la
méthodologie proposée (méthodologie « des quantiles de référence »), toutes
choses étant égales par ailleurs. L'effet de ce choix sur les valeurs de la fonction
objectif, la probabilité de ruine ainsi que la réserve initiale minimale est étudié.

Nous notons gue le changement de la variable de référence a un effet moindre sur
l'allocation optimale initiale a to que le changement de la structure des périodes de
larbre (cf. tableau 4). De méme, nous remarguons une baisse significative de la
valeur de la fonction objectif, accompagnée par une aversion au risque plus
importante lorsque l'on passe des actions comme variable de référence au
monétaire : la valeur de la fonction objectif pour la solution optimale passe ainsi de
24 103 dans le cas des actions a 16 587 dans le cas du monétaire tandis que la
probabilité de ruine estimée passe respectivement de 11 % a 0 %, indiquant un
degré élevé de prudence dans le chemin d’allocations recommandé dans le cas du
monétaire.

Cela montre l'importance significative du choix de la variable de référence a ce
niveau. La réserve initiale minimale nécessaire pour avoir une solution au probleme
reste, quant a elle, quasi constante quel que soit le quantile de référence retenu.

Structure des périodes de l'arbre

{1413 {1118 [ {1910} 677 {10 9 1} {1541 | {1811
Monétaire 0% 0% 83,50% 0,00% 86% 0 0%
Obligation 0% 0% 0% 6,50% 14% 17,5% 15%
Action 100% 100% 16,50% 93,50% 0% 82,50% 85%
Fonction objectif 24103 24 646 23459 24035 18 004 W4 23436
Probabilité de ruine 11,25% 15,00% 17,509 12,50% 5009  ,00% 11,00%
Réserve initiale minimale 4000 4000 4000 4000 4000 300( 0040

Tab. 4 : Allocations optimales et leurs caractéristiques en fonction des horizons retenus
(avec la structure des nceuds [1 5 4 4] et les actions comme variable de référence)

8 Rappel : Nous adoptons la convention d’écriture suivante : {1 4 15} signifie par exemple les 3 sous-
périodes consécutives 1 ans, 4 ans et 15 ans.
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Variables de référence

Action Monétaire | Obligation Inflation
Monétaire 0% 32,20% 0% 0%
Obligation 0% 0% 0% 0%
Action 100% 67,80% 100% 100%
Fonction objectif 24 103 16 587 19 467 16 370
Probabilité de ruine 11% 0% 0% 0%
Réserve initiale minimale 4000 3000 4000 4000

Tab. 5 : Allocations optimales et leurs caractéristiques en fonction des quantiles de référence
retenus(avec la structure des nceuds [1 5 4 4] et la structure des périodes {1 4 15})

Le tableau suivant résume nos différentes constatations sur I'effet du changement de

certains facteurs d’entrée (input) sur les états de sortie (output) du modele d’ALM

développé.

Output
Facteur o Fonction objectif /probabilité de ruine Réserveiaié minimalg Allocation initiale optimale
Structure des nceuds ) () 0
Structure des périodes (+) () *)
Variable de référence () 0 )
Nombre de scénarios () (+) ()

e :(+) sile facteur a un impact significatif sur la valeur de l'indicateur de sortie (output)
(-) si le facteur n'a pas d'impact significatif sur la valeur de l'indicateur de sortie (output)

Tab. 6 : Synthese de I'impact constaté de certains facteurs sur les résultats obtenus par le
modele d'ALM proposé

Concernant les deux graphiques 8 et 9, et pour mieux les comprendre, nous
décrivons dans un premier temps le graphique 8 (ayant la structure des nceuds [1 5 4
4] et la structure des périodes {1 4 15}). Chaque rectangle dans ce graphique
représente l'allocation optimale, selon le modéle proposé d'ALM, a l'instant indiqué et
dans le cas du scénario de marché correspondant : c'est pour cette raison que l'arbre
des allocations est identique, dans son schéma de présentation, a l'arbre des
scénarios. La différence est que l'arbre des allocations indique, a chaque nceud,
I'allocation prévue étre optimale plutét que la performance anticipée (ou projetée) du
marché.

Par exemple, l'allocation optimale a l'instant t, est indiquée par le vecteur (0 %, 0 %,
100 %) dont les éléments sont les poids respectifs du monétaire, des obligations et
des actions. n, correspond au nombre de nceuds dans l'arbre a linstant t,. En
passant a l'instant t,, autrement dit aprés une année selon la structure des périodes
considérée, nous avons cing scénarios possibles de marché (n, =5). Le modele

d'ALM basé sur la PS indique, pour chacun de ces scénarios, l'allocation optimale
correspondante, par exemple (0 %, 100 %, 0 %) pour le scénario de marché le plus
défavorable représenté par le rectangle tout a fait en bas dans le graphique. La
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méme lecture peut étre appliguée aux instants ultérieurs de prise de décision
(notamment t, ) ainsi qu'au graphique 9.

Les graphiques 8 et 9 illustrent deux « chemins » optimaux d’allocations proposées
pour une méme structure de période (celle du {1 4 15}) et pour deux structures de
nceuds différentes (respectivement [1 5 4 4] et [1 5 3 3]). Nous constatons une nette
différence entre les deux chemins surtout au niveau des 15 dernieres années, ce qui
est du au fait que la structure des nceuds diverge sur cette période. La dynamique
des poids est mise en évidence via ces deux graphiques : le processus suppose une
adaptation « optimale » de la composition du portefeuille compte tenu des scénarios
économiques projetés. Les nceuds représentants les « pires » scénarios (ceux qui se
situent en bas) tendent souvent a préconiser plus d'obligations que les autres,
compte tenu de I'hypothése que les obligations représentent moins de risque que les
actions.

Selon le modéle d’allocation stratégique d’actifs développé ici (en se basant sur les
techniques de programmation stochastique), la regle générale constatée de
cheminement des allocations optimales est la suivante :

- soit la réalisation de la période précédente est favorable (le rendement du
portefeuille a augmenté) le portefeuille s’autorise a rajouter de l'actif risqué
(notamment les actions),

- sinon le portefeuille tend a se couvrir de plus en plus en actif moins risqué.

A titre d’exemple, dans le graphique 8, le scénario le plus défavorable entre t, et t,

conduit a une allocation « 100 % obligations » (comme le montre le nceud le plus bas
a la date t,) : il s'agit d’'une réponse a cette évolution défavorable du rendement du

portefeuille avec sa composition précédente (a la date t,). Les nceuds enfants a t,

dudit nceud ne préconisent pas la méme allocation. En particulier, nous constatons
un retour a l'allocation « 100 % actions » pour le nceud enfant qui suit le scénario le
plus favorable entre t, et t,. De méme, l'allocation reste fortement chargée en

obligation suite au scénario le plus défavorable entre ces deux dates (65,6 %
obligation contre 34,4 % actions).

De facon plus générale et synthétique, selon ce modele d’ALM basé sur la
programmation stochastique, au fur et a mesure gque nous rencontrons des scénarios
favorables, I'allocation préconisée commence a retenir de plus en plus d'actions,
dans le cas inverse le portefeuille se charge en actifs non risqués. La non utilisation
de bornes supérieures pour les poids de différentes classes d’actifs a permis, a notre
avis, de mieux mettre en évidence ce constat. En pratique, le recours a l'utilisation de

telles bornes est souvent le cas en pratique.

Cela nous emmeéne a avancer deux dernieres remarques. Dans la premiere, nous
tenons a rappeler le role des valeurs retenues pour les variables d’entrée du
modéle : leur modification conduit sGrement a des valeurs de sortie différentes (en
particulier pour I'allocation initiale optimale). L’objet de cette étude été, rappelons le,
d’illustrer et de mettre en évidence le cadre d'utilisation des techniques de PS pour
lallocation stratégique d'un régime de retraire partiellement provisionné. La
deuxieme remarque a trait a I'élargissement du champ des tests de sensibilités,
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notamment le test d’'impact de structure de nceud plus grande. Cela n'a pas été
effectué a ce stade mais pourra faire I'objet de prochaines études spécifiques.
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Fig. 8 : Présentation de I'arbre des allocations (« chemin ») obtenu par le modele
d’optimisation avec PS (cas des paramétres standards, en particulier la structure des noeuds
[1 5 4 4] et la structure des périodes {1 4 15})
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6. Conclusion

La programmation stochastique traite en général des problématiques de planification
en présence d’incertitude. Ce type de probléme se rencontre le plus souvent dans
les modéles qui a la fois s'échelonnent dans le temps et ou les décisions prises a
une période donnée ont des implications sur celles prises a la période suivante (et
evidemment ou l'aléa continue a exister au niveau des parameétres des périodes
subséquentes).

Cet article a présenté un modele de programmation stochastique développé dans le
cadre de lallocation stratégique d’actifs d’'un régime de retraite partiellement
provisionné. Le modéle il peut étre adapté par différents régimes de retraite en
France, souvent partiellement provisionnés. La modélisation a été effectuée en deux
temps : le choix des modeéles de dynamiques et de la structure de projection des
variables financieres puis ensuite la modélisation du probléme d’optimisation pour le
régime de retraite considéré (avec la spécification des variables de décision, des
variables stochastiques, la fonction objectif et les contraintes).

L’approche ainsi proposée constitue une alternative et/ou un complément a celles qui
sont souvent utilisées en pratique (stratégie Fixed-Mix, etc.). Sa mise en ceuvre est
relativement simple et permet d’intégrer une vision dynamique de [lallocation
stratégique d’actifs. Les résultats obtenus par le modele d’ALM développé indiquent
une sensibilité significative dans le cas des structures d’arbre relativement petites. La
robustesse et la stabilité des résultats du modeéle dans le cas de structures d’arbre
plus grandes constituent I'un des sujets de nos prochaines études.

Annexes

Annexe 1 : principes de la formulation mathématique de la PS avec recours (cf.
Birge et Louveaux [1997] et Castro [2009])

La formulation d'un programme stochastique linéaire avec recours (a deux étapes)
peut étre présentée comme suit (en supposant x un vecteur de décision (nx1) et c,
A et b sont des données connues de taille (nx1), (mxn)et(mx1)) :

min ¢ x+E, (Q(x,w))

sc. Ax=b

x =0
avec :
Qlx,w) = myin(q(w) y)

sc. T(w)x +W (w)y(w) = h(w)
y €Y CR™

La fonction de recours Ew(Q(x,w)) est fournie par les quatre éléments suivants :
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- un ensemble Y qui décrit I'ensemble réalisable des actions de
recours, par exemple Y = {y ER™ |y 20} ;

- @ :unvecteur de codts de recours (n, x 1);

- W :une matrice sx n,, elle est appelée la matrice de recours.

- T : une matrice n,xn reliant x a y, elle est appelée la matrice de

technologie (nous rappelons que x est un vecteur de décision de
taille nx1).

La formulation présentée ci-dessus est composée de deux programmes. Le premier
programme minimise les codts directs de la premiére étape, ¢ x, plus I'espérance du
colt du recours appelée également fonction de recours, E,(Q(x,w)). Cela tient

compte évidemment de toutes les réalisations possibles de I'évenement aléatoire
a et du respect de la contrainte Ax =b. Le colt de recours Q(x,w) dépend a la fois
de la valeur x (la décision de la premiéere étape) et de I'élément aléatoire w. Le
deuxiéme programme décrit comment choisir les décisions qui forment y(w) .

L'objectif & ce stade est de minimiser le codt de recours q(w) y compte tenu d’une
contrainte liée aux actions de recours elles-mémes : T (w)x +W (w)y(w) = h(w) .

Nous pouvons réecrire la formulation ci-dessus sous un seul et unique programme,
appelé la forme étendue (extensive form) :

mxin c'x+E,Qx,w)

s.c. AX=Db
T (w)x +W (w)y (w) = h(w)
x >0,y =0

En supposant que pour chaque scénario il existe une action de recours
correspondante (y,,i=1,..,s), le probleme de programmation stochastique linéaire

avec recours (a deux étapes) se présentera comme suit :

miyn c'X+ SZpiq' (wi)yi
X¥i i=1
S.C.
Ax=Db
T(wi )X +W(wi)yi =h((*‘-)i) .
y, =0 } i=1.,s
x =0

Les éléments développés jusque la restent valables dans le cas d’'un programme
stochastique non-linéaire (a deux étapes). Le probléme peut étre présenté sous la
forme générale suivante :
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min c(x)+ ‘SZpiq(yi:wi)

S.C.

T(wi )X +W(wi)yi :h(wi) i=1
i=1...,s
yi &Y

X EX CR"
ol c(x) : correspond au colt engendré par les décisions de la premiére étape.

X :reflete 'ensemble des contraintes a respecter par x (dans le cas linéaire
étudié précédemment, X a été définie comme suit : X ={x : Ax =b,x =0})

Finalement, nous pouvons aller plus loin pour généraliser cette présentation au cas
multi-périodique (ou multi-étapes). Dans ce cas, nous nous trouvons face a une
séquence temporelle du couple observation/décision. Pour k étapes, il est possible
de formuler le probleme ainsi :

min cl(xl)+ E,.. [mincz(xz(wz); wz)]+.,_,+ E,. [minck (Xk (w"); w")]

s.c. W,x,=h,

X (w?)+ T, (w
() ()w'l

lf0x( ) 0 i=2..k

Avec :
W, (i=1...,k): représentent des matrices connues de taille m, xn,.

h, : représente un vecteur connu dans R™.

h, (i=2..,m,): représentent des vecteurs aléatoires dans R™ .

T, (i=1...,k-1) : représentent les matrices aléatoires de taille m, ><(ni -1).

X; (i=1...,k): représente le vecteur des décisions a I'étape i avec x, ER™ (pour
i>1, x, dépend des évenements aléatoires antérieures).

w' : représente I'historique des événements aléatoires jusqu’a I'étape i .

La formulation ci-dessus suppose implicitement que les décisions prises dépendent
exclusivement des données du passé : ces décisions sont les mémes a l'étape i
pour les scénarios qui ont un historique commun jusqu’a I'étape i-1

Annexe 2 : passage des valeurs des taux aux prix de s produits de taux (cf.
Hibbert et al. [2001])

Le prix, a linstant t, d’'une obligation zéro-coupon qui paie une unité monétaire a
linstant T est donné par les équations suivantes :

P(t,T)=explA( -t)-B,(T -t)r, -B,(T -t)I,]
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Avec :

k, 1-e* 1-e*®
Bl(s) = [ -

]

k -k ' K K,
B,(s) = 1E
AS) = B,(5)-5) ,JZC’T )+Bl(s)u,-°fj—;f5)2+%f kiz(B<s)+W+
L ™) 2 fettr) ki fe®)

kkF 2 kbk-k) k+k) Tkl kP 2k
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