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RESOLUTION DU PROBLEME DES ARCS DE NASH POUR UNE
FAMILLE D’HYPERSURFACES QUASI-RATIONNELLES

MAXIMILIANO LEYTON-ALVAREZ

RESUME. Le probléme des arcs de Nash pour les singularités normales de surfaces affirme
qu’il y aurait autant de familles d’arcs sur un germe de surface singulier (S,0) que de
diviseurs essentiels sur (5, O). Il est connu que ce probléme se réduit a étudier les singularités
quasi-rationnelles. L’objet de cet article est de répondre positivement au probléme de Nash
pour une famille d’hypersurfaces quasi-rationnelles non rationnelles. On applique la méme
méthode pour répondre positivement & ce probléme dans les cas de singularités de type Eg
et E7 et pour fournir une nouvelle preuve dans le cas de singularités de type D, n > 4.

ABSTRACT. A solution to the Nash problem on arcs for a family of quasi-rational
hypersurfaces. The Nash problem on arcs for normal surface singularities states that there
are as many arc families on a germ (.5, O) of a singular surface as there are essential divisors
over (S,0). It is known that this problem can be reduced to the study of quasi-rational
singularities. In this paper we give a positive answer to the Nash problem for a family of
non-rational quasi-rational hypersurfaces. The same method is applied to answer positively
to this problem in the case of E¢ and E; type singularities, and to provide new proof in the
case of D,,, n > 4, type singularities.

1. INTRODUCTION

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V' une variété algébrique
normale sur k et # : X — V une désingularisation divisorielle de V', c’est-a-dire 7 est
une désingularisation (7 est un morphisme propre et birationnel tel que le morphisme 7 :
X\771(Sing V) — V\ Sing V est un isomorphisme, ot Sing V' est le lieu singulier de V et X
est lisse) telle que les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle 7—!(Sing V') sont de
codimension 1 dans X. On sait, d’aprés le théoréme de résolution des singularités d’Hironaka,
que cette désingularisation existe.

Si 7/ : X" — V est une autre désingularisation de V, alors (7)™t om : X --» X' est une
application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7.
Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une variété lisse), il
existe un ouvert E de E sur lequel I'application birationnelle (7')~! o 7 est bien définie. Le
diviseur E est appelé diviseur essentiel sur'V si pour toute désingularisation 7’ : X’ — V de V
I'adhérence de (7')~!or(E®) dans X' est une composante irréductible de la fibre exceptionnelle
du morphisme 7’. On note Ess(V') I'ensemble de diviseurs essentiels sur V.

On remarque que, si V' est une surface algébrique normale sur k, les diviseurs essentiels sur
V sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale de V.

Soit K un corps d’extension de k. Un morphisme Spec K[t]/(t™+!) — V (resp. Spec K[[t]] —
V') est appelé (K, m)-jet (resp. K-arc).

Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la catégorie des ensembles. On considére
le foncteur contravariant suivant :

Fy, : Sch/k — Ens, Y — Hom(Y xy Specklt]/(t™H1), V).

Date: 13 juillet 2011.
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Ce foncteur est représentable de forme canonique par un schéma V,, de type fini sur k,
c’est-a-dire on a :

Hom (Y xy Speck[t]/(t™ 1), V) = Hom(Y, V,,,),

ol Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma V,,, est appelé [’espace de m-jet sur V.
L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(#™!) — k[t]/(t™) induit un morphisme affine
m * Vm — Vim—1. Les morphismes p,,,, : Vip, — Vi, oitn < m et p,,, = Ppi10-- ° Dy
forment un systéme projectif. Comme les morphismes p,, : V,, — V,,—1 sont affines (voir
[Ish07] ou [EMO09]), la limite projective existe. On note V, cette limite projective, c’est-a-dire
Ve i= hm Vin. La limite projective V4 est un schéma qui n’est pas en général de type fini sur

k. Le schema Vo est appelé [l’espace d’arcs sur V.

L’espace d’arcs Vi, a la propriété fonctorielle suivante (voir [IKO03|) : Le foncteur Y —
Hom(Y Xy Speck|[t]], V), ot Y est un schéma quelconque sur k et Y X Speck|[t]] est le com-
plété formel du schéma Y xy Speck|[[t]] le long du sous-schéma Y x Speck, est représentable
par le schéma V..

D’aprés la propriété fonctorielle de 'espace d’arcs Vi, les K-points de V sont en corres-
pondance bijective avec les K-arcs sur V. Par abus de notation, pour a € V,, on note a son
k.-arc correspondant, ol k., est le corps résiduel du point a.

Soit Py : Voo — V la projection canonique a — «(0), ot 0 est le point fermé de Spec kq[[t]]-
On note V2 := p2l(Sing V), ot SingV est le lieu singulier de V, et CAV(V) Iensemble de
composantes irréductibles de V.

Nash a démontré que l'application suivante est bien définie et injective (voir [Nas9]) :
Ny : CN (V) — Ess(V),C — {a(0)},
ou le ky-arc « est le point générique de C' € CN(V), le k,-arc @ est le relévement & X du

k,-arc a, c’est-a-dire @ est I'unique morphisme tel que 7 0 @ = a, et {a(0)} I'adhérence du
point @(0). Cette application est appelée application de Nash associée a V.

Le probléme de Nash consiste a étudier la surjectivité de I'application de Nash Ny .

Dans plusieurs cas la surjectivité de cette application a été prouvée. Par exemple pour
les singularités A, ([Nas95|), les singularités I, (JP1€08]), les surfaces sandwichs ([LJRLI9]),
les variétés toriques (JIK03]), les hypersurfaces quasi-ordinaires (J[GP07]), les variétés toriques
stables (|[Pet09]), et d’autres cas qu’on peut trouver dans les articles suivants ([Ish05], [Ish06],
[CP07], [GSLI97], [LIS0],[Mox08], [PPP06], [PPPOS], [Reg93]).

Dans Particle [IK03] Ishii et Kollar montrent que 'application de Nash associée a 1’hyper-
surface de A} donnée par l'équation z3 + 23 + 23 + 23 + 28 = 0 n’est pas surjective. Or,
en dimension deux ou trois il n’y a pas d’exemple publié ot I'application de Nash n’est pas
surjective.

Soit E un diviseur essentiel sur V' (E € Ess(V)). On note Ng l'adhérence dans V,, de
I’ensemble suivant :
{a € Vio\(Sing V) | @(0) € E},

ol (Sing V)« est le sous-ensemble fermé de V, des arcs qui sont concentrés en Sing V. L’en-
semble Ng est irréductible et on a :
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Voé;) - UE Ng,
voir [Reg06]. On note ag le point générique de Ng.

Un morphisme w : Spec K[[s,t]] — V est appelé K-wedge sur V. D’aprés la propriété
fonctorielle de 'espace d’arcs Vo, les K-wedges sont en correspondance bijective avec les
K{[[s]]-points de V4. L’image du point fermé (resp. du point générique) de Spec K[[s]] dans
Voo est appelé le centre (resp. 'arc générique) du K-wedge w.

Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Ny si le centre (resp. l'arc géné-
rique) de w est le point générique de Ny, (resp. appartient & V2 ). Dans ce cas, par définition, le
corps K est forcément un corps d’extension du corps résiduel k., du point ap. Le K-wedge w
peut étre interprété comme une déformation & un parameétre des coefficients du comorphisme
ap, de l'arc og.

Dans [Reg06] (dans le cas de surfaces voir [LJ80]) 'auteur montre que E appartient a
Iimage de I'application de Nash Ay si et seulement si tout K-wedge admissible w centré en
NEg se releve a X, ot K est un corps d’extension quelconque du corps K, c’est-a-dire s’il
existe un K-wedge @ sur X tel que mo & = w.

On considére Uhypersurface S(p, hq) de A3 donnée par I'équation 2P +hqy(z,y) = 0, olt hy est
un polyndéme homogéne de degré ¢ sans facteurs multiples, p > 2, ¢ > 2 deux entiers premiers
entre eux. Par exemple si hy(z,y) = 27+ y9, S(p,hy) est une surface de Pham-Brieskorn. Les
surfaces S(p,hq) sont toutes quasi-rationnelles (voir [EZ03]) et rationnelles si et seulement
si ¢ =2 ou (p,q) = (2,3). On remarque que S(p,hy) est une singularité du type A, ;. Le
résultat principal de cet article est le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. Pour tous les entiers p > 2, q > 2 premiers entre euz, l'application de Nash
N3(phq) associée a S(p,hq) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat a été publiée dans [LATI].

On remarque que les critéres de [Mor08| et [PPP0O6] ne s’appliquent pas en général aux
familles S(p, hy).

En utilisant la méme méthode que dans la preuve du Théoréme [T on obtient le résultat
suivant :

Théoréme 1.2. Si S est une singularité du type Bg ou E7, l'application de Nash Ng associée
a S est bijective.

On obtient aussi une preuve simple de la bijectivité de 'application de Nash pour plusieurs
cas connus, par exemple D,,, ot n est un entier, n > 4 (voir [Plé0§]).

Récemment sur ArXiv une preuve de la bijectivité de I'application de Nash pour la sin-
gularité de type Eg (resp. pour les surfaces quotients) a été publiée, voir [PS10] (resp. voir
[PP10])). Mais les méthodes de démonstration sont différentes de celle que nous utilisons.

Cet article est organisé de la facon suivante : dans premiére section on prouve quelques
résultats qui vont étre utilisés dans toutes les sections de cet article et on démontre le Théoréme
[Tl; le Théoréme est le sujet de la deuxiéme section, on donne la preuve du cas Eg en
détails et un résumé pour le cas E7; dans la derniére section on donne une preuve simple de
la bijectivité de I’application de Nash pour les singularités du type D,, n > 4 différente de
celle de l'article [P1e08].
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2. LE PROBLEME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p,hq)

On rappelle que S(p, hy) est Ihypersurface de A3 donnée par 'équation 2P + hq(z,y) = 0,
ot hy est un polynéome homogene de degré ¢ sans facteurs multiples et p > 2, ¢ > 2 sont deux
entiers premiers entre eux.

Nash a démontré que l'application Ny, associée a la surface de type A,,, m > 2, est bijec-
tive (voir [Nas95]). On suppose donc que g > 3, car 'hypersurface S(p, hs) est une singularité
du type A,_1.

2.1. Désingularisation des hypersurfaces S(p,hy). Un systéme de coordonnées affines
{z,y,2} de A} étant fixé, notons O lorigine de Aj. On décrit la désingularisation de S(p, hy,)
en utilisant les constellations toriques de points infiniment voisins de O (voir [CGSLJ96]), les
éventails de Newton (voir [GSLJ91]) et les G-désingularisations (voir [BGS95]).

Soient N = Z3 muni de sa base standard {e;, ez, e3} et M = Homg(N,Z) le dual de N. On
note {e7,e5,e3} la base duale de {ej,e2,e3}. On identifie la k-algebre k[M] avec la k-algébre
k[z,z~ !, y,y~ !, 2, 27| par I'isomorphisme qui envoie le caractére i (resp. x°2, x%) sur z
(resp. y, z).

Soit 3 un éventail en Ng := N®zR. On note X (X) la variété torique associée a ’éventail
¥ et munie de I'action du tore algébrique (k*)? = Speck[x,z~ !, y,y~ !, 2,27 1].

Soit Xg = Ai. Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble
fini de points C = {Qo = 0, Q1, ..., Qm }, ou chaque Q;, 1 < i < m, est une orbite de dimension
0 de la variété torique X; obtenue par I’éclatement ¢; : X; — X;_1 de centre @;_1. On note
X(C) - Xm+1-

On dit que Q; se projette sur @;, noté Q; > @, si le point @); € X; est obtenu a par-
tir de @); € X; par une suite d’éclatements de points. La relation > est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si > est un ordre total, on dit que C est une constellation en chaine.

Supposons que C est une constellation torique en chaine de points infiniment voisins de O.
Soient B := {ej, ey, e3} la base ordonnée de N et A := (B) le cone régulier engendré par B.
Notons ¥; ’éventail associé a la variété torique X;. L’éventail X1 est obtenu par la subdivision
élémentaire de A centrée en u = e; + e + e3. Pour chaque entier j, 1 < j < 3, soit B; la base
ordonnée de N obtenue en remplacant e; par u en la base B. Soit A; := (B;) le cone régulier
engendré par Bj, pour 1 < j < 3. Le choix du point ()1 > (¢ équivaut a choisir un entier aj,
1 <a; <3, qui détermine un céne A,, de I'éventail ;. La subdivision ¥y de X1 est obtenue
en remplacant A, en 3; par les cones Ag j := (Bg,j), ol Bg,j est la base ordonnée de N
obtenue en remplagant le j-iéme vecteur de B,, par ZueBal u. Le choix du point Qo > Q1
équivaut & choisir un entier as, 1 < az < 3, qui détermine un céne A, 4, de I'éventail 3. Par
récurrence, on obtient une codification de la constellation en chaine C. Cette codification est
notée Q; = Qo(aiaz---a;) pour 1 < j <m.

Soit by, bo, -+, by une suite d’entiers, o 1 < b; < 3,1 < i < k < m, et telle que le
cone Ay p,...b,, appartient a I’éventail X,,11. Notons Up,p,...5, 1'ouvert torique affine qui est en
correspondance avec le cone Ay, p,...p, -
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Soit Cy, = {Qo = O,Q1,...,Qn-1}, n > 1, une chaine torique de points infiniment voisins
de O donnée par la codification Q; = Qo(3?) (j fois 'entier 3) pour 1 < j < n — 1. On note
on: X(Cp) — Ai le morphisme torique induit par C, et S¢ le transformé strict de S(p, hy).

Proposition 2.1. Soient p > q et p = ng+ r la division entiére, 1 < r < q. Sir =1, alors
Sc est la résolution minimale de S(p,hq) et la fibre exceptionnelle o, 1(0O) NS¢ est la réunion
de nq courbes rationnelles. Sir > 1, alors S¢ a un unique point singulier s, et de plus, (Sc, s)
est isomorphe au germe (S(r,hy), O).

Démonstration. La proposition se démontre par récurrence sur ’entier n > 1. Mais d’abord
démontrons le lemme suivant.

On considére ’éclatement de Af’{ de centre O, ¢ : X7 — Af’{. On note x;, y;, z; les coordon-
nées canoniques de l'ouvert torique affine U;, pour 'entier 1 <1 < 3.

Soit S le transformé strict de S(p, hq) induit par le morphisme ¢; : X7 — A‘?{. Par abus de
notation, on note ¢; : S — S(p, hq) la restriction du morphisme ¢; : X; — A‘?{ as.

Lemme 2.2. Les ouverts de S, Uy NS et Us NS sont lisses et Us NS = {(x3,ys3,23) € Us |
25 1+ hg(zs,y3) = 0}

La fibre exceptionnelle du morphisme 1 : S — S(p,hq) est la réunion de q courbes ra-
tionnelles. Les courbes ne s’intersectent qu’en le point fermé de Us fixé par laction du tore
algébrique (k*)3.

Sip—q=1, alors S est la résolution minimale de S(p,hy).

Démonstration. Les restrictions du morphisme ¢; : X7 — Ai aux ouverts U; sont données de
la fagon suivante :
Uy — A}, (w1,y1,21) = (21,2191, 2121)
Uy = A}, (w2, Y2, 22) = (Y22, Y2, Y222) ;
Us — A}, (3,3, 23) = (2313, 233, 23).
Ainsi, on obtient que
UrNS = {(z1,y1,21) € Up | 2] +hq(1,y1) = 0};
Us NS = {(z2,y2,22) € U | 25y5~ 7 + hy(wa,1) = 0};
Us NS = {(x3,y3,23) € Us | 25 * + hy(x3,y3) = 0}.
Par un calcul direct, on montre que U; NS et Us N .S sont lisses. Ceci achéve la preuve de la
premiére partie du lemme.

Soit F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p, hq). Alors on a
UsNF = {(x3,y3,23) € Us | 23 = 0, hq(xs,y3) = 0}.

Comme hy est un polynéme homogene de degré ¢ sans facteurs multiples, ’ensemble Us N I’
est la réunion de ¢ courbes rationnelles qui s’intersectent en l'origine de Us.
On remarque que les deux ensembles suivants sont de cardinalité q.
(X1\Us) N F UL = {(21,y1,21) € U1 | 21 =0, 21 =0, hq(1,y1) = 0};
(Xl\U3) NFNU; = {($2,y2,22) e U, | z0 =0, yo =0, hq(xg, 1) = 0}.
Par conséquent, la fibre exceptionnelle est la réunion d’exactement ¢ courbes rationnelles qui
s’intersectent en l'origine de Us. Ceci achéve la preuve de la deuxiéme parti du lemme.

Sip—q =1, S est une surface lisse. On considére la fonction réguliére de Ai, g(z,y,2) = x.
Alors g* = g o 1 est une fonction réguliére de X;.

Soit C' le diviseur principal de S(p,hq) associé a la restriction de g & S(p, h), c’est-a-dire
C = Div(g [(p,n,))- On remarque que C est une courbe (I'intersection schématique de Div(g)
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et S(p,hy) est irréductible et réduit). Notons C’ le transformé strict de C' par le morphisme
61 : S — S(p,hy). Par un calcul direct, on peut montrer que C’ intersecte F' en 'origine de
Us.

On considére la restriction de g* & I'ouvert Us. Alors, on a
9" = z323.
Par conséquent, le diviseur principal de S associé a la restriction de g* & S est le suivant :
Div(g* [s) = C"+ X1 Fi,

ou les F; sont les composantes irréductibles de F'. Comme Div(g* |g) -F; = 0 pour tout i €
{1,2,...,q}, on obtient :

FZ"Fi:_C,'E_Zj¢Z’Fj'FZ':_qg_3'
Ceci achéve la preuve du lemme. O

Raisonnons par récurrence sur l’entier n.
Sin=1,onap=q+retC; ={Qo= O}. La preuve de ce cas résulte du Lemme
Maintenant, on suppose que p = nq + r.

D’aprés le Lemme 222, on a UsNS = S((n-1)q + 1, hy) et la fibre exceptionnelle de ¢; : S —
S(p, hy) est la réunion de ¢ courbes rationnelles. En appliquant '’hypothése de récurrence sur
Uz N S, on montre :

la fibre exceptionnelle de o, : S¢ — S(p, hq) est la réunion de ng courbes rationnelles;
si 7 > 1, alors S¢ a un unique point singulier de type S(r,hq);
sir =1, alors S¢ est lisse.

Pour achever la preuve de la proposition, il faut montrer que si r = 1, alors le morphisme
on : Sc — S(p, hq) est la résolution minimale de S(p, hy).

Soient F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p,hq) et F; une composante
irréductible de F', 1 <i < ¢. On note F le transformé strict de F; dans S¢ (on rappelle que
le morphisme ¢; factorise o,,). En utilisant I’hypothése de récurrence, pour montrer que Se
est la résolution minimale de S(p, hy), il suffit de montrer que F-F} < —2 pour tout 1 < i < gq.

Pour chaque Q; € C,, on note B; le diviseur exceptionnel ¢; 1(Qi) en X;+1 et D; (resp. DY)
le transformé strict (resp. total) de B; dans X (C,).

On rappelle que la constellation C,, est donnée par la codification Q; = Qo(37) pour 1 <
j <n—1. En vertu du lemme 1.3 de [CGSLJ96], on a

Di = D: - ?Jrla
) -1
d'ou DY =377/ Dj.
Avant d’achever la preuve de la Proposition 2.1l on introduit les notions suivantes.

Soient Z, J, P trois idéaux. Le x-produit de Z et 7, noté Z x 7, est la cloture intégrale du
produit Z.7. On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est x-simple si P
n’a pas de x-factorisation non-triviale.
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On suppose que Z est un idéal tel que ZOx ¢, soit un faisceau d’idéaux inversible. On défi-
nit par récurrence le vecteur m(Z) = (mo, ..., my,—1) : Zo = Z, mp = Ordg, Zp et m; = Ordg, Z;,
1<i<n—1ouZ; =2 "™ 11; 10x,, et x = 0 est I'équation locale de B;_1 en @;. Dans
[Lip88| 'auteur montre qu'il existe un unique idéal x-simple, noté Pg,_,, tel que le vecteur
m(Pg,,_,) est minimal pour l'ordre lexicographique inverse et m,_; = 1. L’idéal Pg, , est
appelé l’idéal x-simple spécial associé & Q1.

Reprenons la démonstration de la Proposition 211

Soient Py, , lidéal *-simple spécial associé a Q,—1 et D’ le diviseur de X (C,) tel que
Pq.-10x(c.) = Ox(c,) (= D).
D’aprés le Lemme 2.16 de [CGSLJ96], on a
D' = Z?:_ol Dy
Par conséquent, on a
D' =37 (i+1)D;

Soit g un élément général de l'idéal Pg,,_,. Alors g* = g o o, est une fonction réguliére de
X(Cp). On note C le diviseur associé a g et C’ le transformé strict de C' dans X (C,,). Alors,
ona:

Div(g*) = €'+ Y155 (i + 1) D;.

Pour un diviseur Z de X(C,,), tel que son support ne contienne pas Sc¢, notons Z - Sc le
diviseur de S¢ obtenu par la somme formelle des composantes irréductibles de ZNS¢ pondérées
par leurs multiplicités en Sc. Comme g est un élément général de Pg, _, on peut supposer
que le support de C’ ne contient pas Sc. Ainsi, on obtient que

Div(g* |s.) = C" - Sc + > (i + 1) D; -Sc.

On remarque que Dg-Se = Y7, F!. En effet, il suffit de considérer 'ouvert affine U;. On
a donc Uy N Se = {(z1,y1,21) € Ur | 2/} + hq(1,41) = 0} et Do NUy = {(@1,41,21) € Uy |
x1 = 0}. Par conséquent, (Do - Se)NUy =Y. (F/NUy), dou Dy-Se => 1, F.

On a donc
Div(g* |s.) = C'- S¢ + 375 (i + 1) Dy -Se + 20, F.

On remarque que l'intersection Div(g* |g,) -F) est nulle pour tout 1 < i < ¢, car Div(g* |s,)
est un diviseur principal. On remarque aussi que (377 (i4+1) D; -S¢) - F} > 2, car il existe au
moins un 1 <i <n—1 tel que ((¢ +1)D;-S¢) - F/ > (i + 1) > 2. Par conséquent, on obtient
que F! - F/ < —2 pour tout 1 < i < ¢, d’ou la proposition. O

Pour un polynéme g = ) cx®y®22% dans k[z,y,z], ol e = (e1,eq,e3) et ¢, € k, on
note €(g) l'ensemble des exposants e € Z3, dont le coefficient ¢, est non nul, c’est-a-dire
E(g) == {e € Z3, | ce # 0}. Soient I';(g) I'enveloppe convexe de l'ensemble {e + R, | e €
£(g)} et T'(g) la réunion des faces compactes de I'; (g). On note Z(g) 1'idéal monomial de
k[x,y, 2] engendré par les monomes x¢1y°22% tels que (e1,es,e3) € I'(g) N Z3, c’est-a-dire
I(g) == ({zy22% | (e1,eq,e3) € I'(g) N Z3}). L'éventail de Newton I'*(g) associé a g est la
subdivision de R3,, correspondant a I’éclatement normalisé de A] de centre I'idéal Z(g). Pour
plus de détails voir [GSLJ91] ou [KKMS73.
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Remarque 1. Dans toute la suite, a automorphisme linéaire de Ai pres, x ety ne divisent pas
hq(x7 y) ‘
La Figure [l représente le polyédre de Newton I'(f) associe a f := 2P 4+ hq(x, y).

(0,0,p)

FIGURE 1. Polyeédre de Newton I'(f)

Soit H un plan de R? qui ne contient pas l'origine de R? et tel que I'intersection de H et
R?ﬁo soit un ensemble compact. La Figure 2 représente 'intersection de H avec la subdivision
F*_(f) de R . Chaque sommet du diagramme est identifi¢ avec le vecteur extrémal (autrement
dit, vecteur primitif d’un cone de dimension 1 de I’éventail I'*(f)) correspondant. On note 71
(resp. T2, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et (p,p,q).

(0,0,1)

(1,0,0) ¢ ®(0,1,0)

FIGURE 2. Eventail de Newton *(f)

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.
Proposition 2.3. Le cones 11 et 7o sont réguliers.

Soit I'*(f)g une G-subdivision réguliere de T'*(f), c’est-a-dire une subdivision réguliére de
chaque cone 7 € T'*(f) n’ayant comme arétes que celles qui portent les vecteurs du systéme
générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3. D’aprés [BGS95], cette subdivision existe.

On note my : X(I'*(f)) — A (resp. mg : X(I'*(f)g) — X(I'*(f))) le morphisme torique
induit par la subdivision I'*(f) de R2, (resp. I'*(f)g de I'*(f)) et Sg le transformé strict de
S(p, hq) associé au morphisme 7 := g o mpr Par abus de notation, on note 7 : Sg — S(p, hy)
la restriction du morphisme 7 : X (I'*(f)g) — A} a Sg.



UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE 9

Soit k, un entier £ > 1. Pour un ensemble d’entiers m; > 2, 1 < ¢ < k, on note
[mi;me;---;my] la fraction continue définie de la fagon suivante :
1

[my] i= my, [me_1;me] == mgp_1 — — et [my;ma;---;my] == my — ——————.
m, [ma; - - -5 my]

La proposition suivante est une application directe du Théoréme 6.1 de [Oka87].

Proposition 2.4. Sg est une bonne résolution de S(p,hy) et son graphe dual pondéré est une
étoile a q branches identiques. Le diagramme de chaque branche est le suivant :
Eg —mi  —mo —my
ot Eg le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers m; > 2 (resp. Uentier k)
sont définis (resp. est défini) de la fagon suivante :
siq>p et q=np+r la division entiere, 1 < r < p, alors on a

p :
= [miyma; - ymy] ;
p—r
sip>qetp=nqg+r, la division entiere 1 <r < g (resp. n > 1), alors on a
p
—— = [ma;ma; - smy.

De plus, cette résolution est minimale si et seulement si p Z1 mod gq.

Corollaire 2.5. Si p = 1 mod q, seul le diviseur Eq n’est pas un diviseur essentiel sur
S(p’ hq) ‘
Démonstration. Soit n > 1 tel que p = ng + 1. En vertu de la Proposition 24] on a
P _ ng+1 _9_ 1
p—q (n—1)g+1 .
9_ -
o_ L
q+1

En particulier I'entier k est égal & n, d’ott le graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p, hq)
a ng+ 1 sommets. D’aprés la Proposition 2111 il n’y a que un diviseur de la fibre exceptionnelle
de 7 qui n’est pas un diviseur essentiel. D’aprés le critéere de contraction de Castelnuovo, ce
diviseur a une auto-intersection égale a —1.

Comme les branches du graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p,hq) sont identiques,
forcement le diviseur Eg a une auto-intersection égal & —1, d’ou le corollaire. O

Un polynéme g = > c.x®y2%, o e = (e1,e9,e3) et c. € k, est appelé non-dégénéré
par rapport & la frontiére de Newton si pour toute face compacte vy de I'*(g) le polynéme
8y = Zee/ Cexly®2 2z est non singulier sur le tore T := N @7k, c’est-a-dire les polynémes
8y, Oz 8, Oy g, 0. g, n'ont pas de zéro commun en dehors de 'ensemble zyz = 0.

Dans la proposition suivante on suppose que S est une hypersurface normale de Ai, donnée
par ’équation g = 0, olt g est un polynoéme irréductible non-dégénéré par rapport a la frontiére
de Newton I'(g). De plus, on suppose que O est I'unique point singulier de S.

On considére une G-subdivision réguliére I'*(g)g de 'éventail de Newton I'*(g). On note
7' X(T*(g)g) — A3 le morphisme torique induit par la subdivision I'*(g)g du cone R3; et
X le transformé strict de S dans X (I'*(g)g). Par abus de notation, on note 7’ : X — S la
restriction du morphisme 7' : X (I'*(g)g) — AJ a X.

La proposition suivante résulte des Lemmes 10.2 et 10.3 de [Var76] (pour avoir plus de dé-
tails, voir [Mer80]) ou du Théoréme principal et de la Remarque a) de la Section 4 de [GSLJ91].
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Proposition 2.6. Le morphisme ' : X — S est une désingularisation de S.

Si Uhypersurface S ne contient pas de T-orbite de dimension 1, alors le morphisme ' :
X(T*(g)g) — A est une résolution plongée de S, c’est-a-dire 7' : X (I'*(g)g) — A} est un
morphisme propre et birationnel, ' : X (I'*(g)g)\(7")"1(O) — A\{O} est un isomorphisme
et (7')71(S) est un diviseur a croisements normauz.

On remarque que le polynome f := 2” +hq(z,y) est non-dégénéré par rapport a la frontiére
de Newton et que 'hypersurface S(p,hq) ne contient pas de T-orbite de dimension 1 (voir la
Remarque [I).

Corollaire 2.7. le morphisme 7 : X (T*(f)g) — A} est une résolution plongée de S(p,hq)

La proposition suivante établit une relation entre le morphisme 7 : Sg — S(p,hq) et le
morphisme o, : S¢ — S(p, hq) (voir les Propositions 2] et [Z4]).

Proposition 2.8. Si p > ¢, le morphisme o, : S¢c — S(p,hq) factorise le morphisme m :
Sg — S(p, hy), c’est-a-dire il existe un morphisme my : Sg — Sc tel que ™ = oy, 0 .

Démonstration. Dans la preuve de cette proposition, on peut appliquer le Lemme 2.2] car ses
hypothéses sont vérifiées.
On remarque que

(p,p,q) + (p—q)(0,0,1)
p

et que le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (1,1,1) est régulier. Par conséquent, le
vecteur (1,1,1) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 73 N 73, ou T3 est
le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p,q) (voir la Figure 2).

(1,1,1) =

On remarque aussi que I’éventail obtenu par I’éclatement de Newton de Ai associé a
f = 2P 4+ hq(z,y) suivi de la subdivision élémentaire centrée en (1,1,1), coincide avec ce-
lui obtenu par I’éclatement de Ai de centre le point O suivi de ’éclatement de Newton de Us
associé a 28 7 + hq(z3,y3) (voir le Lemme 2.2).

Soit p = ng + r la division entiére, 1 < r < ¢. En utilisant la remarque ci-dessus et le
Lemme [2.2] la proposition résulte d’une récurrence sur l'entier n > 1. O

Dans la proposition suivante, on suppose que S est une hypersurface quasi-homogeéne de
Ai donnée par I’équation g = 0, ot g est un polynéme quasi-homogéne et irréductible, que
O est 'unique point singulier de 'hypersurface S et que S ne contient pas de T-orbite de
dimension 1.

D’aprés la proposition 28] le morphisme 7’ : X (I'*(g)g) — A} est une résolution plongée
de S. On note X le transformé strict de S dans X (I'*(g)g). Par abus de notation, on note
7'+ X — S la restriction du morphisme 7’ : X (T*(g)g) — A a X.

Pour p un vecteur extrémal de T*(g)g (c’est-a-dire p est un vecteur primitif d'un cone de
dimension 1 qui appartient a I'éventail I'*(g)g), on note D, I'orbite fermée associée a p. No-
tons ET*(f)g 'ensemble des vecteurs extrémaux de I'*(g)g, et So I™*(g) le 2-squelette de T*(g)
(c’est-a-dire Sy T*(g) est la réunion des cones de dimension 2 qui appartiennent & 1’éventail

SaT™*(g)).

La proposition suivante donne des équations locales pour les composantes irréductibles de
la fibre exceptionnelle de la désingularisation 7’ : X — S.
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Dans le cas S = S(p,hq), on rappelle que Eq est le diviseur associé au sommet central du
graphe induit par 7.

Proposition 2.9. Soit p un vecteur extrémal de T*(g)g (p € ET*(g)g). Alors, on a :

i) Uintersection D p N X n'est pas vide si et seulement si p appartient au 2-squelette de
’éventail de Newton T*(g), c’est-a-dire p € S2T*(g) NET*(g)g ;

i) les composantes irréductibles de D p N X sont diviseurs exceptionnels du morphisme
7' X — S si et seulement si de plus p € Zio ;

iii) une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de ' étant donnée, il existe un
unique p € ET*(g)g tel que EC Dp;

i) si.S = S(p,hy), alors Eg =D (p,p,q) N Sg ;

v) 1S = S(p,hy), alors 'ensemble formé par le vecteur (0,0, 1) et les vecteurs p € ET*(f)g
tels que les composantes irréductibles de D p N Sg sont diviseurs exceptionnels de m est
le systéme générateur minimal du semi-groupe T NZ3, o T est le cone engendré par les
vecteurs (0,0,1) et (p,p,q).

Remarque 2. Les résultats de ’article [Oka87| reposent sur la construction d’une subdivision
réguliere 3 de l’éventail T*(g). Cette construction est longue & définir, or quand le polynome
g est quasi-homogéne, on peut supposer que % est une G-subdivision réguliére de [’éventail

I™(g).

Démonstration. Les points ),7i),iii) et iv) de la proposition résultent de la Remarque 4.3 et
du Lemme 4.7 de [Oka87|. Le point v) résulte des points i), ii) et de la Proposition 231 O

2.2. Preuve du Théoréme 1.1. Dans cette section, on montre la bijectivité de 'application
de Nash pour les hypersurfaces quasi-rationnelles S(p, hy), ce qui équivaut a montrer que tous
les wedges admissibles se relévent a la résolution minimale de S(p,hq) (voir [Reg06]). Notre
but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que pour chaque diviseur essentiel E
(E € Ess(S(p,hq))) tous les K-wedges admissibles centrés en Ng se relévent a la résolution
minimale de S(p,hy). De plus, on profite de démontrer quelques résultats qu’on utilise dans
toutes les sections de cet article.

Avec le théoréme suivant on réduit le nombre de cas a étudier. Une preuve de ce résultat,
dans le cas des singularités de surfaces rationnelles, se trouve dans [P1e05].

Théoréme 2.10. Soient V' une surface algébrique normale surk et w: Y — V' la résolution
minimale de V. Supposons qu’il existe un morphisme propre et birationnel @ : V' — V, o
V' est une surface algébrique normale sur k, tel que @' factorise . Alors, si application de
Nash Ny associée a V est bijective, ’application de Nash Ny associée a V' 'est aussi.

Démonstration. On remarque que Y est la résolution minimale de V’. Si w est un K-wedge
sur V', alors m’ o w est un K-wedge admissible sur V. Par conséquent, 7’ o w se reléve a Y,
d’ou le Théoréme. O

En vertu des résultats 2.1] 2.8 et Z.10] on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.11. i l’application de Nash NS(p,hq) associée a lhypersurface S(p,hy) est bijec-
tive pour tous les entiers p > q > 3, premiers entre eux, alors l'application de Nash NS(p,hq)
est bijective pour tous les entiers p > 2 q > 2, premiers entre eut.

Remarque 3. Dans toute la suite, on suppose que p > q > 3.

Dans la proposition suivante, S désigne ’hypersurface de la Proposition 229 E désigne un
diviseur essentiel sur S et ag désigne le point générique de Ng. On pose

(fas pyy 1) == (Ordy o (2), Ordy o (y), Ords oy (2)) € Z3,,.
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Proposition 2.12. Le vecteur (jiz, jty, ft2) appartient a l'intersection de l'ensemble ET*(g)g
des extrémaux de I'*(g)g avec le 2-squelette SoT'*(g) de l’éventail de Newton I'*(g), c¢’est-a-dire

(,U'aﬁaﬂwlu'z) € EP*(g)g NSy P*(g)'

Démonstration. Dans la démonstration, on utilise les notations usuelles de variétés toriques
(voir [KKMST73]).

Soit E € Ess(S). En vertu de la Proposition 2.9] il existe un unique vecteur extrémal p;
appartenant a So I'*(g) NET™*(g)g tel que E C D,,. Soient ps et p3 deux vecteurs extrémaux
de T'*(g)¢g adjacents & p;, c’est-a-dire il existe un cone o € I'*(g)g de dimension 3 tel que les
vecteurs pi1, p2 et p3 sont vecteurs extrémaux de . On remarque que le point générique de E
n’est pas contenu dans D,, ou D,,.

Pour un vecteur m = (a,b,c) € Z>, on note x™(t1,t2,t3) = t4t5t5 le caractére associé a
m. Soient U, l'ouvert torique de X (I'*(g)g) associé a o et x™ le caractére qui définit une
équation de D, NU,, pour ¢ € {1,2,3}. Alors, on a m; - pj = d;5, ol J;; est le symbole de
Kronecker. Quitte a remplacer les vecteurs po, p3, on peut supposer que U, N E # ().

On considére 'unique relévement ag a X du point générique ag de Ng (on rappelle que X
est le transformé strict de S dans X (I'*(g)g)). On remarque que ag(0) est le point générique
de E et que le k,-arc ag est transverse a E, c¢’est-a-dire Ord; foag = 1, ou f est une équation
locale de E.

D’aprés la Proposition 2.6 le morphisme 7/ : X(I'™*(g)g) — A} est une résolution plongée
de S. En particulier X est transverse au diviseur D,,.Comme le k,-arc ap est transverse a
E, le ko-arc ag est transverse a D, . Par conséquent, on obtient que my; - (g, thy, ft=) = 6i1,
car ag(0) n'est pas contenu dans D,, ou D,,. Ceci implique que (fiz, fty, ptz) = p1, d’out la
proposition. ]

Corollaire 2.13. On conserve les hypothéses et notations de la Proposition[2.13 et on suppose
que S = S(p,hq). Alors, le vecteur (py, by, f1-) appartient au systéme générateur minimal
du semi-groupe T N Z3,, ot T est le come engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p,q). En
particulier, on a iy :_,uy <p, p, <q et pu, —quz > 0.

Démonstration. Le corollaire résulte des Propositions 2.9 et [Z12] O

Dans la proposition suivante on suppose que S est une hypersurface normale de A3, donnée
par ’équation g = 0, ol g est un polynoéme irréductible non-dégénéré par rapport a la frontiére
de Newton I'(g). De plus, on suppose que O est I'unique point singulier de S.

On considére un diviseur essentiel E sur S et un K-wedge admissible, w : Spec K|[[s, t]] — S5,
centré en Ng. On pose

(N2 My> M2) = (Ordy w*(z), Ord; w*(y), Ord; w*(2)).
On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :
w*(@) = tTx; wi(y) = the; w*(z) = 1",
ol x, ¢ et 1 sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par ¢.

Maintenant, on donne la proposition clé pour la preuve du théoréme [l

Proposition 2.14. Si les séries formelles x,p et 1 sont inversibles, alors le K-wedge admis-
stble w centré en Ng se reléve a la résolution minimale de S.

Démonstration. On considére une G-subdivision réguliére I'*(g)g de I’éventail de Newton
I'*(g) et on note 7 : X(I'"*(g)g) — A le morphisme torique induit par la subdivision I'*(g)g
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du cone R%. On note X le transformé strict de S dans X (I'*(g)g). D’apreés la proposition
2.6 le morphisme 7’ : X — S est une désingularisation de X.

En vertu de la version torique du Lemme de Chow (voir [Sum74]), il existe une subdivision
¥ d’éventail I*(g)g tel que le morphisme torique 7 : X(X) — A3, (le morphisme 7" est
induit par la subdivision ¥ du céne R?;O) est un morphisme projectif, la variété X (X) est
quasi-projective et 7’ factorise 7. Par conséquent, il existe un idéal monomial Z C k[z,y, 2]
tel que X () est I'éclatement de A$ de centre I'idéal Z.

Comme les séries formelles x,p et 1 sont inversibles et 1'idéal Z est monomial, 1'idéal
w™1Z-K][[s,t]] est inversible. En vertu de la propriété universelle de ’éclatement, le morphisme
w se reléve & X (X). Par conséquent w se reléve & X. Ceci implique que le K-wedge w se reléve
a résolution minimale de S. ]

Maintenant, on donne quelques notions et résultats techniques qui nous permettent de
montrer, dans le cas S = S(p, hy), que les séries formelles x,¢ et ¢ sont inversibles.

Pour une série non nulle ¢ := ) ¢, )51, 0l (¢, ¢,) € K, on définit les applications
suivantes :

v ]R2>0 = Ryo,v = vy¢ :=min{v-e|e € E(P)}, ot E(¢) = {(e1,€2) | c(e,en) # 0} 5

PPr:R2) — K[s,t],v— ¢ := > Cley )81 5

FI: K[[s,t]]\{0} — Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.

Un vecteur v € R?; définit une graduation positive sur I'anneau K{[s, t]]. Cette graduation
est appelée v-graduation. Pour une série formelle ¢, le polynéme ¢, est la partie principale de
¢ pour la v-graduation. Le polynéme ¢, est appelé la v-partie principale de ¢.

Soient ¢, ¢' € K][[s,t]] deux séries formelles non nulles. Les séries formelles ¢ et ¢’ sont
associées (resp. non associées) s'il existe (resp. s’il n’existe pas) une série formelle I € K|[s, t]]
inversible tel que ¢ = I¢'.

Proposition 2.15. On conserve les hypothéses et notations de la Proposition[2.14 Alors, il
existe un vecteur v € Q2>0 tel que :

FI(x) < Deg; Xv = VoX = pa — 7z ;
FI(p) < Deg, pp = vyp = My — Ty 5
FI(¢) < Degy ¥y = vyth = pi, — 1.

De plus, x (resp. ¢, ) est inversible si et seulement si pi — 1y = 0 (resp. py —ny = 0,
pe—nz=0).
Démonstration. Soit ¢ € K|[[s,t]] une série formelle non nulle et on suppose que

¢:I¢71n1¢171nn7n217

ou les entiers m; sont strictement positifs et les ¢; sont des séries formelles irréductibles deux
& deux non associées. Alors, on a :

dv = ((¢1)v)™ -+ ((¢n)y)™", pour tout v € RZ,.
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Par conséquent FI(¢) < FI(¢,) pour tout v € R%,. On remarque que les (¢;),, 1 < i < n,
ne sont pas nécessairement irréductibles.

Dans la suite on cherche un vecteur v € Q2>0 tel que

FI(XU) = Deg; Xv = VoX = plz — Nz ;
FI((PU) = Deg; oy, = vy = My — My 5
FI(1,) = Deg; 1y = vy = iz — 1.

On rappelle les notations suivantes :

- w: Spec K[[s,t]] — S est un K-wedge admissible centré en Ng;

- ag est le point générique de Ng et (g, fiy, pi2) := (Ord; afy(z), Ord afy(y), Ord; o (2))

- wr(z) =ty wi(y) = tve; w*(z) = t"=1, ot x, p et 1 sont des séries formelles dans
K][s,t]] qui ne sont pas divisibles par ¢.

On remarque qu’on peut écrire le comorphisme du K-wedge w de la fagon suivante :

wr(z) = Z a;stitt + Z ait’;
N <t1<pa Ha <t
(%) wi(y) = Z b;s™it) + Z bt
Ny <J<py By <J
w(z) = Z crs™ k4 Z et
N <k<p Ha <k

ou les exposants [; (resp. m;,ny) sont strictement positifs et les séries formelles a;,b;, ¢, €
K{[s]] sont inversibles pour (4,7,k) € {(nz, 7y, 12), (Ltx, L4y, 112)} €t inversibles ou nulles pour
Ny <0< fg, Ny < J < iy, N: < k < p.. En effet, soit Ay : Spec K[[t]] — Spec K{[s, t]] le mor-
phisme induit par I’homomorphis