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RESOLUTION DU PROBLEME DES ARCS DE NASH POUR UNE
FAMILLE D’HYPERSURFACES QUASI-RATIONNELLES

MAXIMILIANO LEYTON-ALVAREZ

RESUME. Le probléme des arcs de Nash pour les singularités normales de surfaces affirme
qu’il y aurait autant de familles d’arcs sur un germe de surface singulier (S,0) que de
diviseurs essentiels sur (5, O). Il est connu que ce probléme se réduit & étudier les singularités
quasi-rationnelles. L’objet de cet article est de répondre positivement au probléme de Nash
pour une famille d’hypersurfaces quasi-rationnelles non rationnelles. On applique la méme
méthode pour répondre positivement & ce probleme dans les cas de singularités de type Eg
et E7 et pour fournir une nouvelle preuve dans le cas de singularités de type D,,, n > 4.

ABSTRACT. A solution to the Nash problem on arcs for a family of quasi-rational
hypersurfaces. The Nash problem on arcs for normal surface singularities states that there
are as many arc families on a germ (S, O) of a singular surface as there are essential divisors
over (S,0). It is known that this problem can be reduced to the study of quasi-rational
singularities. In this paper we give a positive answer to the Nash problem for a family of
non-rational quasi-rational hypersurfaces. The same method is applied to answer positively
to this problem in the case of E¢ and E~ type singularities, and to provide new proof in the
case of Dy, n > 4, type singularities.

1. INTRODUCTION

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V' une variété algébrique
normale sur k et 7 : X — V une désingularisation divisorielle de V, c’est-a-dire 7w est
une désingularisation (7 est un morphisme propre et birationnel tel que le morphisme 7 :
X\7~1(Sing V) — V\ Sing V' est un isomorphisme, o1 Sing V' est le lieu singulier de V') telle
que les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle 7—!(Sing V') sont de codimension
1 dans X. On sait, d’apres le théoréeme de résolution des singularités d’Hironaka, que cette
désingularisation existe.

Si 7' : X’ — V est une autre désingularisation de V, alors (/)" o7 : X --» X’ est une
application birationnelle. Soit F une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7.
Comme F est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une variété lisse),
il existe un ouvert E° de E sur lequel I'application birationnelle (7')~! o 7 est bien définie.
Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingularisation 7’ : X’ — V
de V l'adhérence de (7')~! o 7(E®) dans X’ est une composante irréductible de la fibre
exceptionnelle du morphisme 7’. On note Ess(V') I'ensemble de diviseurs essentiels sur V.

On remarque que, si V' est une surface algébrique normale sur k, les diviseurs essentiels
sur V sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale
de V' (désingularisation minimale de V).

Soit K un corps d’extension de k. Un morphisme Spec K[t]/(t™*!) — V (resp. Spec K[[t]] —
V') est appelé (K, m)-jet (resp. K-arc).

Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la catégorie des ensembles. On considere
le foncteur contravariant suivant :

F,: Sch/k — Ens, Y + Hom(Y xy Speck][t]/(t™+1), V).
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Ce foncteur est représentable de forme canonique par un schéma V,, de type fini sur k,
c’est-a-dire on a :

Hom(Y xy Speck[t]/(t"+1), V) = Hom(Y, V,,,),

ol Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma V,,, est appelé l’espace de m-jet sur V.
L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(t™+1) — k[t]/(#™) induit un morphisme affine
P Vi — Vin—1. Les morphismes p,, ,, : Vi, = V, ot n < m et p,,, == DPpi1°-°° © Py
forment un systéme projectif. Comme les morphismes p,, : Vi, — Vj,—1 sont affines (voir
[Ish07] ou [EM09]), la limite projective existe. On note Vo, cette limite projective, c’est-a-
dire Voo := lé% Vin. La limite projective V, est un schéma qui n’est pas en général de type

fini sur k. Le schéma V. est appelé [’espace d’arcs sur V.

L’espace d’arcs Vi a la propriété fonctorielle suivante (voir [IK03]) : Le foncteur ¥ —
Hom(Y Xy Speck[[t], V), ott Y est un schéma quelconque sur k et Y Xy Speck][[t]] est le
complété formel du schéma Y xy Spec k[[t]] le long du sous-schéma Y xSpeck, est représentable
par le schéma V.

D’apres la propriété fonctorielle de 'espace d’arcs V,, les K-points de V., sont en corres-
pondance bijective avec les K-arcs sur V. Par abus de notation, pour a € V,, on note a son
k.-arc correspondant, ou k,, est le corps résiduel du point «.

Soit py, : Voo — V la projection canonique o — «(0), ot 0 est le point fermé de Spec kq[[t]]-
On note V£ := p;L(Sing V), ou SingV est le lieu singulier de V, et CA' (V) 'ensemble de

composantes irréductibles de V3.

Nash a démontré que I'application suivante est bien définie et injective (voir [Nas9]) :

—

Ny :CN (V) — Ess(V),C — {a(0)},
ou le k,-arc « est le point générique de C' € CN(V), le k,y-arc @ est le relevement &4 X du

k,-arc a, c’est-a-dire @ est 'unique morphisme tel que 7o @ = a, et {@(0)} 'adhérence du

point a(0). Cette application est appelée l’application de Nash associée a V.
Le probleme de Nash consiste & étudier la surjectivité de I'application de Nash Ny .

Dans plusieurs cas la surjectivité de cette application a été prouvée. Par exemple pour
les singularités A,, ([Nas95]), les singularités D,, ([P1€08]), les surfaces sandwichs ([LJRIL99]),
les variétés toriques ([IK03]), les hypersurfaces quasi-ordinaires ([GP0T7]), les variétés toriques
stables ([Pet09]), et d’autres cas qu’on peut trouver dans les articles suivants ([Ish05], [Ish06],
[GPO7), [GSLI7, [LIS0],[Mor0S], [PPP06], [PPPOS]).

Dans larticle [TK03] Ishii et Kollar montrent que l'application de Nash associée a ’hyper-
surface de Ai donnée par I'équation x3 + 3 + x% + x5 + xg = 0 n’est pas surjective. Or,
en dimension deux ou trois il n’y a pas d’exemple publié ou 'application de Nash n’est pas
surjective.

Soit E un diviseur essentiel sur V' (E € Ess(V)). On note Ng 'adhérence dans Vo, de
I’ensemble suivant :

{a € Voo\(Sing V') 0; @(0) € E},
ou (SingV)s est le sous-ensemble fermé de V,, des arcs qui sont concentrés en SingV.
L’ensemble Ng est irréductible et on a :
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Ve = UE Ng,
voir [Reg06]. On note a g le point générique de Ng.

Un morphisme w : Spec K[[s,t]] — V est appelé K-wedge sur V. D’apres la propriété
fonctorielle de I'espace d’arcs V,,, les K-wedges sont en correspondance bijective avec les
K|[[s]]-points de V4. L’image du point fermé (resp. du point générique) de Spec K[[s]] dans
Vo est appelé le centre (resp. 'arc générique) du K-wedge w.

Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Npg si le centre (resp. larc
générique) de w est le point générique de Ng (resp. appartient a V£). Dans ce cas, par
définition, le corps K est forcément un corps d’extension du corps résiduel k,,, du point ag.
Le K-wedge w peut étre interprété comme une déformation & un parametre des coeflicients
du comorphisme a7, de I'arc ag.

Dans [Reg06] I'auteur montre que E appartient a 'image de Iapplication de Nash Ny si
et seulement si tout K-wedge admissible w centré en Ng se releve a X, ou K est un corps
d’extension quelconque du corps K, ,, c’est-a-dire s’il existe un K-wedge @ sur X tel que
To W=w.

On considere I'hypersurface S(p,hq) de A3 donnée par 'équation 2P + hy(z,y) = 0, olt hy
est un polynéome homogene de degré ¢ sans facteurs multiples, p > 2, ¢ > 2 deux entiers
premiers entre eux. Par exemple si hq(z,y) = 2 + y9, S(p,hy) est une surface de Pham-
Brieskorn. Les surfaces S(p,hy) sont toutes quasi-rationnelles (voir [FZ03]) et rationnelles si
et seulement si ¢ = 2 ou (p,q) = (2,3). On remarque que S(p, hy) est une singularité du type
A,_1. Le résultat principal de cet article est le théoreme suivant.

Théoréme 1.1. Pour tous les entiers p > 2, ¢ > 2 premiers entre euz, l’application de Nash
Ns(p,ng) associée a S(p,hq) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat va paraitre dans les Comptes rendus de I’Académie
de sciences, Paris [LAT1I].

On remarque que les criteres de [Mor(8] et [PPP06] ne s’appliquent pas en général aux
familles S(p, hy).

En utilisant la méme méthode que dans la preuve du Théoreme [Tl on obtient le résultat
suivant :

Théoréme 1.2. Si S est une singularité du type Eg ou By, Uapplication de Nash N associée
a S est bijective.

On obtient aussi une preuve simple de la bijectivité de 'application de Nash pour plusieurs
cas connus, par exemple D, ott n est un entier, n > 4 (voir [P1E08]).

Récemment sur ArXiv une preuve de la bijectivité de I’application de Nash pour les sin-
gularité de type Eg (resp. pour les surfaces quotients) a été publiée, voir [PS10] (resp. voir
[PP10])). Mais les méthodes de démonstration sont différentes de celle que nous utilisons.

Cet article est organisé de la facon suivante : dans premiére section on introduit quelques
notations et on démontre le Théoreme [L.1]; le Théoreme[L.2]est le sujet de la deuxiéme section,
on donne la preuve du cas Eg en détails et un résumé pour le cas E; ; dans la derniére section
on donne une preuve simple de la bijectivité de 'application de Nash pour les singularités du
type Dy, n > 4 différente de celle de larticle [P1E0S].



4 MAXIMILIANO LEYTON-ALVAREZ

REMERCIEMENTS

Je tiens a remercier Gérard Gonzalez-Sprinberg pour les nombreuses discussions et son
constant encouragement. Je remercie également Marcel Morales pour l'intérét qu’il a porté a
mon travail.

2. LE PROBLEME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hy)

On rappelle que S(p, hq) est 'hypersurface de Ai donnée par 'équation 2P 4+ hy(z,y) = 0,
ol hy est un polynome homogene de degré ¢ sans facteurs multiples et p > 2, ¢ > 2 sont deux
entiers premiers entre eux.

Dans cette section, on introduit quelques notations et on démontre le Théoréme [L.1], sur
la bijectivité de I'application de Nash pour les hypersurfaces S(p, hq).

Nash a démontré que lapplication Ny, associée & la surface de type A,,, m > 2, est bijec-
tive (voir [Nas95]). On suppose donc que ¢ > 3, car 'hypersurface S(p, hs) est une singularité
du type A,_1.

2.1. Désingularisation des hypersurfaces S(p,hy). Un systeme de coordonnées affines
{z,y,2} de A} étant fixé, notons O l'origine de Aj. On décrit la désingularisation de S(p, hq)
en utilisant les constellations toriques de points infiniment voisins de O (voir [CGSLJ90]), les
éventails de Newton (voir [GSLJ91]) et les G-désingularisations (voir [BGS95]).

Soient N = Z3 muni de sa base standard {ej,ez,e3} et M = Homgz(N,Z) le dual de N.
On note {e7,e3,e3} la base duale de {e;,eg,e3}, cest-a-dire I'unique base de M telle que
er(ej) = d;5, ou d;; est le symbole de Kronecker. On identifie la k-algebre k[M] avec la k-
algebre k[z, 21 y,y !
sur x (resp. y, z).

Soit 3 un éventail en Ng := N ®zR. On note X (X) la variété torique associée a 1’éventail
¥ et munie de 'action du tore algébrique (k*)? = Speck[z,z~ 1, y,y~ 1, 2,27 1].

Soit X = Af’{. Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble
fini de points C = {Qo = 0, Q1, ..., Qm }, ot chaque Q;, 1 < i < m, est une orbite de dimension
0 de la variété torique X; obtenue par ’éclatement ¢; : X; — X;_1 de centre (J;_1. On note
X (C) = Xm+1-

On dit que Q; se projette sur Q;, noté Q; > @, si le point QQ; € X; est obtenu a partir de
X, par une suite d’éclatements de points. La relation > est une relation d’ordre partiel sur
les points de C. Si > est un ordre total, on dit que C est une constellation en chaine.

_ . . . . N * * *
, 2,2~ 1] par I'isomorphisme qui envoie le caractére x° (resp. 2, x¥°3)

Supposons que C est une constellation torique en chaine de points infiniment voisins de O.
Soient B := {e;,es,e3} la base ordonnée de N et A := (B) le cone régulier engendré par 5.
Notons 3; ’éventail associé a la variété torique X;. L’éventail Y1 est obtenu par la subdivision
élémentaire de A centrée en u = e1 + e + e3. Pour chaque entier j, 1 < j < 3, soit B; la base
ordonnée de N obtenue en remplagant e; par u en la base B. Soit A; := (B;) le cone régulier
engendré par B;, pour 1 < j < 3. Le choix du point ()1 > (¢ équivaut a choisir un entier aj,
1 <a; <3, qui détermine un cone A,, de I’éventail ¥;. La subdivision X5 de ¥; est obtenue
en remplacant Ay, en ¥ par les cones Ay j = (Bg,j), ol Bg,; est la base ordonnée de N
obtenue en remplacant le j-ieme vecteur de B,, par zueBal u. Le choix du point Q9 > Q1
équivaut a choisir un entier ag, 1 < as < 3, qui détermine un cone A, ,, de I’éventail ¥s. Par
récurrence, on obtient une codification de la constellation en chaine C. Cette codification est
notée Q; = Qo(araz - --a;) pour 1 < j < m.
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Soit by, bg, -+, by une suite d’entiers, ou 1 < b; < 3,1 < i < k < m, et telle que le
cone Ay p,..b, appartient a I’éventail ¥, 1. Notons Up,p,...,, 'ouvert torique affine qui est en
correspondance avec le cone Ay p,...p,. -

Soit C,, = {Qo = O,Q1, ..., Qn—1}, n > 1, une chaine torique de points infiniment voisins
de O donnée par la codification Q; = Qo(37) (j fois 'entier 3) pour 1 < j < n — 1. On note
on : X(Cn) — A} le morphisme torique induit par C, et Se le transformé strict de S(p, hy).

Proposition 2.1. Soient p > q et p = ng + r la division entiere, 1 < r < q. Si r =1, alors
Sc est la résolution minimale de S(p,hy) et la fibre exceptionnelle o, (O) NS¢ est la réunion
de nq courbes rationnelles. Sir > 1, alors S¢ a un unique point singulier s, et de plus, (Sc, s)
est isomorphe au germe (S(r,hy), O).

Démonstration. La proposition se démontre par récurrence sur 'entier n > 1. Mais d’abord
démontrons le lemme suivant.

On considere ’éclatement de Ai de centre O, ¢ : X1 — Ai. On note z;, y;, z; les coor-
données canoniques de 'ouvert torique affine U;, pour 'entier 1 <7 < 3.
Soit S le transformé strict de S(p, hy) induit par le morphisme 1 : X7 — AJ.

Lemme 2.2. Les ouverts de S, Uy NS et Uy N S sont lisses et U3 NS = {(x3,ys,23) € Us |
25"+ hy(z3,y3) = 0}.

La fibre exceptionnelle du morphisme ¢ : S — S(p,hq) est la réunion de q courbes ra-
tionnelles. Les courbes ne s’intersectent qu’en le point fermé de Us fixé par 'action du tore
algébrique (k*)3.

Sip—q=1, alors S est la résolution minimale de S(p,hy).

Démonstration. Les restrictions du morphisme ¢ : X7 — Ai aux ouverts U; sont données de
la facon suivante :

Ur = A3, (z1,y1,21) = (21,2191, 2121)

Us = A}, (22,2, 22) = (Y22, Y2, Y222) ;

U3 — Ai, (.%'Q,yg, 2’2) — (2’3.%'3, 233, 23).
Ainsi, on obtient que

UinNsS = {(.%'1,3/1,21)6(]1 ’211'1 q+h ( 1) O}

Uz NS ={(22,y2,22) € Uz | Zzy2 hq(z2,1) = 0};

UsNS = {(.%'3,2/3,23) e Us ’ 23 74 h (1‘3,2/3) }
Par un calcul direct, on montre que U; NS et Us NS sont lisses. Ceci acheve la preuve de la
premiere partie du lemme.

Soit F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p, hy). Alors on a
UsNF = {(x3,y3,23) € Us | 23 =0, hq(z3,y3) = 0}.

Comme hy est un polynoéme homogene de degré ¢ sans facteurs multiples, I’ensemble Uz N F
est la réunion de ¢ courbes rationnelles qui s’intersectent en l'origine de Us.
On remarque que les deux ensembles suivants sont de cardinalité q.
(Xl\Ug) NEFNU, = {(xl,yl,zl) el ’ z1=0, 1 =0, hq(l,yl) = O};
(Xl\Ug) NEFNU; = {(Z’Q,yg,ZQ) € Us ’ 20 =0, y3 =0, hq(.%'g, 1) = O}.
Par conséquent, la fibre exceptionnelle est la réunion d’exactement ¢ courbes rationnelles qui
s’intersectent en 'origine de Us. Ceci acheéve la preuve de la deuxiéme parti du lemme.

Sip—q =1, S est une surface lisse. On considere la fonction réguliere de A}, g(z,y, 2) = .
Alors g* = g o ¢1 est une fonction réguliere de Xj.
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Soit C' le diviseur principal de S(p,hq) associé a la restriction de g & S(p,hy), c’est-a-dire
C := Div(g |(p,n,))- On remarque que C' est une courbe (I'intersection schématique de Div(g)
et S(p,hq) est irréductible et réduit). Notons C’ le transformé strict de C' par le morphisme
61 : S = S(p,hyq). Par un calcul direct, on peut montrer que C’ intersecte F' en 'origine de
Us.

On considere la restriction de g* a I'ouvert Us. Alors, on a

g* = z3x3.
Par conséquent, le diviseur principal de S associé a la restriction de g* a S est le suivant :
Div(g* [s) = C' + 23:1 F,

ou les F; sont les composantes irréductibles de F. Comme Div(g* |g)-F; = 0 pour tout
i€{1,2,...,q}, on obtient :

E"E:_C/'E_ZjﬁFj'E:_QS_3-
Ceci acheve la preuve du lemme. O

Raisonnons par récurrence sur l’entier n.
Sin=1,onap=gq+retC; ={Qp=0}. La preuve de ce cas résulte du Lemme
Maintenant, on suppose que p = ng + r.

D’apres le Lemme 2.2 on a U3 NS = S((n-1)q + 1, hy) et la fibre exceptionnelle de ¢; : S —
S(p, hq) est la réunion de g courbes rationnelles. En appliquant ’hypothése de récurrence sur
U3z N S, on montre :

la fibre exceptionnelle de oy, : S¢ — S(p, hq) est la réunion de ng courbes rationnelles;
si 7 > 1, alors S¢ a un unique point singulier de type S(r,hy);
si r =1, alors S¢ est lisse.

Pour achever la preuve de la proposition, il faut montrer que si r = 1, alors le morphisme
on : Se = S(p,hyq) est la résolution minimale de S(p, hy).

Soient F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p,hq) et F; une composante
irréductible de F, 1 <i < g. On note F] le transformé strict de F; dans S¢ (on rappelle que
le morphisme ¢; factorise ¢,). En utilisant ’hypothése de récurrence, pour montrer que Sc
est la résolution minimale de S(p, h), il suffit de montrer que F}-F} < —2 pour tout 1 < i < q.

Pour chaque Q; € C,, on note B; le diviseur exceptionnel ¢, 1(Qi) en X;y;1 et D; (resp. DY)
le transformé strict (resp. total) de B; dans X (C,,).

On rappelle que la constellation C, est donnée par la codification @Q; = Qo(37) pour
1 <j<n-1.En vertu du lemme 1.3 de [CGSLJ96], on a
D; = Dj - f+1a

d’ou Df = Z?:_@'l D;. Soit Py, _, le spécial x-idéal associé & Q,_1 et D’ le diviseur de X (C,,)
tel que

Pau-10x(c.) = Ox(e) (= D).
D’apres le Lemme 2.16 de [CGSLJ96] on a
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1 =1y
D'=5%"", Dr.
Par conséquent, on a
/_ n—1;/.
D=3 (i +1)Di.

Soit g un élément général de 'idéal Pg, ,. Alors g* = g o oy, est une fonction réguliere de
X(Cy). On note C le diviseur associé a g et C’ le transformé strict de C' dans X (C,,).
Alors, on a

Div(g*) = €'+ Y15 (i + 1) D;.

Pour un diviseur Z de X(C,), tel que son support ne contienne pas Sg, notons Z - Se
le diviseur de S¢ obtenu par la somme formelle des composantes irréductibles de Z NS¢
pondérées par leurs multiplicités en S¢. Comme g est un élément général de Pg, , on peut
supposer que le support de C’ ne contient pas Sc. Ainsi, on obtient que

Div(g* |s.) = C"- S 4+ S (i + 1) D; -Se.

On remarque que Dg - S¢ = 3:1 F!. En effet, il suffit de considérer 'ouvert affine U;. On
a donc U1 NS¢ = {(21,y1,21) € Ur | 227" + he(L,y1) = 0} et Do N U1 = {(21,y1,21) € Un |
z1 = 0}. Par conséquent, (Dg - S¢) NU; = > (F/ NU;y), dot Dy - Se = Y1, F.

On a donc
Div(g* Isc) = C'- Sc + S5 (i + 1) Di-Se + X0, F}.

On remarque que U'intersection Div(g* |s,) -F} est nulle pour tout 1 < i < ¢, car Div(g* |s,)
est un diviseur principal. On remarque aussi que (3.7 (i+1) D;-S¢) - F/ > 2, car il existe au
moins un 1 <7 <n—1tel que ((: +1)D;-S¢) - F; > (i + 1) > 2. Par conséquent, on obtient
que F! - F! < =2 pour tout 1 <1i < ¢, d’ou la proposition. O

Pour un polynéme g = > c.z®y®22% dans k[x,y, 2], ou e = (e1,ez,e3) et ¢, € k, on
note £(g) l'ensemble des exposants e € Z3, dont le coefficient ¢, est non nul, c’est-a-dire
E(g) :={ec Z%O | ce # 0}.

Soient I'; (g) I'enveloppe convexe de 'ensemble {e + R3, | e € £(g)} et '(g) la réunion
des faces compactes de T';(g). On note I(g) I'idéal monomial de k[z,y, z] engendré par les
monomes ¢ y®22% tels que (e1, e, e3) € I'(g), c’est-a-dire I(g) := ({x1y®22 | (e1,ea,e3) €
I'(g)}). L'éventail de Newton I'*(g) associé a g est la subdivision de R3, correspondant &
'éclatement normalisé de A} de centre l'idéal I(g). Pour plus de détails voir [GSLJ91] ou
[KKMST73].

A un automorphisme dans GL3 (k) prés, on suppose que z et y ne divisent pas hq(z,y). La
Figure [ représente le polyedre de Newton I'(f) associe a f := 2P + hq(z,y).

Soit H un plan de R? qui ne contient pas I’origine de R? et tel que l'intersection de H et
R‘io soit un ensemble compact. La Figure [2 représente I'intersection de H avec la subdivision
I'*(f) de R3. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal (autrement
dit, vecteur primitif d’un cone de dimension 1 de I’éventail I'*(f)) correspondant. On note 71
(resp. T2, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et (p,p,q).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.

Proposition 2.3. Le cones 11 et m9 sont réguliers.

Soit g une G-subdivision réguliére de T'*(f), c’est-a-dire une subdivision réguliere de
chaque cone 7 € I'*(f) n’ayant comme arétes que celles qui portent les vecteurs du systéme
générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3. D’apres [BGS95] cette subdivision existe.
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(0,0,p)

FIGURE 1. Polyedre de Newton I'(f)

(0,0,1)

(1,0,0) ¢ ®(0,1,0)

FIGURE 2. Eventail de Newton I'™*(f)

On note mr : X(T*(f)) = A (resp. mg : X(Xg) — X (I'*(f))) le morphisme torique induit
par la subdivision I'*(f) de R%, (resp. Xg de I'*(f)) et Sg le transformé strict de S(p,hy)
associé au morphisme 7 := 7g o Txr.

Soit k, un entier k& > 1. Pour un ensemble d’entiers m; > 2, 1 < ¢ < k, on note
[m1;me;---;my] la fraction continue définie de la fagon suivante :

1
[mg] == my, [me_1;my] = mp_y — — et [mi;ma;---smy] == mp — ———.
my, [mg; -+ s my]

La proposition suivante est une application directe du Théoréme 6.1 de [Okal7].

Proposition 2.4. Sg est une bonne résolution de S(p,hy) et son graphe dual pondéré est

une étoile a q branches identiques. Le diagramme de chaque branche est le suivant :

E% —mp  —Mmy —Mmy
ou Ey le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers m; > 2 (resp. Uentier k)
sont définis (resp. est défini) de la fagon suivante :

sig>petq=np+r la divisz’onpentiére, 1<r<p, alors on a

= [miyma; - ymy) ;
p—r
sip>q etp=mngqg+r, la division enticre 1 <r < q (resp. n > 1), alors on a
p
—— = [masma; - ).

De plus, cette résolution est minimale si et seulement si p Z1 mod gq.
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Corollaire 2.5. Si p = 1 mod q, seul le diviseur Eg n’est pas un diviseur essentiel sur
S(p7hq)-
Démonstration. Soit n > 1 tel que p = ng + 1. En vertu de la Proposition 2.4 on a

p ng+1 _ 1

p—q (n—1)g+1

-
qg+1

En particulier 'entier k est égal a n, d’ou le graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p, hq)
a ng—+ 1 sommets. D’apres la Proposition 2.T]il n’y a que un diviseur de la fibre exceptionnelle
de 7 qui n’est pas un diviseur essentiel. D’apres le critere de contraction de Castelnuovo ce
diviseur a une auto-intersection égale a —1.

Comme les branches du graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p,hq) sont identiques,
forcement le diviseur Fj a une auto-intersection égal a —1, d’ou le corollaire. O

La proposition suivante résulte du Théoréme principal et de la Remarque a) de la Section

4 de |GSLJ91].
Proposition 2.6. Le diviseur 7=1(S(p,hy)) est @ croisements normauz.

La Proposition montre que 7 : X(Xg) — Ak est une résolution plongée de S(p,hy)
c’est-a-dire 7 : X(¥g) — Ay est un morphisme propre et birationnel, 7 : X (3g)\7~1(0) —
Ak\{O} est un isomorphisme et 7=1(S(p, hy)) est un diviseur & croisements normaux).

La proposition suivante établit une relation entre le morphisme 7 : Sg — S(p,hq) et le
morphisme o, : S¢ — S(p, hy).

Proposition 2.7. Si p > g, le morphisme o, : S¢c — S(p,hq) factorise le morphisme m :
Sg — S(p,hy), c’est-a-dire il existe un morphisme 7' : Sg — Sc tel que m = o o 7.

Démonstration. Dans la preuve de cette proposition, on peut appliquer le Lemme car ses
hypotheses sont vérifiées.
On remarque que

(p,p,q) + (p—q)(0,0,1)
p

et que le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (1,1,1) est régulier. Par conséquent, le
vecteur (1,1,1) appartient au systeme générateur minimal du semi-groupe 73 N Z3, ot1 73 est
le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p, q) (voir la Figure [2)).

(1,1,1) =

On remarque aussi que ’éventail obtenu par I’éclatement de Newton de Af’{ associé a
f = 2P + hq(z,y) suivi de la subdivision élémentaire centrée en (1,1,1), coincide avec celui
obtenu par ’éclatement de Af’{ de centre le point O suivi de I’éclatement de Newton de Us
associé & 2§ 7 + hy(z3,ys) (voir le Lemme 2.2)).

Soit p = nqg + r la division enti¢re, 1 < r < ¢. En utilisant la remarque ci-dessus et le
Lemme [2.2] la proposition résulte d’une récurrence sur 'entier n > 1. ]

Pour p un wvecteur extrémal de g (c’est-a-dire p est un vecteur primitif d’un cone de
dimension 1 qui appartient a I’éventail ¥g), on note D, l'orbite fermée associée a p. Notons
E ¥g I'ensemble des vecteurs extrémaux de Xg, et S2 T*(f) le 2-squelette de I'*(f) (c’est-a-dire
S2T*(f) est la réunion des cones de dimension 2 qui appartiennent a I'éventail S2T*(f)).
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La proposition suivante donne des équations locales pour les composantes irréductibles de
la fibre exceptionnelle de la désingularisation 7 : Sg — S(p,hq). On rappelle que Ej est le
diviseur associé au sommet central du graphe induit par .

Proposition 2.8. Soit p un vecteur extrémal de Xg (p € EXg). Alors, on a :

i) Uintersection D,NSg n’est pas vide si et seulement si p appartient au 2-squelette de
I’éventail de Newton T'*(f), c’est-a-dire p € S2T*(f)NE Xg ;

i) les composantes irréductibles de D, NSg sont diviseurs exceptionnels du morphisme
7:Sg — S(p,hq) si et seulement si de plus p € 73 ;

iii) une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de m étant donnée, il existe
un unique p € E'¥g tel que E C D, et de plus Ey =D, 1, )N Sg ;

iv) l’ensemble formé par le vecteur (0,0,1) et les vecteurs p € EXg tels que les compo-
santes irréductibles de D, N Sg sont diviseurs exceptionnels de m est le systeme générateur
minimal du semi-groupe T N Z3, ot T est le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et

(p,p,q)-

Démonstration. Les points i),ii) et 4ii) de la proposition résultent de la Remarque 4.3 et des
Lemmes 4.7 et 4.8 de [Oka87]. Le point iv) résulte des points i), i) et de la Proposition
23 O

2.2. Preuve du Théoréme 1.1. Dans cette section, on montre la bijectivité de I'application
de Nash pour les hypersurfaces quasi-rationnelles S(p, h), ce qui équivaut & montrer que tous
les wedges admissibles se relevent a la résolution minimale de S(p,hq) (voir [Reg06]). Notre
but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que pour chaque diviseur essentiel £
(E € Ess(S(p,hy))) tous les K-wedges admissibles centrés en Ng se relevent a la résolution
minimale de S(p, hq). Avec le théoréme suivant on réduit le nombre de cas a étudier.

Théoreme 2.9. Soient S une surface algébrigue normale sur k et m : X — S la résolution
minimale de S. Supposons qu’il existe un morphisme propre et birationnel @’ : S" — S, ou
S’ est une surface algébrique normale sur k, tel que ©’ factorise w. Alors, si lapplication de
Nash Ng associée a S est bijective, lapplication de Nash Ng associée a S' l'est aussi.

Démonstration. On remarque que X est la résolution minimale de S’. Si w est un K-wedge
sur S’, alors 7’ o w est un K-wedge admissible sur S. Par conséquent, 7’ o w se releve a X,
d’ou le Théoreme. O

En vertu des résultats 2.1 2.7 et 2.9] on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.10. Si l’application de Nash ./\/S(p7hq) associée a Uhypersurface S(p,hy) est bi-
jective pour tous les entiers p > q > 3, premiers entre euz, alors l'application de Nash Ns(p7hq)
est bijective pour tous les entiers p > 2 q > 2, premiers entre eux.

Dans la suite, on suppose que p > ¢ > 3. Soient E € Ess(S(p, hq)) et ag le point générique
de Ng. On note

(Hzs foys p1z) := (Ordy af; (), Ords o (y), Ordy o (2)).

Proposition 2.11. Le vecteur (i, by, ft-) appartient au systéme générateur minimal du
semi-groupe T N Z3,, ot T est le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p,q). En
particulier p; = ,uy_et Plz — qlby > 0

Démonstration. Dans la démonstration on utilise les notations usuelles de variétés toriques
(voir [KKMST73]).

Soit E € Ess(S(p, hq)). En vertu de la Proposition 2.8il existe un unique vecteur extrémal
p1 appartenant au systéme générateur minimal du semi-groupe 7NZ3 tel que E C D,,. Soient
p2 et ps deux vecteurs extrémaux de Xg adjacents a p;, c’est-a-dire il existe un cone o € g
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de dimension 3 tel que les vecteurs pi, ps et p3 sont vecteurs extrémaux de o. On remarque
que le point générique de E n’est pas contenu dans D,, ou D,,.

Pour un vecteur m = (a,b,c) € Z3, on note x™(t1,t2,t3) = t{t5t5 le caractére associé a m.
Soient U, 1'ouvert torique de X (Xg) associé a o et x" le caractére qui définit une équation
de D,, NU,, pour i € {1,2,3}. Alors, on a m; - pj = 6;;, out J;; est le symbole de Kronecker.
Quitte a remplacer les vecteurs ps, p3, on peut supposer que U, N E # ().

On considére 'unique relevement ap a Sg du point générique ag de Ngp. On remarque
que ag(0) est le point générique de E et que le k,-arc ap est transverse a E, c’est-a-dire
Ord; foag =1, ou f est une équation locale de E.

On rappelle que le diviseur 7=1(S(p,hy)) est & croisements normaux. En particulier Sg
est transverse au diviseur D, .Comme le k,-arc ap est transverse a I, le ko-arc ap est
transverse a D), . Par conséquent, on obtient que m; - (tz, fiy, ft2) = 6;1, car ag(0) n’est pas
contenu dans D,, ou D,,. Ceci implique que (fiz, jty, ft-) = p1, d’ott la proposition. U

On considere un K-wedge w : Spec K[[s, t]] = S(p, hq) admissible centré en Ng. On note
(Nzs My, M2) = (Ordy w*(z), Ord; w*(y), Ord; w*(2)).
On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :
wH(x) = x5 wH(y) = e wr(z) = 1,

ou x, ¢ et 1 sont des séries formelles dans K|[[s,t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Maintenant, on donne la proposition clé pour la preuve du théoreme [L.11

Proposition 2.12. Si les séries formelles x,p et ¥ sont inversibles, alors le K-wedge ad-
missible w centré en Ng se reléve a la résolution minimale de S(p,hy).

Démonstration. La résolution m : Sg — S(p,hq) est induite par le morphisme torique 7 :
X(Zg) — Aj. L’éventail $¢ est une G-subdivision réguliere de I'éventail I'*(f) (voir la Figure
[2), donc 'éventail ¥g est une partie d’un éventail complet. En vertu de la version torique du
Lemme de Chow il existe une subdivision ¥ d’éventail Xg tel que le morphisme 7’ : X (3) —
Af’{ est un morphisme projectif, la variété X (X) est quasi-projective et m factorise n’. Par
conséquent, il existe un idéal monomial Z C k[z,y, z] tel que X (X) est 'éclatement de A3 de
centre l'idéal 7.

Comme les séries formelles x,p et ¢ sont inversibles et 1'idéal Z est monomial, 1’'idéal
w™1T -k[s,t] est inversible. En vertu de la propriété universelle de I’éclatement le morphisme
w se releve a X (X). Ceci implique que le K-wedge w se releve a résolution minimale de

S(p, hy). O

Maintenant, on donne quelques notions et résultats techniques qui nous permettent de
montrer que les séries formelles x,p et 1 sont inversibles.

Pour une série non nulle ¢ := Zc(elm)selte?, Ol C(¢, ep) € K, on définit les applications
suivantes :

v:RZ) = Rxo,v = vp¢ :=min{v-e | e € E(P)}, ot £(¢) = {(e1,€2) | Cley,e0) # 0}

PPr:R%) — K[s,t],v s ¢y = > Cley,e0) ST
FI: K[[s,t]]\{0} = Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.
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Un vecteur v € R% ;) définit une graduation positive sur ’anneau K|[s, t]]. Cette graduation
est appelée v-graduation. Pour une série formelle ¢, le polynéme ¢, est la partie principale
de ¢ pour la v-graduation. Le polynéme ¢, est appelé la v-partie principale de ¢.

Proposition 2.13. [l existe un vecteur v € Q2>0 tel que :
FI(x) < Degy Xv = VoX = fe — e <p—1;
Fl(p) < Degy v = vop = py =y <p—1;
FI(¢) < Deg; by = vpth = iz — 1. < q — 1.
De plus, x (resp. ¢, ¢) est inversible si et seulement si p, —n, = 0 (resp. py —ny = 0,

Hz — 1Nz :0)'

Démonstration. On remarque qu’on peut écrire le comorphisme du K-wedge w de la facon

suivante :
w*(x) = Z a;stitt + Z a;it’;

Na <1< o Ha <%

w*(y) = Z bjs"it! 4 Z bt’;
Ny <Jj<py Hy<J

w*(z) = Z cps th 4 Z et
Nz <k<pi pa <k

ou les exposants [; (resp. m;,ny) sont strictement positifs et les séries formelles a;,b;, ¢, €
K{[s]] sont inversibles pour (7, j,k) = (14, 1y, 7-) et inversibles ou nulles pour i < piz, j < fuy,
k< .

Soit v = (u,1) € @2>0. Si u est “assez grand”, alors y, = att*" , = bthv™l et
Yy = ct=7"= ol a, (resp. b, c) est le terme constant de la série formelle a,,, (resp. by, c,. ).
La proposition résulte de la propriété multiplicative de la v-graduation, c’est-a-dire pour ¢;
et ¢y deux séries formelles on a (¢102), = (P1)y(d2)- O

Proposition 2.14. Le vecteur (ny,ny,1.) appartient au semi-groupe T N Z?;O, ou T est le
cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p,q). En particulier n, = n, et pn, — qny > 0.
De plus si les séries formelles x,p et Y ne sont pas simultanément inversibles, alors on a
Pz —qnz > 0.

Démonstration. Pour un réel u € R, on définit le vecteur suivant :

Vi)W = V1w (@), Vw1 w* (1), vunw* (1) € R,

Ce vecteur définit une graduation sur 'anneau k|z, y, z]. Soit f,, € k[, y, z] la partie principale
de f = 2P + hq(x,y), par rapport a cette graduation.
Le K-wedge w doit satisfaire '’équation 2P 4+ hq(x,y) = 0, c’est-a-dire on a

f(W*(x)7W*(y)7W*(Z)) =0,

ce qui implique que

Fu (@ (2)) (u,1)> (W () (1) (W (2)) (1)) = O-

Par conséquent, f, n’est pas un monome. Ceci implique que le vecteur v, ;)w appartient
au 2-squelette S? T*(f).
On remarque que lir% Vi, )W = (MzsMy>M2). Soit n >> 0 un entier “assez grand” tel que
u— ’

Ne <n, 1y <mn, 1. <n.llexiste alors un réel ug > 0 tel que

Vi)W € Kp = 92X N {(A1, A2, A3) € R?io | Aj <npourje{l,23}}
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pour tout u < ug. Comme K, est compact, on a (13,1,,1n,) € So I'*(f).

On rappelle que les cones 71 et 79 sont réguliers (voir la Proposition 2.3]). Comme 71, < u,,
Ny < py et n, < p, et les cones 71, T sont réguliers, on obtient que le vecteur (1,7, 7:)
appartient au cone T.

Si les séries formelles y,p et ¥ ne sont pas simultanément inversibles, alors pn, — qn, # 0,

car si pn. — qng = 0, alors (na, 7y 12) = (tta, fiys 12) = (p, P, q), d'ot les séries formelles x, ¢
et ¢ sont inversibles (voir la Proposition 2.13)). O

Soit I'(,, ,..) I'enveloppe convexe de 7/NZ2, ot 7/ est le cone engendré par (0,1) et (tiq, 1)
La figure suivante donne une idée intuitive de la forme du polyedre I, ,.)-

1 9 « + + « g s o+ o+ o+ o+ oo

FIGURE 3. Polyedre P(Hmvﬂz)

Proposition 2.15. Soient (a1,b1) et (az,b2), a1 < ag, les coordonnés des sommets d’une face
compacte du polyedre I, .y et L la droite qui joint les points (a1,b1) et (az,bs). Alors la
pente de la droite L est positive et strictement plus petite que %. De plus T,y u.) = T’ﬂf(p’q),
ou 7' est le cone engendré par les vecteurs (0,1) et (fig, piz)-

Démonstration. D’abord on suppose que (fiz, f1z) = (p,q). On note I' = I',, ;). Comme on
p > g, le vecteur (1,1) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7’ N Z2%,,
ot 7 est le cone engendré par (0,1) et (p,q) (voir la FigureB)). En particulier le vecteur (1,1)
appartient a une face compacte du polyedre I'. Comme la pente de la droite qui joint les
points (0,1) et (1,1) est nulle et 1 < ¢, on obtient que la pente de la droite L est un nombre
réel positif, car I' est convexe.

En raisonnant par I'absurde, on suppose que

by — by
ag — a1

> 1
p

d’ott p(by — b1) — g(ag — ay) > 0. Ceci implique que le vecteur (ay — aj, by — by) appartient
au cone 7. Or (ag,bs) = (az — a1,by — by) + (a1, b1), d’olt une contradiction, car le vecteur
(ag,bs) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7" N 2220.

OnaT(,,,.) =7 NT(g), car la pente de la droite qui joint les points (0,0) et (tg, p12) est
plus grande que % et les pentes des droites qui définissent les faces compactes de I'(, ;) sont
strictement plus petites que %. O

On définit I'application suivante :
m: L) — R, (u,v) = pu — qu.

Proposition 2.16. Il existe un vecteur (ug,vg) € I tel que

Basfbz)
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m(ug,vo) = inf{m(u,v) | (u,v) € I’(MM)}.
De plus on a :
i) si (fg, z) = (p,q), alors (ug,vy) appartient au rayon engendré par le vecteur (p,q) ;
i) si (pie, pz) # (P, q), alors (uo,vo) = (Ha, f12)-

Démonstration. Le vecteur (i, p.) étant fixé, on note I' = T'(,,, ,.)-

Géométriquement, lorsque ¢ croit depuis —oo, les droites L. := {(u,v) € R? | (—q,p) -
(u,v) = c} finissent par toucher le bord du polyédre I' en un point (ug, vg). On remarque que
m(ug,vp) = inf{m(u,v) | (u,v) € T'}.

On rappelle que pour tout vecteur (u,v) € T' on a pv — qu > 0. Si (g, pz) = (p,q),
alors Lo N T est la face non compacte engendrée par le vecteur (p,q), d’ou le point i) de la
proposition. Maintenant, on suppose que (fi, pt) # (p, q). La pente de la droite L’ qui joint
les points (0,0) et (g, p1-) est strictement plus grande que %, donc toute droite L. pour c € R
intersecte en exactement un point la droite L'. Par conséquent, (ug, vg) appartient & une face
compacte de I'.

Soient (ay,b1) et (az,bs) les coordonnées des sommets d’'une face compacte du polyedre
I'. On peut supposer que a; < ag car la pente de la droite L qui joint les points (a1, b1) et
(ag, b2) est finie (Proposition 2.15]).

Soit ¢; le réel tel que la droite L, intersecte la droite L en le point (a;, b;), pour i € {1,2}.
En vertu de la Proposition 215 on a ¢; < ¢; (la pente de la droite L est positive et strictement
plus petite que %). La proposition est obtenue par récurrence sur le nombre de faces de I'. [

Proposition 2.17. Le vecteur (n,,n.) appartient au polyédre L (e 2) -

Démonstration. En vertu de la Proposition 2.I4] le vecteur (n,,7.) appartient au cone 7"
engendré par les vecteurs (0,1) et (p,q). Par conséquent, le vecteur (n,,7,) appartient au
polyedre I'¢, ).

En raisonnant par labsurde si le vecteur (7,,7,) n’appartient pas au polyedre L (g 2)s
alors ce vecteur appartient a l'intersection € du cone 7" et l'intérieur du triangle définit
par les vecteurs (0,0), (g, pz) et (pe,0) car e < pg, 7, < p et I, ) est Penveloppe
convexe de 7' N Z%,, ol 7' est le cone engendré par les vecteurs (0,1) et (ug, ). Mais
d’apres la Proposition I'intersection du polyedre I'(, ;) et 'ensemble © est vide, d’ou une
contradiction. O

On rappelle qu’on veut montrer que les séries formelles y, ¢ et ¢ sont inversibles (Propo-
sition 2.12]). Le résultat suivant est une réduction du probleme.

Proposition 2.18. Si x ou ¢ est une série formelle inversible, alors les séries formelles x,
@ et Y sont inversibles

Démonstration. D’apres les Propositions 2111 213 et 2.14] on obtient que la série x est
inversible si et seulement si ¢ est inversible. Par conséquent, p, = 7, (Proposition 2.13).
Comme on a1, < i, et 9y = g, ON & PN, — QN < DU, — qliz. En vertu des Propositions
et 2171 on obtient que p, = 1,. La proposition résulte de la Proposition 2.13] ]

Soit hq(z,y) = [[{_;(a;iz + byy) la décomposition en facteurs irréductibles de hy. Le K-
wedge w doit satisfaire 1'équation 2 = —hq(z,y) donc :

== eqhP = —h(x, ) = — 1) v, ot i == a;x + bip.
Dans la suite, v est comme dans la Proposition 213 Les combinaisons linéaires de y et ¢

données par les y; plus I'hypothese sur les facteurs irréductibles de hq permettent de montrer
le lemme suivant.
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Lemme 2.19. Soit A := p.g.c.d(71,72). Alors p.g.c.d(v,7;) = Alij, ou I;; est inversible
pour tous les entiers 1 < i < j < q. De plus, si A\ est inversible, alors x, ¢ et i sont
tnversibles.

Démonstration. Soit Ao = p.g.c.d(Viy,%,), OU ip et jo sont deux entiers tels que 1 <
1o < jo < q. Si Ao n’est pas inversible, alors Ay divise x et . Par conséquent, Ag divise
p.g.c.d(y,75) pour tous les entiers i, j tels que 1 < ¢ < j < ¢g. Ce qui acheve la premiere
partie de la proposition.

Pour la deuxieme partie de la proposition on suppose que la série formelle A est inversible.
Raisonnons par absurde. En vertu de la Proposition 218 les séries x et ¢ ne sont pas
inversibles. On rappelle que les séries formelles x, ¢ et ¢ satisfont la relation suivante :

==z hp = — hq(Xa (P) = — ngl Vi, OU ;1= a; X + bip.

Comme x et ¢ ne sont pas divisibles par ¢, ¢ divise +; si et seulement si ¢ ne divise pas ;
pour tout j # i. Quitte & re-numéroter les ~y;, on peut supposer que tP"=~ 7% divise ;. Soit
N = —tPE et

Comme p. g. c.d(v,7) est inversible pour tout 2 < i < j < g, la série formelle +f [T7_, v
a au moins g — 1 facteurs irréductibles non associés. Comme on a ? = ~{ [[{_,7;, on a
FI(TTL57) = ¢ —1, car FI(¢)) < ¢ — 1 (Proposition 2.13)), et on obtient que 7} est inversible
et que = H;’;ll 1, ou les séries formelles v; sont irréductibles non associées. Par conséquent,
on peut supposer que y;41 = ¢ I; pour 1 < i < g—1, ot les séries formelles I; sont inversibles.
Comme on a g > 3, il existe deux constantes a,b € K telles que

P10t = i) + bIxyh.

On rappelle qu'une série formelle dans K[[s,?]] est inversible si et seulement si elle I'est
dans K{[s,t]], o K est la cloture algébrique de K. Soient J; et Jo deux séries formelles
inversibles dans K[[s,t]] telles que J¥ = aly et J§ = bl,. Ainsi, on obtient que :

Pz ) — le(Jﬂ,Zn + w; Jorpa),

ol les w; sont les racines p-iemes de 'unité. Mais ] est inversible et pn, —gn, > 0 (Proposition
2.14]), donc 11 et 19 sont inversibles ou divisibles par ¢, ce qui est absurde. O

La proposition suivante achéve la preuve du Théoréeme [IT] (voir la Proposition [Z12]).
Proposition 2.20. Les séries formelles x, p, ¥ sont inversibles.

Démonstration. On rappelle que 7y = 1y < pip = piy <P, 0 < pz < ¢, P, —qne > 0 et

que (fig, fy, pt-) appartient au systeme générateur minimal du semi-groupe 7 N 73 (voir les

Propositions 2.17] et 2.14]).

En raisonnant par ’absurde, on suppose les séries formelles x, ¢ et 1 non toutes inver-
sibles. Par conséquent, pn, — qn, > 0.

On rappelle que les séries formelles x, @ et 1 satisfont la relation suivante :
==z P = — hq(Xa (P) = — ngl Vi, OU ;1= a; X + bjp.
Comme x et ¢ ne sont pas divisibles par ¢, ¢ divise +; si et seulement si ¢ ne divise pas ;
pour tout j # i. Quitte a re-numéroter les ;, on peut supposer que tP7="%= divise ~y;.
D’aprés le Lemme 2191l existe des séries formelles ~/ telles que :

Y1 = —tPET ey A et y; = ;A pour 2 < i < g,
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ot A n’est pas inversible et p.g.c.d(v’;,7;) est inversible pour 1 <4 < j <g.

Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition [2.20
Lemme 2.21. 1 <1 < q Le v-ordre de A est pip, — 1, ¢’est-a-dire vy = phy — 1)y

D’abord finissons la preuve de la Proposition On rappelle que 1, = 1, < piz = iy,
Nz < [z, que (g, [y, (1z) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7 N 73
(Proposition R.I1]) et que (7:,7.) appartient au polyedre de Newton I'(,, .y (Proposition
2.17) engendré par 'ensemble 7/ N Z2, ot 7/ est le cone engendré par (0,1) et (pig, p). Soit
v =TI, 1), don P = 4/X1. D’apres le Lemme 22Tl on a v,y = pus — que — (P02 — qn)-
Par définition v,y > 0. Or v,y > 0 si et seulement si (1;,7,) = (fz, 1) (Proposition ZTI6]),
d’ott une contradiction. En effet, si (9:,7.) = (g, 2) , alors les séries formelles x, ¢ et v
sont inversibles (voir les Propositions 213 et [2Z.18]).

Démonstration du Lemme [2.21] On rappelle que v; = a;x + bjp pour 1 < i < ¢. Alors,
il existe au plus un 1 < ig < ¢ tel que les v-parties principales Y., ¢, satisfont la relation
@io Xv + biyy = 0. En particulier on a v,y; = p, — 1, pour tout 1 < ¢ < ¢ tel que 7 # ig. Par
conséquent, vuA < iy — M.

Si vyA < pg — Mg, alors vy, > 0, pour tout 2 < ¢ < ¢. Ceci implique que les 7/, pour
2 <1 < g, ne sont pas inversibles.

Comme p.g.c.d(v’i,7;) est inversible pour tous les entiers i, j tels que 2 <i < j < ¢, la
série formelle v/ = []?_, 7/ a au moins g — 1 facteurs irréductibles non associés. Comme on a
PP =~'\1 on a FI(7) = ¢ — 1, car FI(¢)) < ¢ — 1 (Proposition 2I3]) et on obtient que 7] est
inversible, que ¥ = Hg;ll 1, ou les 1); sont irréductibles non associées, et que pu, —1n, = q¢— 1.
De plus on a (g, fty, i) = (p,p,q). Ceci implique que p — g > 1 car si p — ¢ = 1 le diviseur
Eo = D, p.q) N Sg n'est pas un diviseur essentiel (voir la Proposition 2.8 et le Corollaire 2.3]).

On rappelle qu’une série formelle dans K|[[s,t]] est inversible si et seulement si elle est
inversible dans K|[s,t]], o K est la cloture algébrique de K. Dans la suite on suppose que
le corps K est algébriquement clos.

On peut donc supposer que ¢f =~/ | A, ol EX = Hg:_ll i, €1 =] et p.g.c.d(\i, Aj) est
inversible pour tous les entiers 4, j tels que 1 <i < j < ¢ —1. Comme (g, fty, =) = (P, D, q),
on a tP1=" 9 qh, = —hq(xy, @y) (Proposition 2.13), d’ott v,y; = pg — 1, pour tout 1 <14 < gq.
Ceci implique que v,7;,; = vy, pour tout 1 < i < ¢ — 1. Comme v,y | = V75 et vpth; = 1
pour tout 1 < ¢ < g—1, 0on a vyA; > 0 pour tout 1 <4 < g—1, d’ou les A\; ne sont pas
inversibles. Ainsi, on obtient que v;41 = Liy? 9\, pour 1 < i < g—1, ot les I; sont inversibles.
Comme g > 3 et v; := a;x + by, il existe deux constantes a,b € K telles que

1Pt = Ly DLyl

Soient Jq et Jy deux séries formelles inversibles telles que Jf "1 =qal et Jg % = pI,. Ainsi,
on obtient que :

tpnfqmc»yi — f;lq(Jll/Jl + wij2w2)7

ou les w; sont les racines (p — q)-iemes de I'unité. Mais v} est inversible, pn, — qn, > 0 et
p—q > 1, donc 91 et ¥y sont inversibles ou divisibles par ¢, ce qui est absurde. O
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3. PREUVE DE LA BIJECTIVITE DE L'APPLICATION DE NASH POUR LES SINGULARITES DE
TYPE Eg ET E;

3.1. La singularité de type Eg. Dans cette section on démontre la bijectivité de 'applica-
tion de Nash pour les singularités de type Eg, ce qui équivaut a montrer que tous les wedges
admissibles se relevent a la résolution minimale de Eg (voir [Reg06]).

Soit S I’hypersurface normale de Ai donnée par I'équation x? 413+ 2* = 0. L’hypersurface
S a un unique point singulier de type Eg a l'origine de Ai.

Dans la suite, on énonce quelques propositions qui se démontrent de facon analogue a cer-
taines propositions utilisées pour prouver le Théoreme [Tl Pour chaque résultat énoncé on
précisera la proposition correspondante dans la preuve du théoréme [Tl

Notons f = 22 +y3+2*; on considere I’éventail de Newton I'*(f) associé a f. Soit H un plan
de R3 qui ne contient pas I'origine de R? et tel que I'intersection de H et R?;O soit un ensemble
compact. Le diagramme suivant représente lintersection de H avec la subdivision I'*(f) de
R3. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant. On
note 71 (resp. 72, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et
(6,4,3).

(0,0,1)

T3

T1 (67473) T2

(1,0,0) ¢ ®(0,1,0)

FIGURE 4. Eventail de Newton I'*(f)

Soit Xg une G-subdivision réguliére de I'*(f). On note mn : X (I'*(f)) — A3 (resp. mg :
X(%g) = X(I'*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R%, (resp. Xg
de I'*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := g o .

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2.41

Proposition 3.1. Sg est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E € Ess(95)) et ag le point générique de Ng. On note

(fzs oy, p12) := (Ordy oy (), Ordy o (y), Ords o (2)),
ou o est le comorphisme de ag.

Pour un cone 7 dans I'*(f) on note G le systéme générateur minimal du semi-groupe 7NZ3.

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2111
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Proposition 3.2. Le vecteur (g, fty, i) appartient  'union de Gro et Gt3, ot o (resp.
73) est le cone engendré par les vecteurs (0,1,0) (resp. (0,0,1)) et (6,4,3) (voir la figure[]).
Autrement dit, (pig, py, p2) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2), (6,4, 3)}.

Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel F tous les K-wedges admis-
sibles centrés en N se relevent a la résolution minimale de S.

Soit E € Ess(S) et on considere un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — S admissible centré en
Ng. On pose :
(M2 My, m2) := (Ordy w*(x), Ordy w*(y), Ord; w*(2)).
On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :
wH(x) =t x, w(y) = e, wH(z) = ",

ou les séries formelles y, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par t.

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2.12]

Proposition 3.3. Si les séries formelles x,p et ¥ sont inversibles, alors le K-wedge admis-
sible w centré en Ng se reléve a la résolution minimale de S.

On rappelle les définitions suivantes :

Pour une série non nulle ¢ := 20(61,62)8611562, Ol C(¢, ep) € K, on définit les applications
suivantes :

v:RZ) = Rxo,v = vy¢:=min{v-e| e € (@)}, ott £(¢) = {(e1,€2) | Cley,e0) # 0}

PPr:R%) — K[s,t],v > ¢p:= > Cley,e0) ST
FI: K[[s,t]]\{0} = Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.

Le réel v, ¢ est appelé le v-ordre de ¢ et le polynoéme ¢,, est appelé la v-partie principale de ¢.

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2131

Proposition 3.4. Il existe un vecteur v € Q2>0 tel que :
FI(X) < Degt Xv = VpX = fg — Nz < 45
Fl(p) < Deg; oy = vpp = py — 1y < 2
FI(W < Degt wv = va =pz— 1Nz < 2.
De plus, la série x (resp. p, 1) est inversible si et seulement si i, —n5 =0 (resp. py—mn, =
0, uz —m, =0).

En vertu de la Proposition B3], pour montrer que le K-wedge admissible w se releve a
la résolution minimale de S, il suffit de montrer que les séries formelles x, ¢ et ¥ sont
inversibles. En raisonnant par ’absurde, si au moins 'une d’elles n’est pas inversible on
obtient deux cas pour le vecteur (7;,7y,7.) (voir la Proposition [33]), ensuite on considere
chaque cas séparément pour obtenir des contradictions (voir les Propositions B.9 et B.12]),
d’ou le Théoreme

On remarque qu’une série formelle ¢ € K[[s, t]] est inversible dans K|[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K[[s,t]], o K est la cloture algébrique de K. Dans toute la suite
on suppose que le corps K est algébriquement clos.
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Maintenant, on énonce la premiere des trois propositions qu’on vient d’anticiper ci-dessus.
Cette proposition est un analogue de la Proposition 2.141

Proposition 3.5. S’il existe au moins une série formelle parmi les séries x, ©, ¥ qui n’est
pas inversible, alors le vecteur (1;,my,1.) satisfait une des relations suivantes :

i) 20 = 377y et g < 2n,;
i) ny = 2n; et 2ny < 3.

Sauf mention du contraire, dans toute la suite le vecteur v = (u,1) € Q2 est comme dans
la Proposition [3.4]
Maintenant, on démontre quelques résultats techniques.

Le K-wedge w doit satisfaire I'équation z? 4+ y3 4+ 2* = 0, d’ol1 la relation suivante :

(1) £ 32 13 o3 4 1=t = 0.
Cette relation est utilisée dans plusieurs endroits de la démonstration du Théoreme

Lemme 3.6. Si le vecteur (fig, jty, 1t-) est €gal au vecteur (6,4,3), alors les v-ordres des séries
formelles t"=x 4 it>1=4)? et t"=y — it>1=4)? sont égaux a 6, c’est-a-dire on a :

vo(t7x + it?124p?) = v, (t77 x — it?7=1p?) = 6.

Démonstration. Dans ce cas, on a v,(t21x2) = v,(t2¢?) = v, (t¥=9*) = 12, donc les v-
parties principales x,, @, et 1, satisfont la relation suivante (voir la relation [I) :

£ A+ (7 Xy + 217 (87 x — it 47) = 0.

La relation ci-dessus implique que (7=, + it21=1)2) (t"=x,, — it>"71)2) # 0 et par conséquent,
on obtient que les v-ordres des séries formelles 7=y 4 it?7=9)? et t"=y — it27=4)? sont égaux a
6, car les v-parties principales 72y, +it2"=1)2 et t"=y, — it2"=9)2 sont différentes de zéro et les
v-ordres des séries formelles t"=y et t2721)? sont égaux a 6. O

Lemme 3.7. S’il existe une série formelle irréductible \ qui divise x,p, et 1, alors \? divise
©.
Démonstration. On suppose que A divise y, ¢, et 1. Soient x = Ax1, ¢ = Ap1 et ¥ = Ai)y.
Alors au moyen de la relation [Tl on obtient la relation suivante :

2] + WA 4 1A =0
ce qui implique que A divise x1. En particulier A divise ¢;. ]

Lemme 3.8. Si la série formelle ¢ est inversible, alors les séries formelles x et ¥ sont
inversibles.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. On suppose que ¢ est inversible et que y ou ¥
n’est pas inversible.

D’apres la Proposition on a deux possibilités pour le vecteur (1;,ny,1.) :
1) Ne = 21, et 2n, < 377y§

2) 20y = 3ny et 0y < 27,

Cas 1). On suppose que : 1, = 21, et 21, < 3.

D’aprés la Relation [l on a :
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£33 4 ( + i) (x — i) = 0.
On remarque que t divise x + 12 si et seulement si ¢ ne divise pas x — )2 car t ne divise
pas x et ¢. On peut donc sans perte de généralité supposer que =27 divise y + 1.

Si la série formelle ¢ est inversible, alors la relation 37 =213 4+ (y + i1)?)(x — ip?) = 0
équivaut au systeme de relations suivant :

B2 [ =y 4 ih? Ty = —x + i,

ot Iy, et I sont deux séries formelles inversibles de K[[s,t]] telles que I1Is = 3. Alors, les
séries formelles y et ¢ sont inversibles, d’ou la contradiction.

Cas 2). On suppose que : 21, = 31, et 7, < 21..
Comme on a7, <6,y <4etn, <3,ona(ng,n) =(3,2) et 2<mn, <3.

On rappelle que (fia, fy, p12) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}. Comme la série formelle
x ou la série formelle ¢ n’est pas inversible, le v-ordre v,x ou le v-ordre v,y n’est pas nul
(voir Proposition [3.4]). Alors, on a (ps, iy, =) € {(4,3,2),(6,4,3)}, dout 1 < pyy — 1y < 2.
Par conséquent, la série formelle ¢ n’est pas inversible, ce qui est une contradiction. O

Maintenant, on considere le cas i) de la Proposition

Proposition 3.9. On suppose que 21, = 3n, et n, < 2n,. Alors, les séries formelles x, ¢ et
1 sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. En vertu du Lemme B.§ on suppose que ¢ n’est
pas inversible.

Comme on an, <6,n, <4etn, <3,ona (n,ny) =(3,2) et 2 <n, <3. On rappelle que
(fay oy, b2) €4(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}. Alors, on a p,, — 1y < 2. D’apres la Propo-
sition B.4] le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de ¢ est inférieur ou
égal a 2.

Au moyen de la Relation [1l on obtient la relation suivante :

P+ (x +it?= ) (x — it? ) = 0.

On remarque que la série formelle y + it27= " 4)2 est inversible si et seulement si la série
formelle y — it?7= 242 I’est. Par conséquent, si x + it2"= =12 est inversible, alors ¢ l'est. En
vertu du Lemme 3.8, on peut supposer que les séries formelles x +it27= ") et y —it21= = q)?
ne sont pas inversibles.

La série formelle ¢ n’est pas irréductible car si ¢ est irréductible, alors ¢ divise x et ¥,
ce qui rentre en contradiction avec le Lemme 3.7l Par conséquent, on a p, — 1, = 2, ce qui
implique que (pg, fty, itz) = (6,4,3). En particulier, la série formelle ¢ est irréductible ou
inversible parce que p, —n, <1 (voir la Proposition [3.4]).

Comme ¢ n’est pas irréductible, le nombre de facteurs irréductibles de ¢ est égal a 2. On
a donc deux cas :

Cas 1). La série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles irréductibles associées.
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Cas 2). La série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles irréductibles non as-
sociées.

Maintenant, on va montrer que dans ces deux cas on arrive a des contradictions, ce qui
démontre que les séries formelles y, ¢ et ¢ sont inversibles.

Cas 1). On suppose que ¢ = @192, ol p1 et o sont deux séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que p; = @s.

D’apres la Relation Ml on a :

1+ (x T (x — %) = 0,

ce qui équivaut au systeme de relations suivant :

PI = —x —it?= T ep?, I = — iy,
ou I est une série formelle inversible de K{[s,t]]. En effet, le vecteur (pig, iy, p-) est égal
a (6,4, 3), donc le v-ordre v, (x + it?7="e1)?) est égal au v-ordre v, (x — it2"= "= 4)?) (voir le
Lemme [3.6]), ce qui implique le systéme de relations ci-dessus. Par conséquent, on a la relation
suivante :

2it?1="=q)? = (I + I )3,
On rappelle que la série formelle ¢ est irréductible ou inversible parce que p, —n, < 1.
Alors, la série formelle irréductible ¢ divise t??~"=, d’ot1 une contradiction.

Cas 2). On suppose que ¢ = @12 0U @1 et o sont séries formelles irréductibles non as-
sociées.

D’apres la Relation Ml on a :

120 —Nz /2 12N~ Nz )2\ _
P34 (x + it ) (x — it %) = 0.
Au moyen des Lemmes et B.7 on obtient que cette relation équivaut au systéme de
relations suivant :

QD:%Il =—x— ,L't2772*771¢2’ ng-[2 =y — it2n27n1¢2’

ou Iy, I sont deux séries formelles inversibles de K|[[s,]] telles que I;1s = 1, d’on

—2it21="Neq)? = O3 + O31y = [[o_, (w11 + wipaJa),

ou les w; sont les racines i-iemes de 1'unité et Jy, Jo sont deux séries formelles inversibles
telles que J3 = Iy et J3 = Is.

On rappelle que la série formelle 1 est irréductible ou inversible. Si 1 est inversible, alors
les séries formelles 1 et @2 sont inversibles ou divisibles par ¢t. On a donc une contradiction
dans les deux cas. Ainsi, on on obtient que la série formelle v est irréductible.

Comme t ne divise pas @1 et @9, la série formelle ¢ divise 1 et @o. Par conséquent, la
série 1 divise t, d’out une contradiction. Ceci acheve la démonstration de la proposition. [

Les deux lemmes suivants sont tres importants dans la démonstration.
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Lemme 3.10. On suppose que (fiz, [y, itz) = (4,3,2). Alors, les séries formelles x, ¢ et i
sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde. En vertu du Lemme [B.8] on suppose que ¢ n’est
pas inversible.

En vertu de la Proposition le vecteur (n,,ny,7.) satisfait une des relations suivantes :
Ne = 21, et 2n, < 3ny; 21, = 3ny et ny < 2n,.

D’apres la proposition 3.9si on a 21, = 37, et 1, < 2., alors les séries formelles x, ¢ et ¥
sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (1,7, 7.) satisfait la relation 7, = 27, et 29, <
31,y Ainsi, on obtient que 1, € {2,4} et que 1, > 2.

Par hypothese, la série formelle ¢ n’est pas inversible, et par conséquent, p,, — 1, > 1 (voir
la Proposition [3.4]). Comme on a 7, > 2 et p,, = 3, on obtient que 7, = 2. On a donc 7, < 3,
d’olt (9g, My, 12) = (2,2,1). Par conséquent, on a les v-ordres suivants :

X =2, =1, et v, = 1.

Comme les v-ordres v,x, vy et vy sont strictement positifs, les séries formelles x, ¢
et ¥ ne sont pas inversibles. De plus, les séries formelles ¢ et 1) sont irréductibles (voir la

Proposition [3.4]).

D’apres la Relation Ml on a :

t20° + (x +i?) (x — i) = 0.
On remarque que t divise y + 72 si et seulement si t ne divise pas x — 92, car t ne divise
pas x et . On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t? divise y + i1/
Si la série formelle ¢ divise y + )% et x — )2, alors ¢ divise x et 9, ce qui rentre en
contradiction avec le Lemme B.71

Comme les séries formelles x et 1) ne sont pas inversibles et par hypothese t? divise y +i1)?,
la relation 2@ + (x + i1?)(x — i?) = 0 équivaut au systéme de relations suivant :

2 = x + i, @I = —x +i))?,
ou I € K[[s,t]] est un série formelle inversible. Ainsi, on obtient la relation suivante :
2i)” =121 + o* 1.
Le corps K est algébriquement clos, donc il existe I € K[[s,]]* tel que I? = I. On a donc :

(ktp — tIt)(kap + tI)) = @311,
ot k2 = 2i. Comme les séries formelles k1) — tI; et k1 +tI; ne sont pas inversibles et la série
formelle ¢ est irréductible, ¢ divise ki — tI] et kK 4ty ce qui implique que ¢ divise la série
formelle tI;, d’ou une contradiction car ¢ n’est pas divisible par t. O

Lemme 3.11. On suppose que (fig, iy, 1) = (6,4,3), alors les séries formelles x, ¢ et 1
sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. En vertu du Lemme B.§ on suppose que ¢ n’est
pas inversible.

En vertu de la Proposition le vecteur (n,,n,,7,) satisfait une des relations suivantes :
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Ne = 21y et 2n, < 3my; 20 = 3y et ny < 21,.

D’apres la Proposition si on a 21, = 31y, et n, < 2., alors les séries formelles x, ¢ et ¥
sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (1,1, n.) satisfait la relation 7, = 27, et 2n, <

3ny.

On rappelle que 1 <7, <6,1 <n, <4etl<n, <3. Comme on a7, > 1, on obtient
que 4 < 3n,. Ceci implique que 2 < 7,. Comme la série formelle ¢ n’est pas inversible, on a
2<ny <3

Sion an, = 3, alors on a p, —n, = 1. Par conséquent, la série formelle ¢ est irréductible
(voir la Proposition [3.4)).

D’apres la Relation Mlon a :

971 4 (x 4+ iy?) (x — ip?) = 0.
On remarque que t divise y + 72 si et seulement si t ne divise pas x — i?, car t ne divise

pas x et . On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t9=27= divise x + i2)?. On a
donc le systeme de relations suivant :

G = x+ i), PP = x — i)
ou 0 < j <3et I estun élément inversible de K{s, t]].
Si on a j = 3, alors la série formelle y — 92 est inversible, d’oul on a v, (x — i1/?) = 0. Le

Lemme et la propriété multiplicative du v-ordre montrent que le v-ordre v, (x + i1)?) est
égal & zéro, ce qui implique que le v-ordre de t9727 3 est égal & zéro, d’otl une contradiction.

Sional<j<2 alors ¢ divise les séries formelles x et ¢ ce qui rentre en contradiction
avec le Lemme B.7l On a donc le systeme de relations suivant :

7l = x +i)?, I = x =iy
Par conséquent, le v-ordre v,(x + i?) (resp. le v-ordre v, (x — i1)?)) est égal & 9 — 2,
(resp. est égal a 3). Le Lemme et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on
a vp(x + i?) = vy(x — i?), ce qui implique que 7, = 3, d’olt la contradiction car 7, = 21n,.
Forcément, on a donc 7, = 2.

Comme on a 1, = 2n, et 2n, < 3n, et 1, = 2, on obtient que (1y,ny,7n.) = (2,2,1), d’ou
20 + (x + #)?) (x — i?) = 0.
Comme on a v, = py — 1y = 2, la série formelle ¢ est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptés avec multiplicité, voir la Proposition [3.41
Alors, pour la série formelle ¢ on obtient le trois cas suivants :
Cas 1). la série formelle ¢ est irréductible;

Cas 2). la série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles non associées ;
Cas 3). la série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles associées.
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Maintenant, on va montrer que dans chaque cas ci-dessus on obtient une contradiction, ce
qui implique que ¢ est inversible, d’ou le lemme.

On rappelle que dans le trois cas on a la relation suivante :
2% + (x + %) (x — iW?) = 0.

On remarque que t divise x + 12 si et seulement si ¢ ne divise pas x — )2 car t ne divise
pas x et ¢. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que 2 divise x + i)>.

Cas 1). On suppose que ¢ est une série formelle irréductible.

Si la série formelle ¢ est irréductible, alors la relation t2p3 + (x +it?)(x —i?) = 0 équivaut
au systeme de relations suivant :
—t*Q T = x +iy?, @I = x—iy?
ou 0 < j < 3et I est une série formelle inversible de K|[[s, t]]. Dans ce cas, le v-ordre v, est
égal a 2.
Le Lemme et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v,(x + i1?) =

vo(x — i1?), ce qui implique que 2(1 + j) = 2(3 — j), d’ott j = 1. Alors, la série formelle
divise les séries formelles y et v, ce qui rentre en contradiction avec le Lemme B.71

Cas 2). On suppose que ¢ = @192 ol @1 et g sont deux séries formelles irréductibles non
associées.

Dans ce cas, les v-ordres v,¢1 et v,p2 sont égaux a 1.
De la méme facon que dans le cas précédent, on a le systeme de relations suivant :
ik , 3—j 3—k— .
o105l = —(x + i?), @7 7o M T = (x - i),
ou0<j<3, 0<k<3etIestun élément inversible de K{[s,1]].
Le Lemme et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v,(x + i1)?) =
vo(x — i%?), ce qui implique que 2+ j +k =6 —j — k, d’ot j + k = 2. Pour tous les j et k

tels que j + k = 2, on rentre en contradiction avec le Lemme B.71

Cas 3). On suppose que ¢ = @19, oU 1 et ¢y sont des séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que 7 = @s. Dans ce cas,
le v-ordre v, est égal a 1.

La relation t2¢® + (x + i9?)(x — i%?) = 0 équivaut i la relation :

208 + (x + i) (x —ip*) =0,

et par conséquent, on obtient le systéme de relations suivant :

. . o ‘
—t2Q|I = x +ip?, o] T =y —iy?
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ou 0 < j < 6 et I est un élément inversible de K][s,t]]. Le Lemme et la propriété
multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v, (x + i?) = v,(x — ib?), ce qui implique que
24+j=6—7j,douj=2. Onadonc:

2i)” = —(t*I + i1 )t
Comme K est algébriquement clos, il existe une série formelle inversible I; appartenant a
K|[[s,t]] telle que I? = I. Alors, on a :

2i)” = —(th +ie ;) (th — i I ed.
Soient r := (tI; +ipi ;') et q := (tI; — i1 '). Les séries formelles et ¢ ne sont pas
inversibles car les séries formelles t1; et 1 ne le sont pas.

Comme on a (9z,1y,m:) = (2,2,1) et (pg, fty, 1) = (6,4,3), le v-ordre v,,1) est égal a 2
(on remarque que p, — 1, = 2), ce qui implique que 1 est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptées avec multiplicité (voir la Proposition B4]). Par conséquent,
la série formelle 12 est au plus le produit de quatre séries formelles irréductibles comptées
avec multiplicité, ce qui implique que les séries formelles r et ¢ sont irréductibles.

Les séries formelles r et ¢ ne sont pas associées a la série formelle  parce que ¢ ne divise
pas 1.

On obtient donc :
(tI) + i ITY) = J(tI; — i I7Y),
ot J est une série formelle inversible. En effet, la série formelle r divise 12, alors r divise ),
d’ott 72 divise 1%2. Comme r ne divise pas @1, r divise g. Par conséquent r et ¢ sont deux
séries irréductibles associées.

Ainsi, on obtient la relation suivante :

t(J — 1) =iy (J+ 1)1
On remarque que J — 1 ou J 4 1 est inversible. Si J — 1 est inversible, alors la série ¢ est

inversible ou ¢ divise ¢ ; ce qui est absurde. Si J + 1 est inversible, alors ¢ divise ¢1, ce qui
est aussi une contradiction. Ceci acheve la démonstration du lemme. ]

Maintenant, on considere le cas 2) de la proposition

Proposition 3.12. On suppose que 1, = 21, et 21, < 3ny. Alors, les séries formelles x, ¢
et Y sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. En vertu du Lemme [B.8, on suppose que ¢ n’est
pas inversible.

On rappelle que 1 <7, <6,1 <17, <4etl1l<n, <3. Comme on a n, = 21, et 2n, < 31,
on obtient que (1z,7.) € {(2,1),(4,2)} et que 2 <n, < 4.

On rappelle que (fg, gy, ptz) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}. Comme ¢ n’est pas
inversible et 2 < 7, < 4, le vecteur (g, iy, p2) € {(4,3,2),(6,4,3)}. En vertu des Lemmes
BI0 et BIT] si le vecteur (pig, pty, ) appartient a l'ensemble {(4,3,2),(6,4,3)}, alors les
séries formelles y, ¢ et 1 sont inversibles, d’otl une contradiction. ([l

La démonstration de la bijectivité de I’application de Nash pour la singularité de type Eg
résulte des propositions B.3] B.5], 3.9 et [B.12]
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3.2. La singularité de Type E;. La preuve de la bijectivité de l'application de Nash
pour le cas de la singularité de type E; (Théoreme [I.2)) repose sur la construction d’une
G-désingularisation de 1’éventail de Newton et sur des propriétés, pour E7, des séries for-
melles x, ¢ et ¢ analogues aux séries définies pour S(p,hq) ou Eg. Dans la suite, on donne
un résumé de la preuve.

Soit .S I’hypersurface normale de A‘?{ donnée par 1'équation 22 + y(y? + 23) = 0. L’hyper-
surface S a un unique point singulier de type E7 & lorigine de A3.

On considére 1'éventail de Newton I'*(f) associé a f := 22 + y(y® + 23) et on note 71 (resp.
T2, T3) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (1,2,0), (0,0,1)) et (9,6,4) (voir la
Figure [(l).

(0,0,1)

T3

(9,6,4)

T
1 T

(1,0,0)® ®(0,1,0)

(1,2,0)
FIGURE 5. Eventail de Newton I'*(f)

Soit Xg une G-subdivision réguliére de I'*(f). On note mn : X (I'*(f)) — A3 (resp. mg :
X(Zg) = X(T'*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R3, (resp. Xg
de T'*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := 7g o Ty,

De maniére analogue & la Proposition 4.2l le morphisme 7 : Sg — S est la résolution
minimale de S.

Montrer la bijectivité de Papplication de Nash Ng équivaut & montrer que, pour chaque
diviseur essentiel F, tous les K-wedges admissibles centrés en Ng se relevent a la résolution
minimale de S. Dans la suite, on donne une idée de pourquoi un K-wedge admissible centré
en N se releve a Sg.

Soient E € Ess(S) et w : Spec K[[s,t]] — S un K-wedge admissible centré en Ng. On
rappelle que ag est le point générique de Ng. On considere les vecteurs suivants :

(fzs oy prz) := (Ordy (), Ordy o (y), Ords o (2))
(Nzs My, M2) = (Ordy w*(z), Ord; w*(y), Ord; w*(2)),

ou o, (resp. w*) est le comorphisme de ap (resp. de w). On peut donc écrire le comorphisme
de w de la facon suivante :

wH(z) =t x, wi(y) =tMe, w(z) = 1",
ou les séries formelles x, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par t. Le K-wedge w doit satisfaire
I'équation 22 + y(y? + 23) = 0, d’olt la relation suivante :

(2) 21X+ 13 o3 e oy = ),
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De maniere analogue aux Propositions 2.12] et B3] si les séries formelles x, ¢ et 1 sont
inversibles, alors le K-wedge admissible w centré en Ng se releve a Sg.

Comme dans les énoncés des Propositions2.13let [3.4] on peut majorer le nombre de facteurs
irréductibles comptés avec multiplicité des séries formelles y, ¢ et 1 a l'aide des v-ordres de
la facon suivant :

FI(X) < Degt Xv = Vo)X = g — Nz < 6
FI(‘:O) < Degy oy = vy = iy — 1y < 4
FIW) < Degt wv =Y = pz— 1z < 3.
La proposition suivante est une propriété importante du vecteur (g, fiy, f1-). Pour un cone
7 dans I'*(f), on note G7 le systéeme générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3.

Proposition 3.13. Le vecteur (fz, [y, i) appartient & U'union Gr{UGTUGTs, ot 11 (resp. T
T3) est le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (1,2,0), (0,0,1)) et (9,6,4) (voir la fi-
gureld). Autrement dit, (pz, 11y, 1t2) € {(3,2,2),(6,4,3),(9,6,4),(7,5,3), (5,4,2),(3,3,1), (5,3,2)}.

Si on suppose les séries x, ¢ et 1) non simultanément inversibles, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 3.14. S’il existe au moins une série formelle parmi les séries X, @, ¥ qui n'est
pas inversible, alors le vecteur (ny,ny,1.) satisfait une des relations suivantes :

i) 20 = ny + 30, et 2, < 31y ;

i) 21, = 3ny et 2ny < 30, ;

iii) 21y = 31, et 31y < 21);.

La Proposition B.14] donne trois possibilités pour le vecteur (7,7, 7.). Dans la suite, on
considere chaque cas séparément pour obtenir des contradictions.

Dans chaque cas du vecteur (7;,1,,7.), on peut simplifier la Relation 2] et on peut la
récrire comme la somme de deux termes. Ceci permet d’établir des relations entre les fac-
teurs irréductibles des décompositions possibles des séries x, ¢ et 1. L’idée est de trouver des
contradictions dans les différents cas de décomposition obtenus.

D’abord, énongons le lemme suivant qui est obtenu en utilisant la Relation 2

Lemme 3.15. Si on suppose que o = o119, ot @1 est une série formelle irréductible, alors
la série formelle 1 divise la série formelle po. En particulier, la série formelle ¢ n’est pas
irréductible.

Maintenant, on considere le premier cas de la Proposition B.141

Proposition 3.16. On suppose que 2n, = 1, + 31, et 2n, < 3n,. Alors, les séries x, ¢,
sont inversibles.

Idée de la démonstration. On remarque que d’apres la relation 2] on obtient la relation sui-
vante :

(3) X2 + 32 ap?’ + apw?’ =0.

D’abord, on montre que la série ¢ est inversible, ce qui équivaut a montrer que ji,, — 17, = 0.
En utilisant les relations 2n, = n, + 31, et 21, < 3n,, on obtient que 1, > 3. En vertu du
Lemme BT5] et la Proposition 313}, on obtient que pu, — 1, € {0,2,3}.

Si on suppose que p, — 1y = 2, on obtient que 31, — 21, € {2,3}. D’apres le lemme [B.15]
on a ¢ = @7, oul 1 est irréductible.
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Dans le cas 31, — 21, = 2, on peut écrire la Relation [3l comme la somme de deux termes
qui nous permet d’établir des relations entre les facteurs irréductibles des séries y, ¢ et ¥ et
de trouver une contradiction.

Dans le cas 31, — 2n, = 3, on ne peut pas écrire de facon évidente la Relation [B] comme
la somme de deux termes. Or, on peut supposer que t = u’ et étudier la Relation Bl dans
lanneau K[[s,u]]. Dans cet anneau, on peut écrire cette relation comme la somme de deux
termes et on traite ce cas comme le précédent.

Si on suppose que j, — 1y = 3, on obtient 3n, — 2n, = 3. D’apres le lemme [3.15] on a
p= <p‘z’, ol 1 est irréductible. Dans ce cas, on peut écrire la Relation [Bl comme la somme de
deux termes et on le traite comme les cas précédents.

D’apres la Proposition B3] le vecteur (jg, fty, 1) satisfait une des relations suivantes :
1) 2py = 3y et 2y < 3pu;

i) 2uy = 3, et 3py < 245 ;

ii) 24 = py + 3z et 20, < 3py,.

En utilisant que p, — n, = 0, on obtient le lemme suivant :

Lemme 3.17. Le vecteur (fiz, [y, itz) ne satisfait pas les relations suivantes :

i) 24z = 3py et 2y < 3p;

i) 2y = 3ps et 3ty < 2fiy.

En vertu du Lemme BI7] on peut supposer que le vecteur (py, py, f1-) satisfait la relation
suivante : 2p, = py + 3 et 2p, < 3py.

Maintenant, en raisonnant par ’absurde, on suppose que la série y ou la série ¥ n’est pas
inversible. On peut donc établir une liste de cas possibles pour les vecteurs (pz, fy, ft2) €t
Nz, My, 1) En utilisant la Relation B la Proposition B.I3] et les majorants du nombre de
facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des séries formelles x et 1, on obtient une
contradiction dans chaque cas de la liste, d’ou la proposition. ]

La preuve des propositions suivantes est analogue a celle de la proposition [3.16]

Proposition 3.18. On suppose que 2n, = 3n, et 2, < 3n.. Alors, les séries X, p, ¥ sont
inversibles.

Proposition 3.19. On suppose que 21, = 31, et 3n, < 2n,. Alors, les séries x, ¢, ¥ sont
1nversibles.

La démonstration du cas E; du Théoréme résulte des propositions [3.14], B.16] B.I8] et
B.19

4. UNE NOUVELLE PREUVE DE LA BIJECTIVITE DE L’APPLICATION DE NASH POUR LES
SINGULARITES DE TYPE D,

Dans larticle [P1€08] 'auteur démontre la bijectivité de Papplication de Nash Np  associée
a une singularité de type D,,, n > 4. Dans cette section, en utilisant les mémes méthodes que
dans les preuves des Théoremes [Tl et [L2] on donne une démonstration de la bijectivité de
lapplication Np, différente de celle de [P1608].

L'entier n > 4 étant fixé, soit S I'hypersurface normale de A} donnée par 1'équation
22 + 2(y? + 2" 2) = 0. L’hypersurface S a un unique point singulier de type D,.

Comme dans la preuve des Théoremes [T ou .2 pour prouver la bijectivité de I’'application
de Nash associée & S, on a besoin de quelques résultats sur la résolution minimale de S.
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On considere ’éventail de Newton I'*(f) associé & f := 22 + z(y? + 2"~ 2). Soit H un plan de
R3 qui ne contient pas l'origine de R3 et tel que 'intersection de H et Rio soit un ensemble
compact. La Figure [ représente I'intersection de H avec la subdivision I'*(f) de R3. Chaque
sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant. On note 7y (resp.

T9, T3) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et (n —1,n —2,2).

(0,0,1)

(1,0,2)

(1,0,0) @ ® (0,1,0)
FIGURE 6. Eventail de Newton I'*(f)

Pour un cone 7 dans I'*(f), on note G7 le systéme générateur minimal du semi-groupe
TN Z3. Par un calcul direct, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1. Le systéme générateur minimal du semi-groupe T3 N Z> est lensemble
Grs={(j,j — 1,2) | j € {1,2,...,n — 1}}. De plus, soit k > 2 un entier, on a :
i) Sin = 2k, alors le systéme générateur minimal du semi-groupe 1 N Z3 est l’ensemble
Gm ={(1,0,0), (k,k —1,1),(n —1,n — 2,2)} et 1o est un cone régulier.
i) Sin = 2k—1, alors le systéme générateur minimal du semi-groupe T2NZ3 est l’ensemble
Gry ={(0,1,0),(k — 1,k —1,1),(n — 1,n — 2,2)} et 71 est un cone régulier.

Soit Xg une G-subdivision réguliére de T'*(f). On note my : X (I'*(f)) — A3 (resp. mg :
X(%g) — X(I*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R% (resp. Xg
de T*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := g o Tar.

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 2.4
Proposition 4.2. Sg est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E € Ess(S)) et ag le point générique de Ng. On note

(Hzs oy, p12) := (Ordy oy (), Ordy o (y), Ords o (2)),
ou a; est le comorphisme de ag.

La proposition suivante est un analogue des Proposition 2.11] et

Proposition 4.3. Soit k un entier, k > 2.
Sin = 2k, alors le vecteur (py, fby, =) appartient & Uunion de Gy et Gts.
Sin =2k —1, alors le vecteur (fiz, fy, [tz) appartient a Uunion de G et GT3.

Démontrer que ’application de Nash bijective pour les singularités de type D,, n > 4,
équivaut a montrer que tous les wedges admissibles se relevent a la résolution minimale de
D,, (voir [Reg06]). Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel E tous les
K-wedges admissibles centrés en N se relevent a la résolution minimale de S.
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Soit E € Ess(S) et on considére un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — S admissible centré en
Ng. On pose :

(nm My, nz) = (Ordt W*(x)7 Ordt W*(y)7 Ordt W*(Z))'

On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :

wr(z) =t x, w*(y) =twe, w*(z) = t"=,

ol les séries formelles y, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par .

La proposition suivante est un analogue des Propositions 2Z.14] et On note 79 I'intérieur
du cone 7 € T'*(f).

Proposition 4.4. Soit k un entier, k > 2. Sl existe au moins une série formelle parmi les
séries x, @, ¥ qui n'est pas inversible, alors on a :

i) si n =2k, alors le vecteur (0, my,n.) appartient a Uunion de 70 et 73 ;

i) sin =2k —1, alors le vecteur (ng,ny,n.) appartient a Uunion de 73 et 3.

La proposition suivante est un analogue des Propositions 2.12] et 3.3l

Proposition 4.5. Si les séries formelles x,p et ¥ sont inversibles, alors le K-wedge admis-
sible w centré en Ng se reléve a la résolution minimale de S.

La proposition suivante est un analogue des Propositions 213 et 341
Proposition 4.6. Il existe un vecteur v € Q2>0 tel que :
FI(x) < Deg; xo = vuX = pa — N <N —2;
FI(¢) < Deg; ¢y =Upp =y — Ny <n—3;

FI(T;Z)) < Deg; vy = ) = p, —n, < 1.
De plus, la série x (resp. , 1) est inversible si et seulement si piz —n; = 0 (resp. pry—ny =0,

pz —nz=0).
Corollaire 4.7. La série formelle 1 est irréductible ou inversible.

Maintenant, on donne notre preuve de la bijectivité de 'application de Nash pour les
singularités de type D,,. On rappelle que S est I'hypersurface normale de A] donnée par
I'équation 22 + z(y? +2"72) =0, n > 4.

Théoréme 4.8. L’application de Nash Ng associée a S est bijective.
Démonstration. On rappelle que démontrer que I’application de Nash Ny est bijective équivaut

a montrer que tous les wedges admissibles se relevent a la résolution minimale de S.

En vertu de la Proposition [£5] pour montrer que le K-wedge admissible w se releve a la
résolution minimale de S, il suffit de montrer que les séries formelles , ¢ et ¥ sont inversibles.
En raisonnant par I’absurde, on suppose qu’il y a au moins I'une d’elles n’est pas inversible.

On remarque qu’une série formelle ¢ € K[[s, t]] est inversible dans K|[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K{[s, t]], ou K est la cloture algébrique de K. Dans toute la suite,

on suppose que le corps K est algébriquement clos.

Le K-wedge w doit satisfaire I'équation z2 + z(y? + 2"~2) = 0, d’ott la relation suivante :

(4) t2nz X2 + t2ny+nz ()02¢ + t(nfl)nz wnfl -0

En vertu de la Proposition 44l on a les cas suivants :
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Cas 1). le vecteur (n;,7ny,7.) appartient a lintérieur 79 du cone 73 ;

Cas 2). Pentier n est égal a 2k, ou k est un entier supérieur ou égal a 2, et le vecteur
(N2, My, 1) appartient a l'intérieur 7 du cone T ;

Cas 3). lentier n est égal a 2k — 1, ou k est un entier supérieur ou égal a 2, et le vecteur
(1s My, M=) appartient a intérieur 75 du cone 7.

Dans chaque cas ci-dessus, on va obtenir une contradiction, ce qui acheve la preuve du
Théoreme.

Cas 1). On suppose que (1z,7y,7:) € 7'??. Dans ce cas, on an, = 2 et 7, = ny, + 1. Au
moyen de la Relation @ on obtient la relation suivante :

X2 + 9027/1 _ _t2(n72fny)wn71_

On remarque que n — 2 — 1, > 0, car le vecteur (1, n,,7.) appartient & I'intérieur du céne
T3.

D’apres les Propositions 1] et [£3] on a u, < 2. Par conséquent, u, — 1, = 0, ce qui
implique que la série formelle v est inversible (voir la proposition [4.0]).

Comme 1 est inversible et K algébriquement clos, il existe une série formelle inversible 1)
tel que ¢ = —1/)8, d’ou

(x + o) (X — Yop) = ()" 2- D),

Par conséquent, t divise x et ¢ ou x et ¢ sont inversibles. Ce sont des contradictions.
Cas 2). On suppose que n = 2k, ol k est un entier supérieur ou égal a 2 et (1,7y,7.) € .

Comme (1, ny,7.) appartient & 7 et n = 2k, le vecteur (ny,ny,7.) satisfait les relations
suivantes :

(k - 1)77z =1y €t 21, > (2]{5 - 1)77z-

Comme 1 < 7, < p, < 2k — 1 (voir les Propositions 1] et [3]), on obtient que 1, = 1,
ny =2k —1et n, > k. On adonc u, = 2. En effet, si p, =1, alors (pa, pty, p2) = (k, k—1,1).
D’apres la Proposition [4.6] les séries formelles x, ¢ et 1 sont inversibles, ce qui est une contra-
diction, car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins une qui n’est pas
inversible.

Au moyen de la Relation ], on obtient la relation suivante :

t2nz+lfnx2 + 3027!) _ _¢n71.
On remarque que ¥ est irréductible car v,y = p, —n, = 1 (voir la Proposition et le

Corollaire £7) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que x = xo9* et ¢ = @o*~1,
ol Xo et o sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

t2nz+1fnxgw + SO% - 1.

Comme 1,1 = 1, on obtient que v,x = vy Xxot* = vyxo+k . Comme p, < 2k—1 et n, > k,
on a vyX = iy — Ny < k—1 (voir la Proposition [4.6)). Par conséquent, on a v, xo < —1, ce qui
est une contradiction.

La preuve du Cas 3) est analogue & celle du Cas 2).
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Cas 3). On suppose que n = 2k — 1, ol k est un entier supérieur ou égal a 2 et (13,1y,7.) €
0
Ty

Comme (7,1, 1) appartient a TS et n = 2k—1, le vecteur (1, ny,n.) satisfait les relations
suivantes :

(k—1)n; =ny et 2ny > (2k — 3)n,.
Comme 1 < n, < p, < 2k — 3 (voir les Propositions 1] et E.3]), on obtient que n, =1, n, =
k—1etn, >k—1. Onadonc u, = 2. En effet, si pn, = 1, alors (g, 1y, t2) = (k—1,k—1,1).
D’apres la Proposition les séries formelles y, ¢ et 1 sont inversibles, ce qui est une contra-

diction car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins une qui n’est pas
inversible.

Au moyen de la Relation [, on obtient la relation suivante :
X2 + t217y+2*n802,¢) — _,llz)nfl.

On remarque que ¥ est irréductible car v,1) = p, —n, = 1 (voir la Proposition et le
Corollaire 7)) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que x = xo¢* ! et ¢ = @o*~1,
ol xo et ¢ sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

X% 4 t2ny+2fn(pgw = _1.

Comme v,1) = 1, on obtient que vy = vyt = vypo + k — 1 . Comme py < 2k —3
ety > k—1,0n a vy = py, —ny < k—2 (voir la Proposition 46]). Par conséquent, on a
Vo < —1, ce qui est une contradiction.

Dans le trois cas précédent, on a obtenu une contradiction, d’ou le théoreme. ]
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