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La conception de métamatériaux acoustiques est actuellement sujette a de nombreux travaux. Outre
les cristaux phononiques, les milieux aléatoires constituent une voie de développement possible. Ces
milieux sont vus par les ondes cohérentes, comme des milieux homogenes équivalents, aux propriétés
effectives appropriées. Dans le cadre de I’homogénéisation dynamique, les régimes de fonctionnement de
type métamatériaux sont gouvernés par les résonances basse-fréquences des inclusions, se comportant des
lors comme des micro-résonateurs.

L’objectif de ce travail est d’étudier la validité des théories d’homogénéisation en présence des résonances
de micro-résonateurs. Nous nous intéressons ainsi aux coefficients de réflexion et de transmission d’un
écran d’inclusions cylindriques aléatoirement réparties dans une matrice fluide. Ces réponses cohérentes
sont calculées a partir du nombre d’onde effectif et de I'impédance effective de ’écran, établis dans le
contexte des travaux de Foldy, Waterman et Truell, Linton et Martin. Les prédictions obtenues sont
finalement confrontées & des résultats issus d’un code de différences finies, pour des régimes harmoniques

proches des fréquences de résonance et pour des concentrations d’inclusions relativement élevées.

1 Introduction

Les applications potentielles que pourraient avoir
des matériaux électromagnétiques ayant une constante
diélectrique € et une perméabilité magnétique u
négatives ont été imaginés par Veselago[l]. De tels
matériaux ont alors un indice de réfraction négatif,
ce qui entraine que la célérité de phase et la célérité
de lénergie d’'une onde se propageant au sein de
ce matériau sont de sens opposées. Il parle alors de
matériaux < main gauche >, car le triedre formé par
les vecteurs de champ électrique, de champ magnétique
et d’onde devient indirect. Ces matériaux appelés
métamatériaux et congus par exemple a partir de
matériaux hétérogenes microstructurés produisent des
effets que ’on ne peut pas retrouver avec des matériaux
classiques. A Téchelle de la longueur d’onde, des effets
non conventionnels tels que la réfraction négative et le
< cloaking > ont été mis en évidence. Les applications
potentielles concernent la conception de lentilles planes
ou de superlentilles[2] susceptibles d’améliorer la qua-
lité des systemes de mesure. C’est pourquoi I’étude et la
conception de métamatériaux suscitent actuellement de
nombreuses recherches aussi bien en électromagnétisme
qu’en acoustique.

Les matériaux envisagés sont des structures
hétérogenes composées d’une matrice contenant des dif-
fuseurs arrangés soit périodiquement, on parlera de
cristaux phononiques (CP) pour l'acoustique, soit de
maniere aléatoire. Ce type de métamatériaux a déja été
réalisé en électromagnétisme, ou l'indice de réfraction
négatif a été vérifié expérimentalement[3] sur une struc-
ture périodique a deux dimensions. En acoustique, Su-

khovich et al.[4] ont réalisé des essais sur un cristal pho-
nonique possédant un indice de réfraction négatif. Ils ont
également montré a I’aide d’un code de différences finies
dans le domaine temporel (FDTD) que la dispersion de
la position des diffuseurs dégrade la qualité des lentilles
acoustiques planes congues par CP, pouvant méme aller
jusqu’a éliminer la propriété de focalisation. Une autre
voie pour la conception de métamatériaux est 1'utilisa-
tion de milieux aléatoires qui par définition ne sont pas
soumis & ce probleme. Les effets de réfraction négative
dans ces milieux ne sont pas dus a des effets de réseau
comme pour les CP, mais a priori aux propriétés de dif-
fusion des inclusions, notamment leur faculté a résonner
a basses fréquences|5]

L’étude des milieux aléatoires passe par 1’étude de
I’onde cohérente, qui est ’onde qui résiste au désordre
ou onde < moyenne ». Pour l'obtenir, il faut moyen-
ner le champ a l'intérieur du milieu aléatoire sur toutes
les configurations possibles de position des diffuseurs.
Si un milieu aléatoire est insoné par une onde plane,
alors 'onde cohérente sera plane également. Du point
de vue de 'onde cohérente, un milieu aléatoire est alors
décrit comme un milieu homogene équivalent a ’aide de
théories d’homogénéisation. Dans ce contexte, Aristégui
et Angel[6] ont déterminé les parametres mécaniques du
milieu effectif dans le cadre des travaux de Waterman et
Truell[7] en déterminant les ondes cohérentes réfléchie
et transmise en présence d’'un écran de diffuseurs im-
mergés dans une matrice fluide non visqueuse infinie.
Plus récemment, Luppé et Conoir[8] ont quant & eux
déterminé ces mémes parametres mécaniques dans le
cadre des travaux de Linton et Martin[9]. La connais-



sance de ces propriétés effectives permettra alors de
mettre en évidence les propriétés de métamatériaux de
milieux aléatoires.

Dans ce travail, nous allons confronter les techniques
d’homogénéisation et les théories de diffusion multiple
desquelles elles découlent, & des simulations faites a
I’aide d’'un code FDTD d’un systéeme bidimensionnel.
Pour ce faire, nous allons comparer les modules des co-
efficients de réflexion et de transmission d’un écran de
diffuseurs cylindriques fluides immergés dans une ma-
trice fluide, puis les célérités et les atténuations effec-
tives de I’onde cohérente siégeant a I'intérieur de 1’écran.
Dans une premiere partie, nous présenterons les formu-
lations théoriques desdits coefficients, obtenus dans le
cadre des hypothéses de trois théories classiques de dif-
fusion multiple : Foldy[10], Waterman et Truell, Linton
et Martin. Puis dans une seconde partie, nous analy-
serons les résultats obtenus pour un systéeme composé
de fluides réalistes qui présente des résonances de dif-
fuseurs relativement basses fréquences pour différentes
concentrations.

2 Les théories d’homogénéisation
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FIGURE 1 — Ecran de diffuseurs cylindriques insoné par
une onde plane harmonique.

Soit un écran infini de diffuseurs cylindriques fluides,
dont les caractéristiques mécaniques et géométriques
sont identiques, répartis aléatoirement dans une ma-
trice fluide non visqueuse infinie (figure 1). L’écran,
d’épaisseur 2h, est excité par une onde incidente plane
normale a ses surfaces. Les théories d’homogénéisation
permettent de décrire cet écran comme un milieu ho-
mogene équivalent. Nous allons donc exprimer les coef-
ficients de réflexion et de transmission par les formules
classiques obtenues pour une plaque homogene :
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ou Z; = pik% est 'impédance acoustique du milieu 4, p
la masse volumique et k le nombre d’onde des ondes lon-
gitudinales. L’indice O représente la matrice, et I'indice
eff représente le milieu effectif.

Waterman et Truell[7] ont étudié un milieu aléatoire
en considérant des diffuseurs linéiques anisotropes
répartis de fagcon uniforme dans une matrice fluide. Ils
ont pu déterminer une approximation du nombre d’onde
de 'onde cohérente a basses fréquences pour un nombre
ng de diffuseurs par unité de surface petit :

k2 4mn 4m2n?
E =1 0+ T [P0 - A ) 6)

f (0) étant la fonction de forme angulaire définie par :
1
im

Z €,Ch, cos (nh). (4)

n=0

f(0) =

C,, désigne le facteur d’amplitude de diffusion du mode
n d’un cylindre insoné par une onde plane, avec ¢g = 1
et €, =2 pour n > 0.

En suivant un raisonnement similaire, et en étudiant
les ondes cohérentes réfléchie et transmise d’un écran
(figure 1), Aristégui et Angel[6] ont pu accéder a
I'impédance effective et par suite aux caractéristiques
mécaniques effectives du milieu homogene équivalent :
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ol k = A est le module de compressibilité, A est le pre-
mier coefficient de Lamé du fluide.

Dauns le cas de diffuseurs isotropes (f (0) = f (), ap-
proche de Foldy), les équations (3), (5) et (6) deviennent
respectivement :

kZq 4mng
S =1+—5-1(0), (7)
ko kg
Peft
=1, 8
Po ®)
Ko 4mng
=1 .
=T 0 )

En considérant des diffuseurs anisotropes de taille
réelle grace a une fonction de corrélation de paire in-
terdisant le recouvrement entre diffuseurs, Linton et
Martin[9] ont déterminé I'expression analytique basses
fréquences suivante :
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(10)
Observons que les équations (3), (7) et (10) sont iden-
tiques au premier ordre en ng.

Luppé et Conoir[8] ont déterminé quant & eux, les ca-
ractéristiques mécaniques du milieu effectif dans le cadre
des travaux de Linton et Martin, & partir du coefficient
de réflexion d’un demi-espace. Ils ont obtenu :

Peff 27ng 42l
M1 TR 0) - () - ()
"0 14 270 £ (0) + f ()] +

2
Reff kO




[ 2 2 m) —Co — 1
%(f(()) —f(ﬂ') )+f( ) f((())) f(O)J(O)
C 0)—C
C= +T8) (ﬂ)+00f(;(0) OI(W)
2f(m) — f(0) — C
_700 f(r) f(fo()) 1 _

) = i i lm —n|C,Cyp ™,

n=—oo m=—oo

o0

o)=Y |n|Cue™.

n=—oo

Ces formules sont identiques, au premier ordre en ng,
aux équations (5) et (6).

3 Comparaison des modeles
théoriques avec les simulations
numériques

3.1 Etude des coefficients de réflexion et
de transmission

Dans cette partie nous comparerons les prédictions
théoriques des coefficients de réflexion et de trans-
mission avec les résultats obtenus par des simulations
numériques effectuées avec un code FDTD. Les ondes
réfléchie et transmise sont déterminées numériquement
a I’aide d’une ligne réceptrice de chaque co6té du milieu
aléatoire. Pour une configuration de position des diffu-
seurs, ces ondes sont composées d'une partie cohérente
et d’une partie aléatoire. Afin d’éliminer la partie
aléatoire, une moyenne sur un nombre suffisant de confi-
gurations (entre 150 et 300) est réalisée. Nous avons re-
marqué que le calcul du champ moyen transmis converge
rapidement (une trentaine de simulations suffises), alors
qu'une valeur stable du champ moyen réfléchi est at-
teinte pour un nombre élevé de simulations (probable-
ment & cause de son amplitude faible).

3 1

eau p=1g.cm™
FC72 | p=1,68 g.cm™

c=15m.ms™

1

c= 0,512 m.ms™

TABLE 1 — Caractéristiques des fluides utilisés dans les
simulations.

Le systeme étudié est un écran de 9 diffuseurs
d’épaisseur pour une largeur de 100 diffuseurs, constitué
d’une matrice d’eau et de diffuseurs d’huile FC72 dans
laquelle la célérité des ondes longitudinales est relative-
ment faible (trois fois inférieure a celle de l'eau), ta-
bleau 1. Notre étude a été réalisée pour des valeurs
de la fréquence réduite (kga) variant de 0 & 1,5. Sur
cette plage de fréquences, on retrouve deux fréquences
de résonance des diffuseurs kga = 0,903 et 1,33 corres-
pondant respectivement aux résonances des modes dipo-
laire (C1) et quadripolaire (Cs). Ces résonances, n’étant
pas aussi marquées que celles du systeme étudié par Li
et Chan[5], ne permettent pas d’obtenir des effets de

métamatériaux, mais entrainent néanmoins des varia-
tions rapides des caractéristiques mécaniques du milieu
effectif. Nous allons étudier dans une premiere approche
I'impact de ces résonances sur les réponses d’un milieu
aléatoire. Les essais ont été réalisés pour trois concen-
trations ¢ différentes : 4,4%, 13,2% et 31,4%. Les effets
de définition des interfaces entre milieux homogene et
hétérogene ont été discutés dans [11].
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FIGURE 2 — Module du coefficient de réflexion pour
une concentration de 4,4%.

Les modules des coefficients de réflexion et de trans-
mission sont représentés respectivement sur les figures
2 et 3 pour une concentration de 4,4%. Les fréquences
de résonance sont repérées par des lignes pointillées ver-
ticales. Il apparait sur ces figures que pour de faibles
concentrations, il n’y a pas de différences significatives
entre les modélisations développées dans le cadre des
travaux de Waterman et Truell (WT) et de Linton et
Martin (LM). La figure 2 montre que ces deux théories
d’homogénéisation prédisent un coefficient de réflexion
proche de celui obtenu par FDTD. Celle développée
dans le cadre des travaux de Foldy (F) est plus éloignée
comme l'avions déja observé pour des systémes non
résonants[11]. De plus, elle prédit une augmentation er-
ronée du module du coefficient de réflexion pour des
fréquences proches des résonances de diffuseurs.

La figure 3 montre que les trois modélisations
donnent des valeurs du module du coefficient de trans-
mission proches les unes des autres et sont en bon
accord avec les résultats numériques. Aux voisinages
des fréquences de résonance des diffuseurs, le coeffi-
cient de transmission diminue. On remarque que le mi-
nimum local autour de ces fréquences apparait pour des
fréquences moins élevées sur les simulations numériques
que sur les prédictions théoriques.

Des résultats similaires a ceux présentés sur les fi-
gures 2 et 3 ont été observés pour une concentration
¢ = 13,2%. Par contre, pour une tres forte concentration
(¢ = 31,4%), les résultats numériques et théoriques sont
en accord seulement & basses fréquences (kga < 0,25).
Il apparait par ailleurs que les théories de WT et de
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FIGURE 3 — Module du coefficient de transmission pour
une concentration de 4,4%.

LM prédisent des résultats similaires sur tout le do-
maine d’étude, excepté aux voisinages des fréquences de
résonance. Ceci est d’autant plus dommageable pour la
conception de métamatériaux a structure aléatoire que
les effets de métamatériaux apparaissent dans ces do-
maines fréquentiels.

3.2 Etude du nombre d’onde effectif

Les propriétés de ’onde cohérente longitudinale ont
été mesurées a partir d’'une ligne de récepteurs appar-
tenant a l’écran, orientée parallelement a la direction
de propagation de I'onde incidente. Pour cela, la pres-
sion p(z) de 'onde cohérente le long de sa direction de
propagation est supposée s’écrire :

pla) = Ac (G tion)s, (13)

ou A est 'amplitude complexe de la pression, w la pul-
sation, cog et e la célérité et latténuation effective.
L’équation (13) contient quatre inconnues & déterminer.

Afin d’obtenir les valeurs de ceg et g, nous propo-
sons quatre méthodes d’identification différentes. Pour
chacune des deux méthodes mises en ceuvre pour calcu-
ler la célérité effective, nous recherchons les inconnues
soit sur le signal total comprenant les ondes cohérentes
progressive et rétrograde, soit en ne considérant que
I’onde cohérente progressive :

— méthode 1 : apres avoir déterminé la moyenne des
inconnues sur les premiers points du signal, nous
avons affiné le résultat en minimisant I’erreur qua-
dratique entre 1’équation (13) et le signal total
numérique ;

— méthode 2 : nous avons procédé de la méme
maniere que précédemment, mais avant de minimi-
ser 'erreur quadratique nous avons éliminé I'onde
cohérente rétrograde dans I’écran en annulant les
composantes négatives du spectre (spatial) du si-
gnal numérique ;

— méthode 3 : apres avoir déterminé la célérité
effective comme étant la composante principale

du spectre du signal numérique (maximum du
spectre), nous avons utilisé la méme démarche que
dans la méthode 1 pour déterminer les trois autres
inconnues ;

— méthode 4 : nous avons procédé de la maniere que
la méthode 3, mais avant de minimiser l'erreur
quadratique nous avons éliminé ’onde cohérente
rétrograde dans l’écran en annulant les compo-
santes négatives du spectre (spatial) du signal
numérique.

Les méthodes 3 et 4 conduisant aux mémes va-
leurs de célérité effective, nous ne présenterons que
les résultats d’une de ces deux méthodes, figures 4
et 5. L’ensemble des simulations a montré que les
méthodes 1 et 2 n'ont de différences significatives sur
la détermination de la célérité effective qu’a basses
fréquences. En effet, a basses fréquences, le spectre spa-
tial empiete sur les nombres d’ondes négatifs, compo-
santes que l’on élimine lorsque 'on ne considere que
I’onde progressive. Nous perdons alors une partie de I'in-
formation liée a 'onde cohérente progressive et introdui-
sons un biais dans la mesure de la célérité effective. 11
semble donc que le role de 'onde cohérente rétrograde
dans la détermination de la célérité effective soit mineur.

Du point de vue de Datténuation effective, les
différences sont tres faibles entre les méthodes 1 et 3
et entre les méthodes 2 et 4. Nous ne montrerons donc
que les résultats de deux de ces quatre méthodes, figures
6 et 7. Observons que la valeur de I'atténuation effective
diminue lorsque l'onde cohérente rétrograde n’est pas
prise en compte.
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FI1GURE 4 — Rapport de la célérité effective sur la
célérité dans la matrice pour une concentration de
4,4%.

Nous présentons le rapport entre la célérité effective
et la célérité dans la matrice sur les figures 4 et 5 pour
une concentration respective de diffuseurs de 4,4% et
13,2%. A basses fréquences, les données numériques ne
correspondent pas aux prédictions théoriques. En effet,
a ces fréquences, les longueurs d’onde étant tres grandes
comparées a I’épaisseur de I'écran, il est difficile de quan-
tifier le nombre d’onde de 'onde cohérente.

Outre ce probleme, les théories de diffusion mul-
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FIGURE 5 — Rapport de la célérité effective sur la
célérité dans la matrice pour une concentration de
13,2%.

tiple et les résultats numériques sont en tres bon accord
sur toute notre plage d’étude pour une concentration
de 4,4%. Néanmoins, la figure 5 montre que pour une
concentration de 13,2% les écarts entre les prédictions
théoriques et les résultats numériques, et entre les deux
méthodes de détermination numérique, sont importants
au voisinage de la premiere fréquence de résonance. La
figure 7 souligne que l'atténuation effective est élevée,
ceci pouvant entrainer une détermination erronée de la
célérité effective.

Les figures 6 et 7 représentent l'atténuation effec-
tive adimensionnée aega en fonction de la fréquence
réduite. De méme que pour la célérité effective, les
résultats théoriques et numériques sont tres proches
pour une concentration de 4,4%, excepté le premier pic
numérique qui est absent des prédictions théoriques.
L’atténuation effective adimensionnée maximale obte-
nue a 'aide des méthodes 1 et 4 vaut pour ce systéme
respectivement aega = 0,10 et 0,095. Les libres parcours
moyens élastiques, qui représentent la distance moyenne
entre deux processus de diffusion (. = 5-) sont respecti-
vement inférieurs & 59% et 65% de 1’épaisseur de I’écran.
Dans un milieu aléatoire 'onde perdant sa cohérence
apres deux libres parcours moyens élastiques[12], les si-
mulations réalisées I'ont été dans un régime propagatif.

Pour la concentration ¢ = 13,2%, I'atténuation ef-
fective est qualitativement bien décrite, mis a part au
voisinage de la premiere résonance de diffuseurs, ou
I’atténuation effective numérique est beaucoup plus im-
portante que les prédictions théoriques. Notons que
I'atténuation effective adimensionnée maximale de ce
systeme vaut ae.ga = 0,44 et 0,38 respectivement pour
les méthodes 1 et 4, ceci correspond a des libres parcours
moyens élastiques d’environ 14% et 16% (20% pour les
prédictions) de I’épaisseur de 1’écran. Les essais réalisés
I’ont donc été dans un régime diffusif.
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FIGURE 6 — Atténuation effective adimensionnée pour
une concentration de 4,4%.
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FIGURE 7 — Atténuation effective adimensionnée pour
une concentration de 13,2%.



4 Conclusion

Les résultats présentés montrent que pour une
concentration de diffuseurs ¢ = 4,4%, l’accord entre
les simulations numériques et les prédictions issues de
modeles de diffusion multiple est excellent, en particu-
lier au voisinage de la premiere résonance de diffuseurs,
lorsque I’épaisseur de 1’écran est inférieure & deux fois le
libre parcours moyen élastique.

Pour une concentration plus élevée (13,2%), les
théories d’homogénéisation donnent une bonne des-
cription des modules de réflexion et de transmis-
sion d'un écran de diffuseurs, mais ’écart entre
les célérités effectives déterminées numériquement et
prédites théoriquement est important au voisinage de la
premiere fréquence de résonance. Ceci pourrait s’expli-
quer par la forte atténuation ou encore par ’apparition
d’un régime diffusif.

Nous n’avons pas pu déterminer si cela provenait de
la forte atténuation ou alors du régime diffusif. En effet,
des études expérimentales ont montré que ’'on peut re-
trouver des traces de I'onde cohérente apres qu’elle ait
parcouru 15 fois le libre parcours moyen élastique dans
un matériau aléatoire[12]. La question de l'utilisation
d’un modele prédictif de diffusion multiple en présence
de fortes résonances, comme outils d’aide a la conception
de métamatériaux a structure aléatoire reste posée.
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