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Nous présentons une méthode de résolution rapide d’une équation de propagation non linéaire uni-
dimensionnelle avec pertes indépendantes de la fréquence dans un milieu non homogene.

La propagation des ondes dans les instruments de musique & vent est le plus souvent considérée linéaire,
a juste titre. Un contre exemple bien connu est le cas des cuivres, a fort niveau sonore. Les effets non
linéaires dans la propagation deviennent prépondérants et expliquent par leur caractere cumulatif la
distorsion progressive des formes d’ondes pouvant conduire a la formation d’ondes de choc.

Du point de vue de la simulation dans un contexte de synthese sonore temps réel, la propagation linéaire
présente 'avantage de pouvoir se représenter dans un formalisme de systeme entrée-sortie : le résultat
de la propagation (la sortie) se déduit de I'entrée par un calcul explicite (multiplication par une fonction
de transfert dans le domaine de Laplace, convolution par une réponse impulsionnelle dans le domaine
temporel). Cette propriété n’est plus garantie avec un phénomene non linéaire.

Nous montrons qu’il est pourtant possible de proposer une méthode de résolution explicite de la propa-
gation non linéaire d’une onde (onde simple) lorsque l'amortissement est indépendant de la fréquence.
La méthode repose sur deux éléments : (1) un changement de variable permet de récrire une équation
conservative, (2) cette équation est résolue en introduisant un potentiel dont les propriétés permettent de
sélectionner les branches de solutions ” physiquement sensées” en cas de chocs et solutions multi-valuées.
Cette approche permet aussi de gérer les chocs multiples. Un algorithme rapide est proposé pour une

utilisation dans le cadre d’une synthese sonore par temps réel.

1 Introduction

Pour un systeme linéaire, il est souvent avantageux
d’utiliser un formalisme de systéme entrée/sortie, qui
offre une représentation compacte tout en permettant
un faible cotit de calcul de la sortie directement en fonc-
tion de I'entrée. Lorsque le systéme est non linéaire, il
n’y a pas d’approche générale pour obtenir une telle for-
mulation, dont rien ne garantit d’ailleurs I'existence.

Nous montrons dans ce travail qu’il est possible
de trouver une telle formulation lorsque le probleme
de départ est une équation aux dérivées partielles
de transport non linéaire uni-dimensionnelle avec
pertes indépendantes de la fréquence dans un milieu
éventuellement non homogene.

Apres avoir précisé le probleme a résoudre (sec-
tion 2), nous montrons qu’aprés un changement de
fonction, le modele se reformule comme une équation
de transport conservative. Les solutions fortes sont
données grace a une adaptation de la méthode des
caractéristiques (section 3). Les solutions faibles qui
apparaissent des que des chocs ont été formés ne
sont pas uniques. Une fonctionnelle est introduite pour
sélectionner une solution unique (section 5). Dans
I'exemple traité ici, elle correspond précisément au po-
tentiel de Hayes [2, 1]) qui permet d’identifier les
branches de solutions ”physiques” & retenir (au sens
d’un critére entropique). Cette méthode permet de

construire une solution mono-valuée, méme dans le cas
de chocs multiples. L’application visée ici est la propa-
gation non linéaire des ondes acoustiques a fort niveau
sonore pour la simulation et la synthese sonore.

2 Probleme posé et modele

On considere le probleme de propagation 1D sur
le domaine =0, X[ avec X > 0 décrit par, pour
tout (x,t) € Q x R% ,

amp(xa t) + atp(%t) + a(m) p(z,t) =0, (1)

c(ac,p(ac,t))

avec des conditions initiales nulles
Ve e Q, p(z,0)=0,
et un controle de type Dirichlet a la frontiere en x = 0
vteR, p(0,t) =po(t),

olt pg € C(R) est supposée nulle sur R~. La fonction
(z,p) — c(x,p) est supposée continue sur Q x R, a
dérivée continue selon p et telle que ¢(0,0) > 0. La fonc-
tion x — a(x) est supposée continue et positive sur Q.
Ce modele décrit le transport d’une onde simple, sou-
mise a un amortissement de coefficient o indépendant de
la fréquence et variant dans ’espace, et qui se propage

avec la célérité locale c(a:,p(a:, t))



Dans cet article, nous cherchons des solutions de
régularité C' (sec. 3, solutions fortes) puis des solutions
faibles entropiques en cas de chocs (sec. 5), sous la condi-
tion suivante

Je*>0 | c(z,p(:z:, t)) >c¢* presque partout sur QxR. (2)

qui assure que les ondes se propagent dans le sens des x
positifs (au moins avec la célérité ¢*) et garantit la cau-
salité du probleme. Le but est ensuite de construire un
algorithme de résolution numérique efficace, compatible
avec les applications temps-réel, qui fournisse a x fixé le
signal p(z,t) en fonction de Pentrée py(t).

Adimensionnement Une version sans dimension de
ce probleme est obtenue en appliquant le changement de
variable suivant

(t.2) = (&,1) = (2/X,¢(0,0)t/X)

Le probleme se récrit comme précédemment pour les

quantités notées avec un tilde définies par p(z,t) =
p(XZ,tX/c(0,0)), a(@) = Xa(XI), ¢(z,P) =
c(Xz, P)/c(0,0) et Q =10, 1[. Dans la suite on considere,
ce modele en omettant les symboles “tilde”, ce qui re-
vient simplement a considérer que X = 1 et ¢(0,0) = 1.

3 Solutions fortes

Cette partie donne des résultats basiques dans le cas
ott la solution est de régularité C* (on note C!(E, F) I'en-
semble des fonctions continues, a dérivée continue, de E
dans F). D’abord, un changement de fonction est intro-
duit pour rendre le probleme conservatif (théoréme 1).
Puis, la méthode standard des caractéristiques est
adaptée au cas d'un probleme a constantes localisées
pour construire la solution (théoréeme 2).

Introduisons la fonction A €
décroissante, définie par

ct(2,]0,1]),

Aw) =exp - [ a(e) e 3)

Soit ¢* € R% et pg € C*(R,R) tels que Vt € R_, po(t) =
0 et V(z,6)Q x R, ¢(z, A(z)po(t)) > c*. Alors, on a le
théoreme suivant.

Théoréme 1 Siq € C'(Q x R) est solution de

1
0zq(,t) + maﬂl(%ﬂ =0,
W(z,t) € QX R, (4)
VteR,  q(0,t) = po(t), (5)

alors p : (z,t) € Q x RT — A(z)q(z,t) appartient a
Cl(Q X R,R) et est solution du probléme original. La
réciproque est aussi vraie.

La preuve est immédiate.
Définition 1 (Caractéristique) On définit K par

K: QxR — QxR (6)
(x,t) +— (I,T(:E,t))

ot, pour tout (x,t) € Q x R,

. 1
T =t+ /0 (> Ao ®) "

Propriétés 1 Les fonctions T and K satisfont les pro-
priétés suivantes :

(i) T et K sont de régularité C* ;

(i) V(z,t) € Q xR, T'(x,t) > t;

(iii) K est surjective ;

(iv) si V(x,t) € Q x R, &, T(x,t) > 0, alors K est un
Ct-difféomorphisme.

Preuve (i) est évident puisque pg est de régularité C*,
A est continue et (x,t) — 1/¢(x, A(x)po(t)) est bornée
continue (¢* > 0).

(ii) est une conséquence immédiate de la positivité de
c(y, A(y)po(t)) dans (7).

Par ailleurs, puisque po(t) = 0 pour t < 0, on a

T(x,t) =t + T(x,0) , S, —0o0 pour tout x € Q. De
——00
plus, d’apres (ii), T'(z,t) — oo pour tout = € Q.
t— o0

Par conséquent, (iii) est satisfaite puisque T' est conti-
nue.

Si V(z,t) € Q xR, 8T(x,t) > 0, alors pour
tout = € Q, t € R +— T(x,t) est injective puis-
qu’elle est strictement croissante. Donc, d’apreés (i) et
(iii), K est de régularité C! et bijective. Le jacobien
J(x,t) = < GzT}x,t) atT?x,t) ) de K est continu
et son déterminant det J(x,t) = 0y (x,t) > 0 est inver-
sible, ce qui conclut la preuve. o

Théoréme 2 (Solution forte) Supposons que
V(z,t) € Q xR, 0, T(x,t) > 0 et définissons la fonction
de régularité C' donnée par T : (x,0) € Q x R
[K~Y(z,0)]2 € R. Alors, Q =pyoT € Cl(ﬁ x R, R) est

une solution forte de de (4-5).

Preuve D’aprés la propriétél (iv), 7 et @ sont de
régularité C! et
V(z,t) € QX R, T(z,7(z,1)) =t. (8)
De plus, le calcul des membres de gauche et
07 (2, ) Oy [(8)] — 07 (2, 1) 0y [(8)]
DQT(x,T(:c,t))
DyT (z,7(x,t)) > 0 conduit a

—D1T(z,7(x, 1)) 0y (,t) = Op7(,1). 9)
Or, 0,Q(z,t) + L )3tQ(~T,t) = [po ©

c(m,A(m)Q(m,t)
T](x,t) ((%T(x,t) + maﬂ(z,t)) est nul

d’aprés (9) et puisque, d’apres (7), DlT(J;,T(ac,t)) =

——2L . Finalement, Q est une solution de (4),

c(z,A(z) Q(z,t))

ce qui conclut la preuve. o
Les théoremes 1 et 2 fournissent donc une solution

du probleme orginal, donnée par
p(z,t) = A(z) po(7(z,1)) (10)

dans le cas ou la solution est forte. Ceci est conditionné
par 'existence de 7, c’est-a-dire par le fait que 9,7 > 0
qui assure la bijectivité de K.

droite  de



4 Application : algorithme ra-
pide entrée-sortie

On considere pour illustrer les résultats de la section
précédente le cas simple pour lequel I’amortissement est
constant (milieu homogene, o = 1) et la célérité est
donnée par

c(a:,p(a:,t)) = 1/(1 _p(xvt))' (11)

Cette célérité correspond a un modele acoustique non
linéaire souvent utilisé pour représenter la propagation
a fort niveau dans les instruments de musique a vent
([3])- D’apres les équations (4-5), qui définissent les ca-
ractéristiques :

1 . efam
«
(12)
Les caractéristiques ainsi définies sont présentées en
figure 1 pour le signal d’entrée ¢(0,t) = po(t) =
—0.3sin(87t). Notons que dans le plan (z,7T), & cause

T(x,t) =t+x — Ey(z)q(0,t) avec Eo(x) =

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
T(x.t)

FIGURE 1 — En haut : signal d’entrée (en z = 0). En
bas, caractéristiques dans le plan (T'(x,t),x) données
par (6) et (7).

de 'amortissement, ces caractéristiques ne décrivent pas
des droites, conformément & 1'équation (12).

Les solutions fortes du probleme sont alors directe-
ment construites a partir de (10) et du théoreme 2. Elles
sont présentées en figure 2 pour plusieurs distances x.
Sur I'image du haut, on retrouve la distorsion de la forme
d’onde sinusoidale g(x,t) attendue pour ce type de non-
linéarité (transport conservatif [4, 6]). L’image du bas
présente en plus les effets de 'amortissement, pris en
compte grace au théoréme 1 et (10) avec A(x) = e~ **.

D’apres le théoreme 2, la validité de cette construc-
tion est conditionnée par 9;T > 0 qui assure la bijecti-
vité de K. Graphiquement, la limite de validité est at-
teinte dés que des caractéristiques se croisent (figure 1,
en bas). Une analyse précise des caractéristiques et de
la figure 2 permet de trouver que la premiere inter-
section correspond a x = 2* ~ (0.1414. Pour le signal
q(0,t), cette distance marque donc la fin du domaine
de validité de la solution forte. Au dela, I'utilisation des
caractéristiques conduirait & une solution ¢(z,t) multi-
valuée.

q(x.t)

AX)a(x.t)

p(x.t)

FIGURE 2 — Solutions fortes calculées en x,, =
pour n=0 (bleu), 1<n<N-1 (noir) et n=N=7
(rouge), ou x* ~ 0.1414 est la distance & laquelle

apparait le choc. En haut : ¢(z,t) solution de (4-5); en
bas : p(z,t) = A(x)q(x,t) solution de (1).

5 Solutions faibles

Le croisement de caractéristiques est incompatible
avec une solution forte (K n’est plus bijectif). Un
croisement s’interprete comme le transport de quan-
tités distinctes au méme endroit au méme instant, ce
qui définirait alors une solution multi-valuée. Il corres-
pond a lapparition de chocs (solution discontinue dite
faible). Dans ce cas, du point de vue mathématique, la
résolution doit étre faite au sens des distributions, ce qui
fournit plusieurs solutions. Une seule respecte le principe
entropique [5].

Un moyen élégant de résolution fut proposé (sans
preuve) par Hayes [2] et a été réétudié récemment par
Coulouvrat [1]. Il repose sur Uintroduction d’une fonc-
tion (appelée “potentiel” dans [2, 1] dont nous proposons
une version généralisée adaptée au probleme (4).

5.1 Résultats préliminaires

Définition 2 (Fonctions ¢ et ®1) Pour tout = > 0,

t € R, on note Ty(x,t) = T (x, t)‘pozo et on définit

Sz,1) — /t To@.#) = T@ ) o 1y 1) ar(13)

oo T
o (z,0) = sup o(x,t), (14)
teT(x,0)

ot T(z,0) = {t € R| T(x,t) = 6}.

Notons que pour tout ¢t < 0, To(x,t) = T(x,t) de sorte
que ¢(x,t) est nul si ¢t < 0.

Propriétés 2 On a les résultats suivants :

(i) ¢ est de régularité C*.

(ii) les ensembles T(x,0) sont fermés et non vides,
(iii) si a et b appartiennent & T(x,0), alors

b

z[¢(z,b) — ¢(z,a)] +/ T(x,t)dt =0 (b — a),

a

(iv) la fonction ®* est continue en 0.



Preuve (i) découle de la propriété 1(i).

(i) T(z,0) = T, < {8} > est fermé puisquil est
limage inverse du fermé {0} par la fonction continue
T, : t — T(z,t). 1l est non vide car T < R >= R (voir
la preuve de la propriété 1(ii)).

(iii) se déduit immédiatement de (13).

(iv) On se limite ici & indiquer des éléments de la preuve
qui s’appuient sur la construction de la courbe pa-
ramétrée t — (T(x,t), ¢(x,t)) & x fixé (voir les courbes
en haut a droite des figures 3 et 4).

Dans les zones pour lesquelles T est un singleton, la
continuité de ®T est assurée par celle de ¢ et 1. Pour
les zones complémentaires, la premiere étape consiste a
montrer que la fonction ;" : Qx] — 00, 0% (t)] — R out

¥ (2,0) = sup ¢(a) avec Ty(x,0) = T(z,0)N] — oo, ],
a€T(x,0)

et 0% (t) = sup,<, T'(, a), est continue sur | —oo, T'(x, )].
Pour cela, on utilise le fait que pour (a,b) € [T(z, 0)}2
tel que a < b, on a (d’apres (iii) et pour > 0)

(A) si T(x,t) < 0 pour t €]a,b| alors ¢(x,b) > ¢(z,a),
(B) si T(xz,t) = 6 pour t € Ja,b] alors ¢(x,b) =

o(w,a) (= ola.1)),

(C) si T(z,t) > 6 pour t €]a,b| alors ¢(z,b) < ¢(x,a),
et on découpe chaque zone connexe en intervalles
ordonnés [ag,br] de type (A,B,C), éventuellement
complétés par les intervalles [by,ary1] lorsque api1 #
bi. La conclusion est ensuite obtenue en remarquant
que T(x,t) > t et 0F(z,t) > t de sorte que ¥ et
&T coincident sur | — oo, t]. Ainsi, la fonction continue
d)tﬂ}—oo 4 Teconstruit &7 lorsque ¢ — +oc. o

Remarque 1 Le type (A) correspond & une branche
négative (T < 0) puis positive, le type (C) a une
branche positive puis négative.

Théoréme 3 (Sélection d’une solution faible )
La fonction définie par § = pg o T avec

#(x,0) = sup{t € T(z,0) | p(x,t) = ®*(x,0)}

fournit une solution unique de (4-5) au sens des distri-
butions.

L’unicité de la sélection opérée par 7 est évidente et
on vérifie que ¢ satisfait bien la condition de Rankine-
Hugoniot aux lieux de discontinuités.

5.2 Application et lien avec la méthode
de Hayes

Pour I'application présentée en section 4, on trouve
que

t
o) = 22| [ ooyt = 1800 ()]

(15)

Dans le cas particulier ou I’amortissement « tend vers

zero, on a Eu(x) — x et (15) reconduit au potentiel

défini par Hayes [2] (voir aussi I’équation (9) dans [1] ol
le role de lespace y et du temps ¢ sont échangés) :

(1) = /_ o) T (@, t)dt.  (16)

La sélection opérée par 7 correspond donc ici a celle
opérée par le potentiel de Hayes. Mais méme si les quan-
tités sont identiques, elles ne le seront pas en général et
les interprétations de (13) et (16) sont tres différentes.

Ainsi, dans (13), (To—T')/x représente ’écart (moyen
par unité de longueur) entre la durée du transport de 0
a x d’'une quantité nulle (référence) et celle d’une quan-
tité non nulle (pg). Cet écart est intégré par rapport a
Op T (z,t") dt’ qui s’'interpréte comme la mesure du temps
d’arrivée (tant que T reste bijectif). La sélection opérée
par ®T et 7 correspond donc & retenir les parties maxi-
males d’une information construite exclusivement a par-
tir du temps de transport. Dans (16), on n’a plus une
inteprétation purement temporelle et on perd aussi en
général la propriété 2(iii).

Il a été montré que le potentiel de Hayes fournit la
solution entropique pour cette application particuliere
mais pas en général [1]. Cette question reste ouverte
pour la sélection opérée par ®* et 7. La continuation de
ce travail sur ce point et la recherche d’interprétations
affinées devront étre lancées.

6 Résultats

La figure 3 présente la propagation du signal jus-
qu’en x = x*. L’image en bas a gauche, qui représente
la dérivée temporelle du signal original ¢(0,t) (rap-
pelé en haut & gauche) ainsi que la limite verticale
(rouge) marquant I’apparition d’un choc (dq(0,t)/dt =
a/(l — e ™)), permet de vérifier que z = z* ~ 0.1414
marque bien la limite de validité de ’hypothese ”solu-
tions fortes”, ce que suggérait la figure 1. Cette informa-
tion est aussi donnée de maniere équivalente par 'image
en bas a droite qui montre qu’en certains points, 9T
s’approche de 0 (sans toutefois I'atteindre).

Sur I'image en haut a droite est représenté le po-
tentiel ¢(z,t) défini en (13) mais tracé ici en fonction
de T'(z,t). Ici encore, le fait que ¢(x,T(x,t)) soit mo-
novalué montre que la solution est forte. Ainsi d’apres
(13) :

Ot (2,0) = ¢(x,t) Vt € T(x,0), (17)

et tous les points du signal d’entrée ¢(0,t) apparaissent
dans le signal de sortie q(z, T'(x,t)). Les points marqués
d’un o (vert) sur les différentes images de la figure sont
en correspondance.

La situation est différente si on considere la propa-
gation sur une distance plus importante. La figure 4 est
comparable a la figure 3 mais en z = 1. Sur I'image en
bas a gauche % dépasse la limite d’existence d’une
solution forte (dq(0,t)/dt = a/(1 — e~*%)) en plusieurs
points (repérés en rouge). Ces points sont repérés en
rouge sur les autres image de la figure. Ces points corres-
pondent & ceux pour lesquels ;T < 0 (en bas a droite).
L’examen de I'image en haut a droite révele un potentiel
multivalué, et on a donc :

o £ ¢

La solution temporelle (faible) en @ = 1 doit donc étre
construite, comme indiqué par le théoreme 3. Le résultat
est présenté en figure 5, pour différents x équidistants
entre £ = 0 et x = 1. Sur 'image du haut, les tracés
de g(x,t) révelent des chocs de plus en plus marqués
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FIGURE 3 — En haut a gauche : signal a I'entrée
po(t) = ¢(0,t). En haut a droite, potentiel ®(z*,¢)
défini par ’équation (13). En bas & gauche, dérivée du
signal temporel & Uentrée ¢(0,t) et la limite (droite
verticale en rouge) dont le non franchissement indique
I'absence de choc avant = z*. En bas a droite,
influence de la propagation non linéaire sur les temps
d’arrivée en z = z*. La droite en pointillés noirs
représente le cas d'une propagation linéaire a célérité
e, ple, 1)) = 1.

0.4 0.02
| | | | RN
0.2 : : : : 0.01
o | | | | 0
=3 0 hd
| | | | -0.01
VRV VRV Y
-0.4— . . . -0.03
0.5 1 0
t
0 0
,,,,,,, e R
02 ] 0.2f \
\
04**&*** - 04f o
o6l — o6f 1l
o8 Tl |08l N\
1 1
-10 -5 0 5 10 0
qo0’

FIGURE 4 — Méme quantités représentées qu’en figure
3, mais en z = 1. Les points marqués en rouge sont
ceux pour lesquels la condition 9;7" > 0 n’est pas
vérifiée, c’est a dire ceux impliqués dans au moins un
choc.

FIGURE 5 — Solutions fortes ou faibles pour plusieurs
distances = na* pour 0<n<7. En haut : ¢(x,t)
solution de (4-5); en bas : p(x,t) = A(z)q(x,t) solution
de (1).

(apparition d’un onde en N, [4]). Sur 'image du bas, les
tracés de p(z,t) = A(xz)q(x,t) montrent la solution du
probleme original amorti, avec une diminution de I’am-
plitude apportée par 'amortissement. La forme d’onde
est conservée puisque par hypothese 'amortissement «
est indépendant de la fréquence.

7 Conclusion

Un premier intérét de ’approche présentée dans cet
article est de séparer lors de la propagation les effets liés
a lamortissement (indépendant de la fréquence) et ceux
liés au transport non linéaire. De plus l'introduction
d’un potentiel permet de traiter le probleme non linéaire
comme un probléme entrée/sortie, méme en présence de
chocs. On garde ainsi I’avantage apporté par la méthode
des caractéristiques, mais 'algorithme décrit n’est pas
limité aux solutions fortes comme la méthode des ca-
ractéristiques. Le traitement de chocs multiples n’est
pas plus couteux. Cette qualité sera exploitée pour si-
muler en temps-réel le fonctionnement des cuivres a fort
niveau sonore, et étendre les algorithmes de synthese
sonore existant qui sont limités, soit a une propagation
sans perte et aux solutions fortes ([8]) ou aux solutions
faibles correspondant & des chocs symétriques ([7]), soit
a une propagation avec pertes visco-thermiques et aux
solutions fortes ([9]).

Le travail présenté dans cet article s’est focalisé sur
un modele particulier de transport non linéaire, mais
l'objectif est de prouver que n’importe quelle équation
du type de (1) peut étre traitée dans le méme forma-
lisme.
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