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Diffusion d’ondes de Lamb sur des rugosités de surface : couplages modaux 
Tony Valier-Brasier, Catherine Potel, Michel Bruneau 

Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Maine (LAUM, UMR CNRS 6613), Avenue Olivier Messiaen, F-72000 Le Mans Cedex 9,  
{tony.valier-brasier.etu, catherine.potel, michel.bruneau}@univ-lemans.fr 

Pour apporter de nouveaux éléments de réponse à une demande toujours actuelle en contrôle non destructif 
d’états de surface de structures en forme de plaques (rugosité, petits défauts, ...), la qualité de collages dans des 
structures assemblées en étant une des applications, les ondes de Lamb, en usage dans la caractérisation des 
défauts situés dans l'épaisseur des guides, peuvent être utilisées du fait qu'elle portent aussi la signature des 
caractéristiques de ces surfaces. La complexité des modèles existants, à l'image de celle des phénomènes mis en 
jeu, reste un frein à une interprétation, même approchée, des phénomènes, qui soit susceptible de répondre aux 
exigences d'une modélisation adaptée à certains besoins de l'ingénierie. C'est l'objet de l'étude présentée ici que 
de proposer un modèle analytique permettant de traduire, en termes de couplages modaux des ondes diffusées, 
l'effet d'une rugosité de surface sur la propagation d’ondes de Lamb dans des plaques isotropes, compte tenu de 
la profondeur et de la forme des irrégularités de surface. Dans ce modèle, l'ensemble des équations de 
propagation du champ de déplacement (composantes longitudinales et transversales) et des conditions d'interface 
est traduit en terme d'équations intégrales couplées, dont les solutions, exprimées sous forme de couplages 
d’ondes diffusées sur une base de Fourier (fonctions propres de Neumann et de Dirichlet) d'un guide régulier 
extérieur au guide réel, conduisent à des expressions analytiques approchées des amplitudes des perturbations 
créés par la rugosité de surface. Les résultats obtenus pour l'heure sont en accord raisonnable avec des résultats 
expérimentaux et numériques récents. 

1  Introduction 
L'étude des effets de la rugosité de paroi sur la 

propagation acoustique dans les guides d'ondes fait l’objet 
d’un regain d’intérêt, notamment dans le cadre du contrôle 
non destructif en vue de vérifier la qualité de collages dans 
les structures assemblées ou de caractériser l'état de surface 
de certaines pièces [1-6]. Suite à des travaux sur la 
propagation d’ondes acoustiques en milieu fluide [5, 7 ,8] et 
d’autres sur la propagation d’ondes de cisaillement 
polarisées horizontalement dans des plaques solides 
isotropes [9], l’étude présentée ici porte sur la propagation 
d'ondes de Lamb dans des plaques solides isotropes à parois 
rugueuses. 

La méthode utilisée présente la particularité de faire 
usage de la formulation intégrale du problème aux limites 
posé, les solutions (champs de déplacement diffusés) étant 
construites à partir de développements sur des séries de 
Fourier d’un guide à géométrie compatible, extérieur au 
guide réel. La rugosité de paroi est introduite dans le 
modèle par des conditions de contraintes nulles aux 
frontières qui font intervenir la pente locale et la profondeur 
de rugosité.  

2 Le problème 

2.1 Le guide rugueux 

Le guide d'onde homogène et isotrope considéré, 
caractérisé par sa masse volumique ρ  et ses coefficients de 
Lamé λ  et μ , est une plaque limitée par deux plans 
parallèles rugueux de longueur et de largeur infinies  dans 
le vide (figures 1). Le repère cartésien considéré est noté 

( )zyx eeeOR ,,,=  et de base associée ( )zyx eeeB ,,= . Le 
plan de propagation correspondant (par choix) au plan 

),( zx  et le guide étant infini suivant la dimension " y ", le 
domaine D  d'étude de frontière D∂  (problème 2D) est 
défini par x positif et par z appartenant à l'intervalle 

( ) ( )[ ]xzxz 21 , , où les coordonnées 1z  et 2z  définissent les 
cotes des frontières du guide donc celles de la rugosité pour 
x compris dans l'intervalle [ ],0 . Les fonctions ( )xh1  et 

( )xh 2 , définies respectivement par ( ) ( )xzLxh z 11 2 +=

et ( ) ( )xzLxh z 22 2 −= , sont les fonctions arithmétiques 
définissant la rugosité à partir des surfaces du guide 
extérieur. Un guide fictif aux parois situées en 2zLz −=
et 2zLz = , immédiatement extérieur au guide réel 
(confondu avec le guide réel en dehors de la rugosité), 
définit le domaine d'étude ( )0D  retenu pour la formulation 
intégrale utilisée. Les vecteurs 1n  et 2n  sont les vecteurs 

unitaires normaux respectivement aux surfaces ( )xz1  et 

( )xz 2  en tout point des rugosités et orientés vers l'extérieur 
du guide. 



 (a)  (b) 

Figures 1 : (a) Schéma du guide d’ondes en deux 
dimensions et (b) gros plan sur la rugosité. 

Le vecteur déplacement ( )zxU ,ˆ , supposé harmonique 
de pulsation ω , est exprimé en fonction du temps par la 
fonction )(exp tiω . Ainsi, dans le cadre des hypothèses de 
l'acoustique linéaire et étant donné les symétries du système 

étudié, le vecteur déplacement complexe ( )zxU ,ˆ  ne dépend 
que des deux variables x  et z . Il est solution du système 
d'équations suivant, comportant l'équation de propagation et 
des conditions de contraintes nulles aux frontières : 

( ) ( ) ( )
( ) ===

=+

,2,1,en,0.,

,,ˆ,div,ˆ2

qzznzxT

zxFzxTzxU

qq

ρω
  (1.a-b) 

où T  est le tenseur des contraintes et F̂  un vecteur source. 

2.2 Les champs de déplacement 

Le vecteur déplacement complexe ( )zxU ,ˆ  est 
décomposé en un vecteur déplacement longitudinal 

( )zxUL ,ˆ  et un vecteur déplacement transversal ( )zxUT ,ˆ

tels que:  

( ) ( ) ( )[ ] TLezxUezxUzxU zzxx ,,,ˆ,ˆ,ˆ
,, =+= ηηηη , (2) 

avec 
( ) ( )zxUzxU zLxxLz ,ˆ,ˆ

,, ∂=∂ ,  (3.a) 

( ) ( )zxUzxU xTxzTz ,ˆ,ˆ
,, −∂=∂ .  (3.b) 

où x∂ désigne la dérivée partielle par rapport à x . 
Ainsi, les équations de propagation retenues pour exprimer 
le champ de déplacement, issues de l'équation (1.a), 
prennent la forme suivante : 
[ ] ( ) ( )zxfzxUk zLzLLzzxx ,ˆ,ˆ

,,
222 −=+∂+∂  ,  (4.a) 

[ ] ( ) ( )zxfzxUk xTxTTzzxx ,ˆ,ˆ
,,

222 −=+∂+∂  ,  (4.b) 

où ( )zxf j ,ˆ
,η , l'indice "j" désignant l'une des coordonnées 

x  ou y , est un terme source, LL ck ω= , TT ck ω= , 

avec ( ) ρμλ 2+=Lc  et ρμ=Tc , respectivement les 
vitesses de phase des ondes de volume longitudinales et 
transversales, les deux autres composantes du champ de 
déplacement étant obtenue par application des relations 
(3.a-b). 

2.3 Les conditions aux frontières 

Compte tenu des expressions des vecteurs unitaires 
normaux aux frontières rugueuses  

( )[ ] ( ) ( )[ ],11
212

z
q

xqxqxq eehhn −+∂∂+=
−

 (5) 
les conditions aux frontières (1.b) peuvent être écrites  
( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,0,ˆ1,ˆ =∀=−+∂ qxzxTzxTh qzx

q
qxxqx , (6.a) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,0,ˆ1,ˆ =∀=−+∂ qxzxTzxTh qzz
q

qzxqx  , (6.b) 
ou encore, compte tenu de la loi de Hooke, 
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 (7.b) 

avec μλγ = . 
L'ensemble des équations (4.a-b), (3.a-b) et (7.a-b) constitue 
le problème à résoudre. 

3 Les champs diffusés 

3.1 Formulation intégrale 

Les composantes xTU ,
ˆ  et zLU ,

ˆ  du champ de déplacement 
dans le domaine D du guide étudié, solutions des équations 
(4.a-b), peuvent être exprimés, par application de la formule 
de Green, sous la forme intégrale suivante : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )zxUzxF
DDzx

zxUDzx
jj

j ,;ˆˆ,ˆ
0,,

,ˆ,,
,,

0

,
ηηη
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∈
,  (8) 

avec 
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−
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2
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et 
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où ( )zxzxG ′′,;,η  est une fonction de Green (paragraphe 3.3 
ci-dessous) 
Les composantes xLU ,

ˆ  et zTU ,
ˆ  sont respectivement 

données par les relations (3.a) et (3.b), à savoir 
( ) ( ) ( )[ ]zxUzxU zLxzxL ,ˆ,ˆ

,
1

, ∂∂= − ,  (11.a) 

( ) ( ) ( )[ ]zxUzxU xTxzzT ,ˆ,ˆ
,

1
, ∂∂−= − .  (11.b) 

où ( ) Pz
1−∂  représente une primitive de la fonction P par 

rapport à la variable z. 

3.2 Approximations successives 

Des solutions approchées de l’équation (8), notées [ ]
j

N U ,
ˆ
η , 

peuvent être recherchées par approximations successives, 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
j

N
jjjj

N UUUUU ,,
2

,
1

,
0

,
ˆ...ˆˆˆˆ
ηηηηη ++++=   (12) 

où N est le nombre d’itérations nécessaires au calcul du 

champ jU ,
ˆ
η , [ ] ( )

jj UU ,
0

,
0 ˆˆ ηη =  étant le champ de 

déplacement d’une onde de Lamb incidente en l’absence de 
rugosité, ( )

jU ,
1 ˆ

η  la perturbation à l’ordre 1=N  du champ 

de déplacement jU ,
ˆ
η , et ainsi de suite.  

A l’ordre 0=N , le champ de déplacement correspond au 
champ de déplacement incident en l’absence de rugosité, 
c’est-à-dire à une onde de Lamb classique. Si l’onde de 
Lamb incidente est symétrique, les solutions jU ,

ˆ
η  ont des 

expressions de la forme 
[ ] ( ) ( ) xik

zxx
xezkQzxU −= ,,,

0 cosˆ,ˆ
ηηη ,  (13.a) 

[ ] ( ) ( ) xik
zzz

xezkQzxU −= ,,,
0 sinˆ,ˆ

ηηη ,  (13.b) 
et si l’onde de Lamb incidente est antisymétrique, ces 
solutions sont de la forme 

[ ] ( ) ( ) xik
zxx

xezkQzxU −= ,,,
0 sinˆ,ˆ

ηηη ,  (13.c) 
[ ] ( ) ( ) xik

zzz
xezkQzxU −= ,,,

0 cosˆ,ˆ
ηηη .  (13.d) 

avec TLkkk zx ,,22
,

2 ==+ ηηη ,  (14.a) 
le nombre d’onde xk  étant solution de l’équation de 
Rayleigh-Lamb [10], soit, pour les ondes Lamb 
symétriques : 

( )
( ) ( )222

,

,,
2

,

, 4
2tan
2tan

xzT

zTzLx

zzL

zzT

kk

kkk
Lk
Lk

−
−= ,  (14.b) 

et, pour les ondes de Lamb antisymétriques 

( )
( )

( )
zTzLx

xzT

zzL

zzT

kkk

kk
Lk
Lk

,,
2

222
,

,

,

42tan
2tan −

−= .  (14.c) 

A noter que les amplitudes xQ ,ˆη  et zQ ,ˆη  ne sont pas 
indépendantes, du fait que les ondes qui composent les 
modes sont soit irrotationnelles, soit indivergentes. 

A l’ordre N =0, les champs (ondes de Lamb) peuvent aussi 
être exprimés à partir des équations (8) où l'expression (10) 
prend la forme : 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )
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,ˆ,;,d

,;ˆ

21,
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2
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,
0
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q

q
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 (15) 

La solution sans rugosité étant donnée par les équations 
(13.a-d) ou exprimées par (8) et (15), la solution au premier 
ordre des perturbations ( 1=N ) de l’équation (8) a pour 
expression (approximation de Born), pour ( ) ( )zLj ,, =η  et 
( ) ( )xTj ,, =η ), 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ),,;ˆˆ,ˆ
0,,

,ˆ,ˆ,,

,
0

,

0

,
1

,
0

zxUzxF

DDzx

zxUzxUDzx

jj

jj

ηηη

ηη

Γ+=

−∈

+∈

 (16) 

qui, compte tenu de l’expression (15), peut être mise sous la 
forme, 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )zxU
DDzx

zxUDzx
j

j ,;ˆˆ
0,,

,ˆ,,
,

0

0

,
1

ηη
η Γδ=

−∈
∈ , (17) 

avec 

( ) ( )[ ] ( )zxUzxU jj ,;ˆˆˆ,;ˆˆ
,

0
, ηηηηη ΓΓΓδ −= .  (18) 

Finalement, la correction d’ordre N est donnée par 
l’expression

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )zxU
DDzx

zxUDzx
j

Nj
N

,;ˆˆ
0,,

,ˆ,,
,

1

0

,
ηη

η Γ −=
−∈

∈
(19) 

3.3 La fonction de Green 

La fonction de Green [équations (9) et (10)] est développée 
sur une base de fonctions propres ( )( )zm,σψ  (séries de 
Fourier) (pour TL,=η ) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
=

∞

=

′′=′′
2

1 1

,,;,;,
σ

σσ
ηη ψψ

m

mmm zzxxgzxzxG ,(20) 

où les fonctions propres normalisées ont pour expressions 
( )( ) ( )( )zkLz m

zz
m sin2,1 =ψ ,  (21.a) 

( )( ) ( )( )zkLz m
zz

m cos2,2 =ψ ,  (21.b) 
avec pour valeurs propres associées, 

  ( )
z

m
z Lmk π2= ,  (21.c) 

et où les coefficients ( )( )xxg m ′;η  (fonction de Green 1D) ont 
pour expression, 

  ( )( )
( )

( )m
x

xxik
m

ki
exxg

m
x

,2
;

,

η
η

η ′−−

=′ ,  (22.a) 

avec  ( )( ) ( )( )222
,

m
z

m
x kkk −= ηη .  (22.b) 

Les fonctions propres ( )( )zm,σψ  sont solutions de 

problèmes aux valeurs propres transverses sur l’épaisseur 



du guide extérieur ( ( )2,2 zz LLz −∈ ) composés de 
l’équation de Helmholtz et de conditions de Neumann 
( )2=σ  ou de Dirichlet ( )1=σ  sur les frontières, 

( )( ) ( )( ) ( )2,2,0,22
zz

mm
zzz LLzzk −∈=+∂ σψ , (23.a) 

( ) ( )( ) 2,0,1
z

m
z Lzz ±==∂

− σσ
ψ .  (23.b) 

Le développement des fonctions de Green ηG  en séries de 
Fourier implique que les perturbations (champs diffusés) 
des quatre composantes du champ de déplacement sont 
exprimées par des développements sur la même base :

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
=

∞

=
=

2

1 1

,,
,,

ˆ,ˆ
σ

σσ
ηη ψ

m

mm
j

N
j

N zxAzxU . (24) 

Ainsi, compte tenu de l’orthogonalité des fonctions propres, 
le produit scalaire dans l’intervalle ( )2,2 zz LLz −∈  de 

l’équation (18) par la fonction propre ( )( )zm,σψ  conduit à 
l’équation 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ),,;ˆˆ
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,
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2
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,
,
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,
,

1
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où 
( )( ) ( )( ) ( )( )zzzzxB mrL

z

z

Lmr
z

z

,,2

2
,

,
2

1 dd σασα ψψ+=
−

,(26) 

est un opérateur "de volume" qui dépend de la profondeur 
de rugosité [7-9] dont la contribution est ici négligeable ; 
par suite :  

( ) ( )( ) ( )( )zxUxA j
m
j ,;ˆˆˆ

,
0,

,
1

ηη
σ
η Γδ≅ .  (27) 

De la même manière, la correction d’amplitude de chaque 
mode ( ) ( )m

j
N A ,

,
ˆ σ
η  à l’ordre 1>N  (19) est donnée par la 

relation 
( ) ( )( ) ( )( )zxUxA j

Nm
j

N ,;ˆˆˆ
,

1,
, ηη

σ
η Γ −≅  . (28) 

Pour les résultats présentés dans la suite, l’amplitude de 
chaque mode ( )m

jA ,
,

ˆ σ
η  est arrêtée à l’ordre N  tel que 

l'inégalité  
( ) ( ) ( ) ( )( ) 3,

,
,

,
1 10ˆˆ −+ ≤m

j
Nm

j
N AA σ

η
σ
η ,  (29) 

soit vérifiée pour tout x et pour tout couple ( )m,σ . 

4 Résultats et discussion 
La configuration choisie ici à titre d’illustration est celle 
d’un guide en forme de plaque d'épaisseur zL  comportant 
une rugosité en dents de scie uniquement sur la surface 
supérieure ( 1z ), l’autre surface étant parfaitement lisse 
(figure 2), la rugosité de la surface 1z , de longueur , 
étant composée de 50 dents de scie symétriques. Chaque 
dent de scie est caractérisée par une hauteur h  telle que 

01,0=zLh  et une périodicité spatiale Λ  telle que 
5,2=ΛzL . Le solide constituant le guide est de 

l’aluminium de masse volumique 3kg.m2700 −=ρ . Les 
valeurs des vitesses des ondes de volume longitudinale et 
transversale sont 1m.s6320 −=Lc  et 1m.s3115 −=Tc . 
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Figure 2 : Schéma du guide d’ondes en deux dimensions. 

L’onde de Lamb incidente choisie 0S  (créée en 0<x , en 
amont de la partie rugueuse du guide) est générée au 
produit fréquence-épaisseur à la fréquence 

mm.MHz5.1=zLf  (figure 3). 
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Figure 3 : Courbes de dispersion des ondes de Lamb. Le 
point noir représente le couple ( )zxz LkfL ,  caractéristique 

de l’onde de Lamb 0S  incidente. 

Le module de la composante [ ]
zLU ,

0 ˆ  du champ de 
déplacement incident (composante suivant l’axe des x du 
champ de déplacement longitudinal de l'onde 0S ) est tracé 

en fonction des coordonnées adimensionnées xkx

(abscisses) et ( )2zLz  (ordonnées) sur la figure 4.  

Figure 4 : Module de la composante [ ] zLU ,
0 ˆ  du champ 

incident (onde de Lamb S0) en fonction des coordonnées 
adimensionnées xkx  (abscisses) et ( )2zLz  (ordonnées). 



Le module de la composante ),( zL  à l'ordre ]2[ =N , 
( ) ( )

zLzL UU ,
2

,
1 ˆˆ + , du champ de déplacement diffusé par la 

rugosité est tracé en fonction des coordonnées 
adimensionnées xkx  (abscisses) et ( )2zLz  (ordonnées) 
sur la figure 4 (la convergence est assurée pour deux 
itérations 2=N ). 
L’amplitude du champ diffusé par la rugosité est environ 
mille fois inférieure à l’amplitude du champ incident. 

Figure 5 : Module de la composante ( ) ( )
zLzL UU ,

2
,

1 ˆˆ +  du 
champ diffusé par la rugosité en fonction des coordonnées 
adimensionnées xkx  (abscisses) et ( )2zLz  (ordonnées). 

5 Conclusion 
Le modèle présenté permet de traiter tout type de 

rugosité dont le profil (profondeur et pente) reste dans 
l'hypothèse de faible perturbation de surface du guide 
considéré. Malgré la relative complexité du système 
d'équations couplées à résoudre, dont deux équations 
intégrales, et la méthode modale utilisée (modes de 
Neumann et de Dirichlet) dans une recherche de solutions 
par méthode itérative, les perturbations apportées aux 
modes de Lamb sont obtenues au terme de temps de calculs 
très brefs. Cette convergence rapide rend la méthode 
potentiellement intéressante en pratique.  
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