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Approche thermodynamique de I'analyse statistique de 'énergie
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Statistical Energy Analysis (SEA) is the most popular method intended to high frequency vibrations in
structures and acoustics. Based on an energy approach, SEA is a simple application of energy balance
under the diffuse field asumption. In this study, a thermodynamical approach of SEA is proposed. Consi-
dering that the exact repartition of vibrational energy on modes is not known, an appropriate definition
of the structure function of SEA is introduced. Then, the related relationships of vibrational tempe-
rature and vibrational entropy are derived. Similarities and differences with classical temperature and
entropy of gases are discussed. In particular, the meaning and consequences of the second principle of
thermodynamics are clarified within the context of SEA.

1 Introduction

L’idée principale de la vibroacoustique statistique et
en particulier de ’analyse statistique de ’énergie (SEA),
est que lorsque les systéemes vibratoires deviennent trop
complexes, soit que le nombre de modes est tres grand
(hautes fréquences), soit que les incertitudes sont impor-
tantes (ensemble de systémes similaires), il est préférable
de renoncer a une description déterministe et d’adop-
ter des outils statistiques [1]. Cette remarque si natu-
relle dans le contexte de la physique statistique ou le
nombre de particules est de 'ordre du nombre d’Avoga-
dro ~ 10?3, reléve ici d'un choix plus que d'une nécessité
car le nombre d’individus reste relativement faible, de
l'ordre de plusieurs millions dans le meilleur des cas [2];
pas assez élevé pour disqualifier totalement 'approche
déterministe.

Cependant, ’approche statistique est intéressante
conceptuellement. Elle permet d’économiser du temps
de calcul et/ou de modéliser des systémes plus gros ou a
plus haute fréquence. Mais elle permet surtout d’accéder
directement & des grandeurs macroscopiques (énergie
modale, puissance moyenne échangée) plus robustes aux
fluctuations des systemes, sans avoir a calculer les va-
riables microscopiques que sont les fréquences propres,
modes propres et amplitudes modales. La description
des systemes a partir de ces grandeurs macroscopiques
est de nature différente de la vision classique. En SEA,
on s’intéressera aux sources vibratoires, aux chemins de
propagation de 1’énergie ainsi qu’aux régions de dissipa-
tion. C’est bien une approche originale de la vibroacous-
tique qui est proposée.

Jusqu’a présent, ’analyse statistique de 1’énergie re-
pose entierement sur un bilan d’énergie des systemes
vibroacoustiques. La relation principale de la SEA qui
établit la proportionalité de la puissance échangée avec
la différence des énergies modales, permet d’assoir cette
vision purement énergétique des systemes vibrants et
d’établir une analogie avec la thermodynamique dans la-
quelle ’énergie modale jouerait le role de température.
Pourtant cette description reste incomplete car rien

n’est dit sur le second principe de la thermodynamique
[3] de méme que l'analogie entre énergie modale et
température reste fortuite. Dans ce papier, nous mon-
trons que 'analyse statistique de 1’énergie résulte des
principes généraux de la mécanique statistique et en
particulier qu’il est possible d’introduire une notion
d’entropie vibratoire permettant & la fois de définir la
température vibratoire comme 1’énergie modale et de
compléter la présentation thermodynamique de la SEA.

2 Concepts généraux

Les systemes vibratoires doivent tout d’abord étre
divisés en sous-systemes. Il n’existe pas de regle générale
permettant d’établir cette subdivision, mais elle doit
étre réalisée de sorte que les hypotheses générales de
la SEA, énoncées ci-dessous, sont vérifiées. En général,
les sous-systeémes sont des constituants structuraux tels
que des plaques, poutres, cavités acoustiques. Mais on
peut aussi vouloir séparer des groupes de modes tres dis-
tints comme les modes longitudinaux ou transverses des
ondes structurales.

L’analyse des systémes est effectuée dans une bande
de fréquences [w — Aw/2,w + Aw/2]. Celle-ci doit étre
assez large pour que le nombre N de modes dans chaque
sous-systeme soit suffisamment grand. L’énergie vibra-
toire de chaque sous-systéeme contenue dans cette bande
d’analyse est notée E. Elle est supposée ou considérée
comme désordonnée. C’est elle qui joue le role de chaleur
et dont le comportement statistique est simple.

Les hypotheses générales de ’analyse statistique de
I’énergie sont les suivantes :

— Les sources de vibration sont aléatoires station-

naires large bande et mutuellement décorrélées,

— Les sous-systémes sont a l’équilibre i.e.

équipartition modale ou champs diffus,

— Les couplages sont faibles et conservatifs.

Ces hypotheses ont été largement discutées dans la
littérature [4, 5, 6, 7].

Pour cerner le domaine de validité de la SEA, quatre

nombres sans dimension sont utiles par sous-systeéme [8].



Il s’agit du nombre de modes N, du recouvrement mo-
dal M = nwN/Aw o N/Aw est la densité modale, du
facteur d’atténuation m = nwl/c ou [ est le libre par-
court moyen et ¢ la vitesse de groupe des ondes et le
facteur de couplage v = 1;;/1; qui doit étre défini pour
chaque sous-systéeme voisin. Le domaine de validité est
cerné par les conditions suivantes N > 1, M > 1, m < 1
et v < 1.

3 Bilan d’énergie

Les sous-systemes recoivent de 1’énergie vibratoire
par les sources externes mécaniques ou acoustiques.
La puissance vibratoire injectée dans le sous-systeme 4
est notée P;. Une part de cette puissance est dissipée
par les processus internes d’amortissement des vibra-
tions, d’absorption sonore etc. On note PidiSS cette puis-
sance dissipée. Enfin, de ’énergie vibratoire peut étre
échangée avec les sous-sysémes voisins. La puissance to-
tale échangée entre les sous-systemes i et j est notée
P;;. En condition stationnaire, le bilan de puissance du
sous-systeme i est,

P 43" P =P, (1)
J#i

ou la somme est réalisée sur l’ensemble des sous-
systémes j connectés a i (voir figure 3).

La puissance perdue par I’ensemble des processus de
dissipation peut étre résumée par la relation globale sui-

vante, _
P = wn, B, (2)

ou 7; est le facteur de perte par amortissement. Celui-
ci englobe tous les processus de dissipation sans dis-
tinction entre ceux qui agissent sur ’énergie cinétique
(forces visqueuses) ou sur 1’énergie élastique (hystérésie
des matériaux), ni ceux qui opérent dans le volume
(atténuation atmosphérique du son) ou sur la surface
(absorption acoustique des surfaces).

Enfin, la puissance échangée entre deux sous-
systemes ¢ et j est une combinaison linéaire des énergies
vibratoires [9, 10, 11, 12],

Pij = wni B —njiEj), (3)

ou 7;; est le facteur de perte par couplage. Les
facteurs de perte par couplage sont des constantes
phénoménologiques attachées au couplage entre deux
sous-systemes. Leur valeur doit étre déterminée au cas
par cas soit par mesure soit par des formules analytiques.

Energy balance
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F1GURE 1 — Bilan d’énergie en SEA. Les sources
fournissent I’énergie aux sous-systémes qui est soit
dissipée soit échangée avec les sous-systemes voisins.
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FIGURE 2 — Un sous-systéeme SEA est constitué d’un
ensemble de IV résonateurs se partageant ’énergie
vibratoire totale E.

Un grand nombre de cas sont connus dans la littérature,
couplage de plaques, de cavités acoustiques, rayonne-
ment sonore, réponse structurale etc. Ces facteurs de
perte par couplage ne peuvent pas prendre des valeurs
arbitraires. Ils sont liés par la relation de réciprocité,

Ninij = Njnji- (4)
ou V; est le nombre de modes du sous-systéme ¢. La rela-
tion de réciprocité permet de mettre en lumiere 'impor-

tance de I'énergie modale F;/N;. En effet, la puissance
échangée prend la forme,

E, FE;
Pij = wnij N <NZ - ]\;) : (5)

Elle est proportionnelle a la différence des énergies mo-
dales.

En substituant les équations (2) et (3) dans le bilan
(1), on obtient l'expression du premier principe de la
thermodynamique en SEA|

Py =wn E; + Zwiji —wn;ik;. (6)
J#i
Ce systeme d’équations linéaires permet de prédire les
valeurs de E; si P; est connu ou réciproquement.

4 Entropie vibratoire

L’analyse statistique de 1’énergie, tout comme la
physique statistique, est un processus d’approximation
appliqué aux équations du mouvement [13]. Par I’adop-
tion des variables macroscopiques que sont I’énergie mo-
dale et la puissance moyenne échangée, une partie de
I'information contenue dans les équations du mouve-
ment a été négligée. En retour, il en résulte une loi sta-
tistique simple exprimée par 1’équation (5).

L’approximation réalisée en SEA est que la
répartition exacte de 1’énergie vibratoire sur les modes
est ignorée [14]. Les excitations sont de nature aléatoire
de sorte que I’énergie de chaque mode est fluctuante.
Méme en condition stationnaire ol ’énergie totale est
constante, sa répartition sur les modes est changeante.
On peut donc idéaliser la situation de la manieére sui-
vante. Un sous-systeme est constitué d’un groupe de
modes dont les fréquences sont wy, wa, ... wy,. L’énergie
FE peut étre répartie sur ces modes de maniere quel-
conque (voir figure 2). Le hamiltonien d’un tel systéme
dynamique est,

N 2
m;w; 1
H(Q17"'an,pla---;pN):§ " lqz2+7pf (7)
1

2

i=1



Il exprime la somme des énergies cinétiques et élastiques
des N résonateurs, p; et ¢; étant respectivement I'impul-
sion et la position de chaque masse mobile. Le systeme
parcourt une trajectoire d’énergie constante. Dans ’es-
pace des phases p;, q;, i = 1...N, la position du systeme
reste sur une hyper-surface H(q1,...,qn,P1,---,PN) =
E. Si I’énergie vibratoire E est imposée avec une incer-
titude 6 F, le nombre de micro-états, c¢’est a dire de posi-
tions accessibles, est proportionnel au volume accessible
dans lespace des phases. Ce dernier vaut dV/dE x §FE
ou V(E) est le volume compris dans la surface fermée
H = E. On introduit donc la fonction de structure
Q(E) = dV/dE dont on peut calculer analytiquement
la valeur pour le hamiltonien (7),

:g:(%)”ﬂl ®

Q(E) N1

w

Le nombre de micro-états W est donc,
W = —==0F, (9)

ou hY est le volume élémentaire d'un micro-état
dans 'espace des phases. En physique statistique, tout
systeme étant quantique de maniere utlime, ce volume
élémentaire est imposé par la relation d’incertitude de
Heisenberg et h est la constante de Planck. Mais en vi-
broacoustique, on peut considére que h est choisi arbi-
trairement. L’entropie selon Boltzmann est S = klog W.
En négligeant le terme dépendant de 0E/E, I'entropie
d’un sous-systeme SEA est,

S(E,N) = kN [1 + log (ﬁ)] : (10)

La température est définie en thermodynamique par,

1 oS
=== . (11)
T oF ) n
En appliquant cette définition & I’expression (10) de I’en-
tropie vibratoire, il vient,
E
T=-"—, 12
N (12)
et 'on obtient cette fois une justification du rapport
entre température vibratoire et énergie modale.

5 Entropie de mélange

L’expression (10) obtenue pour l’entropie vibratoire
possede les propriétés habituelles de I’entropie thermo-
dynamique. C’est une fonction d’état car elle ne dépend
que de E et N. C’est aussi une fonction extensive car
S(2E,2N) = 2S(E,N). Si maintenant on considere
deux systemes d’énergies F; et Es et ayant pour nombre
de modes N; et Ns. Les énergies, nombres de modes
et énergies modales sont a priori distincts. La question
posée par le second principe de thermodynamique est
la suivante. Que se passe-t-il lorsque les deux systemes
vibratoires sont mis en contact ?

Lorsque les deux sous-systemes sont assemblés, leur
énergie totale est Fy + Fs et le nombre total de modes

est N7 + N,. Ainsi lentropie vibratoire a 1’équilibre
est S(Ey + E2, N1 + Ny). L’entropie créee au cours du
mélange est donc la différence entre cette entropie finale
et la somme des entropies initiales,

AS = S(El + EQ,Nl + NQ) - S(El,Nl) - S(EQ,NQ).
(13)
Un simple calcul montre que,

E+ By

E E
—kN log ﬁlkaz log ﬁ
1 2

(14)
La propriété de convexité de la fonction (z,y) —
ylog(y/x) permet de conclure que AS > 0. Ceci est
I’expression du second principe de la thermodynamique
dans le contexte de la SEA.

Cette expression permet aussi d’établir la condi-
tion d’équilibre entre deux sous-systemes. Deux sous-
systemes sont en équilibre si leur entropie de mélange
est nulle soit AS = 0. Un examen de la relation (14)
montre que cet équilibre est atteint lorsque les énergies
modales sont égales,

B _L5 (15)
N1 N

Cette condition d’équilibre permet de comprendre la re-
lation fondamentale (3). La puissance échangée P;; doit
étre nulle a 1'équilibre c’est a dire lorsque T; = T}. Les
premiers termes du développement limité de la relation
P;; = f(T;,T;) sont donc nuls. Le premier terme non nul
est de la forme T; — T}, ce qui correspond a I’approxi-
mation classique de la thermodynamique linéaire pour
laquelle les flux sont proportionels aux affinités [15].

6 Bilan d’entropie

Le paragraphe précédent a décrit I’évolution de sous-
systemes isolés c’est dire a dire sans excitation ni dissi-
pation. C’est un cas limite permettant d’établir les pro-
priétes de l'entropie. Cependant, ce n’est pas la situa-
tion la plus ordinaire en SEA. Il convient donc de décrire
les échanges entropiques entre sous-systémes en contact,
I’ensemble étant maintenu hors équilibre par les sources
vibratoires.

L’expression la plus utile pour établir un bilan en-
tropique est la définition de ’entropie de Clausius,

_%Q

s T

(16)
Nous avons montré que la température vibratoire est
proportionnelle & 1’énergie modale, T = E/kN. Par
ailleurs, la chaleur 6@ apportée au sous-systeme doit ici
étre interprétée comme l’énergie vibratoire apportée car
il n’existe pas ici de distinction entre chaleur et travail
comme en thermodynamique.

Les sources vibratoires fournissent la puissance P;
au sous-systeme i. Ainsi, au cours d’une durée infi-
nitésimale dt, la chaleur apportée vaut 6Q = P;dt.
Il s’ensuit une augmentation de l’entropie du sous-
systeme,

dS; . PiN;

= . 1
dt K E; (17)

C’est Iexpression du débit entropique de la source.




Les dissipations internes des vibrations ont pour
conséquence une diminution de 1’énergie vibratoire des
sous-systemes. Contrairement a la thermodynamique
classique, les processus de dissipation vont extraire de
la chaleur (au sens d’énergie vibratoire) et sont donc
responsable d’une diminution de l’entropie du sous-

systeme. Comme 0Q) = —wn; F;, il vient,
dSz(.iiss
= —kwn; N;. 18
o wi) (18)

Le flux entropique des processus d’amortissement est
donc constant.

Enfin, les échanges entre sous-systémes voisins vont
créer de 'entropie de mélange en vertu de ce qui vient
d’étre vu au paragraphe précédent. Si F;; est la puis-
sance échangée entre 7 et j, alors le sous-systeme ¢ accu-
sera une perte d’entropie de P;;dt/T; pendant la durée
dt. Mais dans le méme temps, le sous-systeme j regoit de
la chaleur et donc de I’entropie. Son gain est P;;dt/T}.
Du point de vue du systeme global, ’accroissement d’en-
tropie par irréversibilité est donc,

dsir 1 1
1] _ - =

En substituant dans cette epression, les équations (3) et
(12), on obtient,

dsirr N:N; (E;r  E;\?
L= knjwN,—2 | =— — == 20
at ~ CTYNEE, (NI Nj> 20

expression dont on voit sans peine que l’entropie de
mélange est toujours positive.

Le systeme global est en régime stationnaire. On
peut s’attendre a ce que le bilan entropique global soit
équilibré. C’est ce qu’on peut vérifier sans peine en cal-

culant,

" (dS;  dSgss sy

Z(dt_ dt >+H a ~ 0 @y
=1 1>]

7 Conclusion

L’entropie est une notion tout aussi essentielle en
SEA que l'est Iénergie. Elle permet de justifier rigoureu-
sement la définition de la température vibratoire et d’in-
terpréter la SEA en termes de thermodynamique linéaire

Entropy balance

source L
dissipation

n mixing

FIGURE 3 — Bilan d’entropie en SEA. Les sources
fournissent de I'entropie aux sous-systemes. Ceux-ci en
perde par les processus de dissipation. Enfin ’échange

avec les sous-systeémes voisins génere une entropie de
mélange.

hors équilibre. Les expressions de ’entropie d’un sous-
systeme et de I’entropie créee par mélange aux interfaces
apporte un éclairage supplémentaire. Les systéemes SEA
peuvent étre analysés en termes de flux d’énergie tout
autant qu’en termes de flux d’entropie qui mesurent les
déséquilibres entre sous-systemes.
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