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Analyse des symétries pour un traitement du signal systémique :
Application à l'imagerie non linéaire des milieux complexes
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Université François Rabelais Rue de la Chocolaterie, BP3410, 41034 Blois cedex, france, serge.dossantos@univ-tours.fr

La méthode classique d'inversion d'impulsion utilisée en imagerie harmonique médicale repose sur un
principe de symétrie. La composante non linéaire du signal (harmonique 2) est obtenue en utilisant le
fait que l'élévation au carré est invariante par changement de signe. Le traitement du signal consiste
alors à additionner les deux réponses et d'en extraire la composante non linéaire de l'harmonique 2.
Dans le cas concret de l'étude de nonlinéarités plus complexes, comme celles de type hystérétique non
classique observées dans l'os ou les matériaux endommagés, il apparaît souvent des signatures d'ordre 3
qu'il s'agit d'extraire dans un signal où la composante fondamentale reste encore très importante. Nous
proposons dans ce papier de présenter une généralisation systémique du principe d'analyse des symétries
et invariants d'un système complexe. L'analyse des symétries est appliquée au cas des équations de
propagation acoustiques dans les milieux complexes, et permet l'extraction d'invariants. Dans un second
temps, la procédure de pré-traitement du signal, utilisant les propriétés d'invariance par renversement
temporel (TR) ou par réciprocité et incluant une symétrisation de l'excitation permet (via des méthodes
avancée d' inversion d'impulsion) d'extraire ces signatures non linéaires d'ordre supérieur. En�n, les
méthodes de post-traitement du signal et d'extraction de la signature non linéaire permettent d'envisager,
par un formalisme algébrique, la localisation de la source de nonlinéarité dans ces milieux de propagation
complexes. La présentation de ces di�érentes étapes de l'approche algébrique de l'utilisation des invariants
et symétries permet de décrire l'ossature des principes mis en oeuvre expérimentalement dans le cadre
des méthodes TR-NEWS d'imagerie non linéaire des milieux complexes.

1 Introduction
L'analyse des symétries (SA) est l'une des méthodes

théoriques les plus prometteuses pour résoudre et sim-
pli�er les problématiques liées au comportement non li-
néaire des systèmes complexes[1]. La puissance des nou-
veaux outils de calcul formel a permis la renaissance
d'une méthode, proposée par S. Lie à la �n du 19ème
siècle, d'analyse systématique des symétries des équa-
tions non linéaires, en utilisant la théorie des groupes
continus. Ainsi, depuis quelques années, des résultats
importants ont été obtenus, notamment en acoustique
non linéaire appliqué à la modélisation complexe des mi-
lieux à bulles[2]. L'utilisation de l'analyse des symétries
et d'une méthode de pseudo-séparation des variables[3] a
permis de mettre en exergue des conditions particulières
d'excitation conduisant à l'obtention de solutions ma-
thématiques exactes. La généralisation de l'analyse des
symétries, en tenant compte de symétries d'invariance
de nature di�érentes, comme l'invariance par récipro-
cité, l'invariance par retournement temporel (TR), l'in-
variance par inversion d'impulsion, ou l'invariance géo-
métrique liée au système expérimental d'excitation ou
de mesure, permet de dé�nir une approche systémique
du traitement du signal associé à l'analyse d'un milieu
complexe[4]. Nous proposons dans ce papier de rappeler
quelques résultats de base à l'utilisation des symétries
de Lie pour la simpli�cation d'équations (linéaires ou

non) de propagation d'ondes, de di�usion ou de vibra-
tions acoustiques des bulles, nécessaires à l'analyse et le
traitement du signal appliqué à l'imagerie non linéaire
des milieux complexes. Dans un second temps, nous pro-
posons de décrire quelques exemples d'utilisation des sy-
métries pour l'interprétation de la méthode d'inversion
d'impulsion, de sa généralisation ESAM[5] e�ectuée en
vue d'une méthode de localisation de nonlinéarités par
l'adjonction d'une analyse DORT.

2 Symétries intrinsèques d'un sys-
tème : groupes de Lie

Toute équation physique (ℰ) décrivant un système
(S) possède de manière intrinsèque des symétries, c'est-
à-dire des transformations de ses variables qui laisse sa
forme inchangée : par exemple, les équations linéaires
ℰ(x) = 0 possèdent toutes une symétrie du type F (x) =
Cx en raison du principe de superposition. L'intérêt de
l'étude des symétries d'une équation qui dépendent d'un
paramètre continu réside dans leur structure de groupe
continu, ou groupe de Lie. Les outils théoriques en ré-
sultant garantissent la possibilité de réduire l'ordre des
équations di�érentielles, d'extraire des invariants géomé-
triques, voir de résoudre analytiquement les équations.

Soit une transformation x̃ = F (x, a) avec x =
F (x, a0), avec a paramètre de groupe. Son générateur



in�nitésimal est la fonction »(x) telle que F (x, a) =
e(a−a0)»(x). Pour une équation aux dérivées partielles ou
une équation aux dérivées ordinaires d'ordre n > 1, il est
possible de déterminer l'ensemble des générateurs in�ni-
tésimaux de symétries de l'équation de manière systéma-
tique, en résolvant l'équation de détermination de (ℰ)[1].
On note »i (resp. ´i) les générateurs in�nitésimaux cor-
respondant aux variables indépendantes (resp. dépen-
dantes) de (ℰ). Les équations caractéristiques, données
par

dx1/»1 = ... = dxp/»p = dy1/´1 = .. = dyq/´q, (1)

où les xi sont les variables indépendantes et yi les va-
riables dépendantes, permettent d'extraire n − 1 inva-
riants de l'équation (ℰ) qui, exprimée entièrement en
fonction de ces nouvelles variables, est alors réduite
d'un ordre, c'est-à-dire simpli�ée. Cette approche per-
met d'associer la transformation de Hopf-Cole condui-
sant à la résolution de l'équation de Burgers aux inva-
riants de son groupe de symétrie associé[1, p.530]. Elle
permet également de retrouver les variables de simili-
tude associées aux équations KZ, KZK, TBE utilisées
pour modéliser et simuler la propagation non linéaire de
champs acoustiques[4].

2.1 Symétrie de l'équation des ondes
sphériques

À titre d'exemple, prenons l'équation de propagation
acoustique des ondes en hypothèse linéaire donnée par

ℰ(t, µ, r, Á, u) = Δu− c20utt = 0, (2)

où c0 est la célérité de l'onde et où Δ est le Laplacien. Si
le problème possède une condition a priori de symétrie
sphérique, u(t, r, µ, Á) = u(t, r), (2) devient

2ur(t, r)/r + urr(t, r)c
2
0utt(t, r) = 0, (3)

avec 2 variables indépendantes (t, r) et une variable dé-
pendante (u). Pour résoudre cette équation, il est com-
munément admis 1 que le changement de variable de la
forme

Ψ(t, r) = ru(t, r) (4)
transforme (3) en une équation d'onde plane Ψtt(t, r)−
c20Ψrr(t, r) = 0 et permet d'extraire la solution géné-
rale u(t, r) = 1

r [f1(r − ct) + f2(r + ct)]. Les 3 généra-
teurs in�nitésimaux (»1, »2, ´) sont extraits grâce à l'al-
gorithme de recherche systématique des symétries[4] et
sont donnés par »1(t, r, u) = C1 + C2t, »2(t, r, u) =
C3 + C2r, ´(t, r, u) = (C4 − C3/r)u + v(t, r), où les Ci

sont des constantes et v(t, r) est une solution de (3).
Le groupe de Lie associé à ces générateurs est donc
un groupe à quatre paramètres, étendu sur les quatre
opérateurs Xi suivants : X1 = ∂t, X2 = r∂r + t∂t,
X4 = u(∂u), X3 = ∂r −u/r∂u. Les équations caractéris-
tiques (1) correspondants à l'opérateur X3 sont alors
dt/0 = dr/1 = du

−u/r , conduisant à dr/r = −du/u.
Un invariant qui couple la variable indépendante u et
la variable dépendante r de (3) est donc donné par
Ψ = ru(t, r), et l'on retrouve le changement de variable

1. L'origine physique de ce changement de variable est souvent
habilement éludé !

(4). Une origine physique de ce changement de variable
est donc la conséquence des propriétés de symétries a
priori supposées de l'équation (2).

3 Symétries a priori de l'excita-
tion d'un système

Les symétries géométriques a priori peuvent être
complétées par les symétries a priori d'excitation.

3.1 Symétries de la méthode d'inversion
d'impulsion

Soit un système non linéaire (S) dont la réponse y(t)
à l'excitation x(t) est donnée par :

y(t) = Nℒ[x(t)] = N1x(t) +N2x
2(t), (5)

où N1 et N2 sont respectivement les coe�cients linéaires
et du second ordre. Si on applique les deux excitations
XE = x(t) et XI = −x(t), on peut extraire N1 et N2 à
l'aide des réponses non linéaires YE(t) et YI(t) avec

N1 =
YE(t)− YI(t)

2x(t)
, (6)

N2 =
YE(t) + YI(t)

2x2(t)
. (7)

La méthode d'inversion d'impulsion utilisée en instru-
mentation Doppler classique consiste à utiliser la rela-
tion (7) a�n d'extraire la signature de la nonlinéarité
N2. En terme de groupes de symétries, les excitations
XE and XI peuvent être associées à l'élément neutre E
et à l'inversion I du groupe ponctuel C2 (Table 1). Les
quantités ΦAg = YE(t) + YI(t) et ΦAu = YE(t) − YI(t)
peuvent être interprétées comme les fonctions propres
du système. En e�et, ΦAg = 2N2x

2(t) et ΦAu = 2N1x(t)
permettent de séparer la partie linéaire et non linéaire
de la réponse.

C2 E I C2 E I

E E I Ag 1 1
I I E Au 1 -1

Table 1 � Table de multiplication (à gauche) et table
de caractères (à droite) du groupe ponctuel C2. La

colonne du haut indique les éléments du groupe : E est
l'identité, I est l'inversion ou une rotation d'angle ¼.
Les représentations irréductibles paire Ag et impaire
Au sont présentées avec leurs caractères respectifs.

3.2 Généralisation : symétrisation
a priori de l'excitation

La généralisation de l'approche précédente a conduit
à la dé�nition d'une méthode systémique de symétrisa-
tion de l'excitation ESAM[5]. Elle consiste à déterminer
les conditions a priori optimales d'excitation a�n d'iden-
ti�er les paramètres d'un système (S) d'ordre 3 donné
par :

y(t) = Nℒ[x(t)] = N1x(t) +N2x
2(t) +N3x

3(t), (8)



où N3 est le coe�cient d'ordre 3. L'objectif est de sépa-
rer les signatures non linéaires d'ordre 3 présentes dans
les milieux fortement non linéaires (milieux à bulles, dé-
fauts ou di�useurs à nonlinéarité non classique) des non-
linéarités d'instrumentation. Appliquons la même mé-
thode en utilisant les propriétés du groupe C3 des ro-
tations d'ordre 3. La généralisation de la méthode pré-

C3 E ² ²∗ C3 E ² ²∗

E E ² ²∗ A1 1 1 1
² ² ²∗ E A2 1 1 -1
²∗ ²∗ E ² E1 2 -1 0

Table 2 � Table de multiplication (à gauche) et table
de caractères (à droite) du groupe ponctuel C3

cédente est alors faite en utilisant la transformation dé-
�nie par l'opérateur Ug associé à l'élément du groupe
g, et agissant sur l'excitation initiale x(t) de façon à
construire les nouvelles excitations symétrisées Xg :

XE = UE(x(t)) = x(t), (9)

X² = U²(x(t)) = x(t)e
2i¼
3 , (10)

X²∗ = U²∗(x(t)) = x(t)e−
2i¼
3 . (11)

Comme pour le cas de la méthode d'inversion d'im-
pulsion, la seconde étape consiste à dé�nir les fonc-
tions propres Φm via les propriétés du groupe C3 don-
nées en Table 2. Elles sont directement issues des fonc-
tions de base des représentations irréductibles Φm =∑

g∈C3
Âm(g)Yg, où Âm(g) est le caractère associé à l'élé-

ment g de la representation irréductible m (Table 2), et
Yg = NL[Xg] est la réponse non linéaire de S à l'exci-
tation propre Xg dé�nie par (9-11) :

ΦA1 = 3N3x
3, (12)

ΦA2 = N3x
3 − 2²

[
N2x

2 + ²N1x
]
, (13)

ΦE = N3x
3 + (2− ²∗)N2x

2 + (2− ²)N1x. (14)
Cette méthode de symétrisation de l'excitation (ESAM)
permet, en utilisant la relation (12) associée à la repré-
sentation complètement symétrique A1, l'extraction de
la composante non linéaire N3 sans perturbation des
termes N1 and N2, qui pourront être extraits avec la
méthode d'inversion d'impulsion classique.

4 Mise en place expérimentale
d'ESAM

La mise en oeuvre expérimentale d'ESAM nécessi-
tant des excitations réelles, une méthode analogue à une
modulation d'amplitude peut être choisie pour détermi-
ner les paramètres N2 and N3 donnés par

⎛
⎝

s1(t) = N1x(t)
s2(t) = N2x

2(t)
s3(t) = N3x

3(t)

⎞
⎠ =

1

3
ℳ

⎛
⎜⎜⎝

yE
yA
yB1

yB2

⎞
⎟⎟⎠ , (15)

avec

ℳ =

⎛
⎝

−1 −8 2 2
0 0 2 2
4 8 −4 −4

⎞
⎠ , (16)

pour lesquels yE , yA, yB1 et yB2 sont les réponses
yi(t) = Nℒ[xi(t)] aux excitations xE(t) = x(t), xA(t) =

− 1
2x(t), xB1(t) =

√
3
2 x(t), xB2(t) = −

√
3
2 x(t). Comme

dans le cas des réponses complexes Φm (Eqs.(12-14)), les
réponses dépendent (comme tout système non linéaire)
de l'excitation x(t) et de ses puissances xi(t). Pour pou-
voir introduire la notion d'étalonnage de cette caracté-
risation des paramètres non linéaires N2 et N3, les éner-
gies ℰ0i =

∫∞
−∞ ∣xi(t)∣2dt des signaux xi(t) sont calculées

et permettent l'extraction (étalonnée) des paramètres
N1, N2 et N3 avec ℰj =

∫∞
−∞ ∣sj(t)∣2dt = N2

j ℰ0j . Les
coe�cients N1, N2 et N3 sont alors directement évalués
par :

N1 =

√ ℰ1
ℰ01 ; N2 =

√ ℰ2
ℰ02 ; N3 =

√ ℰ3
ℰ03 . (17)

4.1 Localisation ESAM-DORT
Lorsque les signaux analysés contiennent des nonli-

néarités provenant de défauts (ou di�useurs) localisés
spatialement dans le milieu de propagation, les signa-
tures non linéairesN2 etN3 se retrouvent donc localisées
temporellement dans les signaux propres sj(t) calculés
à partir des réponses acoustiques temporelles yi(t). La
localisation de ces di�useurs non linéaires peut donc se
faire en utilisant une matrice d'émission-reception sur
laquelle ESAM sera appliquée. Grâce à une méthode de
type DORT[6], la localisation spatiale sera e�ectuée. Si
l'on considère K émetteurs Ek, k ∈ {1, 2, . . . ,K}, et
M recepteurs Rm, m ∈ {1, 2, . . . ,M}, l'élément Kmk(t)
de la matrice K(t) (dimension K ×M) est construite à
partir de la réponse Rm émise par Ek. Dans le domaine
de Fourier, la matrice de transfert K(f) = ℱ [K(t)](f)
est obtenue, et les opérateurs de retournement temporel
TTx(f), TRx(f) sont calculés par :

TTx(f) = K∗(f)K(f) ∈ ℂK,K , (18)
TRx(f) = K(f)K∗(f) ∈ ℂM,M . (19)

La décomposition en valeurs singulières K(f) =
U(f)Σ(f)V ∗(f), avec U(f) matrice M×M des vecteurs
propres de TRx(f) = K(f)K∗(f), et V (f) matrice K ×
K des vecteurs propres de TTx(f) = K∗(f)K(f), per-
met d'extraire les valeurs singulières ¾d(f) = Σdd(f) ∕=
0, avec d ∈ {1, 2, . . . , D}. Les fonctions de Green asso-
ciées au di�useur Sd sont alors données par :

g
(R)
d (f0) = U∙d(f0) ∈ ℂM , (20)

g
(T )
d (f0) = V∙d(f0) ∈ ℂK , (21)
¾d(f0) = Σdd(f0) ∈ ℝ∗, (22)

avec U∙d (resp. V∙d) indiquant la colonne d de la ma-
trice U (resp. V ). Dans le cas où le di�useur Sd est
caractérisé par une réponse non linéaire présente à 2f0
et 3f0, les valeurs propres ¾d(f) posséderont la signa-
ture aux fréquences 2f0 et 3f0. En dé�nissant les ma-
trices K(E)(t), K(A)(t), K(B1)(t) and K(B2)(t) associées
aux excitations propres, les signatures non linéaires N (d)

i

sont extraites à partir de

e
(i)
d,km(t) = ℱ−1

[
¾
(i)
d (f) ⋅ g(T,i)

d,k (f) ⋅ g(R,i)
d,m (f)

]
, (23)



avec g
(T,i)
d,k (f) l'élément k de g

(T,i)
d (f). L'énergie

ℰ(d,km)
i =

∫∞
−∞ ∣e(i)d,km(t)∣2dt permet d'extraire les pa-

ramètres N
(d)
i à partir de N

(d,km)
i =

√
ℰ(d,km)
i

ℰ0i
, où ℰ0i

représente l'énergie initiale utilisée dans ESAM. Cette
énergie ℰ0i peut être interprétée comme la signature du
processus d'étalonnage de la nonlinéarité pour une ex-
traction calibrée des paramètresN2 andN3. Par la suite,
la signature temporelle localisée du di�useur non linéaire
peut alors être intégrée dans un processus de localisa-
tion par tomographie en vue de l'imagerie du di�useur
non linéaire[7].

4.2 Symétrie et retournement temporel
Pour décrire algébriquement l'invariance par retour-

nement temporel (TR), on peut appliquer l'opérateur
T− au système décrit par les équations de Lagrange en
formulation algébrique[4], soit

T−Oℒ(t, qi, q̇i)ℒ =

[
d

−dt

∂

−∂q̇i
− ∂

∂qi

]
T−ℒ, (24)

avec Oℒ(t, qi, q̇i) l'opérateur linéaire appliqué au La-
grangien ℒ = 1

2mq̇2i − U(qi). Dans ce cas,

T−Oℒℒ = Oℒ(−t, qi, q̇i)T−ℒ = OℒT−ℒ, (25)

indiquant que si qi(t) est solution, alors qi(−t) l'est aussi.
On retrouve ainsi que d'un point de vue général, les
équations de Lagrange avec un champs de forces déri-
vant d'un potentiel sont invariantes par retournement
temporel. Les opérateurs T− et T−1

− forment un groupe
isomorphe au groupe de l'inversion C2 qui intervient éga-
lement dans le processus d'inversion d'impulsion décrit
en première partie, et permettent l'extraction des signa-
tures non linéaires dans les techniques de spectroscopie
non linéaires NEWS[4].

4.3 Symétries par corrélation d'excita-
tion

La mise en application de l'analyse et des proprié-
tés de symétries trouvent leur applications pratiques
lors des processus d'optimisation par processus de co-
dage d'excitation des méthodes TR-NEWS[4]. Ainsi les
méthodes utilisant des excitations de type chirp-coded
utilisent une propriété de symétrie d'invariance associée
à la réponse temporelle des systèmes. En e�et, la ré-
ponse linéaire acoustique y(t) provenant de l'excitation
c(t) = A cos(2¼f(t)t) avec f(t) = At + f0 est donnée
par y(t) = ℎ(t) ∗ c(t) = ∫

ℝ ℎ(t − t′)c(t′)dt′, avec ℎ(t) la
réponse impultionnelle du milieu de propagation. La cor-
rélation Γ(t) =

∫
Δt

y(t− t′)c(t′)dt′ ≃ ℎ(t) ∗ c(t) ∗ c(−t),
calculée durant Δt, est alors proportionnelle à ℎ(t) si
Γc(t) = c(t) ∗ c(−t) = ±(t), ce qui est approximative-
ment le cas pour c(t) si la bande Δf de variation de
la fréquence f(t) est su�samment large. Avec ces hy-
pothèses, Γ(t) ∼ ℎ(t) peut être considérée comme la
réponse impultionnelle du milieu. Si Γ(t) est tempo-
rellement retournée et utilisée comme nouvelle excita-
tion, la réponse yTR(t) = Γ(−t) ∗ ℎ(t) = Γℎ(t), (i) ex-
prime la fonction d'autocorrélation du système, (ii) pos-
sède les propriétés de symétries classiques des fonctions

d'autocorrélation linéaires, et (iii) est indépendante de
l'excitation c(t). Cette approche est valable si aucune
nonlinéarité n'est présente dans le milieu de propaga-
tion. En présence de nonlinéarités, l'invariance par rap-
port à l'amplitude d'excitation A et surtout la symétrie
de la fonction d'autocorrélation yTR(t) sera brisée par
la présence de termes additifs pouvant s'exprimer par
yNL(t) =

∫
ℝ ℎ(t

′)c(t− t′)dt′+
∫ ∫

ℝ ℎ1(t
′, t′′)c(t− t′)c(t−

t′′)dt′dt′′ + ..., où les noyaux ℎ(t′), ℎ1(t
′, t′′) sont asso-

ciés aux séries de Volterra. La fonction d'autocorréla-
tion Γ(t) étant invariante par un changement de c(t) en
−c(t), c'est avec l'utilisation de la relation (6) que l'on
pourra extraire la signature de la présence de nonlinéa-
rité dans le milieu de propagation, alors qu'il faut utiliser
(7) dans le cas de la méthode d'inversion d'impulsion.

Conclusion
Quelques exemples d'utilisation de groupes continus

de Lie et de groupes ponctuels de symétrie ont permis de
proposer une approche systémique d'analyse en acous-
tique non linéaire. L'utilisation de symétries a priori
d'excitation permet d'envisager une approche traite-
ment du signal qui trouve déjà quelques applications en
imagerie non linéaire des milieux complexes.
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