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Nous étudions les potentialités de contrôle et de modification des propriétés des cristaux phononiques, par 
l’application d’un champ magnétique externe, offertes par l’introduction dans celui-ci de matériaux magnéto-
élastiques. Les propriétés de ces matériaux magnéto-élastiques sont en effet très sensibles à leur état magnétique 
et aux champs magnétiques externes. Dans cette étude, un des trois phénomènes physiques permettant d’obtenir 
une large variation des propriétés élastiques dans un matériaux magnétiques est considéré : la magnétostriction 
géante, comme par exemple dans le Terfenol-D. Les structures de bandes et les surfaces équifréquences sont 
calculées soit par une méthode de décomposition en ondes planes, soit par éléments finis. Dans les deux cas le 
couplage entre le comportement élastique et le champ magnétique externe est pris en compte à l’aide d’un 
modèle de matériaux piézomagnétiques équivalent, dont les tenseurs d’élasticité, de piézomagnétisme et de 
perméabilité magnétique varient en fonction de l’intensité et de l’orientation du champ magnétique externe. Des 
résultats d’accordabilité sans contact de cristaux phononiques sont présentés pour des cristaux composés de 
barreaux de Terfenol-D dans une matrice d’époxy. L’influence des différentes caractéristiques du cristal 
phononique, (comme le type de réseau, la forme des inclusions, et le taux de remplissage), et de l’amplitude et de 
l’orientation du champ magnétique externes a été explorée. Il est démontré que pour certaines configurations le 
cristal phononique magnéto-élastique se comporte comme un interrupteur pour la transmission des ondes 
élastiques lorsque l’amplitude du champ magnétique externe dépasse un seuil. 

1  Introduction 
Les cristaux phononiques sont des arrangements 

périodiques d’inclusions élastiques dans une matrice 
élastique. En jouant sur la géométrie ou les matériaux le 
constituant, il est possible d’obtenir un matériau possédant 
des propriétés de structure de bande unique, comme des 
bandes interdites absolues [1] ou des effets de réfraction 
négative [2]. De ce fait, les cristaux phononiques peuvent 
être utilisés à bon escient dans des systèmes de filtrage [3], 
de guides d’onde [4] ou de lentilles [5]. Cependant un des 
points bloquant pour leur application reste le manque 
d’accordabilité de leurs propriétés. En effet, une fois la 
géométrie et les matériaux constituant choisis, leurs 
propriétés sont généralement fixées. Quelques études ont 
démontré que les cristaux phononiques pouvaient cependant 
voir leurs caractéristiques modifiées par la modification de 
la géométrie des inclusions [6] ou par la variation des 
propriétés élastiques des matériaux constitutifs à l’aide 
d’une stimulation externe [7]. Il a été ainsi proposé 
d’utiliser des matériaux électrorhéologiques couplés à un 
champ électrique externe [8], ou l’influence de la 
température sur des matériaux piézoélectriques [9]. Dans 
tous les cas, il est nécessaire d’appliquer une stimulation 
externe de très forte amplitude afin d’obtenir des variations 
significatives. D’autres auteurs ont proposé d’exploiter les 
variations de structure des cristaux phononiques constitués 
d’inclusion d’air dans un polymère souple [10]. Cependant 
cette approche nécessite un contact physique avec le cristal 
phononique afin d’en modifier les propriétés. 

Pour palier aux inconvénients des méthodes 
précédentes, nous avons proposé récemment d’utiliser des 
matériaux magnéto-élastiques comme un des constituant du 
cristal phononique [11]. Les propriétés élastiques des ces 
matériaux sont très sensibles à leur état magnétique et au 
champ magnétique externe appliqué. Par exemple, dans des 
matériaux présentant des propriétés de magnétostriction 
géante, comme le Terfenol-D, cette dépendance peut 
entraîner des variations des constantes élastiques de plus de 
50%, y compris à des fréquences ultrasonores [12]. 

Dans la présente étude nous présentons les potentialités 
de contrôle et de modification des propriétés de ces cristaux 
phononiques magnéto-élastiques, par l’application d’un 
champ magnétique externe. 

2 Modèle mathématique 
Il a été démontré que, dans le cas où les interactions 

magnétiques dipolaires étaient négligeables, la description 
d’un matériau magnéto-élastique homogène pouvait être 
faite à l’aide de constantes élastiques effectives [13]. La 
prise en compte des interactions magnétiques dipolaires, 
dans le cas d’une onde plane élastique, introduit l’apparition 
dans les constantes effectives d’une dépendance en fonction 
de la direction de propagation [14]. Cette dépendance 
compromet l’utilisation des constantes élastiques effectives 
obtenues pour le calcul des structures de bandes par les 
méthodes classiques, comme la décomposition en onde 
plane (PWE en anglais) ou les éléments finis. Pour cette 
raison, nous proposons d’obtenir un modèle de milieu 
piézomagnétique équivalent du matériau magnéto-élastique 



autour d’un point de polarisation. Dans ce cas, les 
constantes élastiques Cijkl, piezomagnétiques qlij et la 
perméabilité magnétique μij dépendent uniquement du 
champ magnétique externe appliqué. Il est alors possible 
d’utiliser ces propriétés effectives dans la méthode PWE 
développée pour le calcul des structures de bande de 
cristaux phononiques. Nous considérons ici le cas d’un 
cristal phononique constitué de barreau de matériau 
magnéto-élastique dans une matrice élastique. 

2.1 Matériaux piézomagnétique équivalent 

On considère une onde magneto-élastique se propageant 
dans un matériau ferromagnétique magnétisé à saturation. 
Dans ce cas l’amplitude de l’aimantation M est une 
constante Ms. Les équations couplées des systèmes 
mécanique et magnétique, e.g. l’équation du mouvement et 
les équations de Landau-Lifshitz s’écrivent [15] : 
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où  est le rapport gyromagnétique, 0 est la perméabilité du 
vide, ui est la ième composante du déplacement particulaire, 
et xi les coordonnées Eulériennes. Le champ magnétique 
interne effectif Heff et le tenseur des contraintes Tij sont 
donnés par : 
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où H est le champ magnétique vérifiant les équations de 
Maxwell, et Ekl le tenseur des déformations : 
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Ici, U est la densité d’énergie interne qui peut être écrite 
sous la forme suivante : 

emean UUUU ++= ,  (6) 

où l’énergie d’anisotropie magnétocristalline Uan, l’énergie 
de couplage magnéto-élastique Ume, et l’énergie élastique 
Ue sont données par : 
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Figure 1 : Schéma présentant le système de coordonnées 
sphériques utilisées pour le calcul. 

lkjiijkljiijan KKU αααααα += , (7) 

kljiijklme EbU αα= ,  (8) 

klijijkle EECU
2
1= ,  (9) 

où i = Mi/Ms sont les cosinus directeurs de M par rapport 
aux axes de symétrie du cristal, Kij and Kijkl les constantes 
d’anisotropie magnétique, bijkl les constantes magneto-
élastiques, et Cijkl les constantes élastiques du deuxième 
ordre. Dans le cas d’un cristal ferromagnétique cubique, 
comme le Terfenol-D, la densité d’énergie interne peut, 
dans le système de coordonnées défini par les axes 
cristallographiques, être écrit sous la forme : 
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où K1 est la constante d’anisotropie magnétique, et b1 et b2
les constantes magnéto-élastiques. 

Comme nous nous intéressons à la propagation d’une 
onde acoustique, nous pouvons simplement considérer des 
faibles perturbations dynamiques autour d’une position 
d’équilibre : 

H = H0+h, M = M0+m, et E = E0+εεεε.,  (11) 

H0 est le champ interne, e.g. la somme du champ externe 
appliqué et du champ de démagnétisation, E0 est la 
déformation spontanée créée par la magnétostriction, et h, 
m et εεεε  le champ magnétostatique, l’aimantation et la 
déformation engendrés par l’onde magnéto-élastique, 
respectivement. De plus, h vérifie les équations de la 
magnétostatique : 

0=×∇ h ,  (12) 

( ) 0=+⋅∇=⋅∇ mhb   (13) 

où b est l’induction magnétique dynamique. 
Dans un premier temps, les valeurs d’équilibre M0 et E0

sont obtenues en minimisant l’énergie totale du système 
magnéto-élastique UT = U-μ0M.H. Afin de pouvoir 
considérer des champs magnétiques externe Hext dans une 
direction quelconque, nous utilisons la méthode des 
coordonnées sphériques introduite pour l’étude des 
résonances ferromagnétiques dans des matériaux 
anisotropes [16]. Le matériau étant considéré magnétisé à 
saturation, deux variables  et , comme l’indique la figure 
1, à la place des trois composantes Mi sont suffisantes. La 
position d’équilibre est alors donnée par 0 et 0. 

Les équations de Landau-Lifshitz sont réécrites en 
utilisant ces coordonnées sphériques : 
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ϕϕϕ cossin yx HHH +−= ,  (16) 
et 

θϕθϕθθ sinsincoscoscos zyx HHHH −+= , (17) 

La perturbation acoustique fait tourner l’aimantation vers 
une nouvelle orientation  et , où  = 0+δ  et  = 0+δ , 
avec δ , δ  <<1. L’énergie est alors développée autour de 
la position d’équilibre : 
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où les notations Ux et Uxy traduisent les dérivées de U du 
premier et second ordre par rapport à x ou x-y, 
respectivement. Dans le domaine de fréquence des ondes 
élastiques, ω << ωS où ωS est la fréquence naturelle des 
ondes de spin, le sous système magnétique a le temps de 
suivre les variations du sous système élastique. Cela 
implique que UT/ (δ ) = 0 et UT/ (δ ) = 0. Ces 
conditions permettent de réécrire δ , δ  et U, en fonction de 
εεεε et h : 
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où D = U’ U’ -U’ 2, et les notations suivantes ont été 
introduites : 
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En introduisant ces expressions dans l’aimantation 
dynamique on obtient : 
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avec le tenseur des susceptibilités dynamiques définit par : 
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et les coefficients piézomagnétiques : 
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Il est maintenant nécessaire d’obtenir la deuxième équation 
constitutive du milieu piézomagnétique effectif. En 
considérant la définition du tenseur des contraintes : 
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et en utilisant encore une fois la méthode des 
approximations successives, on obtient la composante 
dynamique de ce tenseur sous la forme : 
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En introduisant dans l’équation (33) les expressions (24), 
les équations du matériau piézomagnétiques équivalent 
s’écrivent finalement : 
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où les perméabilités magnétiques et les constantes 
élastiques effectives sont données par : 
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2.2 Méthode de calcul des structures de bande des 
cristaux phononiques magnéto-élastiques 

Dans l’approximation quasi-statique, un potentiel  dont 
le champ magnétique dérive peut être introduit. En utilisant 
ce potentiel magnétique dans les équations (36)-(37), les 



équations constitutives du matériau piézomagnétique 
équivalent deviennent : 
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Cette formulation, similaire à celle classiquement utilisée 
pour les matériaux piézoélectriques, permet une 
transposition directe de la méthode PWE développée pour 
le calcul des propriétés (structures de bandes, courbes 
équifréquences, …) des cristaux phononiques 
piézoélectriques [17]. En considérant le théorème de Bloch-
Floquet, le vecteur des déplacements particulaires et le 
potentiel magnétique peuvent être développés en une série 
de Fourier infinie : 
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où r = (x,y,z) est le vecteur position,  la pulsation, G les 
vecteurs du réseau réciproque et k le vecteur d’onde. 
D’autre part, du fait de la périodicité, les constantes du 
matériau (r), Cijkl(r), qlij(r) et ij(r) peuvent aussi être 
décomposées en série de Fourier : 

( ) rG

G
Gr .je−= αα   (44) 

En introduisant ces décompositions dans les équations (34)-
(35) et (40)-(41), en utilisant la propriété d’orthogonalité 
des composantes des séries de Fourier, en limitant l’ordre 
du développement, et en regroupant les termes, on obtient le 
système d’équations aux valeurs propres suivant [17] : 

UAUR lili
~~~~2 ΓΓ=ω   (45) 

où U~  est un vecteur regroupant les amplitudes de Fourier 

du déplacement généralisé u = (u1,u2,u3, ), R~ , ilA~  des 
matrices 4N × 4N ne dépendant que des constantes des 
matériaux, et i des matrices diagonales dépendant du 
vecteur d’onde et des vecteurs d’onde de Bloch. Les 
expressions détaillées de ces matrices peuvent être trouvées 
dans la référence [17]. En résolvant l’équation (45) pour 
en fonction du vecteur d’onde k dans la première zone 
Brillouin du réseau considéré, la structure de bande peut 
être calculée. Le système (45) peut être réécrit en fonction 
de  et de la direction du vecteur d’onde, permettant ainsi 
d’obtenir un système aux valeurs propres pour le nombre 
d’onde k [18]. Cela permet de calculer simplement les 
surfaces équifréquences ou les structures de bandes 
complexes du cristal phononique. 

3 Résultats et discussion 

3.1 Matériaux piézomagnétique équivalent 

La figure 2 présente l’évolution des constantes 
élastiques et piézomagnétiques, et de la perméabilité 
magnétique effectives pour un barreau de Terfenol-D en 
fonction de l’amplitude du champ magnétiques externe 
appliqué suivant l’axe du barreau, la direction Z. 

Figure 2 : Evolution des constantes élastiques, 
piézomagnétiques et de la perméabilité magnétique 

effectives pour un barreau de Terfenol-D en fonction du 
champ magnétiques externe appliqué suivant la direction Z. 

Les paramètres du Terfenol-D utilisés correspondent à ceux 
d’échantillons commerciaux :  = 9210 kg/m3, Ms = 800 
kA/m, K1 = 4 105 J/m3, B1 = b1111 = −2 107 J/m3 et B2 = b1212
= −3.456 108 J/m3, et C11 = 82 GPa, C12 = 40 GPa, et C44 = 
48 GPa. Le champ magnétique externe étant appliqué 
suivant l’axe Z, seulement deux constantes élastiques C44 et 
C55, et deux constantes piézomagnétiques q24 et q15
présentent de fortes variations en fonction de l’amplitude du 
champ magnétique externe. L’ordre de grandeur des 
variations des constantes élastiques transverses prédites par 
le modèle sont en bonnes correspondance avec celles 
mesurées pour du Terfenol-D dans la référence [12]. Les 
variations des composantes de la diagonale de la matrice 
effective des perméabilités magnétiques sont aussi 
présentées sur la figure 2. 
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Figure 3 : Courbes de lenteur pour un barreau de Terfenol-
D pour un champ magnétique externe, appliqué suivant la 

direction Z, de 1 kOe (pointillés), 10 kOe (points) et 20 kOe 
(trait plein). 



Figure 4 : Evolution des constantes élastiques, 
piézomagnétiques et de la perméabilité magnétique 

effectives pour un barreau de Terfenol-D en fonction du 
champ magnétiques externe appliqué suivant la direction X. 

Les courbes de lenteurs calculées, pour des ondes se 
propageant dans le plan XY, à partir des paramètres du 
matériau piézomagnétique pour des amplitudes du champ 
de 1kOe (pointillés), 10 kOe (points) et 20 kOe (trait plein) 
sont présentées sur la figure 3. On constate que, dans cette 
configuration, seule l’onde transverse hors plan est affectée 
par le champ magnétique externe. On considère maintenant 
que le champ externe est appliqué dans une direction 
perpendiculaire au barreau de Terfenol D. L’évolution des 
constantes élastiques et piézomagnétiques, et de la 
perméabilité magnétique en fonction du champ magnétique 
externe obtenue dans cette configuration est représentée sur 
la figure 4. Comme le montre la figure 5, présentant les 
courbes de lenteur, tous les modes sont maintenant affectés 
par le champ magnétique externe, même si l’influence reste 
faible pour le mode quasi-longitudinal. 
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Figure 5 : Courbes de lenteur pour un barreau de Terfenol-
D pour trois valeur du champ magnétiques externe appliqué 
suivant la direction X. 4kOe (pointillés), 10 kOe (points) et 

20 kOe (trait plein). 

3.2 Cristaux phononiques magnéto-élastiques 

On considère un cristal phononique constitué d’un 
arrangement périodique de barreau de section carrée de 
Terfenol-D. La matrice est constituée de résine époxy, 
supposée isotrope et dont les paramètres sont les suivants : 
 =1142 kg/m3, C11 = 7.54 GPa, et C44 = 1.48 GPa. 441 

ondes planes ont été utilisées pour le calcul des structures 
de bande avec la méthode PWE. Une comparaison avec des 
résultats obtenus pas éléments finis a permis de vérifier que 
ce nombre d’ondes planes était suffisant pour assurer la 
convergence de la méthode. On étudie l’évolution des 
structures de bande, en fonction de l’amplitude et de 
l’orientation champ magnétique externe, induite par les 
variations des caractéristiques effectives du Terfenol-D 
présentées sur les figures 2 à 5. Les structures de bande de 
la figure 6 donne un exemple typique de l’influence du 
champ magnétique lorsque celui-ci est appliqué suivant 
l’axe des barreaux. En l’absence de champ extérieur, pour 
un taux de remplissage de f = 0.35, le cristal phononique 
considéré ne possède qu’une seule bande interdite dans la 
gamme de fréquence de 0 à 1 MHz. L’application d’un 
champ supérieur à 6 kOe augmente la largeur de cette 
première bande, et ouvre dans cette gamme de fréquence 
une deuxième bande interdite, comme le montre la figure 
7(a). Ainsi, aucune onde élastique ne se propage dans le 
cristal phononique pour une fréquence de 0.8 MHz lorsque 
le champ devient supérieur à 10 kOe. Pour un taux de 
remplissage de 0.5 (figure 7(b)) c’est le phénomène inverse 
qui se produit : la deuxième bande interdite disparaît 
lorsque le champ externe augmente. Dans ces deux cas, le 
cristal phononique se comporte comme un interrupteur. 
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Figure 6 : Structure de bande d’un réseau carré de barreaux 
de section carrée de Terfenol-D dans une matrice d’Epoxy 

pour deux amplitudes du champ magnétique extérieur 
orienté suivant l’axe des barreaux : (a) H = 3 kOe et (b) H = 

10kOe. Le facteur de remplissage est de f = 0.35. 



(a)

(b)

Figure 7 : Evolution des bandes interdites absolues en 
fonction du champ magnétique appliqué suivant l’axe Z, et 
pour un facteur de remplissage de (a) f = 0.35 et (b) f = 0.5. 

Une étude plus détaillée des structures de bande de la figure 
6 a montré que seuls les modes polarisés suivant l’axe Z 
étaient en fait influencés par le champ magnétique externe 
[11]. Lorsque le champ magnétique externe est appliqué 
suivant une direction perpendiculaire à l’axe des barreaux 
de Terfenol-D, l’évolution des bandes interdites absolues en 
fonction du champ magnétique extérieur, présentée sur la 
figure 8, présente des variations plus importantes que dans 
le cas où le champ est suivant Z. 

4 Conclusion 
Nous avons montré que la structure de bande d’un 

cristal phononique constitué de barreaux d’un matériau 
magnéto-élastique dans une matrice de résine pouvait être 
accordée par l’application d’un champ magnétique externe. 
L’introduction d’un matériau magnéto-élastique comme 
constituant permet ainsi de contrôler sans aucun contact les 
propriétés d’un cristal phononique. De plus, de nouvelles 
fonctionnalités, comme un interrupteur pour la propagation 
des ondes élastiques dans une bande de fréquence, peuvent 
être réalisées. 

Figure 8 : Evolution des bandes interdites absolues en 
fonction du champ magnétique extérieur appliqué suivant 

l’axe X, et pour un facteur de remplissage de f = 0.5. 

Il faut noter que l’utilisation de matériaux à 
magnétostriction géante, comme le Terfenol-D, n’est pas 
l’unique moyen d’obtenir d’importantes variations des 
propriétés élastiques d’un matériau magnéto-élastique lors 
de l’application d’un champ magnétique. En effet, il est 
aussi possible de considérer des effets de résonances 
magnétoacoustiques [14] ou de transition de réorientation 
de spin [19]. 
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