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On s’intéresse ici à la caractérisation des effets de multi-diffusion dans les guides d’ondes. Pour cela nous
considérons la propagation acoustique en régime harmonique dans un conduit horizontal 2D à parois ri-
gides pour laquelle nous avons développé une approche numérique pour déterminer les propriétés effectives
d’un milieu hétérogène aléatoire dans un conduit. A l’aide de simulations directes nous déterminons un
champ cohérent en faisant la moyenne des champs sur de nombreuses réalisations différentes de désordre.
En interprétant ce champ cohérent comme une onde se propageant dans un milieu homogène équivalent,
les propriétés effectives de ce milieu sont extraites. Une comparaison avec des modèles analytiques de la
littérature, développés en milieu infini et non en conduit, est effectuée.
Une méthode d’éléments finis a été choisie pour permettre de traiter des diffuseurs de formes arbitraires.
Afin de réduire le nombre d’inconnues et donc les temps de calcul, la méthode des éléments finis est
couplée à une représentation intégrale du champ diffracté. On obtient une réduction supplémentaire en
considérant, non pas des configurations de diffuseurs complètement aléatoires, mais des configurations
périodiques perturbées : les diffuseurs sont placés sur un réseau de référence périodique puis sont déplacés
localement aléatoirement. Ceci permet de paralléliser les calculs, en divisant le domaine de calcul en
tranches verticales. Pour chaque tranche, la matrice de diffusion est calculée. Enfin, la matrice de diffusion
de la couche entière est obtenue par la combinaison des matrices de diffusion.
Les calculs de transmissions effectives et de nombres d’ondes effectifs montrent un bon accord avec
plusieurs modèles analytiques, sauf pour certaines fréquences, les fréquences de bandes interdites des
réseaux périodiques sous-jacents. Dans ce cas, le réseau périodique perturbé se comporte en moyenne
comme un réseau périodique.

1 Introduction

Il existe divers modèles analytiques permettant
de caractériser de façon simple un milieu fortement
hétérogène. Ces modèles, comme notamment le modèle
de Foldy [1], donnent en régime harmonique les ca-
ractéristiques d’un milieu homogène équivalent. La
méthodologie pour obtenir ces formules ne permet pas
de quantifier les gammes de paramètres pour lesquelles
elles s’appliquent. Notre but est de tester la validité
de ces formules. Ce travail s’inscrit dans la lignée de
nombreuses études diverses sur ce thème, numériques
par différences finies [2] ou éléments finis [3, 4] ou
méthode des multi-pôles [5], expérimentales [6] ou semi-
analytiques [7, 8].

Nous nous plaçons dans un guide 2D (Fig.
1) : le confinement unidirectionnel de l’énergie et
la décomposition modale permettent alors d’analy-
ser facilement les transferts d’énergie dans la zone
multi-diffusante ainsi que d’accéder aux caractéristiques
moyennes de la zone. Nous allons tester la validité de
modèles analytiques dans un guide, ceux-ci étant initia-
lement obtenus dans l’espace libre.

Fig. 1 – Géométrie du problème
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Fig. 2 – Noms des domaines

2 Procédure numérique

En régime harmonique de pulsation ω (dépendance
e−iωt en temps), la pression totale s’écrit P = pinc+p où
pinc est l’onde incidente et le champ diffracté p satisfait



(voir Fig. 2 pour la définition des domaines) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
Δ + k2

)
p = 0 dans Ω,

∂p

∂n
= −∂pinc

∂n
sur Γ,

∂p

∂n
= 0 sur ∂D∞.

(1)

k = ω/c sera appelée la fréquence et n est la nor-
male sortante. Sur les frontières artificielles Σ, afin de
sélectionner les ondes sortantes on construit une condi-
tion aux limites à partir de la représentation intégrale
du champ diffracté :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
∂

∂n
+ λ

)
p(x) =

(
∂

∂n
+ λ

) ∫
Γ

(
p(y)

∂G(x,y)
∂ny

+
∂pinc

∂n
(y)G(x,y)

)
dΓy,

où G(x,y) est la fonction de Green du guide. Ceci est
l’étape pénalisante de notre méthode car G(x,y) s’ex-
prime comme une série convergeant lentement lorsque
x est proche de y, ce qui nécessite des temps de calculs
non négligeables. Les détails de la méthode éléments fi-
nis sont exposés dans [9].

Dans toute la suite nous considérons un guide le
hauteur H = 1. Nous considérons Ns = 50 diffuseurs
dans une portion de longueur L = 2. On introduit
Φ la densité surfacique de diffuseurs. Lorsque les dif-
fuseurs sont des disques identiques, leur rayon a est
lié à la densité Φ par la relation a =

√
ΦHL/Nsπ.

Une disposition complètement aléatoire des diffuseurs
(voir Fig. 3) conduit à des temps de calculs trop
élevés pour pouvoir étudier l’influence de divers pa-
ramètres (longueur d’onde incidente et densité de dif-
fuseurs). Nous avons donc préféré utiliser des configu-
rations périodiques perturbées. On construit de telles
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Fig. 3 – Répartition aléatoire φ = 5%

configurations en découpant le rectangle H × L en Ns

carrés (de côté d = 0.2) et en disposant aléatoirement
un diffuseur par carré (Fig. 4). Cette méthode permet
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Fig. 4 – Répartition périodique perturbée φ = 5%

en outre de paralléliser les calculs, chacun des sous-
calculs étant beaucoup plus rapide. Ainsi pour chacune

des dix tranches de cinq diffuseurs, on calcule la matrice
de transfert. Par exemple le calcul direct de la matrice
pour les 50 diffuseurs prend de l’ordre de (50/5)2 = 100
fois plus de temps que celui d’une tranche. Puis en com-
binant de façon appropriée ces matrices, on déduit la
matrice de transfert de la couche entière. Cette méthode
présente néanmoins l’inconvénient de produire des confi-
gurations où la répartition des diffuseurs voit son ca-
ractère aléatoire atténué par la périodicité de l’arran-
gement. Pour quantifier le désordre, on utilise la fonc-
tion RDF (Radial Distribution Function [10]) g, définie
telle que n0g(r) soit la densité locale moyenne à la dis-
tance r d’un diffuseur où n0 = Ns/(HL) est la densité
totale de diffuseurs. Pour une densité surfacique Φ =
n0πa2 = 0.01 et une répartition alétoire des diffuseurs,
la RDF est nulle tant que r est plus petite que la distance
d’exclusion entre diffuseurs (notre méthode pour générer
un maillage éléments finis conduit à une distance 3a)
puis atteint rapidement la valeur asympotique 1 (Fig.
5). Pour une répartition périodique perturbée de même
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Fig. 5 – RDF pour une répartition aléatoire φ = 1%

densité (Fig. 6), la RDF oscille en phase avec la RDF
d’une répartition purement périodique, correspondant
à des pics localisés en des valeurs discrètes de la dis-
tance r. Les oscillations sont suffisamment faibles pour
qu’on puisse considérer la répartition encore aléatoire.
Plus la densité est grande, plus l’influence du réseau
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Fig. 6 – RDF pour une répartition périodique
perturbée φ = 1%

périodique sous-jacent se fait ressentir. Dès une densité
de 5% la répartition ne peut plus être considérée très
proche d’une répartition aléatoire suivant une loi uni-
forme (cas Φ = 0.05 en Fig. 7)

Dans toute la suite nous considérons comme champ
incident le mode plan pinc(x) = eikx1 . Pour chaque
configuration j = 1 to Nc on détermine autour des dif-
fuseurs le champ diffracté pj . Puis on déduit les champs
p+

j /p−j se propageant en aval/amont de la zone diffu-
sante en déterminant leurs décompositions modales :

p±j (x) =
∞∑

n=0

a±,j
n e±iβn(x1∓L/2)θn(x2),
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Fig. 7 – RDF pour une répartition périodique
perturbée φ = 5%

pour ± (x1 ∓ L/2) ≤ 0. Les modes du guide sont définis
par e±iβnx1θn(x2) où βn =

√
k2 − (nπ)2 pour n ≤ N ≡

E(k/π) et βn = i
√

(nπ)2 − k2 pour n > k/π et θn(x2) =√
2 cos(nπx2) (θ0(x2) = 1).

3 Analyse des transferts
d’énergie

De façon générale le flux de p(x1, x2) à travers la
section transverse du guide σ est défini par

Φ(p) = �m

(∫
σ

(
p̄

∂p

∂x1
− p

∂p̄

∂x1

)
dx2

)
.

L’énergie de l’onde incidente est 2k. Les énergies
réfléchie et transmise par la configuration j, évaluées
en σ = Σ∓, sont :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Rj =

∑N
n=0

βn|a−,j
n |2
k

,

Tj =
∑N

n=0

βn|a+,j
n |2
k

.

Les énergies moyennes réfléchie et transmise sont natu-
rellement définies par :⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
〈R〉 =

1
Nc

Nc∑
j=1

Rj =
N∑

n=0

βn〈|a−
n |2〉

k
,

〈T 〉 =
N∑

n=0

βn〈|a+
n |2〉

k
.

La conservation de l’énergie pour chaque configuration
Rj + Tj = 1 implique la conservation des énergies
moyennes 〈R〉 + 〈T 〉 = 1. Par exemple, à la fréquence
k = 45 pour laquelle il existe 15 modes propagatifs dans
le guide, on observe que la transmission moyenne est
totale pour les petites densité et décrôıt lorsque la den-
sité crôıt (Fig. 8 (a)) ; ce qui n’est pas surprenant. Il est
intéressant de déterminer comment l’énergie se répartit
sur les différents modes. L’écriture 〈R〉 =

∑N
n=0〈Rn〉

où 〈Rn〉 = βn〈|a−
n |2〉/k donne naturellement cette

décomposition. L’analyse des coefficients 〈Rn〉 montre
que tous les modes sont réflechis de façon significative :
le mode plan est le plus réfléchi (il représente 20% de
l’énergie réfléchie en Φ = 0.2) et la contribution des
autres modes est de l’ordre de 5% (Fig. 8 (b)). En trans-
mission la situation est différente : seul le mode plan est
transmis, les autres modes contribuant peu à l’énergie
moyenne transmise.
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Fig. 8 – Bilans d’énergie k = 45

Les modèles analytiques pour la multi-diffusion
considèrent le champ moyen :

〈p±〉(x) =
∞∑

n=0

〈a±
n 〉e±iβn(x1∓L/2)θn(x2),

pour ± (x1 ∓ L/2) ≤ 0. On associe naturellement le flux
du champ moyen

Φ(p) = �m

(∫
σ

(
〈p〉∂〈p〉

∂x1
− 〈p〉∂〈p〉

∂x1

)
dx2

)
,

qui donne accès aux énergies du champ moyen réfléchi
et transmis :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
R̄ =

∑N
n=0

βn|〈a+
n 〉|2

k
,

T̄ =
∑N

n=0

βn|〈a−
n 〉|2

k
.

On obtient numériquement que R̄ 	 0, même lorsque
〈R〉 est grand, et on n’a évidemment plus conserva-
tion de l’énergie : R̄ + T̄ ≤ 1 (Fig. 8 (c)). Ceci signi-
fie que le champ réfléchi est totalement incohérent. En
transmission nous avons obtenu que seule la contribu-
tion du mode plan ne disparâıt pas après moyennage.
Nous montrerons ultèrieurement que cette contribution
se conserve entièrement après moyennage et donc qu’elle
est totalement cohérente.

Un point important de cette analyse est que le
champ moyen obtenu est purement plan, comme le
suppose dans les modèles analytiques : 〈p±〉(x) 	
〈a±

0 〉e±ik(x1∓L/2) pour ± (x1 ∓ L/2) ≤ 0.

4 Paramètres effectifs et compa-
raison à des modèles analy-
tiques

Nous avons utilisé deux modèles analytiques de
nombres d’onde effectifs, ceux de Foldy [1] et de Lin-
ton et Martin [11] :{

k2
foldy = k2 + δ1n0,

k2
LM = k2 + δ1n0 + δ2n

2
0.

Ces formules sont obtenues pour des faibles densités
(n0a

2 
 1 ou de façon équivalente a 
 d où d est la dis-
tance moyenne entre diffuseurs) et pour des petites va-
leurs de n0/k2 (ou λ 
 d). Nos simulations numériques



sont effectuées dans les conditions a 
 λ et a 
 d. Nous
avons balayé la large gamme λ/d = 0.5 à 63. Notons que
nous ne satisfaisons pas la condition λ 
 d. Au premier
ordre en n0 les deux formules analytiques cöıncident.
Les valeurs des constantes [11] sont δ1 = 4i

∑∞
n=−∞ Zn

et δ2 = 4πib2
∑∞

n=−∞
∑∞

s=−∞ ZnZsds−n(kb) où
Zn = J ′

n(ka)/H ′
n(ka), dn(x) = J ′

n(x)H ′
n(x) + [1 −

(n/x)2]Jn(x)Hn(x) où b est la distance d’exclusion (b =
3a dans notre cas).

Pour déterminer le nombre d’onde effectif de nos
expériences numériques, nous avons supposé, comme il
est usuel en multi-diffusion, que le milieu diffusif pou-
vait être remplacé par un milieu homogène (Fig. 9). On
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Fig. 9 – Milieu réel-milieu équivalent

cherche donc un champ moyen qui s’écrit :

p−(x) = eik(x1+
L
2 ) + re−ik(x1+

L
2 ) pour x1 < −L

2
,

p(x) = Aeikeffx1 + Be−ikeffx1 pour − L

2
< x1 <

L

2
,

p+(x) = teik(x1−L
2 ) pour x1 >

L

2
,

et qui satisfait les conditions de continuité :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

p±

(
±L

2

)
= p

(
±L

2

)
,

1
ρ

∂p±
∂x1

(
±L

2

)
=

1
ρeff

∂p

∂x1

(
±L

2

)
.

k et ρ sont des quantités connues, associées au fluide
baignant les diffuseurs. Les experiences numériques
donnent les amplitudes moyennes refléchie r =< a−

0 >
et transmise t =< a−

0 >. Les quantités A, B, keff et ρeff

sont inconnues. En introduisant les paramètres :

τ =
k

keff

ρeff

ρ
et u =

1 + τ

1 − τ
,

et en eliminant A and B on trouve :{
r + u = te−ikeffLu,

1 + ru = teikeffL.
(2)

L’élimination de u dans Eq. 2 conduit à 2t cos(keffL) =
1+t2−r2 (on remarque que keff est indépendant de ρeff)
ce qui donne le nombre d’onde effectif numérique :

keffL = ± arccos
[
1 + t2 − r2

2t

]
+ 2nπ, n ∈ Z.

Le signe est choisi tel que �m(keff) > 0 (l’ampli-
tude de l’onde cohérente doit décrôıtre) et l’entier n

tel que keff est proche de k (au moins pour les pe-
tites densités). Pour k = 45 la comparaison de keff à
kfoldy et kLM montre un bon accord pour des densités
inférieures à 10%. Au delà de 10% l’atténuation obtenue
numériquement est plus forte que celle prédite par les
modèles analytiques (Fig. 10). Cette dernière remarque
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Fig. 10 – keff en fonction de la densité pour k = 45

n’est pas valable pour toutes les fréquences. Ainsi pour
Φ = 0.12 (Fig. 11) l’atténuation obtenue numériquement
est moins forte que celle prédite par les modèles analy-
tiques pour des fréquences moyennes (k entre 20 et 30)
mais plus forte pour les hautes fréquences (k au delà
de 40). Les pics en k = 15(� 5π) et k = 31(� 10π)
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Fig. 11 – keff en fonction de la fréquence pour une
densité Φ = 12%

correspondent aux fréquences centrales des bandes in-
terdites du réseau périodique sous-jacent. En dehors
de ces fréquences, les modèles de multi-diffusion ana-
lytiques s’appliquent comme le montre le cas d’une den-
sité plus faible Φ = 0.04 (Fig. 12). En d’autres termes,
une répartition périodique perturbée ne se comporte en
moyenne comme un réseau périodique qu’aux fréquences
des bandes interdites de ce réseau. Pour toutes les
autres fréquences, le comportement du champ moyen
suit les lois des modèles analytiques, qui sont rappelons
le fondés sur des distributions complètement aléatoires.
Notons que ce résultat est aussi observé pour des den-
sités moyennes.

Nous pouvons facilement accéder à la masse volu-
mique effective, quantité ”artificielle” (notamment com-
plexe) introduite pour pouvoir écrire des conditions aux
limites ”usuelles” :

ρeff

ρ
= τ

keff

k
où τ =

u − 1
u + 1

et u =
teikeffL − 1

r
.

A notre connaissance il n’existe pas de modèle don-
nant l’expression de ρeff/ρ, sauf en homogénéisation
(régime basse fréquence [12]). Les variations de ρeff
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Fig. 12 – keff en fonction de la fréquence pour une
densité Φ = 4%

en fonction de la densité ou de la fréquence obtenues
numériquement, ne permettent d’intuiter aucun modèle
simple. En pratique, comme r mesuré est très petit, on
obtient une valeur de u très grande conduisant à une
valeur de τ � 1. Nos résultats montrent clairement que
ρeff reste proche de ρ (car keff est proche de k) et qu’il
ne suit pas du tout la loi obtenue par homogénéisation,
et ce même en régime basse fréquence.

5 Lien entre milieu effectif et mi-
lieu réel

Nous avons montré que pour des densités assez
faibles le champ moyen est associé à un nombre
d’onde effectif prévu par des modèles analytiques. Il est
intéressant de s’interroger sur le lien entre un champ
moyen et le champ associé à une réalisation. En d’autres
termes il s’agit de quantifier la variance du processus
aléatoire. Par ailleurs, en pratique on n’a pas réellement
accès au champ moyen car on ne dispose que d’une
réalisation. Néanmoins dans certaines situations (parti-
cules en mouvement, déplacement de l’émetteur d’ondes
et du recepteur [6]), on peut calculer une approximation
plus ou moins pertinente de cette moyenne.

Pour étudier l’écart entre le champ associé à une
réalisation et le champ moyenné, nous avons comparé les
transmissions de diverses quantités. Nous avons obtenu
deux résultats complémentaires (Fig. 13) :

• La moyenne de l’énergie du mode plan 〈T0〉 est
proche de l’énergie de la composante plane du champ
moyen T̄0 (Fig. 13 (a)) ; ce phénomène ne s’observant
que pour le mode plan.

• Pour des densités faibles (ou en régime basse
fréquence) la moyenne de l’énergie transmise du mode
plan 〈T0〉 =

∑Nc

j=1 T j
0 /Nc est proche de chacune des

composantes T j
0 ; ce résultat étant obtenu en calculant

la variance σ2(T0) = 〈(T0 − 〈T0〉)2〉 (Fig. 13 (b)). Plus
précisemment, pour k = 45 on obtient une variance d’au
plus 10% (σ(T0)/〈T0〉 = 0.1) pour Φ ≤ 1%. Ce seuil crôıt
pour les basses fréquences et on atteint Φ ≤ 16% pour
k = 10.

Finalement ces deux résultats combinés indiquent
que pour des densités modérées, une mesure de l’énergie
transmise par la composante plane d’un champ issu
d’une réalisation T j

0 est proche de l’énergie de la com-
posante plane du champ moyen T̄0. En pratique, si on

mesure un champ transmis et qu’on en extrait la com-
posante plane, celle-ci est bien décrite par les modèles
analytiques dès lors que l’on se situe dans une gamme de
densités modérées ou dans un régime basse fréquence.
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Fig. 13 – Bilans d’énergie pour la composante plane et
k = 45

6 Extensions de la méthode

L’utilisation d’une méthode à base d’éléments finis
permet de considérer des obstacles de forme quelconque.
Nous avons ainsi testé le cas d’obstacles carrés orientés
aléatoirement (Fig. 14)
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Fig. 14 – Cas de diffuseurs carrés

La comparaison entre la transmission obtenue
numériquement et celles prévues par les modèles ana-
lytiques (Fig. 15) montre, comme pour les obstacles cy-
lindriques, qu’il y a un très bon accord pour le régime
basse fréquence. L’atténuation obtenue numériquement
est moins forte que celle prédite par les modèles analy-
tiques pour des fréquences moyennes (k entre 20 et 30)
et plus forte pour les hautes fréquences (k au delà de
30). On observe aussi qu’à densité égale, l’atténuation
en présence des carrés est plus forte qu’en présence de
disques. Ceci est certainement dû à la diffraction plus
forte induite par les coins des carrés. L’extension au cas
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Fig. 15 – Transmissions par des carrés en fonction de
la fréquence pour Φ = 8%

de diffuseurs pénétrables (obstacles remplis d’un fluide
ou obstacles élastiques en présence d’ondes SH) nécessite
des développements supplémentaires mais ne soulève au-
cune difficulté nouvelle.
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