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Le “Compressed Sensing (CS)”, apparu récemment en mathématiques appliquées, propose une nouvelle fa-
con de mesurer des champs complexes en utilisant des connaissances sur la physique des champs étudiés des la
phase d’échantillonnage, c’est-a-dire directement au niveau du capteur. On suppose que le champ a acquérir pos-
séde une représentation parcimonieuse, c’est-a-dire pouvant étre décrit dans une base (connue) par un faible
nombre de coefficients (inconnus); on acquiert alors des échantillons dans des directions faiblement corrélées a
I’espace de représentation des signaux, par exemple a I’aide de projections aléatoires. Sous ces hypothéses, on
peut en théorie réduire considérablement le nombre de données a acquérir, pour une précision de reconstruction
des champs sensiblement équivalente. Toutefois, les méthodes de reconstruction du champ d’intérét a partir de
ces échantillons peuvent étre trés lourdes numériquement et font 1’objet d’une recherche intensive.

Le projet ECHANGE (ECHantillonnage Acoustique Nouvelle GEnération) financé par I’ANR a pour objectif
de développer un cadre théorique, algorithmique et expérimental, fondé sur les principes du CS pour la mesure
de champs acoustiques complexes au moyen d’un nombre limité de transducteurs.

Comme domaine initial, on a choisi d’adapter les principes du CS a I’holographie acoustique de champ
proche (NAH). L’objectif de cette méthode inverse est de reconstruire le champ vibratoire d’une structure a par-
tir de la mesure de son champ acoustique proche. Cet exposé présente la mise en ceuvre expérimentale des solu-
tions proposées a la suite d’une étude numérique cherchant a établir une disposition optimale des microphones
d’une antenne holographique de dimension réduite. On présente les champs vibratoires reconstitués par NAH a
partir de signaux issus d’une antenne de 120 micros suivant plusieurs configurations pseudo aléatoires. Ces
champs sont comparés d’une part a ceux issus d’une antenne de 16x120 capteurs. Finalement les deux ensembles
sont confrontés a une mesure directe des champs vibratoires.

Introduction

La technique d’holographie acoustique de champ proche
(Near field acoustic holography ou NAH) permet de recons-
truire le champ de vitesse normale d’une structure vibrante
a partir de la mesure du champ de pression acoustique
rayonné a courte distance [1].

Les techniques classiques de NAH résolvent un pro-
bléme inverse, réputé mal posé, qui nécessite la mise en
ccuvre de méthodes de régularisation [2]. Mais celles-ci
¢liminent de 1’information pertinente et faussent la recons-
truction des composantes a hautes fréquences spatiales et
ce, quelle que soit la finesse de 1’échantillonnage du champ
de pression. D’autre part, mesurer des déformées opération-
nelles mettant en jeu de grands nombres d’onde, a haute
fréquence, nécessite un échantillonnage spatial trés fin des
mesures en pression, ce qui peut rendre cette technique
relativement lourde expérimentalement.

Cet article présente la mise en ceuvre expérimentale
d’une nouvelle technique de mesure, le ‘compressed sen-
sing’ (CS) appliquée a I’holographie plane (PNAH). Il
s’agit de montrer qu’il est possible, sous certaines condi-
tions, a la fois, de réduire considérablement
I’échantillonnage spatial du champ acoustique et de conser-
ver toute l’information pertinente dans la résolution du
probléme inverse.

La premicre partie présente la méthode de mesure du
champ acoustique proche d’une plaque a bords libre, et le
processus classique de la PNAH menant a I’identification

de son champ vibratoire. Le second paragraphe rappelle les
principes fondamentaux du ‘compressed sensing’ et donne
une description succincte des algorithmes de reconstruction
qu’il met en ceuvre, ceux-ci étant présentés plus exhausti-
vement dans une autre communication [4]. La troisiéme
partie compare les reconstructions du champ vibratoire de
la plaque libre obtenues expérimentalement par les deux
méthodes (PNAH et CS) pour plusieurs fréquences caracté-
ristiques. Une mesure directe des champs de vitesse nor-
male, réalisée a 1’aide d’un vibromeétre laser, sert de réfé-
rence a la comparaison.

1. PNAH impulsionnelle

1.1 Dispositif expérimental

Le corps d’épreuve choisi pour cette étude est une
plaque mince en dural rectangulaire de 40 cm x 50 cm.
Cette plaque est mise en vibration a 1’aide d’un marteau
automatisé, ce qui assure une excitation reproductible
(Figure 1). L’utilisation d’un choc ponctuel engendre la
mise en mouvement de la plaque suivant une combinaison
linéaire de ses modes propres sur une large bande de fré-
quence. Une antenne plane de 120 microphones a électrets
est disposée dans un plan paralléle a une distance z=2 cm
et un systeme d’acquisition dédié permet 1’enregistrement
synchrone de 120 réponses impulsionnelles acoustiques sur
une surface légérement plus grande que la plaque.
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Figure 1 : Dispositif expérimental : la plaque a bords libre,
le marteau automatique et I’antenne de 120 microphones

Pour la PNAH classique, les micros sont disposés sui-
vant une grille carrée de 5cm x 5 cm et on constitue une
antenne virtuelle de 1920 micros au pas de 1.25 cm en dé-
placant 1’antenne et en reproduisant 1’expérience 16 fois.

Pour le CS, nous avons construit une antenne de 120
microphones disposés de fagon pseudo-aléatoire, dans la
disposition “oblique décroisée” suggérée par I’é¢tude numé-
rique [4]. Cette disposition (pseudo-)aléatoire permet de
capter simultanément de 1’information dans une trés grande
gamme de fréquences spatiales, et donc d’éviter d’avoir a
déplacer I’antenne comme dans les techniques classiques.

Parallélement, le champ des réponses impulsionnelles
en vitesse normale de la plaque a été mesuré a I’aide d’un
vibrométre laser a balayage pour servir de référence aux
reconstructions issues des mesures acoustiques.

1.2 Processus de la PNAH

L’hologramme consiste en la collection de toutes les
composantes fréquentielles du champ de pression p mesuré
dans le plan z, parallele au plan z, de la plaque. Il est obte-
nu par transformée de Fourier temporelle des réponses
acoustiques impulsionnelles ponctuelles.

La NAH traite individuellement chaque composante
identifiée par sa fréquence w. Elle met en ceuvre la trans-
formée de Fourier spatiale discréte qui, grace a des algo-
rithmes simples et performants, confére a la PNAH une
grande rapidité d’exécution.

L’opération consiste a inverser numériquement la rela-
tion qui décrit, a une fréquence @ donnée, le rayonnement
du champ des vitesses normales W entre les plan z, et z, :

p(zh) = 9+(2n — 2,) *x*y w(z,)

ou g, modélise la propagation. Exprimée dans le do-
maine de Fourier, cette relation se réduit a un produit
simple qu’il devient aisé d’inverser :

P(zp) = G(zp — 2,)W(2,) © W(z,) = G™'P(zp)

Le traitement procéde donc en trois étapes successives.

Dans un premier temps, 1’hologramme p(x,y,z;, @) subit
une transformée de Fourier discréte spatiale a deux dimen-
sions. Cette opération méne du domaine réel au domaine
spectral des nombres d’onde ou k-espace :

P(kx, ky; Zh) = Fx,yp = ff p(x,y, Zh)e_i(kxx+kyy)dx dy

Dans le k-espace, on applique ensuite I’opérateur de
propagation inverse G”' qui transforme la vitesse normale

dans le plan source en pression dans le plan hologramme. G
s’écrit :

pck k,

G = e —ik,(zp—2,) = G‘l — _eikz(zh_zo)
k; pck
ou k; est la composante normale du vecteur d’onde. La

1/2
norme de la composante plane est k, = (kx2 + kyz) / .
Selon la valeur de k, relativement au nombre d’onde

k=a/c,ona:
2 .
/kz—kp si k=%>kp
k, =
i |k,*— k2 si k< k,

11 faut alors distinguer :

- les composantes du champ W a caractére propagatif
pour lesquelles G est imaginaire pur et agit princi-
palement sur la phase,

- les composantes évanescentes dont G modifie seu-
lement I’amplitude par atténuation exponentielle

Pour les composantes évanescentes du champ de pres-
sion mesuré, I’opération de propagation inverse se traduit
donc par une amplification exponentielle. Comme La me-
sure est inévitablement affectée de bruit, des informations
incohérentes perturbent la reconstruction.

Pour résoudre ce probléme, on fait appel a des tech-
niques de régularisation [2]. Celles-ci consistent générale-
ment en I’application au spectre du champ de pression P ou
du propagateur G, d’un filtre spatial passe-bas (PB) (filtre
exponentiel, Tikhonov, ...) dont on a optimisé la forme, la
pente et la fréquence de coupure.

Ces techniques permettent la reconstruction du champ
vibratoire avec une bonne fidélité pourvu que la mesure soit
effectuée a une distance assez faible pour capter les ondes
évanescentes et que le champ a reconstruire ne comporte
pas de composantes aux fréquences supérieures a la fré-
quence de coupure du filtre.

Finalement le champ de vitesse normale dans le plan de
la source, w, est obtenu par transformée de Fourier inverse.

On peut résumer 1’opération compléte de la PNAH par
la relation suivante :

W(z,) = Fz} (67 (2n — 2)Fyp (@),

Dans le cas de la plaque a bords libre qu’on étudie ici, le
champ vibratoire présente de fortes discontinuités, passant
de valeur maximale au bord a zéro en dehors de la plaque.
Le filtrage passe bas nécessaire a I’élimination du bruit de
mesure supprime la signature de ces discontinuités entrai-
nant, par adoucissement, une mauvaise reconstruction des
bords.

Par ailleurs, les champs vibratoires d’ordre supérieur
présentent des composantes a haute fréquence et requicrent
une densité mesure importante, ce qui est pénalisant en
terme de nombre de capteurs ou de durée de la mesure.

Le ‘compressed sensing’ dont les principes sont présen-
tés succinctement au paragraphe suivant est une nouvelle
technique de mesure qui peut contribuer a résoudre ces
deux limites.



2. Le compressed sensing (CS)

2.1 Contexte

Soit un signal a numériser. Classiquement, d’apres le
théoréme d’échantillonnage de Shannon, l’intégralité de
I’information est conservée a 1’étape de numérisation a
condition de I’échantillonner & une cadence au moins deux
fois supérieure a la borne supérieure du support spectral du
signal. En conséquence, les signaux dont le support spectral
est d’étendue réduite, mais contenant des composantes en
haute fréquences, requiérent I’acquisition d’un nombre
important d’échantillons. Cette opération peut engendrer un
volume de données important et nécessiter de nombreux
capteurs et lignes d’acquisition associées. Les techniques de
compression de données proposent des solutions pour la
transmission de ces signaux a moindre cout. Cependant
elles nécessitent au préalable 1’acquisition compléte des
échantillons au sens de Shannon. Le CS se propose de dé-
passer cette contrainte en comprimant 1’acquisition elle-
méme et en captant les signaux a un taux trés inférieur a
celui de Shannon. Ce procédé de compression exploite le
caractére parcimonieux du signal c'est-a-dire le fait qu’il est
la combinaison d’un nombre réduit de composantes élémen-
taires, ce qui est vérifié pour un grand nombre de signaux
physiques. En pratique, on dit qu’un signal posséde une
représentation parcimonieuse dans une certaine base s’il
peut &tre exprimé, apres transformation dans cette base, par
une petite quantité de coefficients non nuls qui porteront la
totalité de I’information. Dans la réalité, la plupart des si-
gnaux ne seront qu’approximativement parcimonieux. Ils
sont dits compressibles, s’ils présentent, dans une base
donnée, un nombre faible de coefficients de niveau suffi-
sant, les autres n’étant pas forcément nuls. Ceux significa-
tifs sont réputés porter I’essentiel de 1’information contenue
dans le signal.

Considérons un signal discret s de dimension N X 1 qui
peut étre décomposé dans une base de N vecteurs {¥,},
1 <i < N. En utilisant la base ¥ = [¥; ¥, --- ¥y], matrice
N X N, le signal s s’écrit :

s=YN. ¥ ou s=Wx

Le vecteur x de dimension N X 1 est la représentation
de s dans la base ¥. On dit que le signal s est K-
parcimonieux quand K parmi les N coefficients x; sont non
nuls. La technique de CS est particuliérement intéressante
lorsque K < N.

2.2. Principe

Le probléme consiste a reconstruire un signal s de di-
mension N a partir d’un petit nombre de mesures M < N,
M étant de 1’ordre de la parcimonie. Soit y le vecteur de
mesures de dimension M X 1 et ®, matrice M X N , la base
dans laquelle la projection de y donne s. On a donc un pro-
cessus de mesures linéaires dont le systéme d’équations est
hautement sous-déterminé et donc a priori impossible a
résoudre:

y =0s =0¥x = dx

Cependant, si x est K-parcimonieux, le probléme peut
étre résolu. Une condition suffisante pour reconstruire N
composantes de s a partir des M < N est que la matrice de
transformation @ conserve 1’énergie entre les mesures y et
le signal x a reconstruire [5], c’est la propriété d’isométrie

restreinte (RIP). Cette propriété est tres difficile a évaluer
directement. Mais on montre [6] qu’elle est vérifiée avec
une grande probabilité si les matrices ® et ¥ sont incohé-
rentes. L incohérence est réalisée, par exemple, si ® est une
matrice aléatoire. Finalement, un signal K-parcimonieux de
longueur N peut étre reconstruit a partir de M mesures
aléatoires seulement.

2.3. Algorithmes de reconstruction

L’équation y = ®X admet une infinité de solutions ap-
prochées ¥. Un algorithme adapté est donc nécessaire pour
reconstruire la solution la plus parcimonieuse pour laquelle
un nombre minimum de mesures est nécessaire. Evaluer ¥
avec un nombre minimum de coefficients revient a mesurer
sa norme §, qui compte le nombre de ses coefficients non
nuls. Malheureusement, 1’évaluation de la norme €, est un
probléme non convexe, difficile a résoudre. Un probléme
voisin, convexe celui-ci, consiste a minimiser la norme €1
au lieu de la norme €. La norme € (||X]|;;), est la somme
des valeurs absolues des composantes de ¥. Candés, Rom-
berg et Tao [7] ont montré qu’un signal K-parcimonieux
peut étre exactement reconstruit a partir de M mesures en
résolvant 1’algorithme :

min||X||;, sous condition ®X =y

Cet algorithme, appelé « Basis Pursuit», recherche
parmi tous les X candidats possibles, ceux qui ont leurs
composantes sur les vecteurs de la base et tels que le signal
soit le plus parcimonieux dans cette base.

Mais en pratique, le signal est bruité, c¢’est-a-dire qu’on
ay=®X+ € ou € est un paramétre d’erreur. Cette erreur
ne représente pas seulement le bruitage du signal, mais
indique aussi qu’il n’est pas exactement parcimonieux et
cependant reste compressible. L’algorithme de reconstruc-
tion résout alors le probléme suivant :

min||%||;, sous condition || dX —y||;; < €

Pour adapter ces considérations théoriques a la mise
ceuvre expérimentale on associe les grandeurs physiques
aux entités mathématiques précédentes :

- I’hologramme P correspond a la mesure y

- le propagateur G correspond a la matrice @

- le champ de vitesse normale w a la solution X
Et on introduit comme opérateur intermédiaire le ‘diction-
naire’ D qui correspond a la matrice ¥ de changement de
base.

3. Le CS appliqué a la NAH

L’objectif de I’expérience est de reconstruire le plus fi-
delement possible le champ des vitesses normales corres-
pondant aux déformées opérationnelles de la plaque pour
des fréquences caractéristiques du rayonnement et ce en
utilisant un minimum de mesures. Une étape critique du
processus consiste a définir la base de décomposition : le
dictionnaire D.

3.1. Choix du dictionnaire de décomposition D

Pour constituer D, il est nécessaire de disposer d’un mi-
nimum d’informations sur la source a reconstruire. C’est
pourquoi, dans notre cas, on considére la théorie modale des
plaques. Les déformées modales sont solutions de



I’équation des ondes qui régit le déplacement transverse w
de la plaque aprés excitation :

2

Y e 0
chAw =
a2t

Pour une plaque rectangulaire de dimensions Ly xL,
simplement appuyée aux bords, les solutions ont une ex-
pression analytique simple régie par les conditions aux
limites. Celles-ci s’expriment aux bords sur la vitesse nor-
male w =0, et sur le moment fléchissant M =0. Les
modes propres, dont se compose les déformées opération-
nelles de la plaque simplement appuyée, ont la forme sui-
vante :
mnx | nmwy

Lx sm?

(pmn(x'y) = sin

Ces modes sont proportionnels aux coefficients de Fou-
rier du domaine & de la plaque . Dans cette base, et pour ces
conditions aux limites, les vitesses normales sont donc 1-
parcimonieuses.

Mais dans le cas de notre expérience les bords de la
plaque sont libres, et il n’est pas d’expression analytique
simple de ses modes propres. On peut cependant s’inspirer
du résultat précédent pour définir une base dans laquelle les
vitesses recherchées auront une représentation parcimo-
nieuse. En 1’occurrence, on choisit comme dictionnaire la
base de Fourier définie sur un domaine 9 plus grand que la
plaque & mais restreint a &. Par cette restriction le diction-
naire D perd sa qualité de base orthogonale, ses compo-
santes n’étant plus linéairement indépendantes. Il est sim-
plement composée des atomes tronqués de la base de Fou-
rier de 9.

3.2. Choix de la matrice de propagation G

A proximité de la plaque, une bonne estimation du
champ de pression rayonné est donnée par la premiére inté-
grale de Rayleigh :

p) = || f W) g, (r — )dr

Cette intégrale permet d’évaluer la pression rayonnée
dans le demi-espace supérieur a partir de la vitesse normale
en tout point de la surface S contenant les sources. Le pro-
pagateur g, entre chaque point de la plaque (r’) et les mi-
crophones (r) s’écrit :

eiklr—r!l
gy(r—7") = —iPCkm

La matrice G sera composée des g, (r —r") correspon-
dant a des microphones positionnés aléatoirement dans le
plan de mesure pour respecter la condition d’incohérence
entre les deux matrices G et D.

L’¢étude numérique menée en paralléle [4] a permis de
choisir une configuration d’antenne pseudo-aléatoire relati-
vement simple & construire et susceptible de produire de
bons résultats. Elle est constituée de dix barres obliques
orientées aléatoirement mais sans croisement. Sur chaque
barre, douze microphones sont répartis aléatoirement, avec
une densité de probabilit¢ uniforme le long de la barre
(Figure 2) Cette antenne mesure le champ impulsionnel
dans les mémes conditions que I’antenne réguliére.

Antenne pseudo-aléatoire de 120 microphones
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Figure 2 : Disposition pseudo aléatoire des microphones
utilisée pour la mesure en CS.

3.3. Résultats expérimentaux

La reconstruction des déformées opérationnelles de la
plaque a été menée a plusieurs fréquences caractérisées par
un rayonnement acoustique fort.

On a choisi de présenter les traitements a trois fré-
quences couvrant une large bande: 78 Hz, 402 Hz et
2658 Hz. On compare les résultats obtenus par la PNAH
classique utilisant 1920 points de mesure au pas de 1.25 cm,
par CS avec 120 micros disposés pseudo-aléatoirement et
enfin par CS en ne considérant que les 60 microphones les
plus centraux de la méme antenne.

Pour la PNAH classique la régularisation a utilis€ un
filtre exponentiel optimisé par corrélation de la reconstruc-
tion avec le champ de vitesse normale de référence.

Pour le CS, la reconstruction a utilisé un algorithme de
minimisation 4.

Les figures 3,4 et 5 présentent a gauche 1’amplitude des
champs normalisée, a droite sa phase et de haut en bas :

- lavibration de référence

- lareconstruction par PNAH classique

- lareconstruction par CS avec 120 microphones

- lareconstruction par CS avec 60 microphones

Pour comparer les champs reconstruits avec le champ de
référence, comme classiquement en analyse modale [9], on
calcule des coefficients de corrélation qui sont rapportés en
légende des figures (respectivement : Cyan, Cesizo, Ceseo)-
Ce coefficient vaut 1 quand la reconstruction est exacte.

Noter que les trois techniques produisent des reconstruc-
tions avec des corrélations supérieures a 75%.

La méthode de reconstruction par CS avec 60 micro-
phones est la plus fidele en basses fréquences. Le CS avec
120 microphones est moins performant. Celui-ci considé-
rant des microphones en dehors du domaine de la plaque,
on peut mettre en cause la cohérence entre le modéle et la
mesure pour ces microphones.

On constate en outre que 1’efficacité du CS est moindre
quand la fréquence augmente. En ’occurrence, on peut
mettre en cause 1’erreur de positionnement des micros éva-
luée de I'ordre du centimetre. Cette erreur affecte d’autant
plus la reconstruction que la fréquence est élevée.



11 faut noter aussi que dans le mode¢le utilisé, la propriété
d’isométrie restreinte (RIP) n’est pas satisfaite par la ma-
trice ® = GD. En effet le propagateur G amplifie les ondes
évanescentes exponentiellement. L’algorithme de « Basis
Pursuit » ne peut donc théoriquement pas reconstruire exac-
tement w . Malgré cela, I’estimation obtenue est trés satis-
faisant en utilisant une quantité de microphones bien infé-
rieure a celle nécessaire a la PNAH, ce qui nous renseigne
sur la robustesse du CS.

De fagon remarquable, la reconstruction sur les bords
est par ailleurs nettement plus efficace avec le CS. Alors
que la NAH "arrondit" systématiquement les bords libres de
la plaque, les reconstructions par CS y présentent bien des
maxima de vibration. On peut donc envisager ce type de
traitement comme une alternative efficace aux filtres passe-
bas utilisés classiquement en NAH.

Il faut aussi noter que I’algorithme de CS requiert
I’estimation a priori d’un paramétre de bruit ou d’erreur
qu’en 1’absence de modéle physique il a fallu choisir arbi-
trairement. La dimension du dictionnaire D décrivant la
parcimonie supposée de la source a reconstruire est égale-
ment une donnée d’entrée de 1’algorithme. Elle nécessite
une certaine connaissance du champ a reconstruire.

Figure 3 : Reconstructions a 2658Hz.

CNAH: 0.82 Ccs]z(): 0.76 CCSéO: 0.79
de haut en bas :
mesure directe par vélocimétrie laser (2000 mesures),
reconstruction par NAH classique (1920 mesures),
reconstruction par CS avec 120 mesures,
reconstruction par CS avec 60 mesures.
Colonne de gauche : module des déformées opérationnelles,

Colonne de droite : phase.
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Figure 4 : Reconstructions a 402 Hz.
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Figure 5 : Reconstructions a 78 Hz.
CNAH: 0.7 Ccs]z(): 0.84 CCS60: 0.96



Conclusion

La reconstruction des déformées opérationnelles d’une
plaque mince rectangulaire a bords libres a pu étre réalisée
avec une faible densité de mesures acoustiques par la tech-
nique de "Compressed sensing".

Les résultats montrent une meilleure performance de
cette technique par rapport a 1’holographie acoustique de
champ proche. Ces résultats sont particulierement remar-
quables si I’on considére le gain en termes de nombre de
mesures qu’apporte le CS. On passe en effet de 1920 pour
la NAH a 60 signaux microphoniques pour le CS. Cette
remarque reste pertinente jusqu’a des fréquences relative-
ment ¢élevées. Et il reste @ mener des évaluations du CS a
plus haute fréquence quand 1’échantillonnage au sens de
Shannon n’est largement plus vérifié.

Contrairement a la NAH, le CS montre aussi une bonne
capacité a reconstruire des discontinuités de vibration tout
en ¢éliminant de fagon efficace le bruit de mesure.

Cependant le dictionnaire utilisé par CS est assez natu-
rellement issu de la physique connue dans le cas de la
plaque rectangulaire. Des recherches doivent étre entre-
prises dans cette direction pour définir des dictionnaires
adaptés aux objets étudiés sans connaissance trés précise de
leur physique.

Enfin des parameétres nécessaires a 1’algorithme de CS
sont encore définis arbitrairement. Il conviendrait de leur
attribuer un modele physique pour rendre la technique de
reconstruction autonome.
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