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La propagation dans l’atmosphère du bang sonique est un phénomène complexe. Du point de vue des
résultats exprimentaux fondés sur le bang sonique du Concorde [1], on peut distinguer quatre zones :
champ proche (quelques longueurs du mobile), champ moyen (trace au sol dans la carpette primaire, fin
des effets non-linaires), champ lointain ( entre 50 et 500 kilomètres ), champ très lointain ( au delà de
500 kilomètres). La première zone se modèlise avec les équations de la mécanique des fluides et pour les
corps élancés, on peut même utiliser une théorie linarisée. Pour la deuxième zone, on doit à Whiteham
une approche de ”rayon non-linéaire” qui a réconcilié l’expérience et la théorie en expliquant la formation
de l’onde en N. Pour la troisième zone on observe un allongement anormal du signal avec des oscillations
chaotiques où l’on n’arrive pas à reconnâıtre une onde en N, même adoucie par les effets dissipatifs. On
appelle ce phénomène le rumble par analogie au grondement du tonnerre lorsque l’éclair a eu lieu très
loin de l’auditeur. La quatrième zone est encore plus incompréhensible.
Dans cette communication on essaye de comprendre les phénomènes de la troisième zone. En fait la
fonction de transfert de l’atmosphère qui en champ proche est un retard pur (le temps de propagation)
avec un gain correspondant à l’atténuation géomètrique est un modèle idéal. On sait bien qu’à haute
fréquence et à grande distance elle doit être corrigée des effets d’atténuation. Ce modèle doit aussi
être corrigé aux basses fréquences car l’atmosphère n’est pas un milieu homogène et donc diffracte. En
s’appuyant sur les équations d’Euler linarisées ([2] pp 587 ), on fait apparâıtre un nombre sans dimension
g.r/a2(avec g la constante de gravitation, r la distance de propagation et a la vitesse du son). Ce nombre
vaut 1 lorsque la distance est de l’ordre de 10 km [3]. L’objectif de cette communication est donc de voir
si cette modification de la fonction de transfert atmosphèrique peut expliquer le ”rumble” d’un avion
supersonique.

1 Introduction

Lorsque l’on observe expérimentalement le bang so-
nique d’un avion à différentes distances de la trajectoire,
on observe (par exemple pour le Concorde c.f. [1]) :

– très près ( quelques envergures) une signature de
pression complexe qui est fortement corrélée à la
forme de l’avion ;

– à une dizaines de kilomètres (au sol sous la trajec-
toire) une signature caractéristique d’onde en N
qui est à l’origine de la nuisance du bang sonique ;

– à plusieurs dizaines de kms une onde en N ”adou-
cie” de quelques secondes ;

– à quelques centaines de kms on observe un signal
infra-sonique de plusieurs minutes comportant des
oscillations chaotiques modulées par des bouffées ;

– à plusieurs milliers de kms on observe un signal
dont la durée est très importante.

Le but de ce travail est donc d’essayer de comprendre
pourquoi l’on observe des signaux aussi différents entre
10 kms (signal impulsif de quelques secondes en forme
de N) et quelques centaines de kms signal de plusieurs
minutes de forme à priori aléatoire). On ne dispose mal-
heureusement pas d’expérience spécifique qui pourrait
nous mettre sur la voie. On tente donc de répondre aux

questions :
– mais où est donc passée l’onde en N ?
– quelle est l’hypothèse physique négligeable pour

les courtes propagations et qui ne l’est plus à
longue distance

On prolonge une réflexion débutée il y a quelques
temps (c.f. [3]) pour tenter d’expliquer le grondement de
sources lointaines. Dans un premier temps, on passe en
revue, autant que faire ce peut, la physique de la pro-
pagation atmosphérique. La piste approfondie ici (qui
semble être la plus vraisemblable) est la diffraction pro-
voquée par l’ hétérogénéité du milieu due à l’action de
la gravité : l’atmosphère en première approximation est
en effet un milieu stratifié. On rappelle donc comment
on peut modéliser la propagation acoustique dans ce mi-
lieu grâce aux équations d’Euler linéarisées. Comme il
est difficile de résoudre ces équations numériquement
car le domaine est bien trop vaste pour les capacités de
calcul actuelles, on a considéré un milieu ”académique”
où la vitesse du son serait constante c’est-à-dire une at-
mosphère sans gradient (vertical) de température. Cette
hypothèse est exacte au dessus de 11km pour l’ ”I.S.A”
et il peut exister des conditions météorologiques où cela
est vrai au dessus du sol. Ainsi on peut mener des
calculs analytiques où intervient un argument de type



phase stationnaire (pas forcement très simple). Ainsi on
montre l’existence de deux régimes de diffraction selon
un nombre sans dimension (rumble number ?) rg/a2 (r :
distance de propagation, g la gravité, a la vitesse du
son). Si ce nombre est plus petit que 1 (r << 10km les
effets diffractifs ne jouent pas. Sinon, ces calculs analy-
tiques montrent :

– un allongement du signal,
– l’apparition d’oscillations sans fréquence pri-

vilégiée,
– et, phénomène surprenant, une modulation du si-

gnal faisant intervenir la transformée de Fourier
du signal ”source” (et non le signal lui-même) 1

qui pourrait expliquer la disparition de l’onde en
N.

2 Description des phénomènes
physiques régissant la propaga-
tion lointaine du bang sonique

On passe en revue rapidement les limites et les hy-
pothèses de la modélisation physique de la propagation
du bang sonique depuis le mobile jusqu’au récepteur.

2.1 le champ proche :

La physique est décrite par les équations de Navier
et Stockes et les calculs aérodynamiques sont en général
en bon accord avec les essais en soufflerie quant à la des-
cription du champ de pression à quelques envergures du
mobile. Si le corps est élancé, un simple calcul linéarisé
fournit des résultats convenables.

2.2 la propagation non linéaire :

Pour le calcul du champ moyen donc après une pro-
pagation conséquente, on pourrait imaginer prolonger
le calcul linéarisé précédent, d’autant plus que par l’ ef-
fet géométrique de la propagation, les niveaux moyens
baissent l’hypothèse de petite perturbation semble être
améliorée. Mais il n’en est rien car à cause de la lon-
gueur des trajets, les ondes de Mach se focalisent en
ondes de choc. Ainsi la signature complexe au voisinage
du mobile dégénère en une onde en N. On doit à Whi-
teham d’avoir réconcilier l’expérience et la théorie en
prenant en compte les effets non-linéaires de raidisse-
ment de front conduisant (en général) a un choc de tête
et à un choc de queue séparés par une détente.

2.3 les effets de dissipation et la propa-
gation linéaire :

En fait ces fronts ne sont pas, stricto-sensus,
des chocs car la viscosité leur confère une certaines
épaisseur, résultat du conflit entre les deux phénomènes
antagonistes du raidissement de front et de la viscosité.
A cause de l’effet géométrique déjà cité, les effets non-
linéaires diminuent au point de disparâıtre et on peut

1. ce phénomène surprenant a des analogues en optique qui
s’expliquent aussi par des arguments à base de phase stationnaire :
la figure de diffraction d’un trou circulaire est un sinus cardinal
(transformée de Fourier du disque)

de nouveau légitimer la propagation linéaire, la limite
étant difficile à cerner.

En première approximation, les effets de viscosité
peuvent se modéliser par une fonction de transfert de
type passe-bas (en temporel) :

F (f) = exp(−αrf2)

Si r est petit, ce filtre a une fonction de transfert égale
à 1, sinon il va adoucir les signaux en supprimant les
hautes fréquences. Enfin à longue distance seuls les
infra-sons vont se propager. Pour le Concorde, on a bien
observé ces ondes en N adoucies.

2.4 la diffraction par l’hétérogénéité
du milieu atmosphérique provoquée
par la gravité

Désormais il est plausible de revenir à une
théorie linéaire de propagation mais en modifiant en
conséquence le signal source (et donc en supposant que
le signal source est l’onde en N obtenue par calcul de pro-
pagation inverse depuis la limite du domaine linéaire).

On peut modéliser la propagation par les équations
d’Euler linéarisées autour d’une atmosphère moyenne
qui n’est jamais homogène. Dans l’opérateur différentiel
obtenu, on distingue (c.f. [7]) le symbole principal (ma-
triciel d’ordre 1) et un opérateur de multiplication (ma-
triciel) où interviennent les gradients du milieu (i.e. si
le milieu était homogène, les termes de la matrice dis-
parâıtraient). Si on utilise une théorie de rayon, on ne
prend en compte que le symbole principal. En propaga-
tion lointaine, cette théorie reposant sur une hypothèse
de haute fréquence, devient un peu contradictoire avec
le filtrage naturel de la dissipation qui détruit les hautes
fréquences.

On peut grâce à la théorie perturbative de Born de
comprendre cet effet de diffraction. Notre système se
symbolise par les équations :

A0u+ εB(x)u = h(x)

Si G0 est la matrice de Green connue de l’opérateur ho-
mogène A0, on peut corriger cette matrice pour prendre
en compte la diffraction :

u = [G0 −G0εB(x)] ∗ u

G ' G0 −G0 ∗ [εB(x)G0]

DIRECT WAVE

SOURCE RECEIVER

SCATTERER 

DIRECT WAVE SCATTERING WAVE

Figure 1 – schéma de l’approximation de Born

On a schématisé cet effet par la figure 1. S’il existe
un ”scatterer” (zone d’hétérogénéité) le signal reçu est



composé du signal direct plus un signal reémis par le
scatterer quand il reçoit le signal principal et va ainsi
provoquer un écho. Ce phénomène existe donc dans l’at-
mosphère (à cause de la stratification provoquée par la
gravité notamment) mais doit être quantifié car on est
sûr expérimentalement qu’il est négligeable à courte dis-
tance. Cette quantification est l’objectif majeur de cet
article.

2.5 propagation à très longue distance :

On a observé le bang sonique du Concorde à plu-
sieurs milliers de kms (voir [1] ). Il semble qu’il puisse
exister des guides d’onde permettant des propagations
à de telles distances.

2.6 L’atmosphère est un milieu
aléatoire :

On sait que l’atmosphère est un milieu turbulent et
donc cette turbulence altère certainement la propaga-
tion. Cette problématique est d’ailleurs souvent retenue
pour expliquer la caractère aléatoire des signaux reçus
à longue distance. Cependant elle doit aussi être quan-
tifiée.

3 équations régissant la propaga-
tion dans un milieu stratifié

Nous allons maintenant établir un analogue de
l’équation d’Helmholtz pour un milieu stratifié où la
température est constante et sans vent. Elle dérive du
cas général des équations d’Euler linéarisées établies par
exemple dans [2]. L’indice 0 correspond au milieu por-
teur ( f0 pour la quantité f ). Pour l’atmosphère, on a
donc :

– pour la quantité de mouvement suivant z (z est
l’axe vertical) :

∂zP0 = −ρ0g (1)

P0 est la pression, ρ0 la densité et g la gravité.
– Si on a un profil de température T0 = T (z)

dépendant du flux d’énergie et la loi des gaz par-
faits,

P = ρRT (2)

on peut calculer les profils de P0(z) et de ρ0(z). Pour les
fluctuations (avec l’indice 1, f1 pour la quantité f ), on
commence par introduire une quantité adimensionnée :

µ =
ρ1
ρ0(z)

et u, v, w sont les composantes de la vitesse. Si
on suppose vérifiée, comme souvent, l’hypothèse
d’”isentropicité” on a :

dp1 = a2dρ1 a : vitesse du son

On peut écrire ainsi les équations (linéarisées) de conser-
vation de la quantité de mouvement et de la masse :

∂0u1 + a2∂xµ = 0

∂0v1 + a2∂yµ = 0

∂0w1 + a2(∂z(ρ0µ)/ρ0) + gµ = 0 (3)

∂0µ+ ∂xu1 + ∂yv1 + ∂zw1 + ρ′0/ρ0w1 = 0

On va maintenant pour alléger l’écriture oublier l’indice
1 sans que cela présente d’ambiguité.

∂0u+ a2∂xµ = 0

∂0v + a2∂yµ = 0

∂0w + a2(∂zµ+ kµµ) = 0 (4)

∂0µ+ ∂xu+ ∂yv + ∂zw + kww = 0

A cause de la stratification on introduit donc deux
nombres d’onde (inverses d’une longueur) kµ et kw :

kw = ρ′0/ρ0 = P ′0/P0 − T ′0/T0 = −γg/a2 − kθ
kµ = g/a2 + kµ = (1− γ)g/a2 − kθ (5)

L’expression de kw s’obtient facilement à partir des for-
mules 2 et 1 et l’expression de la vitesse du son pour un
gaz parfait :

a2 = γRT

On a gardé momentanément dans les expressions ci-
dessus un profil de température variable qui induit donc
le terme kθ = T ′0/T0. Dans le cas de l’atmosphère ISA
pour une altitude inférieure à 11 km, l’ordre de gran-
deur de 1/kθ ' −30km et au dessus kθ = 0 . Par
contre l’ordre de grandeur de g/a2 est 10−4m−1 et
donc n’est pas fondamentalement affecté par l’hypothèse
de température constante. On définit donc le nombre
d’onde k0 = g/a2 Ainsi la longueur caractéristique des
effets de gravité est de 10 km. On revient maintenant à
un profil de température constante :

kw = −γk0
kµ = (1− γ)k0 (6)

Avec nos hypothèses simplificatrices, on va pouvoir ob-
tenir un analogue de l’ équation des ondes pour la quan-
tité µ (qui est localement proportionnelle à la pres-
sion). Dans l’équation 5 , on dérive la dernière équation
(masse) par rapport au temps puis on retranche la
première dérivée par rapport à x ainsi que la seconde
dérivée par rapport à y pour obtenir :

∂tw + a2(∂zµ+ kµµ) = 0

∂ttµ+ ∂xxµ+ ∂yyµ+ ∂tzw + kz∂tw = 0 (7)

Maintenant grâce à la première équation de 7 et sa
dérivation par rapport au temps on obtient un analogue
de l’équation des ondes :

∆µ− ∂ttµ/a2 + kw∂zµ+ kwkµµ = 0 (8)

Si on suppose une source harmonique en temps on ob-
tiendrait un analogue de l’équation d’Helmholtz. Le cal-
cul de la fonction de Green de cette dernière est traitée
dans [3] pour étudier le ”rumble” de source lointaine.
Pour obtenir la perturbation autour d’un corps élancé (
l’adjectif élancé justifie l’utilisation des équations d’Eu-
ler linéarisées) avec les mêmes hypothèses simplifica-
trices que précédement, il suffit de faire un changement
de repère Galiléen pour se placer dans le repère du mo-
bile. Le mobile est animé d’une vitesse V0 et on définit
son nombre de Mach M0 = V0/a. Comme on suppose
la perturbation stationnaire dans le repère ”mobile”, il



suffit donc de remplacer dans 8 le terme en ∂tt par ∂xx
(l’axe x est la trajectoire du mobile). On obtient ainsi :

∂zzµ+ ∂yyµ− (M2
0 − 1)∂xxµ+ kw∂zµ+ kwkµµ = 0 (9)

Si le mobile est supersonique, on introduit comme usuel-
lement le nombre de Glauert :

β =
√

(M2
0 − 1)

L’équation ressemble fortement à une équation d’onde
bidimensionnelle :

∆2µ− ∂xxµβ2 + kw∂zµ+ kwkµµ = 0 (10)

L’axe des temps étant remplacé par l’axe x et le vitesse
du son par 1/β. (∆2 étant le Laplacien bidimensionnel).

4 Fonction de Green

Pour résoudre le problème de la signature acoustique
d’un mobile élancé, on va donc proposer une méthode
analogue à celle utilisée classiquement lorsque l’on sup-
pose l’atmosphère homogène. On se place dans le repère
mobile, ce dernier est modélisé par une ligne de source
relié à l’aire de section transversale A(x) du mobile. Le
champ d’écart de pression est obtenu par convolution de
la fonction de Green de l’équation de propagation avec
la ligne de source. Ainsi dans le cas homogène on doit
résoudre :

∆2µ− ∂xxµβ2 = 0

La fonction de Green de l’équation des ondes 2D est la
fonction :

G = 1/2π
1√

x2 − β2r2

avec r2 = y2+z2 Si on fait une approximation de champ
lointain on a la formule classique sur l’écart de pression :

δp(x− βr) = p0
γM0

2

√
2βr

F (x− βr) (11)

avec F fonction dite de Whitham

F (x) = 1/2π

∫ x

0

A′′(s)√
x− s

ds

On va généraliser à notre cas mais de manière un peu
différente en utilisant la transformée de Fourier selon
x. La solution sera obtenue de la manière équivalente
suivante :

1. on prend la transformée de Fourier de la source

2. on la multiplie par la fonction de Green de
l’équation correspondant à l’équation de Helm-
holtz

3. enfin on prend la transformée de Fourier inverse

On utilise simplement la propriété de la transformée de
Fourier de transformer le produit de convolution par un
produit simple.

La fonction de Green de l’équation de Helmholtz 2D
est la fonction de Hankel H1

0 (βξr) (où ξ est la variable
duale de x). dont on connait un comportement asymp-
totique en champ lointain

H1
0 (βξr) ' e−iβξr/

√
βξr

Une transformée de Fourier inverse conduit à la formule
11 Dans notre cas nous avons donc à calculer la fonction
de Green de la transformée de Fourier de l’équation 10
soit

∆2µ+ ξ2µβ2 + kw∂zµ+ kwkµµ = 0 (12)

soit pour la fonction de Green G :

∆2G+(kw+kµ)∂zG+(kwkµ+ξ2β2)G = δ(y−ys)δ(z−zs)
(13)

l’indice s correspondant à la position de la source. Un
simple calcul permet de se ramener à l’équation d’Helm-
holtz ”’classique” en posant

G = ebzG̃

on a :

∂zG = ebz(∂zG̃+ bG̃)

∂zzG = ebz(∂zzG̃+ 2b∂zG̃+ b2G̃) (14)

Donc G̃ vérifie :

∆2G̃+ (kw + kµ + 2b)∂zG̃

+(b2 + (kw + kµ)b+ kwkµ + ξ2β2)G̃ = (15)

e−bzδ(y − ys)δ(z − zs)

De plus comme on a :

e−bzδ(z) = δ(z)

en effet, si φ est une fonction test,

< e−bzδ, φ >=< δ, e−bzφ >= e−b0φ(0) = φ(0)

Le second membre de 16 est simplement :

δ(y − ys)δ(z − zs)

En choisissant b = −(kw + kµ)/2 on s’affranchit du

terme en ∂z et donc on est ramené pour le calcul de G̃
à une équation d’Helmholtz 2D :

G = e−(kw+kµ)zG̃

(ξ2β2 − ξ20)G̃+ ∆2G̃ = δ(y − ys)δ(z − zs) (16)

(17)

Avec :
ξ0 = (kµ − kw)/2 =

g

2a2
= k0/2

2 (18)

ce qui conduit avec les précautions d’écriture quant à la
définition de la racine carrée :

G̃ = H1
0 [
√

(ξ2β2 − ξ20) r]

G(ξ, y, z) = e−(kw+kµ)zH1
0 [
√

(ξ2β2 − ξ20) r] (19)

Finalement, la stratification a deux effets :
– l’un sur l’amplitude via le facteur e−(kw+kµ)z

– un autre sur la phase à cause de la présence du ξ0
Si on prend une approximation champ lointain de la
fonction de Hankel :

H1
0 (z) ' e−iπ/4

√
2

πz
eiz (2π > arg(z) > −π) (20)

On voit donc que lorsque ‖βξ‖ ≤ ‖ξ0‖ alors l’onde n’est
plus propagative mais évanescente.

2. on peut remarquer que cette fréquence ne dépend pas du
gradient de température kθ



5 Fonction de transfert at-
mosphérique

Pour avoir une idée de la réponse impulsionnelle à
travers ce milieu, il faut calculer la transformée de Fou-
rier inverse de la fonction de Green. On va montrer qu’
à des distances de propagation telles que le nombre sans
dimension k0r soit grand (r bien supérieur à 5 km), il
est possible dans le calcul de la transformée de Fou-
rier d’utiliser l’approximation de la phase stationnaire
et d’obtenir une formule analytique. Intuitivement, si la
distance reste inférieure à 5 km les effets diffractifs sont
négligeables. On ne s’occupe pas du terme e−(kw+kµ)z.
On a donc à calculer :

S(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eixξH1

0 [
√

(ξ2β2 − ξ20) r]dξ (21)

On fait les changements de notations et de variables
suivants :

ξ = ξ0η/β

N = rξ0

s = xξ0/β

S(x) =
ξ0

2βπ

∫ +∞

−∞
eiNsη.. (22)

H1
0 (N

√
(η2 − 1)dη

On utilise 4

S(x) ' ξ0e
−iπ/4

2βπ

∫ +∞

−∞

√
2

π
√

(η2 − 1)
exp(iNsη)..

(23)

exp(−i N
√

(η2 − 1))dη

La phase φ(η) = sη−
√

(η2 − 1)est stationnaire lorsque

s =
η√

(η2 − 1)

η =
s√

(s2 − 1)
(24)

(s2 − 1) =
1

η2 − 1

La formule est involutive. On calcule la dérivée seconde
de la phase :

φ′(η) = s− η√
(η2 − 1)

(25)

φ′′(η) = − 1

(η2 − 1)3/2
(26)

φ′′[η(s)] = −(s2 − 1)3/2 (27)

Après des calculs un peu complexes on obtient :

S(s) ' ξ0
Nβ

cos(π/4 +N
√
s2 − 1)√

s2 − 1
(28)

On donne sur la figure 3 l’allure de cette réponse
impulsionnelle qui présente une singularité intégrable à
l’origine.

Les allures des courbes sont identiques au ”rumble”
temporel décrit dans [3] et montrent des oscillations
chaotiques analogues aux résultats expérimentaux.
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Figure 2 – allure de la réponse impulsionnelle
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Figure 3 – allure de la réponse impulsionnelle pour
différentes distances

6 Onde en ”N” à longue distance

Appliquons la méthode précédente pour une onde en
N. Le spectre spatial d’une onde en N s’écrit si L en est
sa longueur : (voir par exemple [1] p 79)

N (ξ) ' cos(ξL)

ξL
− sin(ξL)

(ξL)2

Il doit être corrigé de la dissipation atmosphérique en le
multipliant par la fonction de transfert :

F (ξ) = exp(−αrξ2)

qui va détruire ses hautes fréquences. Le spectre
résultant doit être multiplié par la fonction de Green
puis le signal spatial est calculé par transformation de
Fourier inverse. Mais, si on peut utiliser l’approximation
de la phase stationnaire, le signal spatial va simplement
être le produit de la réponse impulsionnelle S(s) de 28
multiplié par le spectre de l’onde en N à la fréquence
spatialle ξ correspondante au point stationnaire de la
phase soit :

ξ = ξ0/βη

η =
s√

(s2 − 1)
(29)

Le signal obtenu est donc la réponse impulsionnelle mo-
dulée par le spectre de l’onde en N parcourue des hautes



fréquences vers les basses (selon la dépendance de ξ en
fonction de s. Le signal ”arrive” pour s=1. On a donc un
curieux phénomène qui pourrait bien expliquer pourquoi
il est si difficile de retrouver l’onde en N.

7 Conclusions et perspectives

Il n’a été présenté ici que des résultats préliminaires,
mais on peut cependant noter que certains points ont
été établis :

– le problème du ”rumble” d’un bang sonique est
clairement posé ;

– les différentes pistes physiques susceptibles d’ex-
pliquer ce problème ont été passées en revue ;

– il apparâıt que même sur un cas ”météorologique”
académique, le phénomène de diffraction par
une atmosphère hétérogène pouvait modifier pro-
fondément la signature acoustique à longue dis-
tance, invalidant la théorie des rayons ;

– enfin ces premiers résultats académiques
présentent des similitudes avec l’expérience
encourageantes.

Il semble donc logique de continuer à approfondir la
piste de la diffraction par exemple en se lançant dans
des simulations numériques conséquentes :

– avec des simples outils de F.F.T., on peux éviter
l’hypothèse de la phase stationnaire et ainsi pou-
voir observer de manière continue l’effet de l’aug-
mentation de la distance de propagation ;

– un calcul avec une méthode semi-analytique a base
de transformée de Fourier partielle pourrait s’en-
visager dans le cas d’une atmosphère stratifiée ;

– bien que le domaine de calcul semble a priori
énorme, on peut envisager un calcul numérique de
résolution des équations d’Euler linéarisées.

Enfin, il faudrait essayer de comparer avec un
cas réel, bien que cela ne soit pas toujours évident
car on n’a pas forcement connaissance de toutes les
données (trajectoire et cinématique du mobile, condi-
tions météorologiques...)
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