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L’objectif de ce travail est le développement d’un modele d’optimisation acoustique de trajectoires de
vol minimisant les bruits percus au sol pour deux avions. Il s’agit de minimiser le bruit tenant compte
des contraintes de vol. La dynamique de vol, associée au critere a minimiser génere un probleme de
commande optimale régi par des équations différentielles ordiniaires non-linéaires. Le probleme est resolu
a laide d’une méthode newtonienne considérant les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker et
une méthode SQP. Les résultats obtenus montrent des réductions significatives des niveaux de bruit. En
fonction de la distance séparant les deux avions en vol, la trajectoire optimale d’approche est obtenue.

1 Introduction

En considérant la forte croissance actuelle du
transport aérien [1, 2], des considérations économiques
et environnementales liées a I'augmentation du cout du
pétrole et a la nécessité de préserver ’environnement
imposent des contraintes de plus en plus séveres pour
la conception des prochaines générations d’avions.
Ces contraintes sont établies en fonction des objectifs
de TACARE qui suggere une réduction de 50% du
bruit pergu & I'horizon 2020 [3]. Atteindre cet objectif
représente un réel défi technique et scientifique tant
du coté aérodynamique que du coté de 'optimisation
acoustique et de la modélisation mathématique.

Quelques modeles existant dans la littérature trait-
ent la minimisation du bruit d’un avion commercial sous
contraintes physiques et aérodynamiques [4, 5]. D’autres
traitent de 'optimisation des procédures opérationnelles
réduisant le bruit, la détection stochastique des conflits
pour le traffic aérien et la représentation et 'optimi-
sation de la circulation des avions sur une plate forme
aéroportuaire [5, 6, 7]. Cependant & notre connaissance,
dans ces traveaux, l'optimisation de bruit se limite au
cas d’un seul avion.

Les objectifs poursuivis dans ce travail concernent
le développement d’un modele théorique d’optimisation
du bruit tenant compte de 1’évolution des procédures de
vol de deux avions commerciaux en approche. Il s’agit de
résoudre numériquement un modele mathématique d’'un
probleme d’optimisation non linéaire. Ce modele est du
type commande optimale non-linéaire et non-convexe
[8]. TI est régi par un systéme d’équations différentielles
ordinaires.

2 Modélisation mathématique

Le mouvement de chaque avion A; ou lindice
i = 1, 2 refere au premier et au deuxieéme avion,
est analysé en trois dimensions avec trois reperes a
savoir le repere terrestre (O,Yl,?l,ﬁl), le repere
avion (G}, Yci, }_/)GZ-, 7@) et le repere aérodynamique
(Gi; Yaiy 7(11'7 7(11')-
De maniere générale, les équations de mouvement de
chaque avion dans le repeére aérodynamique sont [9] :

ZFemti - dmivi - mlgvl

dt 1
ZMextGi :1 J(Gia Ai)d,ﬁi (1)
ddt = dT + o ¥ X

Dans le systeme (1), F.. représentent les forces
extérieures agissant sur lavion, m;(t) la masse , V; la
vitesse aérodynamique de 'avion, Mey;, les moments
extérieurs de chaque avion, J(G;, 4;) la matrice d’iner-
tie, ©; le vecteur de rotation de ’avion.

Apres des transformations et des simplifications
adéquates, nous avons alors un systeme dynamique
de six équations différentielles et une équation
supplémentaire sur la variation de la masse et ceci pour
chaque avion. Plus explicitement, on a le systéeme suiv-
ant :

y Ficosa;—Fyi—mi Vi ;
V. = g m—igf — szn’yi)

. 1 .
Yi = 4 ((Fisincoy + Fpi)cosp; —m;gcosy;)

. (Fisinai+Fpi)sinpu,
Xf - m; Vicosy; 9
X = Vicosyicosxi 2)
Y: = Vicosy;sinx;
Z; = Visiny;

V.o _1dW;
mg = g dt

ou (X;,Y;, Z;) sont les coordonnées du centre de gravité
de Tavion i et m; sa masse, W; le poids de l'avion,



Fi = Fl(Z’M‘/’L;(SI’L) est la poussée, Fti = Fti(Zi7‘/1;;Oé1;)
est la trainée et Fp; = Fpi(Z;, Vi, aq) la portance. La
séparation entre les deux avions se traduit par le vecteur
X2 = X2 — X! ot X! = (X1,71,71) et X% =

(X23 5/23 Z2) .
Transformant le systeme (2) en fonction d’état, on
a:
dyi(t :
O mowm) =12 @)
ol

yi(t) : [to, t;] — R,
est le vecteur d’état et
ui(t) : [to, tf] — R3, (5)
t — u(t) = (i(t), 02i(t), 1s(t))

le vecteur des commandes. La relation de la dynamique
s’écrit :

9i(t) = Fi(yi(t), ui(t), 1),vt € [0, T],4:(0) = yio  (6)

Pour construire la fonction objectif, nous considérons le
« Sound Exposure Level »( SEL ).

1 Phess
SEL = 10log - / 72 dt'| , (7)
o Jt ref

ou t est la durée de I’événement et t, = 1 s un temps de
référence , P3, £ P2 s la pression effective et la pression
de référence.

SEL; = 10log [% a0 100-1LA1’df(t)dt} € [to, t20]
SEng = SELll ® SEL21

_ 1t 0.1L 44

= 101(3g[E il 100 Hearac () g

+ [ 100 b azar M dt] ¢ € [tag, ]

20

SEL, =10log Li ftzf 100-1Lazar® | ¢ € [ty 7, toy]
SEL _ (too—t10)SEL1®(t15—t20)SEL12®(tas—t15)SELy
G = tay—tio .
— 1010g{,52f+tm[(t20 —to) [, 1001t gy

H(tay — tao) [/ 1001 Lar(0 gy

+(t1y — t20) ft l(,f 100-1Ea2(t) gy

H(tay —tay) [, 10015420t T}t € [tro, tay]
(8)

ou SELg est le bruit global des deux avions et
l'opérateur @ est ’addition acoustique. L’expression
L41(t) est le bruit du jet du premier avion donné

par la formule [4] : Lay(t) = 141 + 10log (ﬁ) +
p

V. 7.5 95
10log | — + 10logs;y + 3log|{ —5 +0.5] +
c mdf

S ’U2
, w0 2)
5log — + 101log (1 - —2) Fl2> L
T2 U1 S2
(1)
S1

2 4
— 20log R + AV + 10log l( d ) ( ¢ ) 1, ou
PISA CISA

vy est la vitesse de jet a l'entrée de la tuyere, vs la
vitesse de jet a la sortie de la tuyere, 7 la température
a entrée de la tuyere, » la température a la sortie de

la tuyere, p la masse volumique de l'air, p; la masse
volumique atmosphérique a 'entrée de la tuyere, prsa
la masse volumique atmosphérique au sol, s; la surface
d’entrée de la tuyere hydraulique du moteur, s la sur-
face de sortie de la tuyere hydraulique du moteur, d; le
diametre d’entrée de la tuyere hydraulique du moteur,
Ve = v1[1— (V/v1) cos(a,)]?/? 1a vitesse effective, a;, est
I’angle entre 'axe du moteur et l'axe de 'avion, R est

AL
0.6 + (Vo /c)35
est la variable exposant, ¢ est la vitesse du son (m/s),
me est variable exposante, dépendant du type d’avion,

me = 1.1 S—2; e < 29.7 , me = 6.0; e > 29.7,

S1 S1 S1
AV = —=15log(Cp(M,.,0)) — 10log(l — Mcosb)
est la convection Doppler ou Cp(M,.,0) =
[(1 + M.cos0)* + 0.04M?], M le nombre de Mac
de l'avion, M. = 0.62(v1 — Veos(ap)),/c le nombre de

Mac de convection, 0 est I’angle d’émission.

la distance source-observateur, w =

La fonction cott : Considérant la formule (8),
la fonction & minimiser prend la forme suivante :
JlQ(y(t)vu(t)ai = 1a 2) = ft,g(y(t),u(t),t)dt ou
Jia(y(t),u(t),t) = SELq est le bruit global des deux
avions.

Les contraintes : Les contraintes sont les contraintes
de sécurité, la vitesse, I'altitude, angle d’attaque, angle
de roulis, angle de lacet, la position de la manette de
gaz, la contrainte énergétique, la séparation verticale
et longitudinale des avions. Certaines contraintes sont
partagées par les deux avions, les autres sont indi-
viduelles. Les contraintes partagées sont la séparation
verticale hio = ho — h1 ou hy, he sont respectivement
Paltitude du 1°" et du 2e avion, la séparation lon-
gitudinale z15 = 1 — 2z [10, 11, 12] ol x1,x2 sont
les positions longitudinales des avions. La séparation
temporelle tog — t19 = toy — t1y varie de 45 s a 90 s
ou t1g est le temps de début de I'approche du premier
avion et tog celui du deuxieme avion. Ces dernieres se
traduisent par les conditions aux limites.

Les deux avions atterissent sur une seule piste, ce qui
se traduit par les contraintes sur la position finale des
avions au sol [13]. La vitesse des avions V; est bornée
comme suit 1.13Vy < V; < Vp ou Vi est la vitesse
de décrochage, Vy la vitesse maximale de I'avion A;
autorisée & approche [14, 15].

En phase d’approche, T"OACI exige une pente
vi € [v0,7]- Pour les angles de vol, langle d’at-
taque o; € [, ay], Uangle de roulis p; € [fo, pifl,
l'angle de lacet x; € [Xo,Xy]. La manette des gaz dy;
oscille aussi entre les positions d;, et 0,y en phase
d’atterissage. La masse m; € [m,,my] de lavion A;
résulte nécessairement de la consommation énergétique
de P’avion [16, 17].

La fonctionnelle de toutes les contraintes s’écrit :

C(yi(t), wi(t),t) <0 (9)
ol O(f) : R7 x R® x R — R10,
(yi(t), ui(t),t) — C(yi(t),ui(t),t), avec
Cl(t) = (Wiaxia ‘/iaxiayia hiaai;é‘ziauiami)(t)-

Les valeurs exactes de toutes ces contraintes sont con-



finées dans le tableau 1. Des équations (3), (8), (9), le
probleme d’opimisation s’écrit comme suit :

mln(y,u)erU Ji2(y(t), u(t)) = ttfof g1(y1(t), ur(t), t)dt

JrftQO 912 yl(t) 1(t), y2(t), ua(t), t)dt+

ftgo g2 y2

y(t) = flu(t )

y(t) (y1(t),y2

y(0) = yo,u(0)
Cy(t),u(?)) <

us(t), t)dt + (y(ts))

y(1)), u(t) = (u1(t), uz(t)),
( ) Vt S [tlo,tgf] ti0 =0,
0

(10)

3 Meéthode de résolution

Les conditions d’optimalité : Le syteme (10) est
un probleme de commande optimale avec contraintes
mixtes sur ’état et la commande. Afin de pouvoir ap-
pliquer la méthode SQP, on réecrit ce systeme comme
suit :

min J(y, u, t)
ni(y,u,t) =0,j € = (11)
n;(y,u,t) >0,j€T

ou Z,I' sont les ensembles des indices d’égalité et
d’inégalité. Le lagrangien du systeéme (11) se définit par
la fonction L(y,u,t,\) = Jia(y,u,t) + AT n(y,u,t) ou le
vecteur A\ est un multiplicateur de Lagrange.

Afin de montrer les conditions d’optimalité, on
considere les propositions suivantes :

— Une contrainte en inégalité n; est active au point
7= (y*,u*, t)si n;(y*, u*, t*) = 0. D(y*,u*,t*) =
I'* est I’ensemble des indices j correspondant aux
contraintes actives en 7,

I ={jel(\); >0}
1’\0 * (12)
§= {j e T.I(), = 0}
ol les contraintes d’indice de I'] sont fortement
actives et celles de I'Y faiblement actives.

— Un élément y € I'* vérifie la condition de qualifica-
tion pour les contraintes n si les gradients des con-
traintes actives Vnz(y), Vnr(g) sont linéairement
indépendants. Cela veut dire que la matrice Jaco-
bienne des contraintes actives en g est pleine.

— Un élément y € I'* vérifie la condition de quali-
fication de Mangasarian-Fromowitz pour les con-
traintes n en g si il existe une direction d tel que

Vnz(§)Td =0, Vn;(§)Td <0¥j €T(§) (13)

ou les gradients {Vnz(y)} sont linéairement
indépendants.

Conditions d’optimalité de KKT : Considérons que
J,n sont des fonctions de classe C'! et § une solution du
probléme (11) et qui vérifie une condition de qualifica-
tion des contraintes. Alors, il existe A* tel que :

VyL(g,\*) =0, nz(y) =0 (14)
nr(g) <0, AL >0, Anr(g) =0

Les équations (14) s’appellent les conditions de
William Karush, Harold W. Kuhn et Albert W.

Tucker appelées couramment conditions de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT). La premiere équation traduit
Poptimalité, la deuxieme et la troisieme les condi-
tions de réalisabilité. Les deux autres traduisent les
conditions complémentaires et les multiplicateurs de
Lagrange correspondant aux contraintes inactives n;(y)
sont nuls. Le couple (g, A*) tel que les conditions KKT
sont remplies s’appelle solution primale-duale de (13).
En d’autres termes, y s’appelle un point stationnaire.
Le céne critique C, est défini par C, = {h € Y x U :
Vn;(§).h =0Vj € ZUTT, Vn;(g).h < 0Vj € I}, Les
éléments de C, s’appelent les directions critiques.

Conditions d’optimalité du 2"? ordre : En
prenant § une solution locale de (12) et vérifiant une
condition de qualification, alors il existe des multiplica-
teurs (A*) tel que les conditions KKT soient vérifiées et
on a

Vo, L, A
ou C, est un cone critique. Dans le cas ou
V2, L(G,A)d*> > 0,Yh € C,\{0}, § est un mini-
mum local de (11). La premiére équation est une
condition nécessaire et la deuxieme une condition
suffisante.

“)d> > 0,Vh € C, (15)

Méthode SQP [18, 19, 20] Considérant le
Lagrangien du probleme de commande optimale et
les conditions d’optimalité, on transforme le systeme
(11) en un probleme quadratique. Une méthode SQP
résoud une succession de problemes quadratiques. La
formulation mathématique de sous-problémes obtenus
au k-eme pas est la suivante :

min[J(yk, Uk, tk) + VTJ(yk, Uk, tk)dk + %dszdk]

Vs (yk, up, te)dy, + nz(yr, ug, tr) = 0,

Ve Yk, wk, ti)di, + ne(Yr, ug, ti) > 0.

(16)

Le vecteur dj est une direction de descente de type
primale-duale et Hy = V2L(yg,uk,tr, \i,) est la ma-
trice hessienne du lagrangien L du systéme (11). Pour
résoudre ce probleme ci-haut, choisissons un sous en-
semble d’indices (), € T tel que le systeme (16) devienne
uniquement un systeme avec contraintes d’égalité :

min[J (y, ug, tx) + VT T (yr, ug, tr)di + %dekdk]
Vnz(yr, uk, tr)dx + n=(yr, ur, tx) = 0,
Vg, (Yrs uk, tr)di + g, Yk, uk, t) = 0.

(17)
ou (yg,ur,tr) satisfait les conditions d’optimalité. Les
avantages de la méthode SQP sont que la progres-
sion vers la solution optimale est obtenue a partir de
points intermédiaires réalisables ou non réalisables, mais
proches du domaine des contraintes. Son type newtonien
fait qu’un seul point suffit pour démarer tout le proces-
sus itératif [21, 22].

Algorithme SQP

1. Choisir les conditions initiales admissibles pour la
solution optimale du probleme. La matrice hessi-
enne est initialisée avec la matrice identité.

2. Evaluation de la fonction objectif et des con-
traintes



3. Evaluation des gradients de la fonction objectif et
des contraintes.

4. Résoudre le sous-probleme quadratique pour une
direction de descente admissible d au temps ¢,

5. Verifier les conditions d’arrét; si elles sont at-
teintes (d} = 0), écrire la solution trouvée. Dans
le cas contraire, procéder a ’évaluation de la ma-
trice hessienne, les variables primales et duales,
faire une recherche linéaire pour trouver le pas.

6. Incrémenter le vecteur des solution au temps ¢4+
et retourner a ’étape 2.

La description schématique de 'optimiseur SQP tel que
développé par Biegler [23] se traduit par la figure 1. Sig-
nalons que 'estimation des gradients se fait en principe
soit par calcul des différences finies, soit par le calcul
par les systemes adjoints pour les problemes ayant un
grand nombre de parametres et enfin par I'analyse des
sensibilités. Cette derniere technique est tres efficace
dans le cas d'un grand nombre de variables avec peu
de parametres [24, 23].

N: Nombre de variables
a optimiser
M: Nombre de contramtes
MAXIT: Nombre d'itération max
¢: Tolérance a la convergence

Optimiseur SQP

SQP
Y

Entréé

Borne des variables a|optimiser
Y

INITIALISATION
Entréé de la solution initiale
ITER=0 N*M
v Appels

FONCTION

/

OPTIMISEUR | ITER++

Calcul fonction a
optimiser et
contraintes d'égalité

h J
GRADIENTS

Conyergence

Solution

Fia. 1: Le principe de 'optimisation SQP.

Fonction et contraintes

Le tableau 1 traduit les applications numériques con-
sidérées pour les contraintes. L’indice 1 signifie le 1¢”
avion et l'indice 2 le 2"¢ avion.

Séparation verticale k1o = 2 x 10 ft ~ 6 x 102 m,
Séparation longitudinale 19 =5 NM ~ 9 x 103 m
Les valeurs limites maximales de vol sont :

Vi =190 m/s, Vo = 190 m/s, hy = 35 x 10% m,

he =41 x 102 m, 541 = 0.6, 642 = 0.6, oy = 18°,
Qo = 1SO, X1 = 5O, X2 = 50, M1 = 10, Mo = 10,

7 =0% 72 =0°

Les valeurs limites minimales de vol sont :
V1="73.45m/s, V2 =17345m/s, h1 =0 m,

h2 =6 x 102 m, 641 = 0.2, 040 = 0.2, x1 = —5°,
X2 = _507 a1 = 20, Qg = 20, M1 = _107 M2 = —10,
7= -9% 72 = —5°

Les valeurs limites de temps sont :

th =0 S, tlf =600 s s tgo = —45 S,tgf = 555 S,

ts € [45 5,90 s]

Les valeurs limites de la masse des avions sont :
mio ~ 1.1 x 10° kg, m; s ~ 1.09055 x 10° kg,

mag ~ 1.10071 x 10° kg, maf ~ 1.09126 x 10° kg

TAB. 1: Les valeurs limites

4 Résultats numériques

Les résultas suivants sont obtenus via la programma-
tion AMPL(A Mathematical Programming Modeling
Language) et le solveur KNITRO.

La figure 2 montre les niveaux du bruit autour de
l'aéroport lorsque l'optimisation n’est pas appliquée.
Cela explique 'importance de 'optimisation acoustique
des avions en approche ainsi que les gains qu’apporte
ce modele lorsque comparé a ce qui se fait quotidi-
ennement. La position d’observation est prise au sol
en dessous de la trajectoire de la maniere suivante :
(—2500 m, —2500 m, 0 m), (—2450 m, —2450 m, 0 m), ...,
(0 m,0 m,0 m), & raison d'un pas de 50 m pour x et
y. Le point de toucher au sol est (0 m,0 m,0 m) alors
que la séparation temporelle des avions est de 45 s.
En chaque point d’observation, il y a un vecteur de N
niveaux de bruit comme le montre la discrétisation. Il
est tres important de considérer la valeur maximale
parmi les N valeurs, laquelle valeur correspond a la
distance la plus courte entre la source de bruit et le
point d’observation. Ce résultat montre que le niveau
de bruit maximal est équivalent a 100 dB(A).

Par comparaison, ce résultat est proche des valeurs
standard de bruit de jet en approche comme le montre
Harvey [25]. En plus, on constate que le bruit du
premier avion reste prépondérant étant donné que
les deux avions sont suffisamment séparés. Lorsque le
premier avion touche le sol, le deuxieme se trouve a six
cents metres a une distance longitudinale de 3300 m.
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Fia. 2: Le bruit émis par les deux avions.

La figure 3 montre les niveaux de bruit autour de
l'aéropport lorsque les deux avions atterrissent simul-
tanément sur deux pistes paralleles. La distance de
séeurité exigée entre les pistes est de 350 m [7]. Pour
ce cas, le bruit des deux avions se fait entendre con-
sidérablement lorsqu’on compare au cas d’un atterris-
sage successif sur une méme piste. La configuration de la
position d’observation est prise a distance égale des deux
trajectoires des avions. Les valeurs exactes des points
d’observation restent les mémes qu’au cas de la figure
2. Ce cas suppose que les avions sont séparés par leurs
positions au départ et a 'arrivée. Il n'y a donc pas de
séparation temporelle. L’altitude maximale considérée
est donc la méme soit 3500 m, mais les positions des
avions different par les coordonnées latérales. Le temps
de vol considéré est le méme soit 600 s.

The two Aircraft noise levels (dB(A)) around the airport.
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F1G. 3: Le bruit émis par les deux avions atterrissant
simultanément.

La figure 4 montre I’évolution de la trajectoire et du
bruit en fonction du temps. On remarque que le bruit
diminue au fur et & mesure que la source s’éloigne du
point d’observation. Le niveau minimal de bruit est de
30.9747 dB(A) au début de 'approche lorsque la posi-
tion d’observation au sol est (—2000 m, —2000 m,0 m).
La trajectoire optimale reflete une descente continue.
Les avions restent séparés de 45 s. Il est évident que
chaque avion suit sa trajectoire compte tenu de la
distance de séparation. Les meémes contraintes sur
la vitesse sont considérées, ce qui permet un atteris-
sage successif sur une méme piste. Ainsi comme le
recommande I'OACI, les conditions de sécurité sont
respectées et les procédures de vol sont bonnes. Le
maximum des valeurs optimales de bruit ressenti oscille

autour de 63.4509 dB(A).

Cette solution est alors réalisable moyennant les condi-
tions d’optimalité « KNITRO : local optimal solution
found, final feasability error (abs/rel) = 2.33e-15/5.58¢-
18, final optimality error(abs/rel)=3.41e-15/3.41e-15,
total program time (secs)=2490.08154 (2067.909 CPU
time), time spent in evaluations(secs)=1246.77271). »

Evolution de laltitude et du Bruit par les deux avions
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Fic. 4: Evolution de la trajectoire et du bruit par les
deux avions.



5 Conclusion

Dans cet article, il a été développé une résolution
numérique du probleme de controle optimal dans le
cas de deux avions en approche. Des considérations
théoriques et pratiques de lalgorithme SQP sont
utilisées pour la mise en place d'un programme non-
linéaire, implémentant le probleme considéré. L’algo-
rithme minimise une séquence de fonctions de Lagrange
en utilisant un sous-probleme du probleme quadratique
a chaque pas pour ’ensemble des contraintes actives
afin de générer une direction de recherche pour toutes
variables duales et primales. Une solution optimale du
probleme discrétisé est trouvée moyennant une con-
vergence locale. Les résultats obtenus montrent une
réduction du bruit pendant ’approche des deux avions
en considérant plusieurs observateurs au sol. Les trajec-
toires obtenues présentent des caractéristiques optimales
et sont acoustiquement efficaces.
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