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ENSEMBLES DE TORSION NULLE DES
APPLICATIONS DEVIANT LA VERTICALE

par Sylvain Crovisier

RESUME. — Nous définissons la notion d’ensemble bien ordonné de torsion nulle pour
les applications déviant la verticale. Contrairement aux études variationnelles de [M84]
et [A], nous proposons une approche topologique. On retrouve pour ces ensembles
un grand nombre de propriétés des ensembles bien ordonnés décrites dans [L91]. En
reprenant un argument de G. Hall [Ha], nous montrons en particulier que pour tout
nombre de rotation, il existe un ensemble bien ordonné de torsion nulle.

ABSTRACT (Twist-free sets of twist maps). — We give the definition of twist-free
ordered set for twist maps. Unlike the variational studies in [M84] and [A], we propose
a topological approach. Many properties of the ordered sets described in [L91] are
again satisfied by those sets. From an argument by G. Hall [Ha], we show in particular
that there exists a twist-free ordered set for any rotation number.

1. Introduction, rappels, notations

On considere le tore T! = R/Z, 'anneau A = T!' x R, son revétement
universel A = R2, munis de leur orientation usuelle, ainsi que Papplication
7: A — A. Le relevé d’'un point z = (z,y) € A seranoté zZ = (Z,y). Si X C A,
nous noterons X = 7~ (X).
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On définit les projections p1 : A — T, p; : A — R par (x,y) — z et
(Z,y) — & Pour z = (Z,y) € A, nous notons D;(2) = {(z,¥),y < y},
Do(2) = {(5,9/),4' > y} et D(3) = i ().

L’angle entre deux vecteurs non nuls v, w d’'un méme espace tangent T, A
ou T: A, sera paramétré par le cercle orienté R/Z. Si Y est une partie d'un
espace topologique, nous noterons Adh(Y"), Int(Y) et Fr(Y") son adhérence son
intérieur et sa frontiere.

Une application déviant la verticale & droite (nous renvoyons a [L91], cha-
pitre 1.1) est un difféomorphisme F' de A de classe C'! homotope & l'identité
tel que pour tout relevé F de F & A et tout @ € R, les applications

y > 1o F(i,y) et y — 1o F~'(&,y)

soient des difféomorphismes de R respectivement croissant et décroissant. Nous
notons DV(A) I'ensemble de ces applications et DV(A) I'ensemble de leur re-
levés & A. On munit ces espaces de la topologie de la C-convergence uniforme
sur les compacts.

Fixons une applications F' € DV(A). Pour z € A nous noterons O(z) son
orbite par F et O(2) = 71 (O(2)).

Pour Z € A, on peut considérer I'ensemble (éventuellement vide) des valeurs
d’adhérence dans R de la suite

(ﬁl 0 F"(2) —ﬁ1(2)> |
" neN\{0}

C’est un ensemble qui ne dépend que de z = 7(%), noté R(F, z). L'union sur z
de ces ensembles forme ’ensemble de rotation de F', noté R(F).
Un ensemble = C A non vide, invariant par F', et son relevé =Z C A sont dits

bien ordonnés (voir [Ch]) si

i) p1 : 2 — T! est injective.

i) V2,2 € £,51(2) < 11(Z) = 51(F(2) < Bu(F(Z).

L’ensemble = est alors le graphe d’une application lipschitzienne au-dessus
d’un sous-ensemble de T! = p;(A) (voir [He], chapitre 1). Il existe un unique

réel p, le nombre de rotation de =, tel que pour tout zZ € = et tout n € Z,
—1<proF™(Z)—pi(Z) —np < 1.

Un ensemble bien ordonné minimal de nombre de rotation rationnel est une
orbite périodique. Un ensemble bien ordonné minimal de nombre de rotation
irrationnel est un graphe invariant ou un ensemble de Cantor.

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées (voir [K, D, L89]) :
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BOL1 : Si = est un ensemble bien ordonné, Adh(E) est un ensemble compact bien
ordonné.

BO2 : Si (Z,) est une suite d’ensembles fermés bien ordonnés associée & une
suite (1:“") d’applications déviant la verticale convergeant vers F dans ,D\\?(A)
et si (E,) converge vers un ensemble compact = pour la topologie de Hausdorff,
alors E est bien ordonné. De plus, la suite des nombres de rotation (p,,) de (Z,)
converge vers le nombre de rotation p de =.

BO3 : Pour tout p € R(F ), il existe un ensemble bien ordonné de nombre de
rotation p pour F.

REMARQUE 1.1. — Usuellement (voir [L91]), on définit ’ensemble de rotation
R(F) de F comme I’ensemble des nombres de rotation des ensembles bien
ordonnés de F. La propriété (BO3) établit I’équivalence avec notre définition
de R(F) (voir [L89] et [L91], chapitre 1.5).

Soit = un ensemble bien ordonné. L’ensemble a-limite (resp. w-limite) de
tout point z € = est un ensemble bien ordonné minimal a(z) (resp. w(z)) inclus
dans Adh(E). L’ensemble bien ordonné a(Z) = Uya(z) (resp. w(E) = Uw(z))
est réunion d’orbites périodiques si le nombre de rotation de = est rationnel ou
un ensemble fermé minimal sinon.

En section 2.1, nous définissons la notion d’ensemble bien ordonné de torsion
nulle. Le nombre de torsion des orbites d’une application de I’anneau déviant
la verticale qui préserve les aires a déja été introduit dans [M84] (amount
of rotation) et [A] (twist number). Dans ces études le cadre variationnel était
privilégié. Nous proposons ici de les compléter en donnant quelques propriétés
topologiques. Remarquons aussi que ’hypothese de préservation des aires est
inutile ici.

Nous montrons que les propriétés (BO1-BO3) sont encore satisfaites si ’'on
remplace “ensemble bien ordonné” par “ensemble bien ordonné de torsion nul-
le”. En particulier, nous montrons le résultat suivant :

THEOREME 1.2. — Soit F € W(A) Si p € R(F), il existe un ensemble bien
ordonné pour F de nombre de rotation p et de torsion nulle.

Le point essentiel, lorsque p est rationnel, est de trouver des orbites pério-
diques de torsion nulle.

Dans le cadre variationnel, le nombre de torsion peut aussi étre lu a partir des
indices de Morse des points critiques d’une fonctionnelle associée a F' (voir [A]).
La premiere orbite bien ordonnée donnée par les théorémes d’existences de [AL,
M82] correspond & des minima de la fonctionnelle et est toujours de torsion
nulle.
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(0,1)

00(1)) v

FIGURE 1. Définition de 8(v) = 6*(v) — 6°(v).

Un des ingrédients de notre démonstration s’inspire d’une idée de Hall
(voir [Ha]) pour montrer l’existence d’orbites bien ordonnées périodiques de
nombre de rotation % lorsque F possede des orbites mal ordonnées périodiques
de nombre de rotation %. Nous avons essayé de la reprendre et de la développer
de fagon rigoureuse en l'adaptant a notre situation.

Un grand intérét des ensembles de torsion nulle est justifié par la remarque
suivante : si z possede une orbite périodique de torsion nulle, et si z possede une
variété invariante v qui est une courbe C!, alors localement en z, 7y est un graphe
au-dessus de T!. Plus précisément, si z est g-périodique et si v € T, M \ {0} est
une direction invariante de DF'?(z), v ne peut pas étre le vecteur vertical (0, 1).
En effet, puisque F dévie la verticale a droite, ’angle entre v et DF9(z).v ne
pourrait s’annuler et devrait étre strictement négatif (voir Section 2.2). Ceci
contredirait 'hypothese de torsion nulle. C’est le point de départ dans [Cr01,
Cr02] de la généralisation des langues d’Arnol’d aux applications standards
dissipatives de ’anneau.

2. Ensembles de torsion nulle

Nous fixons une application F' € DV(A) et un relevé F € W(A)

2.1. Définition. — Soit z € A et v € T, A \ {0}. Nous noterons 6°(v) le
relevé & R contenu dans | — 1,0] de Pangle orienté entre le vecteur vertical
(0,1) et v. Nous notons 61(0,1) = 0°(DF(2).(0,1)) et plus généralement 6*(v)
le relevé & R contenu dans ]01(0,1) — 1,601(0,1)] de I’angle orienté entre (0, 1)
et DF(z).v (voir figure 1). On définit enfin

0(v) = 0 (v) — 0°(v).

C’est un relevé & R de langle entre v et DF(z).v.
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L’application 6 : T, A \ {0} — R est 'unique fonction continue qui releve
langle entre v et DF(z).v et pour laquelle 6(0,1) €] — %,0[. De plus, 6(v)
dépend contintiment de F' et de v € TA.

On définit aussi

0, (v) = Z O(DF*(2)w), sin>0,
0<k<n—1

0,(v) = —0_,(DF"(2)w), sin<O0.

DEFINITION 2.1. — Un ensemble invariant X C A pour une application F €
DV(A) et son relevé X sont dits de torsion nulle si pour tout z € X et
ve T, A\ {0},

(1)

On(v)
— 0.
n n—+oo
REMARQUE 2.2. — On constate que pour tout z € A, v,v’ € T, A\ {0} et
n €7z,

2) 0u(0) — 0 (0')] < 5.

Dans cette définition, pour chaque z € X il suffit donc que (1) soit satisfait
par un seul vecteur v de T, A \ {0} pour ’étre par tous.

2.2. Nombre de torsion des orbites périodiques. — Considérons une
orbite périodique zy, 21 = F(20),..., 2¢ = F9(20) = zo. On peut définir plus
généralement son nombre de torsion. C’est la quantité
(3) im 2™ g, G0

n—-+00 n n——00 n
Elle ne dépend pas du vecteur v € T, A \ {0} choisi ni du point initial zo de
lorbite.

Lorsque v est le vecteur vertical (0,1), et n € N, par déviation de la verticale,
0., (v) est toujours négatif.

Ainsi, le nombre de torsion est toujours négatif ou nul. Si DF%(z) posséde
une valeur propre réelle positive (resp. négative), le nombre de torsion est un
entier (resp. demi-entier non entier). Si D, F'9 posséde une valeur propre com-
plexe, le nombre de torsion n’est pas demi-entier mais donne 'argument des
valeurs propres. Si ’on perturbe F' et si l'on suit contintiment l'orbite de zq, le
nombre de torsion varie également de facon continue.

Remarquons que si z a une orbite périodique de torsion nulle, pour tout
veT, A\{0}etneN,onal<¥b,(v) <Ll
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2.3. Premieéres propriétés. — Les ensembles bien ordonnés ont de bonnes
propriétés de torsion :

—_

PROPOSITION 2.3. — Soit z un point d’accumulation d’un ensemble = bien
ordonné et v € T, A\ {0}. Alors, pour tout n € Z,

—1<6y(v) <1
Démonstration. — Nous savons que = est le graphe d’une application continue
au-dessus de T!. Pour tous Z/,z"” € = avec p1(Z’) < p1(Z”), l'angle entre la
verticale (0,1) et 2 — ' posséde un relevé dans [—3,0].

Nous pouvons supposer sans perdre en généralité que 2z est accumulé a droite
par une suite de points (Zx) de 2\ {Z} et que la suite

(=)
(B

converge dans 'espace tangent unitaire U, A vers un vecteur w.
Pour tout n € Z,

Puisque sur =, I'ordre donné par p; est préservé par F,
Vn € Z,0°(DF"(2).w) € [-1/2,0].
On en déduit,

|~

VneZ, 2 < () <

On termine la démonstration en utilisant (2) pour passer & un vecteur v € T, A
quelconque. O

COROLLAIRE 2.4. — Soit = un ensemble bien ordonné.

i) L’ensemble des points d’accumulation =y de Z (au sens topologique) est
bien ordonné et de torsion nulle.
ii) Si E est de torsion nulle, Adh(E) est bien ordonné et de torsion nulle.

Démonstration. — L’ensemble Adh(Z) est bien ordonné (propriété (BO1)).
Nous lui appliquons la proposition 2.3. Les points de Adh(Z) \ = sont des
points d’accumulation de =. Leurs orbites sont donc de torsion nulle. o

PROPOSITION 2.5. — Soit = un ensemble bien ordonné, alors = est de torsion
nulle si et seulement si a(Z) et w(E) sont de torsion nulle.
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Démonstration. — Si Z est bien ordonné de torsion nulle, a(E) et w(Z) sont
contenus dans Adh(Z) qui est bien ordonné et de torsion nulle d’apres le corol-
laire précédent.

Il reste & montrer que si = est bien ordonné et si (=) et w(E) sont de torsion
nulle, alors = est de torsion nulle.

Soit z € =. Alors, ou bien w(z) est une orbite périodique, et z € w(z)
est de torsion nulle; ou bien aucun point de w(z) n’est isolé et on utilise la
proposition 2.3 : pour tout m € N, il existe un voisinage ouvert U, de w(z) tel
que

V' € Up, Vv € T,y A\ {0},Vk € N, (0x(v) < —1 = k > m).

Les itérés futurs de z finissent par rester dans U,,. On en déduit lorsque n tend

vers 400
1 0,(0,1 —06,(0,1
—— <lim n(0, )ghm n(0, )so.
m n n
On raisonne de méme en —oo. O
REMARQUE 2.6. — Lorsque Z est bien ordonné de torsion nulle, les conver-

gences (1) sont uniformes en z € E et v € T, A : en effet 6 est une application
bornée. D’autre part, a(E) et w(Z) sont soit des ensembles bien ordonnés ir-
rationnels, soit des unions d’orbites périodiques de torsion nulle. L’application
0, y est donc bornée uniformément en n.

COROLLAIRE 2.7. — Tout ensemble bien ordonné = de nombre de rotation
irrationnel est de torsion nulle.

Démonstration. — Les ensemble a(Z) et w(Z) sont minimaux et donc de tor-
sion nulle d’apres la proposition 2.3. On applique ensuite la proposition 2.5. [

Tout comme les ensembles bien ordonnés, les ensembles bien ordonnés de
torsion nulle sont préservés par passage a la limite :

PROPOSITION 2.8. — Soit (E)) une suite d’ensembles fermés bien ordonnés
de torsion nulle associée a une suite (Fy) d’applications déviant la verticale.
On suppose w(Z) = Z.

Si la suite (Fy) converge vers une application F déviant la verticale, pour la
topologie de DV (A) et si la suite (E)) converge vers un compact de l'anneau =,
pour la distance de Hausdorff, alors, = est bien ordonné et de torsion nulle.

Démonstration. — On sait déja (propriété (BO2)) que = est bien ordonné.
Puisque w(Ey) = Zk, chaque point de Z, est soit une orbite périodique, soit
un point d’accumulation de Z;. On en déduit grace a la proposition 2.3 et la
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section 2.2 que pour tout N € Z et k € N, pour tout z € 2 et v € T, A\ {0},
|9N(Fk,v)| <1

ou l'on a précisé la dépendance en 'application Fj.
Par continuité de 6y, on obtient pour tout z € = et v € TA\ {0},

O (F,v)| < 1.
Ceci conclut la démonstration. O
On en déduit :
COROLLAIRE 2.9. — Si F est une application de DV (A), 'union des compacts

bien ordonnés minimaux de torsion nulle est un ensemble fermé de torsion
nulle.

3. Existence d’ensembles bien ordonnés de torsion nulle

3.1. Démonstration du théoréme 1.2. — La preuve, purement topolo-
gique, montre qu’un ensemble bien ordonné, maximal pour I'inclusion, possede
toujours une orbite de torsion nulle.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME 3.1. — Soit Z un ensemble bien ordonné de F' € DV(A) formé de deux
orbites périodiques bien ordonnées de nombre de rotation £, O(z0) et O(z),
éventuellement confondues et qui ne sont pas de torsion nulle. Nous supposons
que les points zo et z{), possédent des relevés Zo et Z| tels que p1(Z0) < P1(Z()
soient deux points consécutifs de ﬁl(é). Alors il existe une troisieme orbite
périodique bien ordonnée de nombre de rotation %, O(zy) et un relevé z{| de z{f
tels que

i) p1(%0) < p1(Z0) < P1(Zp),

i) EUO(z) est bien ordonné.

Nous passons a la démonstration du théoreme :

Pour tout p € R(F), il existe pour F un ensemble bien ordonné = minimal de
nombre de rotation p (propriété (BO3)). Lorsque p est irrationnel, la conclusion
suit du corollaire 2.7.

Nous traitons les autres cas par ’absurde : supposons que p soit un rationnel
p= % et que I’ ne possede pas d’orbite périodique bien ordonnée de nombre
de rotation % et de torsion nulle. L’ensemble = est une orbite périodique bien

ordonnée de nombre de rotation £, O(z). On fixe un relevé z(0) de z et on pose
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2(0) = = = O(2(0)). Grace au lemme précédent, on construit une suite d’or-
bites périodiques bien ordonnées de nombre de rotation % (de torsion non nulle
par hypothese), (O(z(n))), distinctes, et une suite d’ensembles bien ordonnés
(2(n)) tels que pour tout n > 0,

i) E(n+1) =Z(n)UO(z(n+1)).

ii) $1(2(0)) < p1(2(n + 1)) sont deux point consécutifs de py(Z(n + 1)).

Soit Z(oc0) une valeur d’adhérence de la suite (2(n)) = (7(2(n))). D’apres
la propriété (BO2), c’est un ensemble bien ordonné. Nous considérons alors
Z' = lim, Z(n). Notons que z’ = 7(2’) est un point d’accumulation de =(c0).
L’orbite O(2') est donc bien ordonnée de nombre de rotation £ et de torsion
nulle. Ceci est une contradiction.

3.2. Un lemme de topologie du plan. — Nous rappelons qu’un arc est
une application injective de [0, 1] dans A. Un disque topologique fermé sera
une partie de A homéomorphe a

{(z,y) € R*2® +y* < 1}.

Une courbe de Jordan sera une partie de A homéomorphe & T!. La com-
posante connexe bornée de son complémentaire sera appelée un domaine de
Jordan. Les courbes de Jordan seront orientées positivement. Si x et y sont
deux points distincts d’'un méme arc ou d’'une méme courbe de Jordan -, nous
désignerons par (z,y), (resp. [x,y]y) larc ouvert (resp. fermé) issu de x et
aboutissant en y le long de .

La réunion d’une courbe de Jordan et du domaine de Jordan correspondant
forme un disque topologique fermé. Nous utiliserons également les résultats
suivants dis a B. de Kérékjarto (voir [LY]) :

i) Toute composante connexe de l'intersection de deux domaines de Jordan
est encore un domaine de Jordan.

ii) Soient U et U’ deux domaines de Jordan tels que UNU’ # 0, U ¢ U’,
et U' ¢ U. Si V est une composante connexe de U NU’, et si v = Fr(U),
v =Fr(U’) et 0 = Fr(V) alors, les composantes connexes de o \ v forment une
famille au plus dénombrable d’arcs de v’ de la forme (z,y), ot = et y sont des
points distincts de y N+’ No.

iii) Soit (z,y), une composante de o \ 7. Alors, (z,y)y U (z,y) U {z,y}
est une courbe de Jordan bordant un domaine de Jordan O. On dira que O est
associée a (z,y).

iv) Les composantes connexes de U \ Adh(V') sont exactement les domaines
O construits ainsi.
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A M
e (S

(a) (b)
FIGURE 2. Intersection U N A

Pour démontrer le lemme 3.1, nous aurons besoin d’un lemme de topologie
du plan (voir figure 2(a)) :

LEMME 3.2. — Considérons la bande A = {(Z,y),0 < & < 1} dans le plan
bordée par les droites D = {(0,y),y € R}, D' = {(L,y),y € R} et U un
domaine de Jordan bordé par ~. Supposons que ~ posséde deux points ¢ et ('
respectivement & gauche et & droite de A (p1(¢) < 0 < 1 < p1(¢’)). Alors, il
existe une composante V- de UNInt(A), bordée par une courbe de Jordan o, qui
sépare ¢ de ¢! dans U : la composante O (resp. O') de U\ Adh(V') qui contient
¢ (resp. {') dans son adhérence est associée d une composante de o \ v incluse
dans D (resp. D').

Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que ’on peut plonger A dans le
disque ouvert B(0,1) du plan R? au moyen de I'application

Y S S——
(1+32+y%)2 (14+2%+y?)2
Définissons les points A = (0,1) et B = (0,—1) de R%. On considere alors A

comme un domaine de Jordan de frontiere DUD’U{A, B} dans R?. Le résultat
de Kérékjdrto s’applique donc aux ouverts U et Int(A).

a) Nous appelons ¥ Pensemble des composantes de v N Int(A) joignant D &
D'. Par hypothese, X est non vide et posseéde au moins deux éléments. Chaque
élément de ¥ a un diametre supérieur ou égal a 1. Par compacité de v, X est
donc fini.

Si (a,b)y € X, {a,b} possede exactement un point dans chaque droite D et
D’. On en déduit que X est réunion disjointe de deux ensembles X, et X4 : 'arc
(a,b), appartient & X4 (resp. Xg) si et seulement si a € D (resp. a € D').
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Chaque arc x de X est dans la frontiere d’'une unique composante V' de
U N Int(A). Réciproquement, et par connexité, toute composante V de U N
Int(A) joignant D & D’ contient dans sa frontiere exactement un arc de chaque
ensemble X4 et Xg4.

b) L’arc (¢,¢’), contient n éléments de X, et n + 1 éléments de 3y ; larc
(¢’,¢)~ contient m éléments de X4 et m + 1 éléments de ¥, avec n,m € N. On
en déduit qu’il existe une composante V' de U N Int(A) bordée par une courbe
de Jordan o contenant un arc o4 C (¢,¢’), de g et un arc o, C (¢’, () de 2.

c¢) Nous montrons que V' convient. Nous notons (a,b), = 04. La composante
O de U \ Adh(V) qui contient ¢ dans son adhérence est bordée par un arc
(e,d)yUld, c]p. Soit, 8'il en existe, x € ¥ un arc contenu dans (b, c)y C (¢’, ).
Alors, x est dans la frontiere d’une unique composante W de U \ Adh(V)
distincte de O. La frontiere de W est de la forme (e, f), Ule, f], avec (e, f)y C
(b,c)y et [e, flo € DUD’'. On en déduit que (e, f), contient 'autre arc x’ de
Y contenu dans la frontiere de W (voir figure 2(b)).

Ainsi (b, ¢), contient un nombre pair d’arc de X. Puisque ¢ est & gauche de
Detbe D, (b,(), contient également un nombre pair d’arcs de X. Finalement,
(¢,¢)y contient un nombre pair d’arcs de X. Puisque ¢ est & gauche de D et
c € DUD', on obtient ¢ € D. Par conséquent O est rattachée & V par un arc
[¢,d], contenu dans D. Le méme raisonnement s’applique & O’, la composante
de U\ Adh(V) qui contient ¢’

O

3.3. Démonstration du lemme 3.1. — On choisit p et ¢ premiers entre
eux; la période de O(zg) et O(z() est alors q. On pose Z, = F"(Z) et z], =
F™(Z)). Nous définissons pour chaque n € Z la région

1°re étape : construction des régions B,.
On exhibe pour n > 1 une composante connexe B,, de

{Z,Y0 < k <n, F*"(3) € Ay}

qui vérifie les conditions suivantes (voir figure 3) :

i) B, est un disque topologique fermé. Le bord de B, est une courbe de
Jordan ~,,.

ii) Il existe deux points ¢, € v, N D;(Z,) et ¢, € v, N Ds(Z
composantes de [(n, ()], N Int(A,,) (resp. [(), Cnly, N Int(Ay)
famille au plus dénombrable d’arcs (1,£),,, de la forme F(I) ot I est un

/) tels que les
) forment une
)
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Tn

FIGURE 3. La région B,,.

intervalle ouvert de D;(Z) (resp. Ds(%9)). De plus, n et £ sont des points de
D;(z,) ou de D4(Z)).

iii) ¢}, Cnly, (resp. [Cn,Cl )y, ) posséde exactement un arc v, = (1,€),
(resp. v, = (€,1),,,) de la forme F™(I;}) (vesp. (1)) contenu dans Int(A,,),
ou I;7 (resp. I,;) est un intervalle ouvert de Dg(Zo) (resp. D;(%))) tel que
{n, &} contienne & la fois un point de D;(Z,) et un point de D(2!). De plus,
1e Dy(2), £ € Di5).

iv) vn, N Fr(A,) est inclus dans D;(Z,) U Ds(Z},). Le point {, (resp. ()
appartient & un segment ouvert de D;(Z,) (resp. Ds(Z],)) inclus dans ~,.

La construction se fait par récurrence sur n > 1 :
a) On pose
By = F(Ag) NA,.

Par déviation de la verticale a droite, les propriétés i) & iv) sont faciles & vérifier
pour Bj. Nous fixons des points ¢; et (.

Nous construisons maintenant B,,11 & partir de B, n > 1 (voir figure 4) :
Par déviation de la verticale, ¢, est en-dessous du graphe F~1(D(Z,41)) et ¢,
au-dessus du graphe F~1(D(z, +1))- Nous appliquons alors le lemme 3.2 a la
bande F~'(A,41), au domaine Int(B,) et aux points ¢,, ¢, pour construire
un domaine de Jordan V. On définit B, ; = F(Adh(V)).

Nous notons encore O et O’ les composantes de Int(B,) \ Adh(V) qui
contiennent ¢, et ¢/, dans leur fontiere.

b) Il reste & vérifier pour B, 41 les propriétés ii) & iv) :



ENSEMBLES DE TORSION NULLE 13

F~1(D(z],,1))

.

n

Cn—

F=1(D(2n41))

A,

F1GURE 4. Construction de Bpy1.

Remarquons tout d’abord que par déviation de la verticale, v,+1 ne ren-
contre ni Dy(Zn41) \ {Zn+1} ni Di(2], 1) \ {Z,41}. La composante O (resp. O’)
est associée & une composante de F~'(y,41) \ 7o qui est un segment ouvert
de F~Y(D;(2,41)) (resp. F~1(Ds(%,,1))). On choisit sur ce segment un point
F~Y((ny1) (vesp. F~1(¢,41)) arbitraire. Ceci montre le iv).

Les composantes connexes de v,41 \ (Di(Zn4+1) U Dy(Z), 1)) forment une fa-
mille au plus dénombrable d’arcs (1, )., ., de F(v,) contenus dans Int(A,,11),
d’apres le résultat de Kérékjarto. Par déviation de la verticale, les images de
D;(z,) et D4(Z]) n’intersectent pas Int(A,1). L’arc (1,£)

" est donc de la

~ o~ In+1
forme F'(F™(I)) ou I est un intervalle ouvert de Ds(Zo) ou de D;(Z(). Bien sir,
n et § sont des points de D;(Z,41) U Dy(Z),,1)-

On peut construire un arc 7 dans B,, issu de (,, aboutissant en (], et passant

par 1 (Coy1) et F1(¢,4 ). On peut supposer

(Cn;pil(CnJrl))'r’ (F71(<n+1)71571(§7/1+1))'r et (F71(<n+1)’<7/1)7

respectivement inclus dans O, V et O’. L’arc 7 sépare A,. On obtient ainsi

que les arcs de la forme F(F™(I)) = (77,§~)%+1 inclus dans ({11, Cnt1)ynsn

(resp. (Cnt1,Cpi1)ynsy) sont images par F de sous-arcs de ((,,Cn)y, (resp.
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Ao

FIGURE 5. Les régions D et B.

(Cn» €}, ), )- Le segment I est donc un intervalle ouvert de Dy (Zg) (resp. D;(Z])).
Ceci termine la démonstration du ii).

Nous avons déja remarqué lors de la démonstration du lemme 3.2 que puisque
By 41 est connexe, inclus dans A, ;1 et joint D(Z,41) & D(Z,,,), il existe
exactement un arc (1, €),, ,, = F"+1(I) contenu dans (Cy41, Chg1)vn Joignant
D(Zn41) & D(Z,,1). On obtient également n € Ds(Z,,, ) et £ € Di(Zp41). On

montre une propriété analogue avec ({415 Cng1)vynss-

28me gtape : construction d’une courbe d’indice —1.

Nous allons étudier D = F*q(Bq) et B = By — (p,0) qui sont des disques topo-
logiques fermés inclus dans Ay, images 'un de 'autre par le difféomorphisme
G=F1-— (p,0), et bordés par des courbes o et v respectivement.

a) Les propriétés de B, se transposent a B. On définit 4+ = 77 — (p,0) et
7~ =7, — (p,0). I existe pour D des propriétés similaires (voir figure 5) :

— En appliquant F~9 & v¢, on obtient que les composantes connexes
qui composent ¢ N Int(Ag) sont des arcs la forme G—1(I), ot I est un
intervalle ouvert de D;(Zp) ou Ds(Z]).

— Soit I la composante de 74 \ F(’yq,l) qui contient ;. C’est un inter-
valle ouvert de D;(%,). D’apres la propriété i), (n=,1' )y = F~9(I) est
un arc qui joint D,(Z) & D;(Z}). 1l existe également un arc (', nt), =
F=9(I"), ot I est la composante connexe de vy, \ F/(7,_1) qui contient G-
La encore (/" n1), joint D;(2)) & D4(Z). Ces arcs sont uniques puisque
Int(D) C Ap est connexe. On note

I~ =1-(p,0), IT=1I—(p,0).
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Jt G(JT)
\ D
%o | %o
Gy Z
- I

F1GURE 6. Modification de D et B pres de Zo.

— (T, n7)e (resp. (W ~,n' ")) contient J* (resp. J7), intervalle ou-
vert de Dy(Z0) (resp. D;(Z})) tel que G(J1) =~ et G(J7) =~
b) Dans le cas ol o (et ) rencontre Zy, nous modifions o (et ) pres de 2 :
d’apres ce que nous avons vu, - = £ = Zy. Au voisinage de Zg, o (resp. )
est la réunion de deux chemins J* UG~ (I7)U{Z} (resp. G(JT)UI~ U{%}).
5, 0[.
On enléve maintenant & B une boule euclidienne ouverte Int(B(Zo,r)) de

Le nombre de torsion de Z est donc dans |

rayon r > 0 assez petit. On procede de la méme fagon au voisinage de Z, dans
le cas ol y rencontre Zy. On obtient ainsi un nouveau disque topologique fermé
Bc B, bordé par une courbe de Jordan 4 et image par G d’'un disque Dc D,
bordé par une courbe de Jordan 4. Ils sont tous deux contenus dans Ag (voir
figure 6).

¢) Si Z est un point fixe de G’ dans D, Pensemble O(z) U O(z) est bien
ordonné. Le point Zjy ne peut étre accumulé par des points fixes de G contenus
dans D. En effet, nous pourrions sinon construire un ensemble bien ordonné
ayant Zo comme point d’accumulation. Ceci contredirait la proposition 2.3
puisque Zy n’est pas de torsion nulle. Si lors de la modification de o et ~, r
a été choisi assez petit, G n’a donc pas de point fixe sur & \ 0.

Il est alors facile de voir que G n’a aucun fixe sur ¢ :

— B est disjoint de Dy (%) et de D;(Z,). Il 0’y a donc pas de point fixe
sur les arcs contenus dans ces demi-droites.
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— D est disjoint de D;(Z) et de D(%)). Il n’y a donc pas de point fixe
sur les arcs de o de la forme G~*(I) oi1 I est un intervalle de D;(Z) ou
de DS (20)
d) On calcule maintenant I'indice Indice(é,&) de G le long de 6. On pa-
rametre & et 4 par T! de sorte que pour tout ¢t € T,

G(5(t)) = 4(1).

Par définition, Indice(G, &) est indice du champ de vecteurs (3 — &) le long de
6. Si l'on déforme contintiment les courbes & et ¥, sans annuler 4 — &, I'indice
Indice(¥ — 6,6) ne change pas. Les composantes de 6 N Int(Ag) disjointes de
ot et 07, de la forme G~1(I) avec I C D;(Z) UD, (%) peuvent étre rétractées
A extrémités fixées sur un arc de Dy(%0) U D;(2)) dans A \ I. On ne modifie
pas l'arc I correspondant de 4. On procede ensuite de la méme fagon avec les
composantes de 4 N Int(Aq) disjointes de v et ™.
Dans le cas ou D a été modifié pres de Zg, ¢ est localement une réunion

(€(1),¢(2)) U[C(2),¢(3) U (C(3),¢(4))
ou (¢(1),¢(2)), est un segment de Dg(Zp). On note

(r(1),£(2)) U[r(2), £(3)] U (k(3), K(4))

la partition correspondante qui décrit 4 au voisinage de Zo. (k(3),r(4)) est
un segment de D;(Z) (voir figure 7(a)). La dynamique locale de G en %, est
approchée par la différentielle Dé(éo). Par ce qui précede, Z; a un nombre
de torsion dans [—%, 0[. On vérifie, que I'on peut modifier contintiment les pa-
ramétrages de d et 4 sans annuler ¥—& de sorte que les intervalles ({(1),((2)) et
(€(2),¢(4)) correspondent aux intervalles (k(1), x(3)) et (x(3), x(4)). I suffit de
montrer que si [6(t),5 ()]s est un sous-arc de [((2),¢(3)]s, alors les points &(t)
et 4(¢') sont distincts. Dune part, d’apres la forme de DG(%p), on peut relever
Angle(6(t),4(t)) dans [5,0[; d’autre part, par définition de 'arc [£(2), £(3)]5,
angle Angle(9(t),4(t')) se releve également dans [}, 0[. Ainsi,

—71 < Angle(6(t),3(t")) < 0

et donc 6(t) # v(¢'). On procéde de méme en Z).
Les courbes que 1'on obtient s’écrivent & présent (voir figure 7(b)) :

(7(2),n(3)] U (n(3),1(4)) U [7(4), 7(1)],
(€(2).£(3)) U[£(3).£(4)]

—
C
—~
Iy
—~
=~
~
Iy
—
—_
N
N
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qEmE #(1)
o
2o L
€3
w(3), 3
¢4
Kk(4)1
An
(a) & et 4 au voisinage de Zg. (b) Calcul de I’indice.

FIGURE 7

[7(4), 7(1)], [1(2),7(3)], [£(1),£(2)] et [£(3), €(4)] sont des intervalles de Dy (Zp),
Di(%y), Di(%0) et Ds(%;). Les points 7(i) et £(4), ¢ = 1,...,4 correspondent
aux mémes parametres de T!. Les arcs (7(1),7(2)), (7(3), (4)), (£(2),£(3)) et
(£(4),&(1)) sont inclus dans Int(Ag). On calcule aisément l'indice

Indice(y — 7,0) = —1.
Fin de la preuve du lemme 3.1.
L’indice de G le long de ¢ est —1. L’application G possede donc un point fixe

# dans Int(B). Puisque Int(B) ne contient pas Zo ou 25, I'orbite de Z{ est
distincte de celles de Zy ou Zj,. Par construction pour tout 0 < k < ¢,

P1(ZR) < P1(FM(E)) < pr(ZL).

L’ensemble Z U (9( /) est donc bien ordonné.
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