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Théoreme de Keller-Liverani et forte ergodicité.

D.FERRE*

novembre 2010

Cette note est extraite de mon rapport de thése, thése dirigée par Loic HERVE et James
LEDOUX!. Elle regroupe, détaille et parfois simplifie des énoncés et arguments présentés
dans des articles différents, voire des arguments non publiés (conservation du rang, travail
avec une semi norme).
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Soit (B, ||-||3) un espace de Banach. On note £(B) l'espace des applications linéaires continues
de B dans B. On note par le méme symbole [ -||5 la norme sur B et la norme associée sur £(B).
On désigne par Id I'élement identité de £(B). On note B’ := L(B, C) le dual topologique de
B.
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Soit (@ un élément de £(B). On note o(Q|z) son spectre, p(Q|3) son ensemble résolvant, 7(Q|z)
son rayon spectral et ress(Q| 5) son rayon spectral essentiel. De plus, le rayon spectral vérifie

1 1
r(Qp) = lm |Q"||5 = inf [Q"]|z = max{[A; A € 0(Q5)} (1)
et le rayon spectral essentiel (formule de Nussbaum)
1
Tess(QB) = lim (inf{HQ” — V||V opérateur compact sur B}> (2)
Soit (B, || - ) un autre espace normé tel que B s’injecte contintiment dans B:B < B.On

note pour tout @ € L(B)
1Qllz 5 =sup{llQfllz: f € B, [Ifllz <1}

On consideére une famille (Q(t); ¢ € Iy) d’opérateurs linéaires sur B et B avec Iy un voisinage
réel de 0. On note @ := Q(0) I'opérateur non perturbé.

On s’intéresse dans ce qui suit a l'existence de l'inverse dans £(B) de lapplication z — Q(t) :=
zId — Q(t) pour z dans C, que 'on note (sous réserve d’existence) :

R(2) := (z — Q)~! la résolvante de I'opérateur non perturbé

et Ry(2) := (z — Q(t)) ! la résolvante de 'opérateur perturbeé.

Par ailleurs, on désigne le disque fermé de € centré en c et de rayon r par D(c,r) := {z €
C; |z —¢| < r} et le disque ouvert par D(c,r):={2€C; |z —¢c| <r}.

Enfin, pour tout x réel positif, [x] désigne I'entier immédiatement supérieur a x.

1 Théoréme de Keller-Liverani
Cette étude se fera plus particulierement sur les compacts Dy, , 5 pour «, p, 7, réels stricte-

ment positifs, avec Dy, ,, 5 défini par :

Duprs = {2 €€ 20 d(2.0(@u) 2 p. el < 7). ®)

Représentation de Dy , ;. 5.
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1.1 Hypotheése Cy(0) et théoréme de perturbations d’opérateurs de Keller-
Liverani.

On rappelle que I'on considere (B, || - ||g) un espace de Banach et (B, || - llz) un autre espace

normé tels que B s’injecte continiiment dans B : B < B, ainsi qu’une famille (Q(t);t € Iy)
d’opérateurs linéaires sur B et B avec Iy un voisinage réel de 0.

Hypotheése Cy(0)

(Q(t);t € 1) est une famille d’opérateurs linéaires continus sur B (c’est-a-dire ¥Vt € Iy, Q(t) €
L(B)) et telle que Q € L’(f)’), qui vérifie :

(H1) 1l existe des constantes ¢y > 0, k1 > 0 et M > 0 telles que, pour tous t € Iy, f € B et
n € IN on ait

1Q®)" flls < crry || flls + et M™[| fl|-
(H2) A(t) = Q@) = Qllz g —t—0,er 0.

L’inégalité écrite dans la condition (H1) est appelée inégalité de Doeblin-Fortet, en lien avec
le théoréme de Tonescu-Tulcea et Marinescu (cf. [Hen93]). On notera que (H1) implique que
(Q(t);t € Ip) est une famille d’opérateurs linéaires continus sur B. On notera aussi que
la condition (H2) est plus faible que la condition de continuité en ¢ = 0 des opérateurs
{Q(t);t € Ip} sur B nécessaire au théoréme classique des perturbations [DS58].

Théoréme 1. Sous l’hypothese Co(0), pour tous k, p et r tels que k > k1, p > 0 et r > 0,
il eziste un voisinage Iy C Iy de 0 tel que les opérateurs Ry(z) := (z — Q(t)) ™" soient bien
définis dans L(B) pour tous z € Dy ,r 5 et t € Iy, et l'on a de plus :

sup{||(z — Q(t)) ||s; 2 € Dy pirs, t € o} < +00 (4)

Sup{H(Z - Q(t))_l - (Z - Q)_l”gﬁ; z € DH,p,T’,B} _>t%0,tef~o 0. (5)

Comme B — B par hypotheése, on définit pour ce qui suit la constante o > 0 par

vieB, |lfllz<allfls, (6)

et comme @ € L(B), on définit également la constante ¢ > 0 telle que

&= sup{[|lQfllz; f € B, |Ifllz <1} (7)

Remarque 1. Le théoréme 1 est en fait vérifié sur {z €C; |z| > &, d(z,a(Q|B)) > p} et
non pas seulement sur D, ,, 3.

En effet, sur {z € C; |z| > r(Q(t)5)}, 2—Q(t) est inversible d’inverse Ry(z) = 3,502 "1 Q(t)"

(série de Von Neumann). Or par I'inégalité de Doeblin-Fortet (H1), il existe d := ¢ (14+a) > 0,

avec « > 0 défini par (6), telle que pour tous n € IN et t € Iy, on ait ||Q(t)"|n <
1

dmax(k1, M)". En particulier 7(Q(t)g) = lim, [|Q(¢)"||z < max(k1,M). Soit ¢ > 0. On

a ainsi pour tout z € C, |z| > max(ki, M) + ¢ :

Iz = Q) Ml < Y 7R 15 < ‘ZZ (

n>0 n>0

max(r1, M))n
2|
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ce qui permet d’obtenir (cf. (4)) : sup{||(z — Q(t)) " !||5; |2| > max(k1, M) +e, t € Iy} < +oo.
De plus,

n—1
(F=QE) ™ = (=@ =) RO - Q" =) ") QRH) - QIRM",
1=0

n>0 n>0

ce qui implique en considérant les normes

I = QW)™ (2~ Q) gz

IN

Z\ |7 LAt ch max(kq, M)

n>0

- A0 TS (HM)>

n>0
ce qui permet d’obtenir (cf. (5)) :

sup{[|(z — Q1)) ™! — (2 = Q) Mz 5 I2| > max(r1, M, ¢) + €} —04er, 0.

Remarque 2. On peutl ne considérer qu’une semi norme sur f)’, et supposer qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que (7) soit vérifiée.

Preuve du théoréme 1. La preuve suivante est une syntheése de [KL99, Liv04] (voir aussi [Bal00],
th. 3.8). Soient k, p et r fixés vérifiant les conditions du théoréme. Par définition du spectre et
de Dy, .8, Vopérateur R(z) = (z — Q) ! est bien défini dans £(B) pour tout z € D,; , 5. De
plus Dy, ., 5 est compact dans C, et par continuité de L — L™! sur les inversibles de £(B),
I'application z — R(z) est continue sur Dy ,, 5. Ceci permet de définir

H = H, py :=sup {||R(2)||8; 2 € Dy prp} < +00. (8)
On utilisera les inégalités suivantes pour tout ¢ € Iy qui découlent de (H1) :
Qs <c et [QE) —Qlis <2¢, avec c:i=cr +aMa, (9)

avec a défini en (6). On rappelle que 'on a défini par ailleurs ¢ en (7).

Enfin, on utilisera dans cette preuve les inégalités suivantes pour z #£ 0 :

= 2TQWN 413 QW (2 - QM) (10
1 - (g 4
= 27"QM)" + . (z —Q(1)) 27 Q(t)".
1=0

1) Existence de linverse de z — Q(t) pour |t| petit.
On démontre dans cette partie la continuité du spectre perturbé.

Proposition 1. I/ existe un voisinage I~0 C Iy de 0 tel que z — Q(t) soit inversible pour tous
2 € Dgprp ettel.
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Preuve de la proposition 1. On explicite ci-dessous I'inverse & droite de z — Q(t) (et donc la
surjectivité de 'opérateur z — Q(t)) pour tous z € D, , 5 et t suffisamment petit de Iy, puis
son injectivité.

1)a) Inverse & droite (surjectivité). On rappelle que R(z) = (2 — Q)™ L.

Soit n € IN, t € Iy et z € Dy 5. On a par I'égalité (10)

n—1
0|1 X Q0 + QR = 1a- Q- (- Q)R
1=0

= Id—2"Q1)"[Q(t) — QR(2).

11 suffit de montrer que 64(t) == [|z7"Q(¢)"[Q(t) — Q] R(2)|[z < 1 pour un n suffisamment
grand, n > Ny avec Ny & déterminer et t € Iy suffisamment petit pour montrer 'existence de
I'inverse & droite suivant :

= —1
9= X =) + e )| 14— (@ - )|
Soit h € B. En utilisant (H1), puis (8) (9) et (H2), on obtient :

5alt) < IZ!_”[Clﬁln\(Q(t)—Q)R(Z)h!B+61M”II(Q(t)—Q)R(Z)hllg]

< k" [cmﬂcH\hHB—i—clM"A )HHh!B}
K1 M
< A(—)"|hllg + BrA@)|| bz avec A =2cicH et B, = Hei(— ) :
K
Fixons maintenant Ny > 0 tel que A(%L)Nd < %, soit par exemple Ny = PFH(ZA)L puis un

K1
voisinage Iy 4 C Ij tel que By, A(t) < % pour tout ¢t € Iy 4. On a alors la condition recherchée.

1)b) Injectivité. Définissons les constantes suivantes, pour n € IN :

—_

n—

1
a:=aHc et b, = chl n + — E (12)
K /-;
=0
No—1
M 2 N
ay = 2¢;(—)N et ag := — g (=) (13)
K i

ln(201)‘|
In ﬁ '

avec Ng € IN tel que 01(%)]\70 < %, soit par exemple Ny = {

Lemme 1. On a pour tous 2 € Dy 5, f € B, et n € IN,

IRz < alz)" £l + ballFl13-

Lemme 2. On a pour toust € Iy, 2z € Dy p,p5 et g€ B :

l9lls < arllgllg + azll(z = Q(1))gl5-
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Ces deux lemmes permettent de démontrer le lemme suivant. Pour ce dernier, nous considérons

un entier Ny € IN tel que aja2c(“2)No < 1 soit par exemple Ny = Pngiagc)], puis un

intervalle IA(]; C Iy tel que pour tout t € ong on ait a1bn, A(t) < %, ou A(-) est la fonction de
(H2).

Lemme 3. On a pour tous t € E, 2€DxprpetheB:

Ills < 2|a1by,a + ara(“ - )Y+ as [|(z — Q1)) 5.

Preuve du lemme 3. En appliquant successivement le lemme 2 avec g = h, le lemme 1 avec
f = (z—Q)h, et enfin les inégalités suivantes (cf. (9), (H2) et (6))

Iz =Q)hlls < Q) —Q)hlls + ||(z — Q t)hHB<2CHhHB+H(2— Q(t)h||s
Iz = Qhllz < QW) — Qhllz +[|(z = QW)h|lz < AWIIAls + (= = Q)R]
on obtient

A

[hlls < aillhllg + az2ll(z — Q())h[ls

o o) = Qbll + bull: — | +aallz ~ QU

IA

IN

or[aE2y 20+ 0, 20| Il + fant + ana(E2) +aa) Iz - QI

Avec n = N, et en vertu des conditions imposées ci-dessus sur Ny et Ip 4, ceci démontre le
lemme 3. O

Montrons maintenant les deux lemmes 1 et 2.

Preuve du lemme 1. Soient n € IN, z € D,, ,, g. Par I'égalité (10) appliquée & R(z)f € B pour
t=20:

n—1

IR(=) fllg < IR(2)(="' Q)" flIg + H% > Q) flI

i=0
Or, pour tout g € B, on a ||R(2)gllz < al|R(2)glls < aH||g||s par définition de H et a (cf. (8)
et (6)), ce qui implique en appliquant cette derniére inégalité avec g = (271Q)™ f, puis (H1) :

n—1

1RG5 < aHIGQ s+ 1% Y ("'@) flz
=0
n—1
< a1l + aCor Il + 15 26
=0

ce qui termine la démonstration du lemme 1. a
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Preuve du lemme 2. Soient n € IN, z € Dy 5, et t € Iy. De I’égalité (10), on déduit que 'on
a pour tout g € B :

n—1
lols < 1(="'Q00) glls +11 S (7R (=~ Q) glls
=0
n—1
< |aClalls + (o] + 15 Q) = - Q) s
=0

la seconde inégalité découlant de (H1). Alors, en vertu de la condition imposée a Ny,

1 M et
slolls < aCO™lglp + 115 3 (7'M) (2 - QM) glls.
=0
ce qui démontre le lemme 2. a

1)c) Inverse. Des points a) et b) ci-dessus, il vient que, pour ¢t € Iy := Io7dﬂm et 2 € Dy prB,
Vopérateur z — Q(t) est bijectif donc inversible par le théoréme de I'application ouverte, ce
qui termine la preuve de la proposition 1. a

2) Preuve de (/).

On rappelle que 'on a posé Ry(z) = (z — Q(t))_l. On vient de montrer que R;(z) est défini
pour tous t € Iy et z € Dy pr,B, il reste & majorer la norme || R¢(2)f||5. En appliquant le
lemme 3 a h = (2 — Q(t))_lg (pour tout g € B), on obtient (4). 0

3) Preuve de (5).

Lemme 4. Pour tousn € IN, t € INO, 2€Dg,prpetgeB, ona

IR() (Q(t) = Q)gllz < |2ac(=1)" + b [llglls-

Preuve du lemme 4. Soient n € IN, g € B. Par le lemme 1 appliqué a (Q(t) —Q)g, puis (9) et
(H2) :

K n
IR(2) (Q(t) = Q)gllz < a(;l) 1(Q() — Q)glls + bl (Q() — Q) gl
K
< 2ac(=)"llglls + b A () glls.
qui est exactement l'inégalité voulue du lemme 4. O

Nous pouvons maintenant démontrer (5). Soit f € B. Il est facile de voir que

Ry(z) — R(2) = R(2) (Q(t) — Q) Ru(2). (14)
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Par les lemmes 4 et 2 appliqués & g = R¢(2)f , on a

R1\n
I(:(2) = RS < 20"+ 0,80 |ar IR g + aal s
Par ailleurs on a en utilisant les constantes H et « définies dans (8) et (6) :

IR:(2)fllg < IR lg+ (Be(2) — R(2)fll
< aH|flls + [I(Re(2) = R(2))

A

ce qui implique :

I(7,(2) = RN < [2ael2 748,800 | (arat +a) s+l (Ra(z) - R g - (15)

4aqac
Soit 0 < e < % On fixe N € IN tel que QCLC(%)N < 547 S0it par exemple N = (Inm% L puis

I une restriction de I telle que pour tout ¢ € I on ait byA(t) < 3o, Alors pour tout ¢ € I :

3 1) = RS < 200 + b A (@@t + aa)f s < (@raft +a) Sl

Cette derniére inégalité prouve la propriété (5). O

1.2 Vitesse de convergence dans le théoréme de Keller-Liverani.

La vitesse de convergence dans (5) peut étre explicitée en fonction de A(t), la fonction définie
dans (H2).

Corollaire 1. Sous l’hypotheése Co(0) page 3 et et que Q est quasi-compact de rayon spectral
essentiel tel que Tess(Q|B) < Ko, pour tous k, p et r tels que K < k < 7(Q) avec k défini par

R := max(Ko, K1),
p>0etr >0, on définit la constante suivante (fonction de K, p et r) :

D :=2C(a10H + a2), (16)

i
avec C = 2chlc+chl%+%, d:= Zizo <’-;Z> < 400 bien définie, et avec a1 et as définis
en (13), a en (6), et H en (8).

Alors la constante
In Kil
n= 1 max(¢,M) (17)
n—
est bien définie, vérifie 0 < n <1 et i existe_une restriction I C INO, avec I~0 défini dans le

théoreme 1 tel que l'on ait que pour tout t € Iy :

sup {n(z — QW) = (2= Q) My 7 € Ds} < DA(1)". (18)
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Preuve du corollaire 1 . Pour démontrer ce corollaire, il suffit de majorer les termes fonction
de n de 'inégalité (15).

Lemme 5. La constante n vérifie 0 < n < 1, et pour tout n € IN, on a

M d ¢, M\t
bn < (aHey— + ) (max(c’ )> .
K K K

Preuve du lemme 5 . La constante ¢ définie en (7) vérifie

¢ > K. (19)

En effet, soit A € o(Q), [A| > & (donc [A] > ko > 7ress(Q5)), alors il existe ¢ # 0 € B telle que

Q¢ = A¢. Or |||z # 0 (sinon par (H1), on aurait [|¢]s = [A"Q"¢|ls < c1(5-)"[|6lls = O,
ce qui impliquerait que ¢ = 0), et donc on a (19). Ceci implique que 0 < n < 1 et d :=

i n—1 ,~\ 1 ~\ n—1
E (i) < 400, g <C> < d<c> . Ceci permet de majorer by, avec b, définie en (12).
, c , K K

Iz:>r0 i=0

On considére une restriction I, de Iy telle que l'on ait pour tout t € I; : 0 < A(t) < 1. On
pose 'application n(-) de I; dans IN, définie comme suit :

n(t) := LHIHA“)} . (20)

max(¢,M)

Lemme 6. On a pour toul t € I :

(B0 <A@y (21)
max(c, M n(t)-1 1
et <(/<)> < NOEh (22)

Preuve du lemme 6 . Tout d’abord,

’I’L(t) S In A’{(lt) ngn (ﬂ)n(t) < exp < In A(t) In /<;1>

= K1
In max(c,M) k In max(c,M) k

ce qui montre (21) par définition (17) de 7. Par ailleurs,

r<® 19 r n(t)-1 I
n(t)— 1< In Aﬁ(lt) <@ par (19) <max(c, M)) < exp ( In An(lt) I max(c, M))
In max (¢, M) k In max(¢,M) k
~ n(t)—1 1 max(¢,M)
et donc <max(c,]\4)) < exp < —1In A(t)nEiM)> =exp (—InA(t)(1 —1n)), ce qui
K I mex(&

K1

montre (22). O
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Alors, avec la constante C' définie par C' := 2aHcic + chl% + %, I'inégalité (15) devient
avec n = n(t), grace a la majoration de b,y et au lemme 6 :

I(Re(z) — R(z))f”g < {2chch(t)’7 + (chl% + Z)lA(t)}
x [(alaH +an)|flls + arll (Ru(z) — R(z))fug}

NONGL [(alaH + ag)l|flls + an | (Relz) — R(z))frg]

Soit I~2 une restriction de I~1 telle que pour tout ¢t € I~2, Ca1 A(t)" < %, alors pour tout ¢t € I~2 :
[(Re(2) — R(2)) fllg < 2CA({#)"(a1aH + a2)|| f]|,

ce qui donne (18) par définition de D. O

1.3 Remarque.

Le théoreme de Keller-Liverani peut s’appliquer non plus seulement en 0, mais plus générale-
ment en un point quelconque tg de Iy. On définit tout d’abord

Dy pr5(to) := {z e C; |z| >k, d(z,o(Q(t0)|3)) >p, |2 < r}. (23)

Hypothése C;,(0) N
(Q(t);t € Iy) est une famille d’opérateurs linéaires continus sur B, et telle que Q(to) € L(B),
qui vérifie :

(H1) Il existe des constantes ¢ > 0, k1 > 0 et M > 0 telles que, pour tout t € Iy, pour tout
f € B et pour tout n € IN on ait

1Q@W)" flls < crrt || flls + cx M™ | fl|5-

(H2) |Q(t) — Q(to)llg 5 —rt—tostels 0.

Corollaire 2. Sous I’hypothese Cy,(0), pour tous k, p et v tels que k > K1, p > 0 et v > 0,
il existe un voisinage In C Iy de to tel que les opérateurs Ry(z) := (z — Q(t)) ™! soient bien
définis dans L(B) pour tous z € Dy, 5(to) et t € Io, et 'on a de plus :

sup{||(z — Q(t))iluBJ KAS Dmpm,B(tO)a te IMO} < +00

sup{[|(z — Q(t)) " — (z — Q(to))ilHB,Zé? z € D pr8(to)} “isto,tely 0.

Remarque 3. L’ezistence des opérateurs Ry(z) pour tout z dans Dy, 5(to) donnée par le

corollaire ci-dessus implique directement l'inclusion dans [D(0, 1) U o(Q(to)5)] des points
d’accumulation (quand t — to, t € Io) des valeurs spectrales o(Q(t)|5)-
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Il existe une application de ce corollaire utile pour vérifier la condition de non-arithméticité.
On commence par énoncer des hypotheses nécessaires a la proposition ci-dessous. On définit
ci-dessous I’hypothese C(0).

Hypothese C(0).

(Q(t); t € IR) est une famille d’opérateurs linéaires continus sur B et B. De plus, il existe des
fonctions 0 < kg < 1,0 < k1 <1, ¢y >0 et M > 0 définies sur IR" telles que Yty € IR, il
existe un voisinage Io(to) de to tel que l'on ait :

(HO) ¥t € Io(to), Q(t) est quasi-compact tel que Tess(Q(t)3) < Ko(to)-

(H1) Vt € Iy(to), feBetne N, ona

1Q()" flls < e1(to)ri(to)" | flls + c1(to) M (t0)"[| flz-
(H2) Q) — Q(to)ll g 5 —t—to, teto(to) O-

Proposition 2. Sous I’hypothése 5(0), et si Vt # 0, r (Q(t)‘lg) < 1, alors on a pour tout
compact Ky C IR*

T'K, = Sup {r (Q(t)|3) it € K()} < 1. (24)

De plus, il existe po € [0,1] tel que

Wp €loo, 1, sup {n (= Q) s ¢ € Ko, || = p} < foo. (25)

Preuve de la proposition 2. La preuve a été écrite dans [HP09] (lemme 12.3.). La proposition
se démontre & 'aide du théoréme de Keller-Liverani. On considére un compact Ky dans IR*.
Montrons tout d’abord par l’absurde que (24) est vérifié : on suppose que rg, > 1. Par
hypothese, r, = 1. Il existe une suite (74)x de Ko telle que I'on ait limy 7(Q(7y)5) = 1. Par
compacité, on peut supposer que (7x)x est convergente. Soit 7 = limg 7. Comme 7 € Ky,
7 # 0. On peut aussi supposer que pour tout k > 1, 7 € Io(7) et 7(Q(7)8) > ro(7). Pour
tout k > 1, il existe Ay une valeur spectrale de Q(7y) telle que [X¢| = 7(Q(7k)|5), A € D(0,1).
Par compacité, on peut supposer que (Ag)r est convergente. Soit A = limg Ag, |A| = 1. De
la remarque 3 précédente, on a que A € [D(0,k1(7)) U a(Q(7) )], avec k1(7) < 1, et donc
A € o(Q(7)5)- Or par hypothese, 7(Q(7)5) < 1, ce qui termine de montrer la contradiction
et donc (24).

Soit pg := 71, < 1 par ce qui précede, et soit p €]po, 1[. Comme Vt € Ko, r(Q(t)5) < T, < p,
et comme K est compact, par le théoréme de Keller-Liverani (corollaire 2 précédent) et la
propriété de Borel-Lebesgue, on a sup{||(z — Q(¢))!||z; t € Ko, |2| = p} < +o0, ce qui
termine de montrer (25). O

2 Forte ergodicité.

On s’intéresse par la suite au cas particulier de la forte ergodicité définie ci-dessous :
(ERG sur B) Il existe 11 un projecteur non nul de rang fini et des constantes co > 0 et
0 < ko < 1 tels que pour tout n € IN on ait |Q™ —II||p < cokg-
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Remarque 4. L’hypothése (ERG sur B) est équivalente a lexistence d’un projecteur de rang
fini 11 tel que || Q™ — 11| —n—oo O.

En effet, 'implication directe est évidente. Supposons que ||Q™ —1II||3 —n—oo 0, et soit f € B.
Alors Q o (Q™f) — Q o (IIf) quand n — 400 par continuité de @, et donc Q o (ILf) = IIf
par unicité de la limite. De méme, Q" o (Qf) — I1o (Qf), et donc ITo (Qf) = IIf. Donc

Qoll=II et IMoQ=IL (26)

On suppose que ||Q™ — II||p —n—oo 0. Soit ng € IN tel que p := ||Q™ — II||p < 1. Pour
tout n € IN, on écrit n = nogp+b € IN avec 0 < b < ng et p € IN. Alors, par (26),

"=t = Q@) <1l = @ ()" =11 s = [@* @~ 11l < 7 < L)

On pose donc ¢y := = et Ko 1= p“o ce qui donne bien ||Q" —II||z < cokg.

Cette hypothése (ERG sur B) implique la quasi-compacité de @, de rayon spectral essentiel
Tess(QB) < ko, de rayon spectral 7(Qz) = 1 et min {X € o(Q5); |\| > Ko} = 1, comme le
montre la proposition suivante (on rappelle que dim(II(B)) < oo par hypothése).

Proposition 3. Sous Uhypothése (ERG sur B), 0(Qg) C [D(0, k) U {1}].

Preuve de la proposition 3. Comme II est un projecteur, on a : B =II(B) @& Ker(II). Or, par
(26), TI(B) est stable par @ et Ker(II) aussi. On en déduit facilement que

a(Q5) C |0(Ques)) Yo (Qrerm) |-

_ ol L
Or on a O-(Q\Ker(ﬂ)) - D(07 /{'0)' En effet : T(Q\Ker(ﬂ)) = lim,, ||(Q\Ke7 )) ||Z§ < ko d’apres
I'hypothése 3. De plus, I'égalitée Qo(I1f) = ILf donne Q|py = Idjn(s) avec dim(I1(B )) < 400,

d’'ot o(Qus)) = {1}- =

On applique alors le théoréme de Keller-Liverani pour faire la remarque suivante. Sous C¢(0)
et sous (ERG sur B), pour tout k > K, avec £ := max{ro, K1}, et pour tout p > 0, il existe
un voisinage In C Ip de 0 tel que le spectre o(Q(t)3) de Q(t) pour t € Iy soit contenu dans
[D(0,x) U D(1,p)]. On ne considére donc désormais plus D, 53 mais Dy ,, défini comme le
complémentaire de [D(0, x) U D(1, p)] dans D(0,r). Plus précisément, pour tous &, p et r tels
que kK > K, p>0etr >0, on pose

Dipr:={2€C; |2l 2k, |21 2 p, [z <7} (27)

Par ailleurs pour tous k, p et r tels que Kk > K, p > 0 et r > 0, on deéfinit I'y = T'1(p) le cercle
orienté centré en z = 1 de rayon p, I'g = I'g(k) le cercle orienté centré en z = 0 de rayon &, et
I' =T'(r) le cercle orienté centré en z = 0 de rayon r.

On impose
~ k<1 (et donc kg <1letr <1)etp<1-—k de telle sorte que les deux cercles T’y et
I'; aient une intersection vide
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— et r > 1+ p de telle sorte que (To UT'y) C D(0,r).
On représente ci-dessous Dy, , » sous ces conditions, ainsi que I'g, I'y et T.

Représentation de Dy .

(2
1/

N

Hypotheése Cy(0)

(Q(t);t € Io) est une famille d’opérateurs linéaires continus sur B (c’est-a-dire Vt € I, Q(t) €
L(B)) et telle que Q(0) € L(B), qui vérifie :

(ERG sur B) Il existe I1 un projecteur non nul de rang fini et des constantes co > 0 et
0 < ko < 1 tels que pour tout n € IN on ait ||Q™ —1I||g < corg.

(H1) Il existe des constantes c1 >0, 0 < k1 <1 et M > 0 telles que, pour tous t € Iy, f € B
etn € IN on ait

1Q@®)" flls < crrt || flls + cx M™| f|5-
(H2) A(t) = [|Q(t) = Qlig 5 —t—0.e1 0-

Corollaire 3. Sous l’hypothése 63(0) précédente, pour tous k, p et r tels que
r<k<I, O0<p<l—k, e r>1+p, (28)

avec Kk défini par
K := max{ko, K1}, (29)

il existe un voisinage Iy C Iy de 0 tel que les opérateurs Ry(z) := (z — Q(t)) ™" soient bien

définis dans L(B) pour tous z € Dy, et t € Iy et en particulier Ry(z) := (2 — Q(t)) ™! sont
bien définis sur I'g, I'y et I', et l'on a de plus :

sup{[|(z — Q) ||5; 2 € Dyprs t € I} < +00 (30)
sup{[|(z = Q1) ™! = (= = Q) g5 % € Prpr} —1L04eh; O- (31)
Dans ce qui suit, on suppose désormais que I'hypothese E(;(O) est vérifiee. On se fixe K, p et

7 tels que (28) soit vérifiée, et on note I I'intervalle réel donné par le corollaire 3. Alors la
résolvante R;(z) est bien définie pour toust € Ip et z € [y UT; UT.
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2.1 Définition de projecteurs et quelques lemmes.

Soient les opérateurs définis sur B pour tout ¢ € fo et pour ¢ = 0,1 par :

20T

Ces opérateurs sont des projecteurs qui vérifient pour tout ¢ € Iy sur B
o(t) + Mi(t) =Id et Io(t)ILi(¢) = 1L (¢)Ho(¢) = 0. (33

)
L’égalité (33) se montre facilement. Tout d’abord par analyticité de z — Ry(z) € L(B)
avec z tel que |z| ¢ o(Q(t)5), on a Ilp(t) + 11 (t) = 5= Jp Ri(2) dz. De plus, on a Ig(t) +

IL(t) = 5= Jp (Zk>0 z_k_lQ(t)k> dz. Et par convergence uniforme de la série intégrée,

o(t) + 11 (t) = 5= > k>0 Q) <f1“ “k=1dz ), ce qui démontre la premiére égalité de (33)
par la formule intégrale de Cauchy. De plus, pour ¢, 5 € {0, 1}, on a grace a I’égalité résolvante

Ri(2)Ry(2) = Rui(2) — Bu() :

2l —z

(0T, (1) = (2; / Rt(z)dz> (2; /F Rt(z’)dz’>
- G / / Ru(2)Ru(+) d=d2’
= (G //Fz—zdd +(2117r)2/p r, ft—(;dd/

_ (2;T)2/FiRt(z)</F_ L d )dw(;w) /Fth(z’)</FiZ_12/dz)dz’

J

et I'on obtient les égalités souhaitées avec la formule intégrale de Cauchy.

Le projecteur que l'on vient de définir vérifie I1;(0) = II, avec II le projecteur défini dans
(ERG), comme le montre le lemme suivant.

Lemme 7. On o I1;(0) = II.

Preuve du lemme 7. T11(0) est un projecteur tel que I13(0) oIl = IToTI; (0 2m fr

par définition de I1;(0). Or R(2) = (2—1)~! sur II(B) par (26), donc HoH1 (0) ;L fF1
1)~tdz =TI, ce qui implique que ITI(B) = I11(0)(B). De plus, Ker(Il) C Ker(I1;(0)). En effet,
Ker(II) est stable par Q et o(Q|xerar)) < ko par (ERG), ce qui implique par définition de I'y
que pour tout f € Ker(Il) :

Hl(O)f = % . <Zzn1an> dz

n>0

= 9in E Q" f (/ —nel dz) = 0 par la formule intégrale de Cauchy.
i
n>0
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Donc Ker(Il) C Ker(I11(0)), Ker(IT) = Ker(I1;(0)), ce qui termine de montrer le lemme. O
On énonce maintenant le lemme classique suivant qui donne une expression intégrale de Q(t)".

Lemme 8. Pour toutt € I~0, etn>1,o0na:

1

QM) = 5= [ Rz (34)
el QUML) = % [ R, (35)

Preuve du lemme 8. On ne montre que (34), (35) se prouvant avec les mémes arguments. Par
analyticité de z — Ry(z) pour z € I ona 5 [ 2" Ry(2) dz = 5= [ 2" (X150 2771 Q(t)")dz =

> is0 Q) ‘(5= [p 2" 1dz) = Q(t)". On peut alors exprimer Q(t)"IIy(t) sous forme inté-
grale, a l’aide de 1’égalité résolvante :

Q)"Iy(t) = (2; / Z”Rt(z)dz> <2217T / Rt(z’)dz’>
= 227r // 2" Ry(2)Ry(2') dzd?’
- zm //FO z—szd+217T //FO z—zdd/

_ (%) /F "Ry(x )(/Foz dz)dz—i—(2m)2/FORt(z’)(/FZznz/ dz)d

1
= 0+ — ’”Rt(z')dz’
2
par la formule intégrale de Cauchy, ce qui termine la démonstration de (34). 0

2.2 Rang des projecteurs.

On s’intéresse maintenant a ’étude du rang des projecteurs perturbés IT;(¢). Dans le para-
graphe 2.3, on étudiera plus particuliérement le cas ot II est de rang égal a 1.

Proposition 4. [l existe un voisinage réel de 0 noté Ipg C E)Q tel que, pour tout t € Iy,
I1;(t) soit de méme rang que celui du projecteur I1.

Preuve de la proposition 4. Soit ¢ € Iy fixé, et notons n := rg(IT) et m := rg(I; (¢)). Montrons
tout d’abord que rg(II;1(t)) < mn. Si I'on considére une famille (f;)i=1.n+1 de n + 1 éléments
de II;(t)(B), alors il existe des constantes (a;)i=1.n+1 telles que Em'll a;II(f;) = 0. On note
h:= """ aif;, ce qui implique que Ty (t)h = h (car f; € TI;(t)(B) pour tout i = 1.n + 1 et
I1; (t) projecteur) et ITh = 0. On a donc

12llz = T (6)h — TThllz < [T (2) — T (0) ]| 5 5lI2]]5- (36)

2. On rappelle que I, est défini dans le corollaire 3.
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Par ailleurs, on utilise le lemme suivant d’équivalence des normes sur ’espace II;(¢)(B). Les
opérateurs Q(t) et II;(¢) commutent, donc 1'espace

By =11, (t)(B) C B (37)

est stable par Q(t) : on peut considérer I'opérateur Q(t), := Q(t)IL; ().

Lemme 9. B
i) Pour tout t € Iy, le spectre o(Q(t)5,) est contenu dans le disque D(1, p).
3) La norme || - || est dominée sur By par || - ||z uniformément en t € Iy, ¢’est-a-dire
D e R tel que Vtely, VfeB, |fls<D|flz (38)

Comme h € II1(t)(B), il existe D > 0 indépendante de ¢ tel que
[h]l5 < DI|h||z- (39)
Ainsi, par (36) et (39), on a

17l < [Ha(t) = 1 (0)|| 5 glIklIB < D (M1 (t) = 1 (0)[| 5 5 [I7[l5-

5.5
D’aprés (31), il existe un voisinage réel de 0 noté Ipg C INO tel que pour tout t € Iyg on ait
D |y (t) = 1(0)|| g 5 < 3 et donc ||h]lz =0, ||h]lz = 0 par (39) et h = 0, ce qui implique que
le rang du projecteur vérifie rg(I11(t)) < n + 1. Pour montrer que rg(II) < m, on proceéde de
la méme facon en considérant cette fois une famille (f;)i=1. m+1 de m + 1 éléments de II(B).
Od

Preuve du lemme 9.
Montrons tout d’abord (i) = (j). Le spectre o(Q(t),) est contenu dans D(1,p) C {z €

C;|z| > 1 — p} par (i). Il implique en particulier que pour tout t € I, Q(t)3, est inversible
(car 0 ¢ D(1,p)), et donc on peut montrer par 1’égalité (10) que pour tous n € IN, t € I :

Q) = — /F 2 Ry(2) de

1B ™ 2
(on rappelle que I'y est le cercle orienté centré en z = 1 de rayon p). Donc par (30), il existe
une constante A telle que pour tous n € IN, t € Iy, ||Q(t)‘§;|\3 < A Ainsi pour tous

(I-p)"
f € Bietn € IN,on a par I'inégalité de Doeblin-Fortet (H1) et par la stabilité de 'espace By

par Q(t) :

_ A
118 =1QE) Q)" flls < W[Clﬂmf”s + et M| f1I]-
Rappelons que p a été défini tel que 0 < p < 1—k, et donc k1 < kK < 1 — p. On définit 'entier
N tel que Acl(l%lp)N < 1, soit par exemple N = hlff‘_cj)-‘, et la constante suivante D par :
K1

M
D = 2A61(1

)", (40)

ce qui termine la démonstration de (j).
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Montrons maintenant (i). Soit A(/\ =5 fl“l Ri(2)(\—2)"tdz, avec A € C, A ¢ T';. Comme
(A= Q)i (t) = 5 fFl Ri(Z) (A= 2')dz’ en utlhsant la définition de II;(¢) et (35), on a :

ANO- QUL = ()? [ RGO -2 a: [ REO- )
Fl Fl

- (%)2 Ri(2) 0 —2)de | Rz — ) de!
FQ F1

avec I'y le cercle orienté centré en z = 1 de rayon p—+ € pour tout € > 0 tel que D(0,k)NT'y = ¢
(ce qui est possible car on a supposé k < 1 — p). On considére alors A tel que |\ — 1] > p+ 2e.
On a par ’égalité résolvante :

o
3 Zdz’dz

an(r-ew)me - Gor [ [ meRE5

— (7 [ [ S g aza:
'y JI'g

24w z—2z

avec f(2') = A — 2/ analytique sur D(1,p) et g(z) = (A — 2)~! analytique sur D(1,p + €) par
hypothése sur A. D’oll en développant :

AN QN = ) [ REE [ L o)

2w , 2%

LQ Py p f(z/) /
o [ R ([ S

2im
= o [ RS +0
1T ry
= IL() = (A—Q@))Hi(¢)o A(N) par commutation

ce qui implique que A — Q(t) est inversible sur I1; (B) pour A tel que |A — 1| > p + 2¢, Ve > 0
suffisamment, petit. Donc o(Q(t)5,) C [0(Q(t);5) N D(1, p)] = D(1, p). 0

2.3 Cas particulier : r¢(II) = 1.

On considére maintenant '’hypothése (ERG sur B) dans le cas ou le projecteur II vérifie
I11 =1 et rg(II) = 1, avec 1 € B. Par la proposition 4, il existe Iyg tel que pour tout t € Iy,

rg(IL(t)) =1,
YVt € I()(), 11, (t)(B) =C- (Hl (t)l).

Or Q(t) et II;1(t) commutent, donc il existe une application A(-) de Ipp dans C telle que
Q)1 (1)1 = A()I11(¢)1, et par linéarité de Q(¢) :

vt € Ino Q)1 (t) = AL (2) (41)

ce qui implique pour tout n € IN, Q(¢)"II1(t) = A(¢)"II1(¢). On pourra montrer par le
théoréeme de Keller-Liverani que Q(-)" se comporte quand n — oo comme A(+)"II;(+).

Remarque 5. L’application complexe A(-) est continue en 0.
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On remarque tout d’abord que IT; (-) vérifie la méme propriété de régularité que la résolvante :
de par sa définition intégrale (32) et le théoréme de Keller-Liverani (cf. (31)), le projecteur
IT;(-) est continu en 0 en tant qu’opérateur sur £(B, B). Soit v € B tel que v(1) #0. On a
v(I1;(¢)1) — v(II1) = v(1) # 0 quand ¢ € Ipp — 0. Donc quitte & restreindre Iy, on peut
supposer v(I11(t)1) # 0 sur Ipg. On a alors par linéarité de v :

t)II(¢)1
oy = vem o]
I/[Hl (t)l]
Or Q(t)II = zm fl“1 z—Q(t))~! dz par (35), ce qui implique par le théoréme de Keller-

Liverani (cf. (31)) que Q()II ( ) est continu en 0 en tant qu’opérateur de L£(B, B). Comme
1 € B, les applications Q(-)II1(-)1 et II;(-)1 sont continues en 0 en tant qu’éléments de B.
~/

Finalement, comme v € B, la remarque est montrée.

Remarque 6. On a pour tout t € Ipo® : 11 (¢)(B) = Ker[A(t) — Q(t)] et Ker(Il1(t)) =
A1) —Q(1)](B), ce qui permet de montrer que Ker[A(t)—Q(t)]? = Ker[A(t)—Q(t)] (simplicité
algébrique de la valeur propre A(t)).

a)En effet, soit ¢ € Ip. Par (41), on a II;(¢)(B) C Ker[A(t) — Q(t)]. De plus, pour tout
f € Ker[A(t) — Q(t)], on a A(t)" (1 (¢) f — f) = Q&))" (¢) f — Q(¢)" f = —Q(t)"Io(¢) f. Or,
quitte & restreindre Ipp, on peut supposer |[A(f)| > k par continuité de A en 0 (A(0) =1 > k).
En considérant les normes, on obtient alors : ||[II1(¢)f — fllz < [AN®O)|7"||Q()" o (¢) 5] fl5,
et donc par (34) et (30), ||[II1(¢)f — flls — 0 quand n — oo. Ceci implique II;(¢)f = f, et
termine la preuve du premier résultat de la remarque.

b)Quitte a restreindre Iyp, on peut supposer IAt)| > k par continuité de A en 0. Pour
tout n € IN, par (10), on a Id = [A(t)""Q(¢)"] + [()\(t) (t) > 01 M) O
A(t)""Q(t)" converge vers IT; (t). En effet, H>\( ) Q)" — ( s = 1IA(E)~ ”Q(t)"ﬂo(t)HB =
(t) = Q)|(B

IA()|7"O(k™). Par ailleurs (A(t) — Q(t)) Z? 01 At) Q¢ ) converge dans [)\ t)— :
En effet, soit f € I (¢)(B) = Ker[A(t)—Q(t)], alors (A(t)—Q(t)) Z?;ol M) ~HQ(t) f 0. Et
soit f € Ker(Ili(t)), alors |Q(¢)" f|ls = HQ( ) Ho(t)f s ( "), done 35 M) TITIQ)'f

converge sur le Banach B, et par continuité de Q(¢ ) on a le résultat. Ainsi, B = I, (¢)(B) +
A(®) — QO)(B). Or B=TL(1)(B) & Ker(IL (1)), et [A(t) — Q())(B) € Ker(IL (1)) par (41),

ce qui donne le deuxiéme résultat de la remarque.

c¢)Enfin, soit f € Ker[A(t) — Q(t)]?. Alors par (a), on a B = Ker[A(t) — Q(t)] ® Ker(I11(t)).
Donc il existe g € Ker[A(t) — Q(t)] et h € Ker(Ili(t)) tels que f = g + h, et donc par
linéarité de Q(t), on a : [A(t) — Q(t)]f = 0+ [A(t) — Q(t)]h. Or par hypothése sur f, [\(¢) —
Q(t)]f € Ker[A(t)—Q(t)], et par stabilité de Ker(II;(t)) par 'opérateur Q(t), [\ (t)—Q(t)|h €
Ker(II1(t)). Donc, comme la somme des sous-espaces est directe, ceci termine de montrer la
remarque 6.

Remarque 7. Pour tout t € Ipo, on a o(Q(t)5) C [D(0, k) U{A(t)}].

En effet, en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de la proposition 3,

3. quitte a restreindre oo
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comumne II; (¢) est un projecteur, on a : B := 111 (¢)(B) ® Ker(Il;(t)) et
o(Q®)s) C |o(Q)m,w)5)) Yo (QE)keram 1)) | -

Or on a o(Q(t)|kern,t))) C D(0,%). En effet, on a (Q()xer(m ) = QE)"Mo(t) =
1 fl“o 2" Ry(z) dz par 'égalité (34). Ceci implique que le rayon spectral vérifie 7(Q(t) | ker(m1, (1)) =

2w
1

limn || (Q(t)|Ker(H1(t))) ||g, S k. De plus, l’égalité Q(t) H1 (t) = )\(f)Hl (t) donne Q(t)lnl(t)(B)

)‘(t)ldﬂ'[l(t)(B) avec dim(Hl(t)(B)) < +00, d’oil U(Q(t)\ﬂl(t)(B)) = {)\(t)}

o
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