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Résumé

Dans cet article, nous définissons les notions de connexion de Weyl ALF et de masse
conforme associée. Nous démontrons un théoreme de la masse positive pour les structures

de Weyl ALF.
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Introduction

En géométrie, différents invariants géométriques, appelés masse, sont associées a des
variétés différentielles non compactes asymptotiques, dans un certain sens, a des variétés
modeles a l'infini. Le cas le plus classique est celui des variétés asymptotiquement plates dont
le modele a l'infini est I’espace euclidien. Une variété riemannienne (M, g) est asymptotique-
ment plate (& un seul bout) s’il existe un compact K de M tel que M \ K est difféomorphe a
Pextérieur d’une boule de R"” et tel que la métrique g est asymptotique, dans un certain sens,
a la métrique euclidienne de R" sur l'ouvert M \ K. Sous certaines conditions, un invariant
géométrique, calculé a l'infini, peut étre associé a la variété asymptotiquement plate (M, g).
Cet invariant est la masse de (M, g) et lorsqu’il est bien défini, son expression est la suivante :

n
m(g) = lim / > (igij — 0;gii)0;dz,
Sr i j=1
ou S, est la spheére standard de rayon r de R™. La conjecture de la masse positive est la
suivante :

Conjecture de la masse positive. Soit (M,g) une variété asymptotiquement plate de
dimension n > 3. Supposons que la masse de (M, g) est bien définie. Si la courbure scalaire
de g est positive, la masse est positive. De plus, la masse est nulle si et seulement si (M, g)
est isométrique a l’espace euclidien.

Ce probleme trouve ses origines dans la physique. En effet, pour certains exemples, comme
la métrique de Schwarzschild de R? (voir [fl]), la masse est un parametre qui correspond A
la masse des physiciens, et il est naturel que cette quantité soit positive dans de bonnes
conditions. Récemment, J. Lohkamp a annoncé une preuve de la conjecture dans [f]. Jusqu’a
maintenant, nous n’avions que des preuves partielles dont la preuve de E. Witten pour les



variétés spinorielles de dimension quelconque [[[4]. Pour des informations plus précises sur ce
sujet, le lecteur pourra consulter [[l], [d ou [LT].

La notion de masse a été aussi introduite pour d’autres types de variétés non compactes.
Un théoreme de la masse positive est démontré pour des variétés asymptotiquement hyperbo-
liques par P. Chrusciel et M. Herzlich [f]] et pour des variétés asymptotiquement hyperboliques
complexes par V. Minerbe et D. Maerten [[(]. V. Minerbe démontre également un théoréme
de la masse positive pour les variétés ALF (Asymptotically Locally Flat) dans [f].

Dans cet article, nous allons nous intéresser particulierement au travaux de V. Minerbe
[H]. Une variété riemannienne (M, g) est ALF s'il existe un compact K de M tel que M \ K
est difféfomorphe a lespace total X d’une fibration en cercle au-dessus de R™ \ Bpr, ou Bp
est la boule standard de rayon R, et tel que la métrique g est asymptotique a une métrique
modele h sur X. L’espace total X muni de la métrique h est le modele a l'infini. L’exemple le
plus simple est le produit R” x S! muni de la métrique produit. Dans ce cadre, la masse d’une
variété ALF est une forme quadratique positive lorsque la courbure de Ricci de la variété est
positive.

Récemment, dans [[J], nous avons étendue la notion de variété asymptotiquement plate
au cas des variétés conformes. En géométrie conforme, le role de la connexion de Levi-Civita
en géométrie riemannienne est joué par 'espace affine des connexions de Weyl qui sont des
connexions sans torsion préservant la classe conforme de la variété. En particulier, pour chaque
métrique g de la classe conforme, la connexion de Levi-Civita de g, notée V7, est une connexion
de Weyl et toute connexion de Weyl D sur la variété conforme (M, c) s’écrit sous la forme
suivante :

DyX = VX +0,(Y)X +0,(X)Y — g(X,Y)6h,

ou 0, est la 1-forme de Lee de D relativement a la métrique g et 92 est le dual riemannien
de 0, relativement & g. La donnée (M, ¢, D), ou D est une connexion de Weyl sur la variété
conforme (M, c), est appelée structure de Weyl. Pour plus de détails concernant les structures
de Weyl nous renvoyons le lecteur intéressé a [B, [[] et [f]-

Une structure de Weyl (M, ¢, D) est asymptotiquement plate s'il existe une métrique g
dans la classe conforme c telle que (M, g) est asymptotiquement plate au sens précédent et
si la 1-forme de Lee de D relativement & g satisfait certaines hypothéses de décroissance a
I'infini. La métrique g est alors appelée métriqgue adaptée pour (M, c, D). Nous définissons
la masse conforme, notée m(D), d’une structure de Weyl asymptotiquement plate (M, ¢, D)
évaluée en une métrique adaptée g par la formule suivante :

m(D)(g) = mla) +2n 1) [ #(60,)0, )
ou ¢ est la divergence relative a g, v, la forme volume sur M définie par g et m(g) la
masse riemannienne de g définie précédemment (les conditions de décroissance & 'infini sur
64 impliquent la convergence de 'intégrale). Nous démontrons en fait que la masse conforme
ne dépend pas de la métrique adaptée choisie. Le théoreme de la masse positive conforme
suivant lui est associé :

Théoreme 0.1. ([1) Theorem 2.4.4) Soit (M, ¢, D) une structure de Weyl asymptotiquement
plate. Si la courbure scalaire de D est positive, la masse conforme m(D) est positive. Le masse
est nulle si et seulement si (M, c) est isomorphe a 'espace R" muni de sa structure conforme
canonique.



Le but de cet article est d’étendre la théorie des structures de Weyl asymptotiquement
plates développée dans [ au cas des variétés ALF. La formule de Bochner joue un réle central
dans la construction de la masse des variétés ALF et dans la démonstration du théoréme de
la masse positive associé.

Dans la premiere partie de cet article, nous présentons la théorie des connexions de Weyl
et nous démontrons la formule de Bochner conforme. Nous rappelons ensuite, dans la seconde
partie, les points essentielles concernant le théoréeme de la masse positive pour les variétés
ALF. Enfin, dans la troisieme partie, nous définissons la notion de structure de Weyl ALF et
démontrons le théoreme de la masse positive conforme associé.

Ce travail constitue une partie de la these de 'auteur sous la direction de Paul Gauduchon
et Andrei Moroianu. Je les remercie chaleureusement tous deux pour leur soutien et leurs
encouragements. Ce travail est également soutenu par ’ANR ACG (Aspects Conformes de la
Géométrie) récemment constituée.

1 Formule de Bochner conforme

Nous présentons dans un premier temps les objets de géométrie conforme dont nous aurons
besoin. Puis dans un second temps, nous démontrons la formule de Bochner conforme sous
deux formes différentes.

1.1 Structures de Weyl

Soit M une variété différentiable orientée de dimension n. Rappelons que sur toute variété
il existe une famille de fibrés en droite réelles, notés L* avec k réel, définis par LF =
GL(M) X g b/n R, ot GI(M) est le fibré des reperes de TM. Les sections du fibré L* sont
les densités de poids k. Ces fibrés sont orientables donc triviaux. Nous définissons également
le fibré des densités positives, noté Li, par L’j_ = GL(M) X | det [k/n R>°. Notons L le fibré

des densités de poids 1 et remarquons que, lorsque k est un entier positif, LF est le produit
tensoriel de k copies du fibré L.

Nous allons maintenant définir la notion de connexion de Weyl sur une variété conforme.
Soit (M, c) une variété conforme. La structure conforme ¢ sur M peut étre vue comme une
section normalisée du fibré L™% @ S*(T*M) telle que ¢(X, X) € L%, pour tout vecteur non
nul X. La section ¢ est normalisée lorsque A"c est I'isomorphisme naturel entre A"T*M ®
A"T*M et L~2". Nous avons une correspondance biunivoque entre les métriques dans la classe
conforme ¢ de M est les sections positives du fibré L : la métrique g relative a une section [
de L est donnée par g = [~ 2c. La donnée d’une métrique ¢ dans ¢ trivialise le fibré L. Une
connexion de Weyl sur (M, c) est une connexion linéaire sur L. Soit D une connexion linéaire
sur L. Cette connexion induit une connexion sans torsion sur le fibré tangent T'M de M. Nous
notons également D la connexion sans torsion sur 7'M induite par la connexion linéaire D. De
fagon équivalente, une connexion de Weyl sur (M, c) est une connexion sans torsion sur 7'M
préservant la structure conforme. Le fait que D préserve la structure conforme signifie que
Dc =0, ou D agit en tant que connexion sur L et TM. Nous dirons que la donné (M, ¢, D),
ou D est une connexion de Weyl sur (M, ¢), est une structure de Weyl.

Soient D et D' deux connexions de Weyl sur (M, c). L’espace des connexions de Weyl
sur (M, c) est un espace affine modelé sur les 1-formes réelles sur M. En effet, la différence
entre deux connexions de Weyl D et D’ définit une 1-forme sur M & valeurs dans End(T'M).



Cependant, le fibré L est trivial et par conséquent §# = D — D’ est une 1-forme sur M & valeurs
réelles. La relation D = D’ + 6 s’étent au fibré TM de la fagon suivante [17] :

DyX =Dy X +0(Y)X +0(X)Y —¢(X,Y)6", (2)

ou £ et b sont les isomorphismes musicaux définis par la structure conforme c. En particulier,
pour une métrique g dans la classe conforme ¢, la connexion de Levi-Civita de g est une
connexion de Weyl. Notons V¥ la connexion de Levi-Civita de g et 0, la 1-forme satisfaisant
D — VY9 =46, sur L. La 1-forme 0, est la 1-forme de Lee de D relative a g.

La courbure de D, en tant que connexion linéaire sur L, est une 2-forme réelle sur M
notée F'P et appelée courbure de Faraday. La courbure de Faraday est une 2-forme fermée et
particulier, pour toute métrique ¢ dans la classe conforme ¢, nous avons FP = dfy.

La courbure de Weyl de D, notée RP, est la courbure de D considérée comme connexion
sur T'M et définie par :

RRyZ = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z,

pour tout champs de vecteurs X, Y et Z. Contrairement a la courbure riemannienne, le
tenseur de courbure R” n’est pas antisymétrique en tant qu'endomorphisme de TM. En
effet, la courbure de Faraday est la partie symétrique de R”. Nous avons la décomposition
suivante :

RP =RPe 4+ FP @14, (3)

ott RP% est la partie antisymétrique de la courbure de D et ot Id est lidentité des endomor-
phismes de TM. La courbure de Ricci de la connexion de Weyl D est donnée par :

Ric?(X,Y) = trace(Z — RZZ),XY).

L’opérateur de Ricci de la connexion de Weyl, encore noté Ric?, est Papplication linéaire de
TM dans TM ® L~2 définie par :

¢(Ric?(X),Y) = Ric?(X,Y).

Dans la base c-orthonormée {e;};—1. ,, nous avons I’écriture locale suivante :

n

Ric”(X) = > (RY? )12, (4)
i=1

ou [ est la section de L associée a la base c-orthonormée {e;};—1. . La courbure Ric” est une
section du fibré T*M ® T*M. La courbure scalaire de D, notée Scal®, est définie par :

Scal®? = trq(Ric?).

Ainsi, la courbure scalaire de D est une densité de poids 2. Pour plus d’informations, le lecteur
intéressé pourra consulter [, [, [}, [[2] et [L3].



1.2 Formule de Bochner conforme

Pour une variété riemannienne (M, g), la formule de Bochner (voir [f] page 56 — 58 ) est
donnée par :

(29)%a = Ao+ Ricd(a),  Va e T*M, (5)

ot AY, Ric? et 29 sont respectivement 'opérateur Laplacien, 'opérateur de Ricci et 'opérateur
de Dirac relatifs & la métrique g. L’opérateur de Dirac agissant sur les formes est donné par
29 = 69 +d, ou §7 est la divergence définie par g et d la différentielle extérieure sur M.
Le Laplacien est défini par A9 = —tr(DY o DY), ot DY est la connexion de Levi-Civita de
g. Dans la suite de cette section, nous allons établir une version conforme de la formule de
Bochner. Pour cela, nous commencons par définir les opérateurs conformes analogues a ceux
intervenant dans le cas riemannien.

Soit (M, ¢, D) une structure de Weyl. Définissons I'opérateur de divergence conforme relatif
a D, noté 67, et la différentielle extérieure, notée d”, induite par la connexion sans torsion D.
Dans une base c-orthonormée {e;};—1. ., les opérateurs P LFQAPT*M — LF 20 AP 'T* M
et dP : LF @ APT*M — L¥ @ APT'T* M sont définis par les formules suivantes :

n n
5Dw = — Z(el’_,DeiW)l_Q et dDW = Z ej; A Deiw, (6)
i=1 i=1

ou {e; }i=1..n est la base duale algébrique de {e;};—1., et [ la section de L associée a la base
c-orthonormée {e;};—1 .. Une section w du fibré LF@ AP M est aussi appelée p-forme de poids
k. Nous étudions maintenant le lien entre deux opérateurs différentiels ou deux opérateurs de
divergence conforme associés a deux connexions de Weyl distinctes. Par la suite, nous aurons
besoin de comparer les opérateurs d” et §° & leur correspondant riemanniens lorsque qu’une
métrique sera fixée dans c.

Lemme 1.1. Soient D et D deux connezions de Weyl sur (M, c) telles que D = D+86. Pour
toute p-forme w de poids k, ¢’est-d-dire w € C*°(APT*M ® L¥), nous avons :

Dxw = Dxw+ (k—p)f(X)w — A (X w) + X" A (#Fw), VX eTM. (7)
En particulier, si a« € C*(T*M ® Lk), nous avons :
Da=Da+(k—10®a—a®0+c(a,b)c. (8)

Démonstration. Soit w dans C*°(APT*M @ L¥). Les connexions de Weyl agissant sur les
p-formes de poids k sont reliées par la forme suivante :

Dxw = Dxw + (k —p)8(X)w + dv(6 A X)(w), (9)

ol v est la représentation définissant le fibré cotangent T*M comme fibré associé au fibré
principal des reperes de TM. Soit {X1,...,X,} une famille de p vecteurs de T'M, nous



avons

dv(6 A X)(W)(X1, ..., Xp) = — iw(Xl, L OAX)XG, ., X))
— ie(xi)w(xl, XYL X))
+ Zp:c(y, X)w(X1, .., X1, 05 ..., X))
—_ Zp:(_1)i—1e(X,~)w(Y, X1y, X))

p
+ (=) (Y, X w (B, X, Xp)
=1
= — 0N (Yow) (X1, Xp) + Y2 A (0Faw) (X1, ..., X))

Ce calcul nous donne bien la formule souhaitée :

Dxw = Dxw+ (k—p)d(X)w — O A (X w) + X7 A (6°w).

Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. Soient D et D deuz connexions de Weyl sur (M,c) telles que D=D+9.
Nous avons :

dPw=dPw+ kO Aw,  VYwe C®(APT*M @ LF). (10)
De la méme fagon, nous pouvons montrer la proposition suivante :

Proposition 1.3. Soient D et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D=D+6.
Nous avons :

Pw) =6PW)+ (2—n—k+p)fw,  Vwe CC(APT*M @ LF). (11)

Si g est une métrique dans ¢, les opérateurs ¢ et d peuvent étre considérés comme les
opérateurs de divergence conforme et comme la différentielle relative a la connexion de Levi-
civita VY de g qui, en particulier, est une connexion de Weyl. Les formules ([L0) et ([1))
précédentes nous permettent notamment de relier les opérateurs 6” et d” aux opérateur §7
et d respectivement. Commencons maintenant la démonstration de la formule de Bochner
conforme en établissant quelques formules préliminaires.

Proposition 1.4. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui-
vante :

(dPYw=kFP ANw,  Ywe C®AT*M o LF). (12)



Démonstration. Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E sur M. Soit d¥
lopérateur différentielle associé a V agissant sur les formes sur M a valeurs dans E. Pour
toute forme ¥ a valeurs dans F, nous avons la formule suivante :

(dV)’y =RV A, (13)

ott RV est la courbure de la connexion V. Dans notre situation, la courbure de la connexion
de Weyl D agissant sur les formes de poids k est kF'P. Pour toute section w de A*T*M @ L*,
nous avons :

(dP)’w = kFP Aw.

O

Nous allons maintenant établir la formule de Bochner conforme. Nous pouvons considérer
lopérateur d” + 6° comme un opérateur de Dirac sur Uespace des formes & poids, que nous
notons 2 = d” + 6. Soit a une section de T*M @ L*. En suivant la méthode pour établir
la formule de Bochner () (voir ] page 56) et les régles de calcul des connexions sans torsion,
nous obtenons :

(6PdP + dPsP)a = APa + Z(RQ,a)(ei)l*Q, (14)
i=1

ott AP est le Laplacien relatif & D défini par AP = —tr.(D o D). De plus, la courbure de la
connexion de Weyl agit sur les 1-formes de poids k de la fagcon suivante :

(RXya)(Z2) =kFP(X,Y)(Z) — a(RRyZ), VYaeT*M e LF. (15)

Pour tout X dant TM, les formules ([[4) et (J1) nous donnent le calcul suivant :

n

(6P dP + dPP)a)(X) =(APa)(X) + k i FP(e;, X)a(e)l ™ — o Z(Rg,xei)lfa,
i=1 i=1

(APa)(X) + kFP(of, X) — a(~Ric? (X))
(APa)(X) + kFP (o, X) + ¢(RicP (X), a¥)
(APa)(X) + kFP (¥, X) + RicP (X, of). (16)

Ainsi, en contractant par « la formule obtenue par le calcul (E) précédent, nous obtenons :
((6PdP + dPP)a, o) = (APa, a) + RicP (of, af). (17)

De plus, en utilisant la formule ([J), nous avons (27)2a = 6P (6P ) + (6PdP + dP6P)a +
EFP A a. 11 suffit alors de remarquer que §” (6Da) =0 et que les formes a et F” A o nont
pas le méme degré pour en déduire la formule suivante :

(2")a,a) = ((67dP + d"6")a, a). (18)
D’apres les formules ([7) et (I§), nous obtenons la formule de Bochner conforme suivante :

Théoreme 1.5. Pour toute connezion de Weyl D sur (M, c), nous avons :

(2P)a,a) = (AP (), a) — Ric? (o, of), Va € C®(T*M @ L¥). (19)



Nous terminons cette section en établissant une version intégrale de la formule de Bochner
conforme. Rappelons que les objets naturellement intégrables sur une variété conforme sont
les densités de poids —n, c’est-a-dire les sections du fibré L™". Nous allons donc établir une
formule de Bochner conforme mettant en jeux des sections de L™". Notons ( , ) le produit
scalaire conforme sur les p-formes de poids quelconque induit par c.

Proposition 1.6. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui-
vante :

(Da, Da) + RicP(of, o) — (2P a, 2P a) = =67 (¢), (20)
ot (o(X) = (o, Dac + 5D(04)Xb — X.dPa), pour tout X dans TM.

Démonstration. Soient « et 5 des 1-formes de poids k. Remarquons tout d’abord que, compte
tenu du degré des formes en présence, nous avons :

(2P, B) = (8P d" + dPs")av, B).

En suivant la méme démonstration que pour la formule (12) page 512 dans [[1Z], nous obte-
nons :

(Da, DB) = (AP(B), ) — 67 ((ar, DB)), (21)
De fagon similaire, nous obtenons également les deux formules suivantes :
(dPa,d”B) = (,67d7B) +67(Cap) et (670,67B8) = (a,d767B) +67(C5 ) (22)
ou éﬁ et Cgﬁ sont les 1-formes de poids 2k — 2 définies par :
CGp(X) = (0,07 (B)X7) et 5(X) =—(a, X2d"B).
Les formes a et 8 ayant le méme degré, nous avons :
(2P0, 2" 8) = (670,67 B) + (d", d”B). (23)
Ainsi, en sommant les équations données par (), nous obtenons :
(2P0, 2P B) = (a,(27)?B) + 67 (Cap), (24)

ot Co5(X) = (, 6P (8) X’ — X 1dP ). Posons o = . Le théoreme [[J et les équations (4) et
(B1)) nous donnent immédiatement le résultat souhaité :

(Do, Doy + RicP (o, of) — (2P, 2P a) = =67 (C),
ol (o(X) = (o, Do+ 6P (a) X’ — X dP ). O

Nous remarquons par exemple que Da est une section du fibré LF @ T*M @ T*M et que
(o est une 1-forme de poids 2k — 2, par conséquent, (Da, Da) et 5D(Ca) sont des sections de
L%, Les termes de I’équation (R0) sont donc des sections du fibré L?*~4. Ces termes sont
des densités d’intégration si et seulement si k = (4 — n)/2. La proposition ci-dessus nous
donne alors la seconde formule de Bochner conforme :



Théoreme 1.7. Soient (M, c) une variété conforme orientée et Q@ un compact de M. Pour
toute connexion de Weyl D sur (M, c) et pour toute 1-forme o de poids (4—mn)/2, nous avons
la formule de Bochner conforme globale suivante :

/ (|Do¢|2 + RiCD(aﬁ,aﬁ) - |.@D0z|2) = —/ 5D(Ca), (25)
Q Q

0t Co(X) = (o, Dxa + 6P (a)X* — X dP ) pour tous champs de vecteurs X et, ou |Dal? =
(Da, Do) est la norme conforme induite par c.

2 Structures conformes ALF

2.1 Variétés riemanniennes ALF

Nous allons rappeler le théoréme de la masse positive dans le cas des variétés ALF
démontré par V. Minerbe [f]]. Commencons par décrire de maniere précise I’espace modele &
I'infini. Soit 7 : X — R™ \ Bg une fibration en cercles de longueur constante L, ou Bp est la
boule de R™ de rayon R. Soient #; les coordonnées canoniques sur R™. On note xz; = 7" %; les

coordonnées induites sur X ; celles-ci définissent une distance r = /2% + - - - 22, sur X. Soit S

L
le champs de vecteurs sur X engendré par 'action de S!. On pose T = 2—5 . Une connexion
T

n sur X est une 1-forme S'-invariante sur X telle que n(7) = 1. Soit 1 une connexion sur X.
La 2-forme dn est le pull-back d’une 2-forme w sur R™. Supposons que dn = 7*w possede les
propriétés de décroissance suivantes :

w=0(rm) et dw=0(r"™)
Nous définissons la métrique h sur X par :
h=m"grm +n? = dz’ + 17,

ou ggrm est la métrique canonique sur R™. L’espace (X, h) est ’espace modele a l'infini pour
les variétés ALF. Il y a deux exemples simples de tels espaces : la fibration triviale, ou X est
le produit R™ x S' muni de la métrique produit h = dt®> + dz?, et la fibration de Hopf de
R*\ {0} sur R3\ {0} munie de la métrique h = dz? +n?, ol 1) est la forme de contact standard
de S? et da? le pull-back de la métrique standard de R3.

Définition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte orientée de dimension m + 1,
avec m > 3. La variété riemannienne (M, g) est ALF s§'il existe un compact K de M tel
que M \ K est difffomorphe a X, ou (X, h) est ’espace modele décrit ci-dessus, et tel que la
métrique g vérifie sur X les estimations suivantes :

g=h+0(r*m), Vhg =0(@'™™) et Vg = 0@r™™),
ott V" est la connexion de Levi-Civita de la métrique h.

Soit (M, g) une variété ALF de dimension m+1 asymptotique & (X, h) & I'infini. Notons que
(dz1,- -+ ,dxm,,n) est une base h-orthonormée du fibré cotangent de X et soit (X1, -+, Xy, 1)
sa base duale. Notons 2 l'espace des champs de vecteurs engendré par { X1, -, X, }. Dans
le cas des variétés asymptotiquement plates, la masse est une nombre réel, en revanche, pour
une variété ALF la masse est une forme quadratique définie sur ’espace Z.



Définition 2.2. (V. Minerbe, [ Definition 2 page 944) La masse de (M, g) est la forme
quadratique Q, définie sur 2 par :

1 .
Qy(2) = lim sup /8B #1091 (Z), (26)

wnl 500

pour tout champs de vecteurs Z dans Z. Le volume de la sphére standard S™ ! est noté wy,
xp, est 'opérateur de Hodge relatif a h et la quantité gy ,(Z) est donnée par :

1

G9.0(2) = =(divig)(Z)az — 5 (d(trng)(Z)az + d(9(Z, 7)), (27)

ol ayz est la 1-forme duale de Z relativement & la métrique h.
Le théoreme de la masse positive correspondant est le suivant :

Théoreme 2.3. (V. Minerbe, [[]] Theorem 3 page 944). Soit (M, g) une variété riemannienne
compléte, orientée, et de dimension m + 1, avec m > 3. Supposons que (M, g) est ALF et de
courbure de Ricci positif ou nulle. Alors la masse Qg est une forme quadratique positive, et
celle-ci est nulle si et seulement si (M, g) est le produit standard R™ x S.

Terminons cette section par un lemme central dans la théorie de la masse positive ALF
et dont nous aurons besoin par la suite.

Lemme 2.4. (V. Minerbe, [f]] Lemma 6 page 942) Soit (M, g) une variété ALF. Soient Z
dans Z et az la forme duale de Z relativement a la métrique h. Alors il existe une 1-forme
az sur M telle que (d+ 0)az = 0 et satisfaisant les conditions suivantes :

ag —azg = O(r2=mre) et 229 (g —ay) € LY (28)

ot VY est la connexion de Levi-Civita de g.

2.2 Structures de Weyl ALF
3 Structures de Weyl ALF

Dans cette partie, nous appliquons la théorie des connexions de Weyl asymptotiquement
plates [[[J] aux variétés ALF. Nous conservons les notations introduites précédemment.

Définition 3.1. La structure de Weyl (M, ¢, D) est ALF de dimension m + 1 §'il existe une
métrique g dans c telle que la variété riemannienne (M, g) est ALF et telle que la forme de
Lee 0, de D relative a g satisfait, sur X, les conditions de décroissance suivantes :

0, =0('"™) et di,=O0(r*™). (29)

Une métrique g satisfaisant les conditions précédentes est une métrique adaptée pour la struc-

ture de Weyl ALF (M, ¢, D).

Cette définition étend la notion de variété ALF au cadre conforme. Nous allons définir la
masse conforme associée a une structure de Weyl ALF. Comme pour la masse conforme d’une
structure de Weyl asymptotiquement plate, voir [@], la masse conforme d’une structure de
Weyl ALF sera évaluée en une métrique adaptée g. Nous montrons alors que la masse est
indépendante du choix d’une telle métrique. Notons ( , ), et | |, respectivement le produit
scalaire et la norme relatifs a la métrique A sur X induits sur les formes de M.
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Définition 3.2. Soient (M, ¢, D) une structure de Weyl ALF de dimension m + 1 et g une
métrique adaptée pour (M,c, D). La masse conforme associée a (M, c, D) évaluée en g, que

nous notons m¥(g), est la forme quadratique sur 2 définie par :

limsup/ wn (L= m){0y, az0ndz — as20,), VZeZ.
Wn r—oo JOB,
(30)

La forme quadratique Qg est la masse de la variété ALF (M, g) donnée par la définition B3
et ayz est la forme duale de Z relativement a h.

Nous allons montrer que cette masse ne dépend pas du choix de la métrique adaptée
choisie. Caractérisons l’espace des métriques adaptées dans c. Nous considérons l'espace de
fonctions .# défini par :

F ={f € C®(M,]0,+c0]) : f =1 =00"""), df = O'™™) et QO f = O(r™™)}. (31)
Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.3. Soit g une métrique adaptée pour la structure de Weyl ALF (M,c, D).
Considérons le changement conforme g = fg. La métrique g est adaptée pour (M,c, D) si et
seulement si f appartient o % .

Démonstration. D’apres la définition des variétés ALF, sur X, nous avons g;; = h;j + aij,
olt a;; = O(r*™™), dra;; = O(r'™™) et doka;; = O(r~™). Nous écrivons g;; = hij + (f —
1)hij + faij. Nous posons b;; = (f — 1)h;j + fa;j. Si f appartient & .%, nous avons b;; =
o(r*=™), Okbi; = O(r'™™) et 0,0kbi; = O(r™™). Ainsi, si f appartient a %, la métrique
g est ALF. Supposons que g est une métrique ALF. Nous avons alors g;; = h;; + b;j, ol
bij = O(Tz_m)a Opbij = O(Tl_m) et 0;0ibi; = O(r~™). De plus, comme g = fg, nous avons
hij + bij = f(hij + a;;). Ainsi, il est clair que f est bornée. L'égalité (f — 1)hi; = b;j — fa;j
montre alors que f —1 = O(r*~™). De la méme facon, nous montrons que dyf = O(r'™™) et
0,0kf = O(r~™). Donc, la fonction f appartient a .%. 0

Afin de démontrer I'invariance de la masse conforme de (M, ¢, D), nous établissons préalablement
la formule de changement conforme de la masse Q4 de la variété ALF (M, g).

Proposition 3.4. Soit g = fg, ot le changement conforme f est une fonction dans .%. Nous
avons alors la formule suivante :

1imsup/ (1 —m){df,az)ndz — |azlidf), VZeZ, (32)
0B,

2wn r—00
ou ay est la forme duale de Z relativement a h.

Démonstration. Soit Z dans Z. Réécrivons le terme g ,(Z), défini par (P7), dans la base
(X1, Xiny, Xont1), ot Xppp1 = T. En utilisant la convention d’Einstein pour les indices
redondants, nous avons :

05(7) = (V4,9) (X0, 2)i7 — Sd(F(%0 X))(2)d7 — 5d(G(Z, 7)) (3

11



En exprimant le terme de droite de I’équation (B3) en fonction de f et de g, nous obtenons :
~ 1 _ 1
aGn(Z) = fagn(Z) + df (Xp)g( X, Z)az — §df(Z)9(Xb,Xb)Oéz - 59(2, Z)df. (34)

Par hypothese, nous avons g = h + O(r>™™) et df = O(r'™™). Par conséquent, ’équation
(B4) nous donne :

4.1 (Z) =Fagn(Z) + df (Xp)h(Xp, Z) iz — (m+1)

(m+1)
2

df (Z)az — %h(Z, Z)df +O(r*~>™)

=fagn(Z) +df (Z)az —
(m—1)
2

& (2)i7 — Slazhdr + 06>

:fQQ,h(Z) -

& () @l + 065,

Cependant, par définition de dz, df (Z) = (df,dz)p. De plus, par hypothese, f = 14+0(r>™™)
et ¢yn(Z) = O(r'™™), donc fq,n(Z) = qgn(Z)+O(r*2™). Ainsi, d’apres le calcul précédent,
nous avons la formule suivante :

(I-m

05(2) = 4u(2) — Slaliar + L ap, a1 00, (39)

Enfin, en intégrant la formule (BF) sur les spheres de rayon R de R™'! et en passant a la
limite supérieure, nous obtenons la formule souhaitée :

0:(Z) = y(Z) + —— limsup /a (1= m)(ar. @ ) (36)

2wnL r—00
]

Soit (M, ¢, D) une structure de Weyl ALF. Nous savons comment évolue la forme de Lee
de D relativement a deux métriques distinctes de ¢. Pour g et g dans c telles que g = fg,
nous avons :

0; 4

Nous sommes alors en mesure de démontrer que la masse conforme de (M, ¢, D) ne dépend

pas de la métrique adaptée choisie.

Proposition 3.5. Soit (M, c, D) une structure de Weyl ALF. Soient g1 et go deuz métriques
adaptées a (M,c, D). Nous avons :

my) (g1) = mj, (g2)-

Démonstration. D’apres la proposition B.3} il existe f dans .Z telle que g2 = fg;. La formule
(BA) et la proposition B.4 nous donnent alors :

mf(g2) = mf (g1) + o mswp [ (0= m)(df. iz i)

WnL r—00

1 1
= I —n (1 - dz)niy — |z [2df).
5o L 1msup/6BT 7 *p, (( m){df,az)naz ]azlhdf)

r—00
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De plus, d’apres le lemme 2.1.13 page 519 de [[[J], pour toute fonction f dans .Z et pour toute
n-forme w sur M telles que w = O(r'™™), nous avons :

. 1 .
lim sup —w = lim sup w,
r—oo  JOB, f r—oo  JOB,
Par conséquent, les deux derniers termes du calcul précédent s’annulent et nous obtenons :

my) (g1) = my, (g2)-
0

Il nous reste a énoncer et démontrer le théoreme de la masse positive conforme pour les
structures de Weyl ALF.

Théoreme 3.6. Soit (M,c, D) une structure de Weyl ALF de dimension m + 1. Supposons
que la courbure de Ricci de D est positive. Alors la masse th de (M,c,D) est une forme
quadratique positive sur Z .

Démonstration. Soient g une métrique adaptée a (M, ¢, D) et VY la connexion de Levi-Civita
de g. Soient Z dans Z et ayz la forme duale de Z relativement a la métrique h. Considérons
la 1-forme az associée a az donnée par le lemme E Posons a = ZZHZIH) oy = lS_TmaZ, ou !
est la section de L correspondante a la métrique g. Soit (M, ) une suite strictement croissante
de compacts de M tels que OM, = dB,. D’apres la formule de Bochner conforme [[.5, nous

avons

/ (]Da\z + RicD(aﬁ,aﬁ) — ]@DOAQ) = —/ 5D(Ca),
r My

ol (o(X) = (a,Dxa + 6°(a)X’ — X.dPa) pour tous champs de vecteurs X sur T'M.
Démontrons que le membre de droite de cette égalité converge vers la masse conforme de
(M, ¢, D) lorsque r tend vers 'infini. Nous commencgons par exprimer la divergence conforme
de (, relativement a la métrique g. Notons que :

(a(X) = (a, Dxa) 4+ 6P (a)a(X) + dPa(af, X). (38)
D’aprés la formule (), nous avons :
Da=Via+ (k-1 ®a—a®0y+ c(a,by)c

En contractant la formule ci-dessus par la 1-forme « de poids (3 —m)/2, nous obtenons :

1-m
(a, Dxa) = (o, Vo) + 5 a0, (39)
D’apres la formule ([L(), nous avons :
(3—m)

dPa = da + Oy N (40)

Nous en déduisons immédiatement la formule :

3—m 3—m

dDOé(aﬁa ) = da(aﬁ7 ) + —<997 (X>Oé - ‘04’209. (41)

2
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De la méme fagon que pour la formule ([[(), nous démontrons :

5 (a) = 6(a) — (m; D 9,,a). (42)

Enfin, en utilisant les formules (BY), (&) et () pour calculer ¢, nous obtenons :

Ca(X) = CAUX) — a0y (X) + (1 = m){fg, a)a(X), VX € TM, (43)

ou ¢J(X) = (a, Via + (5(0[)Xb — X uda). Rappelons que lorsqu’une métrique g est fixée, le
fibré L est trivialisé par la section [ de L correspondante & g. Nous avons alors 'identification

suivante :
- == [ = [ e, (4

oll vy et *4 sont respectivement la forme volume et 'opérateur de Hodge associés a g et (, est
identifié¢ & une 1-forme réelle sur M. La formule ([i4) et 'expression ([iJ) de (., nous donnent :

- / () = /8 )+ /8 L #o(( =m0y 0)507 — lozlyty), (49)

ou (, )g est le produit scalaire sur les formes induit par g. De plus, I'intégrale du terme
*¢(Cay) correspond au terme obtenu en intégrant la formule de Bochner riemannienne, et
celui-ci converge vers la masse de la variété riemannienne ALF (M, g). En effet, le lemme 8
page 943 de [fJ] donne :

limsup/aBT (€4 ,) = waLQp(Z). (46)

r—00

Les hypotheses de décroissance de 6, de az et de la métrique g nous donnent :
(L =m){y,z)g007 — |aZ|52;99 = (L =m){0y,az)naz — |aZ|ieg +O0(r772m). (47)

Par conséquent, par passage a la limite supérieure dans 1’équation (@), nous obtenons la
formule suivante :

_/ 5D(Ca) = wnL(Qh(Z) +
M

Nous voyons donc apparaitre la masse de la structure de Weyl ALF (M, ¢, D) et nous avons :

limsup/ *h((l — m)<9ga&Z>haZ - ‘&Z‘%GQD'
OB,

Wn r—00

/M (IDa? + Ric? (o, o) — |2Pal?) = w,Lm} (Z). (48)

Il nous reste a montrer que / |2Pal* = 0. D’apres les formules (f0) et (), nous avons :
M

PPa = 5P(a) + dPa = (d+ )z — "0y, az)g + 6, M. (49)

Par construction, nous avons (d 4+ §)az = 0. D’apres les hypotheses de décroissance de 6,
nous avons donc (6, az), = O(r* 2™ et 6, A az = O(r* ™). Ainsi, nous obtenons :

T—00 T—00

limsup/ 0y, az)gPvy = limsup/ 0, A az|?v, = 0. (50)
9B, By
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L’égalité (BQ) et 'équation (i) donnent alors :

/ 2P al? = 0. (51)
M

Nous déduisons des formules (§g) et (F1)) la formule suivante :

/ (IDaf? + Ric” (o, of)) = woLmy(Z). (52)
M
Par conséquent, lorsque 'opérateur de Ricci est positif, la masse mf est une forme quadratique
positive. ]
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