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VERSION 1.0

Kommentare willkommen!

IN DIESER ARBEIT WIRD AUFBAUEND AUF DEN ARBEITEN VON PETER HINST UND GEO SIEGWART EIN PRAGMATISIERTER
KALKUL DES NATURLICHEN SCHLIERENS ENTWICKELT UND DIE AQUIVALENZ DER KONSEQUENZRELATION FUR DEN
KALKUL MIT DER MODELLTHEORETISCHEN KONSEQUENZRELATION BEWIESEN.
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Vorbemerkung

In dieser Arbeit wird aufbauend auf den Arbeiten von PETER HINST und GEO SIEGWART
zur Pragmatisierung von Kalkiilen des natiirlichen SchlieRens® ein (klassischer)
Redehandlungskalkiil® fur das natiirliche SchlieBen entwickelt, fiir den gilt: (i) Jede Se-
quenz $ aus Annahme- und Folgerungssétzen ist keine Ableitung einer Aussage aus einer

Aussagenmenge oder es gibt genau eine Aussage I' und genau eine Aussagenmenge X, so
dass $ eine Ableitung von T" aus X ist, wobei dies fiir jede Satzsequenz ohne Rickgriff

auf metasprachliche Kommentarmittel feststellbar ist. (ii) Die klassische modelltheoreti-
sche Konsequenzrelation fir die erste Stufe ist aquivalent zu der Konsequenzrelation flr
den Kalkdl.

Bei der Entwicklung des Kalkils wird der von PETER HINST und GEO SIEGWART entwi-
ckelte grammatische Rahmen pragmatisierter Sprachen erster Stufe vorausgesetzt und um
einige zusatzliche Begrifflichkeiten ergénzt (1). Sodann wird die Rede von der Verflg-
barkeit von Aussagen etabliert: Im Gegensatz zu den von HINST und SIEGWART entwi-
ckelten Kalkiilen wird bei der Formulierung der Redehandlungsregeln fiir diesen Kalkil
nicht auf eine Abhangigkeitsrelation zwischen Aussagenmengen und Aussagen zuriick-
gegriffen, sondern auf eine Verfiigbarkeitsrelation zwischen Aussagen, Satzsequenzen
und Stellen (natlirlichen Zahlen im Definitionsbereich von Sequenzen). Dabei ist die Ge-
staltung der Verfligbarkeitsrede von der etwa im KALISH-MONTAGUE-MAR-Kalkiil umge-
setzten ldee inspiriert, dass — mit Ausnahme der Konklusion — die Aussagen in einem
Unterbeweis nach SchlieRung dieses Unterbeweises nicht mehr verfigbar sein sollen.*

Allerdings werden hier nur Unterbeweise, die auf Subjunktoreinfiihrung (SE), Negator-

Siehe HINST, P.: Pragmatische Regeln, Logischer Grundkurs und SIEGWART, G.: Vorfragen, Denkwerk-
zeuge.

Den Ausdruck 'Redehandlungskalkil' zur Bezeichnung pragmatisierter Kalkiile des natlrlichen Schlie-
Rens Gibernehmen wir von SEBASTIAN PAASCH.

Dabei regulieren wir das Pradikat '.. ist eine Ableitung von .. aus ..' so, dass die an dritter Stelle genannte
Aussagenmenge die Menge der in der an erster Stelle genannten Satzsequenz tatséchlich auftretenden
und nicht eliminierten Annahmen ist. Reguliert man das Pradikat, wie auch blich, so, dass die an dritter
Stelle genannte Aussagenmenge eine Obermenge der Menge der in der Satzsequenz tatséchlich auftre-
tenden und nicht eliminierten Annahmen ist, dann gewéhrleistet der Kalkiil dementsprechend, dass jede
Sequenz $ aus Annahme- und Folgerungssatzen entweder keine Ableitung einer Aussage aus einer
Aussagenmenge ist oder aber dass es eine Aussage I' und Aussagenmenge X gibt, so dass flr jede Aus-
sage A und Aussagenmenge Y gilt: § ist eine Ableitungvon Aaus Y gdwA=Tund X C Y.

Siehe KALISH, D.; MONTAGUE, R.; MAR, G.: Logic. Siehe auch LINK, G.: Collegium Logicum, S. 299-
363.
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einfihrung (NE) oder Partikularquantorbeseitigung (PB) abzielen, so behandelt und der
Kalkul wird so etabliert, dass auf den Einsatz graphischer Mittel oder metasprachlicher

Kommentare verzichtet werden kann: Welche Aussagen in einer Sequenz verfugbar sind,
lasst sich flr jede Sequenz ohne Rickgriff auf irgendeine Art von Kommentar eindeutig
feststellen (2).

Sodann wird der Redehandlungskalkiil etabliert. Dieser enthalt wie flr pragmatisierte
Kalkdle des natirlichen Schliel3ens blich neben einer Annahmeregel, die das Annehmen
beliebiger Aussagen erlaubt, fir jeden logischen Operator zwei Regeln, von denen jeweils
die eine seine >Einflihrung< und die andere seine >Beseitigung« reguliert. Abgesehen von
der Regel der Identitatseinfihrung (IE), die die pramissenlose Folgerung von Selbstiden-
titdtsaussagen erlaubt, verlangen die Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln immer, dass
bereits entsprechende Pramissen gewonnen wurden, d.h. verfugbar sind. So erlaubt etwa
die Regel der Subjunktorbeseitigung (SB), dass man I" folgern darf, wenn man A und "A
— I bereits gewonnen hat, d.h. wenn A und "A — I verfugbar sind. Gewonnen bzw.
verfligbar gemacht werden Aussagen dabei, indem sie gefolgert oder angenommen wer-
den. Sodann gewinnt man eine Aussage I" im Ausgang von einer Annahme, wenn diese
Annahme die letzte vor bzw. bei der Gewinnung von I" gemachte Annahme ist, die noch
verfligbar ist.

Drei der Regeln, ndmlich SE, NE und PB erlauben es ihrerseits, sich von gemachten
Annahmen auch wieder zu befreien: Hat man im Ausgang von der Annahme einer Aus-
sage A eine Aussage I gewonnen, dann darf man "A — I folgern und sich so von der
gemachten Annahme von A befreien (SE); hat man im Ausgang von der Annahme einer
Aussage A Aussagen I" und "—I"" gewonnen, dann darf man "—A™ folgern und sich so
von der gemachten Annahme von A befreien (NE), ist eine Partikularquantifikation
"VEA™ verfugbar und hat man im Ausgang von der représentativen Ersatzannahme [B, &,
A] eine Aussage I' gewonnen, dann darf man I' folgern und sich so von der gemachten
Ersatzannahme befreien (PB). Die Befreiung von der jeweils gemachten Eingangsannah-
me wird dabei dadurch erreicht, dass mit der Anwendung von SE, NE und PB jeweils der
gesamte Unterbeweis von der entsprechenden Annahme an geschlossen wird. Dies hat
dann zum einen zur Folge, dass die jeweiligen Eingangsannahmen nicht mehr verfuigbar

sind, aber es macht auch die im Zuge des Unterbeweises gemachten Zwischenfolgerun-
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gen als Pramissen unverflighar — diese dienten ja nur dazu, die entsprechende Regelan-
wendung vorzubereiten, und sind unter der jeweiligen Annahme gewonnen. Ist die An-
nahme nicht mehr verfigbar, dann sollen es dementsprechend auch keine Aussagen sein,
die nur unter dieser Annahme zu gewinnen waren. Man vergegenwartige sich dies etwa
an dem zur Vorbereitung von NE zu gewinnenden Paar I" und "—I"".

Im Anschluss an die Etablierung des Kalkuls wird dann ein Ableitungs- und Konse-
quenzbegriff fir den Kalkil etabliert. Dabei ist dann eine Satzsequenz $) genau dann eine

Ableitung einer Aussage I' aus einer Aussagenmenge X, wenn sich $) gemaR den Regeln
des Kalkuls aufern lasst, I" die Aussage des letzten Gliedes von $ und X die Menge der
in $ verfligbaren Annahmen ist. Sodann wird I" genau dann deduktive Konsequenz aus X
sein, wenn es eine Ableitung von I aus einer Aussagenmenge Y < X gibt (3).

Um den Beweis der Adéaquatheit des so etablierten deduktiven Konsequenzbegriffs vor-
zubereiten, sind sodann u.a. Reflexivitat, Abgeschlossenheit unter Einfuhrung und Besei-
tigung und Transitivitat der deduktiven Konsequenzschaft zu beweisen (4). Im Anschluss
wird dann eine zum grammatischen Rahmen passende Fassung des tblichen modelltheo-
retischen Konsequenzbegriffs etabliert (5). Sodann wird die Korrektheit und die Voll-
standigkeit des deduktiven gegenuber diesem modelltheoretischen Konsequenzbegriff
gezeigt (6). Den Abschluss bilden einige Bemerkungen zum maglichen Ausbau des hier
verfolgten Ansatzes (7).

Als Rahmen fiir die Entwicklung des Kalkls setzen wir eine gangige Mengen- oder
Klassen-Mengen-Lehre, wie etwa ZF oder NBG(U), voraus, wobei wir zur Bezeichnung
von Mengen auch die Klassenschreibweise verwenden. Da wir keine Entscheidung fur
eine reine Mengenlehre treffen wollten, missen wir an einigen Stellen Forderungen — wie

etwa X e {X} - erheben, die im Rahmen einer reinen Mengenlehre trivial, im Rahmen

einer Klassen-Mengen-Lehre jedoch informativ sind. Die Entwicklung und metatheoreti-
sche Analyse des Redehandlungskalkiils greift stark auf tbliche mengentheoretische und
(meta)logische Instrumente und Beweistechniken zurlick, wie sie in den im Literaturver-
zeichnis aufgefuhrten Werken préasentiert werden, ohne dass dies immer einzeln ausge-
wiesen ware.

Ein Benutzerhinweis: Die Eintrdge im Inhaltsverzeichnis sind mit den entsprechenden

Kapiteln verknlpft und als Lesezeichen vorhanden. Ferner verlinken alle Querverweise
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sowie alle Nennungen von Postulaten, Definitionen, Theoremen und Regeln, auf die ent-
sprechende Stelle. Man kann daher durch Klicken auf Verweise und mit den Funktionen
"Vorherige Ansicht” (Alt+Nach-Links-Taste) und "Néachste Ansicht” (Alt+Nach-Rechts-
Taste) zwischen den einschldgigen Verweisstellen und dem gerade gelesenen Abschnitt
wechseln.

Wir danken SEBASTIAN PAAsSCH dafur, uns auf Probleme, die die Entwicklung unseres
Kalkuls angestoRen und angetrieben haben, aufmerksam gemacht zu haben, flr wertvolle
Hinweise und fiir seine konstruktive Kritik an einer friheren Fassung dieses Textes. So-

dann danken wir GEO SIEGWART flr wertvolle Hinweise, Duldung und ein offenes Ohr.









1 Zum grammatischen Rahmen

Der Redehandlungskalkiil und seine Metatheorie werden fiir abzahlbare und pragmatisier-
te Sprachen erster Stufe entwickelt.” Um die folgende Darstellung zu vereinfachen, wird
jedoch der Sprachbezug unterdriickt bzw. eine beliebig, aber fest gewéhlte Sprache dieser
Art mit abzéhlbar unendlichem Inventar, die Sprache L, vorausgesetzt. Deren Inventar
und Syntax sind zunéchst zu spezifizieren (1.1). Sodann sind Substitutionsbegrifflichkei-
ten fur die weitere Arbeit zu entwickeln und einige Substitutionstheoreme zu beweisen
(1.2).

1.1 Inventar und Syntax

L soll als beliebig, aber fest gewahlter Vertreter fiir Sprachen des gewinschten Typs mit
abzahlbar unendlichem nicht-logischen Inventar stehen, wobei der Kalkil natirlich auch
fur Sprachen mit endlich vielen deskriptiven Konstanten einschlagig ist. Da L nicht eine
konkret konstruierte Sprache ist, wird nun einfach gefordert, dass ein entsprechendes In-
ventar existiert und eine passende Verkettungsoperation tber der Menge der Grundaus-
driicke existiert. Welches Inventar im konkreten Fall gewahlt bzw. wie es konstruiert wird
(und wie es mengentheoretisch etwa durch Ruckgriff auf N in NBG oder ZF modelliert
bzw. unter Rickgriff auf axiomatisch charakterisierte (Mengen von) Urelemente(n) in
NBGU beschrieben wird) und wie die Verkettungsoperation ausgestaltet wird (etwa ein-
fach durch Ruckgriff auf endliche Folgen oder durch eine eigens entwickelte Konkatena-
tionsoperation) wird offen gelassen. Mit dem ersten Postulat wird nun die Existenz pas-

sender Mengen von Grundausdriicken fir das Inventar von L gefordert:

Postulat 1-1. Das Inventar von L (KONST, PAR, VAR, FUNK, PRA, JUNK, QUANT, PERF,
HZ)
Folgende Mengen sind wohldefiniert, paarweise disjunkt und haben @ nicht zum Element:

(i)  die abzahlbar unendliche Menge KONST = {c; | = € N}, wobei fir alle 7, j € N mit : #
J: ¢; £ c;und ¢; € {c;}, (die Menge der Individuenkonstanten; Metavariablen: a, o, o*,
o)

(i)  die abzahlbar unendliche Menge PAR = {x; | « € N}, wobei fur alle 7, € N mit i £ 5
X; # X; und x; € {x;}, (die Menge der Parameter; Metavariablen: §, B', B*, ...),

(iii)  die abzahlbar unendliche Menge VAR = {z; | = € N}, wobei fir alle 7, j € N mit ¢ # 5

> Siehe dazu die in FuRnote 1 angegebene Literatur.
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z; # z; und z; € {z;}, (die Menge der Variablen; Metavariablen: &, {, o, &, ', o', £*,
C*, 0%, ...),

(iv) die abzéhlbar unendliche Menge FUNK = {f,, | ¢ € N\{0} und 5 € IN}, wobei fur alle
i, 3, k, L e Nmit (4, j) # (K, [): £, # fr,und f; € { f,;}, (die Menge der Funktoren; Me-
tavariablen: o, ¢', 0%, ...),

(v) die abzahlbar unendliche Menge PRA = {=} u {P,; | i € N\{0} und j € N}, wobei
{=} < {P:;|i e N\{0} und j € N} und fur alle , j, k, I € N\{O} mit (i, ) # (k, ]): P,
# P, und P, ; € {P;;}, (die Menge der Pradikatoren; Metavariable: @, @', ®*, ...),

(vi) die Finfermenge JUNK = {—, —, <, A, v} (die Menge der Junktoren; Metavariab-
len: y, v', y*, ...),

(vii) die Zweiermenge QUANT = {A, V} (die Menge der Quantifikatoren; Metavariablen:
I, IT, I1*, ...),

(viii) die Zweiermenge PERF = {Sei, Also} (die Menge der Performatoren; Metavariablen:
= Z,E* ...)und

(ix)  die Dreiermenge HZ = {(} v {)} u {,} (die Menge der Hilfszeichen).

Die metasprachlichen Ausdriicke, durch die die Elemente der Mengen PERF und HZ be-
zeichnet werden, werden im Folgenden aulRerdem als metasprachliche Performatoren und
Hilfszeichen verwendet, gleiches gilt fur den ldentitatspradikator. Um Konfusionen zu
vermeiden und die intuitive Lesbarkeit zu erhéhen, werden daher im Folgenden Quasian-
fihrungszeichen ('™, ™) verwendet, wenn objektsprachliche Ausdriicke bezeichnet wer-
den sollen. Als allgemeine Metavariablen fur objektsprachliche Ausdriicke dienen: p, T,
W, T, u*, t*, .... Das Inventar von L soll nun einfach die Menge aus den in Postulat 1-1

geforderten Mengen sein:

Definition 1-1. Das Inventar von L (INV)
INV = {KONST, PAR, VAR, FUNK, PRA, JUNK, QUANT, PERF, HZ}

Die Syntax von L enthélt die Kategorien der Terme, Quantoren, Formeln und Satze ge-

maR der folgenden Definitionen. Zunédchst wird die Menge der Grundausdriicke etabliert:

Definition 1-2. Grundausdriicke (GAUS)
GAUS = UINV

Nun wird die Existenz einer passenden Verkettungsoperation Uber der Menge der Grund-
ausdrucke postuliert, wobei — wie bereits bemerkt — offen gelassen wird, wie diese im

einzelnen auszugestalten ist:
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Postulat 1-2. Die Ausdrucksverkettungsoperation®
Die durch Juxtaposition angezeigte Ausdrucksverkettungsoperation ist wie folgt wohldefiniert:
(i) Faralle £ € N\{0}: Wenn {uo, ..., -1} S GAUS, dann ist ... 1" wohldefiniert
und fiir alle j € N\{0}: Wenn {W, ..., p'1} < GAUS, dann: "uo...pea" = "Wo..
gdw j = kund fur alle ¢ < £ gilt: p; = p';,
(i)  Wenn p € GAUS, dann gibt es kein £ € N\{0, 1}, so dass {uo, .., -1} < GAUS und
H= THoww M
(iii)  Fdr alle & € N\{0}: Wenn {uo, ..., w1} < GAUS, dann ist "po...p1" # @ und
"Ho--- M1 € {Mo--- i1 ' uNd
(iv)  Firalle £ € N\{0}: Wenn es ein ¢ < k gibt, so dass a; ¢ GAUS, dann ist "ag...a;1" = 0.

Mit der Darstellung durch Juxtaposition wird bereits die Assoziativitat der Ausdrucksver-
kettungsoperation vorausgesetzt. Diese Eigenschaft kann daher als implizit postuliert be-
trachtet werden. Als Obermenge zu allen im weiteren Verlauf zu definierenden Katego-
rien wird sodann die Menge aller Ausdriicke und im Anschluss die Langenfunktion

definiert;

Definition 1-3. Ausdriicke (AUS; Metavariablen: u, T, i, ', u*, 7%, ...)
AUS = {rl.Lo...lJ,k_]_-l | ke [N\{O} und {},lo, vy uk—l} c GAUS}

Definition 1-4. Ausdruckslange (AUSL)
AUSL ={(u, k) | n € AUS, k € N\{0} und es gibt {uo, ..., w1} < GAUS mit u = "po... 1"}

Theorem 1-1. AUSL ist eine Funktion auf AUS
(i) Dom(AUSL) = AUS und
(i) Forallep e AUS, k, I € N: Wenn (u, k), (i, I) € AUSL, dann k= 1.

Beweis: (i) ergibt sich direkt aus Definition 1-3 und Definition 1-4. Zu (ii): Seien p €
AUS, k, I € N mit (u, k), (n, [) € AUSL. Dann gibt es {uo, ..., t-1} S GAUS mit p =
"Wo... 11" und es gibt {u, ..., w1} < GAUS mit p = "wo...n'x1". Nach Postulat 1-2-(i)
istdann k=1.o

®  Hier und im Folgenden setzen wir voraus, dass gilt: Wenn & € N\{0} und {ao, .., a1} < X, wobei X e

{X}, dann gilt fur alle i < k: ¢; € {aq, ..., @1}
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Nun kdnnen bereits alle Operatoren nach ihrer Stelligkeit bestimmt werden. Fur die unter
Definition 1-5-(vi) beschriebenen Operatoren wird in Definition 1-8 eine eigene Katego-

rie definiert.

Definition 1-5. Stelligkeit

u ist -stellig
gdw

() peFUNKundesgibtj e N, sodass u=f;;oder

(ii) nePRAuNndesgibtj e N, sodass u=P,;oder

(iii) p="="und¢=2 oder

(iv)  pu="="und:=1oder

(V) peJUNK™—"}undi=2 oder

(vi) esgibtIl e QUANT und £ € VAR und p= TIE" und ¢ = 1 oder
(vii) pe PERFundi=1.

Die ersten beiden Theoreme dienen der VVorbereitung der Theoreme zur eindeutigen Les-
barkeit (Theorem 1-6 und Theorem 1-7):

Theorem 1-2. Eindeutige Anfangs- und Endausdriicke
Wenn p, @', p*, p* e AUS, dann:
(i)  Wenn "uu*" = "uu™, dann: p* = p,
(i)  Wenn "p*p" = p'u”, dann: p* = u’ und
(iii)  Wennp, p' € GAUS und "up*™ = "p'p™”, dann p = '

Beweis: Seien p, ', p*, u* € AUS. Dann gibt es 7 € N\{0}, so dass {uo, ..., w1} <
GAUS und p = "po...p" und j € N\{0}, so dass {u*o, ..., n*j1} < GAUS und p* =
"W*o...p1*51" und k € N\{0}, so dass {u", ..., ur1} < GAUS und 1" = "uo... 1k Sei
nun fir (i) "up*? = "pp'. Dann ist Tuo, ..., Wetoe 0¥ = THo, ey Healoee Uk
Dann gilt mit Postulat 1-2-(i): 745 = 4+k und somit j = & und fir alle [ < j gilt: p*; = p*;
und somit gilt wiederum nach Postulat 1-2-(i): p* = "p*o...p*1" = "who...u'a" = wh (i)
ergibt sich analog. Seien nun fir (iii) p, p' € GAUS und "uu** = "p'p™. Dann ist
"Up*o.. 0¥ = TWno... 1k Dann gilt mit Postulat 1-2-(i): j = & und fr alle [ < j gilt:

u* = p' sowie p=p'. o
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Theorem 1-3. Kein Ausdruck enthalt sich selbst echt
Wenn p', u*, u* € AUS, dann:
(i) W,
(i) w# "wp™ und
(i) ' # e
Beweis: Seien p', u*, u* € AUS. Dann gibt es i € N\{0}, so dass {u', ..., u'1} < AUS
und p' = "po...pw'a’ und j € N\{0}, so dass {u*o, ..., p*;1} < AUS und p* = "u*o...p*;
. und k& e N\{0}, so dass {u'o, ..., u'x1} < AUS und pu* = "u'o...p"1" . Ware nun p' =
"Wu*T oder W' = "pFu'n™ oder w' = "p*p”. Dann wére "wo... W' = TWo... Wiao. . 0¥
1 oder TWo...wia = "W¥o.. 0o Wiap oo Wkt Oder "o Wit = Tu¥o, ..., pti
1'o... ' . Dann waére mit Postulat 1-2-(i): ¢ = ¢+ oder ¢ = j+i+k oder ¢ = j+: und ande-
rerseits mit 4, j, k € N\{0}: ¢ # i+5 und ¢ # j+i+k und ¢ # j+i.Widerspruch! Also p' #
"Wu*T und ' # Tt und @' # e o

Definition 1-6. Die Menge der Terme (TERM; Metavariablen: 6, ', 6*, ...)
TERM =N{R | R < AUS,
(i) KONST u PAR u VAR < R und
(i) Wenn {6y, ..., 0,1} < R und ¢ € FUNK n-stellig, dann "o(6, ..., 6,.1)" €
R}

Hinweis: Leerzeichen dienen hier und im Folgenden nur der besseren Lesbarkeit, sie sind

kein Teil der Ausdriicke. So steht etwa "f31(Co, Co, C1)" flr "31(Co,C0,C1)”

Definition 1-7. Atomare und funktorale Terme (ATERM und FTERM)
(i) ATERM =KONST u PAR u VAR
(i) FTERM = TERM\ATERM

Definition 1-8. Die Menge der Quantoren (QUANTOR)
QUANTOR = {TIE" | IT € QUANT und & € VAR}
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Definition 1-9. Die Menge der Formeln (FORM; Metavariablen: A, B, T, A, A", B, T", A", A*,
B*, I'*, A*, ..)
FORM=N{R |R < AUS
(i)  Wenn {0y, ..., 0,1} < TERM und ® € PRA n-stellig, dann "®(0y, ..., 0,.1)"
e R,

(i)  Wenn A € R, dann "-A™ € R,
(iif)  Wenn Ag, A; € R und y € JUNK\{"™—"}, dann "(Ao y A;)" € R und
(iv)  WennA € Rund & € VAR und IT € QUANT, dann TIEA™ € R}

Definition 1-10. Atomare, junktorale und quantorale Formeln (AFORM, JFORM, QFORM)
(i)  AFORM = {"®(0y, ..., 0,.1)" | ® € PRA n-stellig und {0y, ..., 0,..} < TERM},
(i) JFORM = {"=A" | A € FORM} u {"(Ao w A1)" | Ay, Ay € FORM und vy €
JUNK\{"—"}},
(i) QFORM ={TIEA" | A € FORM und IT € QUANT und ¢ € VAR}

Das folgende Theorem fiihrt direkt zur eindeutigen Lesbarkeit hin.

Theorem 1-4. Terme resp. Formeln haben keine Terme resp. Formeln als echte Anfangsaus-
driicke

(i) Wenn6,0 e TERMund p €eAUS, dann 6" = "0 und
(i)  Wenn A, A' e FORM und p e AUS, dann A" = "Ap’.

Beweis: Zu (i): Seien 6, 0" € TERM und p € AUS. Der Beweis wird mittels Induktion
tber AUSL(0") gefiihrt. Gelte dazu die Behauptung fiir alle 6 € TERM mit AUSL(0) <
AUSL(0"). Fur AUSL(0") = 1, also 8' € ATERM qgilt die Behauptung trivial, weil es nach
Postulat 1-2-(ii) kein 8, u e AUS gibt, so dass 8" = "0u". Sei nun 1 < AUSL(6"). Dann gilt
0' ¢ ATERM, also 6' € FTERM. Angenommen 6' = "0u". Also gibt es ' € N\{0} und ¢’
e FUNK, wobei ¢' n'-stellig, und {6, ..., 8';.1} < TERM, so dass 6' = "¢'(0', ..., 0';-1)".
Ware 6 € ATERM, dann ware mit Postulat 1-2-(i) AUSL(8") = AUSL(0) = 1. Wider-
spruch! Also ist 6 € FTERM und es gibt n € N\{0} und ¢ € FUNK, wobei ¢ n-stellig,
und {6o, ..., 0,1} < TERM, so dass 6 = "¢(Bo, ..., 0,.1)". Also "¢'(0', ..., 01)" =
"o(0o, ..., 0,.1)u". Dann gilt mit Theorem 1-2-(iii) ¢' = ¢ und damit nach Definition 1-5
und Postulat 1-1-(iv) n = n'. Also "@(0', ..., 0'.1)" = "@(0o, ..., 0,.1)u".

Sodann gilt mit TERM < AUS, dass es {u*%, ..., n*°ausi@ga} U .. U {u"" %, .o n””

"ausLom)1p & GAUS und {u™, ..., HGOAUSL(GO)-l} U .o, Men-lAUSL(Gn-l)-l} c
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GAUS gibt, so dass fiir alle i < n: 0';, = rp,e'jo...]J,e'iAUSL(e'l’)_l-' und 0; = ruejo...ueiAUSL(ei)_l-l .

Dann ist

"o(W"%... HG'OAUSL(G'O)—L e 1 -!»16‘71'_1Au5|_(e'n-1)-1)-'

r(P(el(), feey eln'_l)-l
und

On-1

r(P(eo. ey en—l)lvl-l = r(P(Heoo---HeoAUSL(eo)-l, e W 0---l-len_lAUSL(%—l)—l)H_‘

und damit:
0" 0 0'n- 0'n-
I—(P(Ll Oo---u OAUSL(O'O)-lr g B ”%---u " 1AUSL(e'n-l)-l)1
[¢] 0 on- on-
I—(P(Ll %.. Y OAUSL(GO)-la S B "o. ] " 1Au5|_(en-1)-1)u1

und damit mit Theorem 1-2-(i)

r. 00 00 0'n-1 0'n-1 B
K 0. b AUSL(0'0)-15 +--s U 0. ] AUSL(G'n—l)—l)

r,.0o 6o On-1 0n-1 A
W 0. L AUSL(00)-15 ==+ L TO-e ] AUSL(Gn-l)-l)lvl

Wenn nun AUSL(6";) = AUSL(8,) fir alle i < n, dann ware mit Postulat 1-2-(i) und
Theorem 1-2-(i) ") = "u", wahrend andererseits mit Postulat 1-2-(ii) gilt: ") # N’
Widerspruch! Also gibt es ein kleinstes ¢ mit AUSL(6";) #= AUSL(6;). Sei < so und zu-
nachst AUSL(8';) < AUSL(6;). Angenommen 7 = 0. Dann ergibt sich mit Postulat 1-2-(i)
fur alle j < AUSL(0'), dass p”% = p% und damit 0 = u%%...u"usL @1’ =
1%%. .. 1%ausL g Wegen AUSL(0') < AUSL(8) gilt dann aber, dass 6

6o 6o — 0'o 0' 6o 60
"W... W AUSL@0)-1 = "0, L AUSL(6'0)-LHL AUSL(6'0)- - - AUSL(60)-1

"0'0u™ausL(0g)- - - P ausiLoy-1” iM Widerspruch zur 1.V. Angenommen 4 > 0. Dann gilt mit
Postulat 1-2-(i):

r, 00 0'o 0'i-1 0'i-1 9
K 0. b AUSL(0%0)-1s +ees U 0 U TAUSL(0%-1)-11

r, .00 0o 0i-1 0i-1 a
W 0. .- L TAUSL(00)-15 +-+s b T0-- b TAUSL(05-1)-15 -

Also mit Theorem 1-2-(i):

r, 04 0'i 0'n-1 0'n-1 A
W oo..-lb AUSL@@%)-1y -+ L T0--- U AUSL(@'n-l)-l)
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r .00 07 On-1 On-1 A
oo L AUSL(9:)-15 ---y L 0.1 AUSL(en-l)-l)u .

Mit Postulat 1-2-(i) gilt sodann fir alle j < AUSL(0"), dass 1%’ = p% und damit 0'; =
0 1 ausLegr” = 1. 1 ausLeya . Wegen AUSL(0') < AUSL(6;) gilt dann aber,
dass 0, =  "WooPaustep’ = oo -n”ausienlausiey- -0 ausLeyt =
01" ausL (- - 1 ausLg-1" ebenfalls im Widerspruch zur 1.V. Bei AUSL(6;) < AUSL(9")
ergibt sich analog ein Widerspruch.

Zu (ii): Seien nun A, A' e FORM und p € AUS. Der Beweis wird mittels Induktion tber
AUSL(A") gefihrt. Gelte dazu die Behauptung fir alle A € FORM mit AUSL(A) <
AUSL(A"). Nun gilt FORM n GAUS = @. Damit ist die Behauptung fur AUSL(A") =1
trivial erfallt. Sei nun 1 < AUSL(A"). Also A' € AFORM u {™—A*" | A* ¢ FORM} v
{" (Ao y A1) | Ao, Ay € FORM und y € JUNK\{"—"}} u QFORM. Diese vier Félle wer-
den nun unterschieden.

Erstens: Sei A' € AFORM. Der Beweis wird analog zum Induktionsschritt fir (i) unter
Rickgriff auf (i) gezeigt. Angenommen A' = "Au". Also gibt es »' € N\{0} und @' €
PRA und {0, ..., 0',.1} < TERM, so dass A' = "®'(0', ..., 0',.1)". Ware A € JFORM u
QFORM, dann gébe es ' € {"=", "("} u QUANT und p* € AUS, so dass A = "p'uy*",
also "®'(0', ..., 0'-1)" = A'= "TAp" = "w'p*u’ und damit nach Theorem 1-2-(iii) @' = p'.
Also @' e {"=", "("} u QUANT. Widerspruch! Also A ¢ JFORM u QFORM, sondern
A € AFORM. Damit gibt es n € N\{0} und ® € PRA und {0y, ..., 0.1} < TERM, so
dass A = "®(0y, ..., 0,.1)". Also "®'(0%, ..., 0'1)" = "®(0, ..., 0,.2)u". Dann gilt mit
Theorem 1-2-(iii) @' = @ und damit nach Definition 1-5 und Postulat 1-1-(v) n = n'. Also
0, ..., 05,1)" = "®(0, ..., 0,.0)u". Mit Theorem 1-2-(i) gilt "0, ..., 0',.1)" = "0, ...,
0,.1)1". Ab hier lauft der Beweis fiir A' ¢ AFORM vollkommen identisch zum Indukti-
onsschritt fur (i), wobei der resultierende Widerspruch hier nicht mit der 1.V., sondern mit
(i) besteht!

Zweitens: Sei nun A' € {"=A*" | A* ¢ FORM}. Dann gibt es A* € FORM, so dass A' =
"—A". Angenommen A' = "Ap’ und damit "Ap® = "—A™, wobei AUSL(A) <
AUSL(A"). Wére A € AFORM u {"(Ao w A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{—"}}
u QFORM, dann gébe es u' € PRA u {"("} u QUANT und p* € AUS, so dass A =
Wp*7, also "—A™ = AP = Tw'p*p” und damit nach Theorem 1-2-(jii) ™—' = . Also
-1 e PRA U {"("} u QUANT. Widerspruch! Also A € {"—A*" | A* € FORM} und es
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gibt A* € FORM, so dass A = "=A"". Also "—A" = A", Mit Theorem 1-2-(i) gilt A"
= "A"u" im Widerspruch zur L.V.

Drittens: Sei nun A" € {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}}. Dann
gibt es A'g, Ay € FORM und y' € JUNK\{"—"}, so dass A" = (A, y" A'1)", wobei
AUSL(A') < AUSL(A") und AUSL(A"1) < AUSL(A"). Angenommen A' = "Au™ und damit
AW = (A y' A')". Wére A € AFORM u {—A*" | A* € FORM} u QFORM, dann
gdbe es 1’ € PRA u {™—"} u QUANT und u* € AUS, so dass A = "p'p*™, also "(A' '
A1) = A'= "Au" = "W'p*u” und damit nach Theorem 1-2-(iii) "(" = p'. Also "(" € PRA
u {"="} u QUANT. Widerspruch! Also A € {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y €
JUNK\{"™—"}} und es gibt Ay, A; € FORM und y € JUNK\{"—"}, so dass A = "(Ao ¢
A1)", wobei u.a. AUSL(Ag) < AUSL(A"). Also "(A'o ' A')" = "(Ag v Ap)u’. Mit Theorem
1-2-(i) gilt "A's y' A'D)™ = "Ag w A Sodann gilt mit FORM < AUS, dass es {u*°, ...,
P-AIOAUSL(A'O)—l} U {MMO, HAIlAUSL(A'l)—l} < GAUS und {HAOO, HAOAUSL(Ao)-l} v {HAlo,
ooy W ausLan1} S GAUS gibt, so dass fir alle i < 2: A = ... 0 ausLapa” und A; =
... 1M ausiiai1 - Dann ist

Aoy A1) = 1%, 1 0aust a1y on 1 aust )
und
Aoy Ay

r

P-AOO- . HAOAUSL(AO)-l\VMAlo- - P-AlAUSL(Al)—l) M—'

und damit

rMA'OO- . “AIOAUSL(A'O)—lW'MA'IO- . “AIlAUSL(A'l)—l)-l = '_MAOO- . MAOAUSL(Ao)-l\VMAlo- . l-LAlAUSL(Al)—l)“-l .

Ware nun AUSL(A'g) < AUSL(Ap). Dann gilt mit Postulat 1-2-(i) fur alle 5 < AUSL(A'),
dass p° = p*% und damit, dass A = "u%...u"%ausLag 1’ = W%, 0 Causiia)-
11ausL ) -1 AusL a0y’ = TAM M ausLa)- -1 AusLao1! M Widerspruch zur 1V. Bei
AUSL(Ao) < AUSL(A') ergibt sich analog ein Widerspruch. Also AUSL(A) =
AUSL (Ao). Damit gilt mit Postulat 1-2-(i) "u"%...u"°ausL(aoy1¥"™ = 1%... 1 °AusL(a0q1¥"
und damit mit Theorem 1-2-(i) auch "p*%... 1" austan-1)" = W%. .. W ausLan-1)W . Nun
gibt es mit p € AUS {u*o, ..., t*ausLq-1} S GAUS, so dass p = "p*o...n*ausLw-1" -
Dann ist mit Postulat 1-2-(i) p*auscy1 = ")'. Damit ist mit Theorem 1-2-(ii) fir
AUSL () > 2: A"y = "Ay)p*o...u* ausL-2 ' und fir AUSL(p) = 1: A’y = "Aq)"; beides im

Widerspruch zur 1.V.
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Viertens: Sei nun A' € QFORM. Dann gibt es A* € FORM und IT' € QUANT und &' ¢
VAR, so dass A' = TTI'¢'A™", wobei AUSL(A") < AUSL(A"). Angenommen A' = "Au” und
damit "Ap" = TITEA". Ware A € AFORM u JFORM, dann gabe es ' € PRA u {™—",
"} und u* € AUS, so dass A = "u'p*7, also TI'EA™ = "AW” = "w'p*u” und damit IT' =
w. Also IT' € PRA u {™=", "("}. Widerspruch! Also A € QFORM und es gibt A" ¢
FORM und IT € QUANT und & e VAR, so dass A = TIEA™. Also TTT'EA* = TIEA .
Mit Theorem 1-2-(i) und -(iii) gilt zundchst "&'A™ = "¢A"n™ und schlieBlich A" =
"A*u"im Widerspruch zur L.V.

In allen vier Fallen fuhrt A" = "Ap" zum Widerspruch. Also A" = "Au’. o

Theorem 1-5. Eindeutige Lesbarkeit ohne Satze (a — Eindeutige Kategorie)
(i) KONST n (PAR u VAR u FTERM u QUANTOR u AFORM u {™=A" | A
FORM} u {"(Ao v A1)" | Ag, Ay € FORM und v € JUNK\{"—"}} u QFORM) = ¢
(i)  PAR n (KONST u VAR u FTERM u QUANTOR u AFORM u {™—A" | A
FORM} U {"(Ao v A1) | Ag, A; € FORM und y € JUNK\{™—"}} u QFORM) = ¢
(iii) VAR n (KONST u PAR u FTERM u QUANTOR u AFORM u {™—A" | A
FORM} u {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}} u QFORM) =0
(iv) FTERM n (KONST u PAR u VAR u QUANTOR u AFORM u {™—A" | A
FORM} u {"(Ao v A1)" | Ag, Ay € FORM und v € JUNK\{"—"}} u QFORM) = ¢
(v) QUANTOR n (KONST u PAR u VAR u FTERM u AFORM u {™=A" | A
FORM} u {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}} u QFORM) =0
(vij AFORM n (KONST u PAR u VAR u FTERM u QUANTOR u {™—A" | A
FORM} u {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}} u QFORM) =0
(vii) {™—A" | A € FORM} n (KONST u PAR u VAR u FTERM u QUANTOR u
AFORM U { (Ao y A1) | Ao, Ay € FORM und y € JUNK\{™—"}} u QFORM) = 0
(viii)  {"(Ao y A1) | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—="}} n (KONST u PAR u VAR u
FTERM u QUANTOR u AFORM u {"—A™ | A € FORM} u QFORM) = ¢
(ixX) QFORM n (KONST u PAR u VAR u FTERM u QUANTOR u AFORM u {™—A"
| A e FORM} u {"(Aoy A1) | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"™—"}}) =0

m

m

m

m

m

m

Beweis: Sei p € KONST. Dann ist nach Postulat 1-1 © ¢ PAR u VAR und nach
Definition 1-7 p ¢ FTERM. Wére p € QUANTOR u AFORM u {"=A" | A € FORM}
U {"(Ao v A1) | Ag, Ay € FORM und vy € JUNK\{"—="}} u QFORM, so gabe es u'
GAUS und p* € AUS, so dass p = "u'pn*". Das widerspricht Postulat 1-2-(ii). Also p ¢
QUANTOR u AFORM U {™—A" | A € FORM} u {"(Ao v A1) | Ao, A, € FORM und
e JUNK\{"="}} u QFORM.

Fur p € PAR und p € VAR verlauft der Beweis analog.
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Sei nun p € FTERM. Nach Definition 1-7 ist dann p ¢ KONST u PAR u VAR und es
ist u € TERM. Nach Definition 1-6-(ii) gibt es damit ¢ € FUNK und p* € AUS, so dass
n= "eu". Wire pn € QUANTOR u AFORM u {"=A" | A € FORM} u {"(Ao v A1) |
Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}} u QFORM, so gébe es ' € PRA u QUANT u
{=", '(} und u* € AUS, so dass p = "u'pn*". Sei p' so. Dann misste nach Theorem 1-2-
(iif) p' = ¢ sein und damit p' € FUNK. Das widerspricht Postulat 1-1. Also p ¢
QUANTOR u AFORM u {™—A" | A € FORM} u {"(Ao v A1) | Ao, A1 € FORM und y
e JUNK\{"="}} u QFORM.

Fur pn € QUANTOR, p € AFORM, n e {™—A" | A € FORM}, n e {"(Ao v A1) | Ao,
A; € FORM und v € JUNK\{"—"}} und p € QFORM verl&uft der Beweis analog. o

Theorem 1-6. Eindeutige Lesbarkeit ohne Satze (b — Eindeutige Zerlegbarkeit)
Wenn p € TERM u QUANTOR u FORM, dann:
(i) ne ATERM oder
(i) p e FTERM und es gibt n € N\{0}, ¢ € FUNK und {6y, ..., 0,1} < TERM, so dass p
= (0, ..., 0,.1)" und fur alle n' € N\{0}, ¢' € FUNK und {0, ..., 0.1} < TERM
mitpu = "¢'(0', ..., 0%1)" gilt: n=n"und ¢ = ¢"und fir alle 7 < n: 6, = 6", oder
(ili) p € QUANTOR und es gibt IT € QUANT und & € VAR, so dass p = TIE" und fir
alle IT' € QUANT und &' € VAR mit u = I gilt: TT = 1T und & = &', oder
(iv) p e AFORM und es gibt n € N\{0}, ® € PRA und {0y, ..., 0,1} < TERM, so dass p
= "®(0y, ..., 0,.1)" und fiir alle n' € N\{0}, @' € PRA und {0, ..., 0'..1} < TERM mit
n= "', ..., 0%1)" gilt: n=n"und ¢ = ®" und fir alle ; < n: 0, = 0';, oder
(v) pe{—=A"|A e FORM}undesgibt A € FORM, so dass p= "—A" und flr alle A' €
FORM mit u = "=A" gilt: A= A', oder
(vi) pe {(Aw A)" | Ao, A1 € FORM und vy € JUNK\{"—"}} und es gibt Ay, A; €
FORM und y € JUNK\{'—'}, so dass p = "(Ag v Ay)" und fiir alle A'g, A’y € FORM
und y' € JUNK\{'='} mit p= "(A'g y' A'1)" gilt: Ag = A'gund A; = A’y und y = v, oder
(vii) p e QFORM und es gibt IT € QUANT, & € VAR und A € FORM, so dass p = TIEA™
und fur alle IT' € QUANT, & € VAR und A' € FORM mit p = TTI'EA™ gilt: IT = IT'
und E=& und A = A",

Beweis: Sei p € TERM u QUANTOR u FORM. Also n € ATERM u FTERM u
QUANTOR u AFORM u {"—A™ | A € FORM} u {"(Ao v A1)" | Ag, Ay € FORM und vy
e JUNK\{"™—"}} u QFORM. Es werden diese sieben Félle unterschieden. Erstens: An-
genommen u € ATERM. Damit ist (i) trivial erfillt.

Zweitens: Sei p € FTERM. Dann gibt es nach Definition 1-6 und Definition 1-7 n €
N\{0}, ¢ € FUNK und {6, ..., 0,.1} < TERM, so dass pn = "¢(0q, ..., 0,.1)". Seien nun
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auch n' e N\{0}, ¢' € FUNK und {0', ..., 0.1} < TERM, so dass u = "@'(0', ..., 0'y-1)".
¢ = ¢" und damit n = n' ergibt sich aus Theorem 1-2-(iii), Definition 1-5 und Postulat 1-1-
(iv). Angenommen, nicht fir alle ¢ < n gilt 6, = 6";. Sei 7 der kleinste Index, fur den gilt 6;
+ 0';. Mit Theorem 1-2-(i) gilt dann "0, ..., 0,.1)" = 0", ..., 0',.1)". Dann gibt es {uo, ...,
MausL@)-1p Y {Wo, ..., WausL@ei-1y S GAUS, so dass 6; = "ho...pausLei)-1 und 6 =
"Wo...WausLi-1 und damit "po... pausL@i)-1s ---r On1) = "Wo... WAUSL@%)-L, ---s O'51) . WE-
re nun AUSL(6;) = AUSL(6"). Dann ware 0; = "po...paus @)1 = "Wo...WausL@i1 = 0%
Ware nun AUSL(8;) < AUSL(8%). Dann gilt "8;i'ausL(e)-.-H'ausLei)-1 = 0% entgegen
Theorem 1-4-(i). Gleichermal3en ergibt sich fir AUSL(8';) < AUSL(6;) ein Widerspruch.
Also gilt fur alle i <n: 6, =0"..

Drittens: Sei p € QUANTOR. Dann gibt es nach Definition 1-8 IT € QUANT und § €
VAR, so dass p = TIE". Seien nun auch IT" € QUANT, & € VAR, so dass p = "TI'g™.
Aus Theorem 1-2-(iii) und -(i) folgt sofort IT = IT' und £ = &'.

Viertens: Sei p € AFORM. Dann gibt es nach Definition 1-10-(i) n € N\{0}, ® € PRA
und {8, ..., 0,.1} < TERM, so dass pu = "®(6, ..., 0,.1)". Seien nun auch n' € N\{0}, @'
e PRA und {0, ..., 0',.1} < TERM, so dass p = "®@'(0'y, ..., 0',.1)". ® = ®" und damit n =
n' ergibt sich aus Theorem 1-2-(iii), Definition 1-5 und Postulat 1-1-(v). Angenommen,
nicht fur alle ¢ < n gilt 6, = 0'.. Sei 7 der kleinste Index, fir den gilt 6; = 6", Mit Theorem
1-2-(i) gilt dann "6, ..., 6,.1)" = "0, ..., 0',.1)". Damit ergibt sich wie im zweiten Fall,
dass fur alle:<n: 0, =9".

Flnftens: Sei p € {"=A" | A € FORM}. Dann gibt es A € FORM, so dass p = "—A™.
Sei nun auch A" € FORM, so dass u = "=A"™. Aus Theorem 1-2-(i) folgt sofort A = A".

Sechstens: Sei p € {"(Ao v A1)" | Ao, A1 € FORM und y € JUNK\{"—"}}. Dann gibt
es Ao, A; € FORM und y € JUNK\{"—"}, so dass u = "(Ap w A;)". Seien nun auch A'y,
A'1 € FORM und y' € JUNK\{"™—="}, so dass u = "(A' y' A"1)". Dann gilt zun&chst mit
Theorem 1-2-(i) "Ao y A1)" = "A' y' A'1)". Sodann gibt es {uo, ..., pausiao-1} Y {Wo, -,
WausL(ag-1yS GAUS, so dass Ag = "Wo...MausL(ag-1' Und A'g = "Wo...W'ausLaoq1 - Ware
AUSL(A¢) < AUSL(A%), dann wére Ay = "Wo...Wausiaor' = "Wo...lAUSL(AG).
1M'AUSL(A0)- . H'AUSL(A'O)—l—I = ruo- - uAUSL(AO)-lu'AUSL(AO)- . H'AUSL(A'O)—l—I =
TAol'ausL(a0)- --'ausL(a0)-1 ' entgegen Theorem 1-4-(ii). Gleiches gilt fir AUSL(A')
AUSL(Ao). Also AUSL(Ag) = AUSL(Ag) und damit Ag = "uo...pausLaoq1’ =
"Wo...W'ausLao)q1' = A'o. Mit Theorem 1-2 gilt dann "y A;)" = "y' A')7, dann y = ', wei-
ter "A;)" = "A’'})" und schlieBlich A; = A';.

N
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Siebtens: Sei un € QFORM. Dann gibt es nach Definition 1-10-(iii) IT € QUANT, & €
VAR und A € FORM, so dass p = TIEA™. Seien nun auch IT' € QUANT, &' € VAR, A €
FORM, so dass p = "TI'¢'A™. Aus Theorem 1-2-(iii) und -(i) folgt sofort IT = IT' und £ = &'
und A=A o

Nach Theorem 1-5 und Theorem 1-6 lassen sich nun in der tblichen Weise Funktionen
auf den Mengen TERM, FORM und ihrer Vereinigungsmenge (ber den induktiven Auf-
bau der Terme und Formeln definieren. Die folgenden Term- und Formelgraddefinitionen
(Definition 1-11 und Definition 1-12) erlauben es im Rest der Arbeit, Beweise mittels
Induktion auch Uber die natlrlichen Zahlen statt nur ber den strukturellen Aufbau von

Termen und Formeln zu fiihren.

Definition 1-11. Termgrad (TGRAD)
TGRAD ist eine Funktion auf TERM und
(i) Wenn 6 € ATERM, dann TGRAD(8) =0,
(i) Wenn (6, ..., 0,.1)" € FTERM, dann
TGRAD("o(0y, ..., 0,.1)") = max({TGRAD(6y), ..., TGRAD(9,.1)}) + 1.

Definition 1-12. Formelgrad (FGRAD)
FGRAD ist eine Funktion auf FORM und
(i)  Wenn A € AFORM, dann FGRAD(A) =0,
(i)  Wenn A" € JFORM, dann FGRAD(™—A") = FGRAD(A) + 1
(iii))  Wenn (Ao w Ay)" € JFORM, dann
FGRAD( (Ao v A1)") = max({FGRAD(Ao), FGRAD(A))}) + 1
(iv)  Wenn TIEA" € QFORM, dann FGRAD(TIEA™) = FGRAD(A) + 1.

Fur den Identitatspradikator wird im Weiteren die tbliche Infixnotation ohne Klammern
verwendet, also "6 = 6*" fur "=(6, 6*)". Auch werden bei Formeln die duReren Klam-
mern weggelassen, also "A y B" fur "(A v B)". Mit der Definition 1-13 kdnnen nun die
freien Variablen eines Terms oder einer Formel und auf dieser Basis die Satze in

Definition 1-16 bestimmt werden.
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Definition 1-13. Zuordnung der Menge der freien Variablen, die in einem Term 6 oder einer
Formel " vorkommen (FV)

FV ist eine Funktion auf TERM v FORM und
(i) Wenn o € KONST, dann FV(a) = @,
(i)  Wenn B € PAR, dann FV(B) = 0,
(iii)  Wenn & € VAR, dann FV(§) = {&},
(iv)  Wenn "o(6y, ..., 0,.1)" € FTERM, dann
FV("o(0o, ..., 0,1)") = UW{FV(6) | i € n},
(v) Wenn "®(0q, ..., 6,1)" € AFORM, dann
FV("®(0y, ..., 0,.1)") = U{FV(8) | i € n},
(vi)  Wenn "=A" € JFORM, dann FV("™—A™) = FV(A),
(vil)  Wenn "Agy A" € JFORM, dann FV("Aq w A1) = FV(Ag) u FV(A,) und
(viii)  Wenn TIEA" € QFORM und, dann FV(TIEA™) = FV(A)\{E}

Definition 1-14. Die Menge der geschlossenen Terme (GTERM)
GTERM ={6|6 € TERM und FV(0) = 0}

Hinweis: Man beachte, dass Parameter nach Definition 1-14 geschlossene Terme sind.

Definition 1-15. Die Menge der geschlossenen Formeln (GFORM)
GFORM ={A | A € FORM und FV(A) = 0}

Geschlossene Formeln werden auch als Aussagen angesprochen. Man beachte, dass ge-
schlossene Formeln durchaus Parameter zum Teilausdruck (siehe Definition 1-20) haben

kdnnen.

Definition 1-16. Die Menge der Satze (SATZ; Metavariablen: X, X', £*, ...)
SATZ={"2I" | E € PERFundI' € GFORM}

Definition 1-17. Annahme- und Folgerungssatze (ASATZ und FSATZ)
(i) ASATZ={"Seil" |I' e GFORM}
(i) FSATZ={"AlsoI" |I' € GFORM}
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Theorem 1-7. Eindeutige Kategorie und eindeutige Lesbarkeit fir Satze
Wenn X € SATZ, dann £ ¢ TERM u QUANTOR u FORM und
(i) X e ASATZund X ¢ FSATZ und es gibt I' € GFORM, so dass £ = "Sei I " und fir
alleT" € GFORM mitX = "Sei I'" gilt: T =T", oder
(i) X e FSATZundX ¢ ASATZ und es gibtT" € GFORM, so dass X = "Also I" " und flr
alleI" e GFORM mitX = "AlsoI' gilt: T' =T".

Beweis: Sei X € SATZ. Also gibtes £ € PERFundI' € GFORM, so dass X = "ZI"". W&-
re X € TERM u QUANTOR u FORM, dann ware ¥ € ATERM oder £ € FTERM u
QUANTOR u FORM. Im ersten Falle wére im Widerspruch zu Postulat 1-2-(ii) £ €
GAUS. Im zweiten Falle gédbe es p € FUNK u QUANT u PRA u {™—", "(C}und p' €
AUS, so dass X = "up”. Damit ware = = p und mithin 2 € FUNK u QUANT u PRA u
{™=", "("} im Widerspruch zu Postulat 1-1. Also ¥ ¢ TERM u QUANTOR u FORM.

Wenn nun £ € SATZ, dann £ € ASATZ oder £ € FSATZ. Es werden diese zwei Félle
unterschieden. Erstens: Sei ¥ € ASATZ. Dann gibtesT" € GFORM, so dass X = "Sei I'".
Ware dariiber hinaus ¥ € FSATZ, dann gébe es I'*, so dass ¥ = "Also I'*" und nach
Theorem 1-2-(iii) "Sei” = "Also". Dann wdre entgegen Postulat 1-1-(viii) {"Sei", "Al-
so0"} keine Zweiermenge. Also X ¢ FSATZ. Sei nun auch I € GFORM, so dass X = "Sei
I'". Also "Sei I'" = "Sei I'"". Mit Theorem 1-2-(i) folgt sofort I' =T"".

Zweitens: Sei X € FSATZ. Dann gibt es ' € GFORM, so dass X = "Also I'"". Wadre nun
auch ¥ € ASATZ, dann ergdbe sich wieder ein Widerspruch. Also £ ¢ ASATZ. Sei nun
auchT" € GFORM, so dass £ = "Also I'"". Also "Also I'" = "Also I'"". Mit Theorem 1-2-
(i) folgt sofort ' =T". o

Nach Theorem 1-7 lassen sich nun auch Funktionen auf der Menge TERM u FORM u

SATZ in der tblichen Weise Uber den Aufbau der Terme, Formeln und Satze definieren.

Definition 1-18. Satzaussagenzuordnung (A)
A={(EI",T) | E € PERFundI' € GFORM}

Hinweis: Mit Definition 1-16 und Theorem 1-7 ergibt sich sofort, dass A eine Funktion
auf SATZ ist. Daher wird im Weiteren die Funktionsschreibweise verwendet: A("El™) =
I'. Die definierten Kategorien kdnnen nun als die eigentlichen Ausdriicke zusammenge-

fasst werden.
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Definition 1-19. Die Menge der eigentlichen Ausdriicke (EAUS)
EAUS = GAUS u QUANTOR u TERM u FORM u SATZ

Definition 1-20. Die Teilausdruckfunktion (TA)
TA ist eine Funktion auf EAUS und
(i) Wennrt e GAUS, dann TA(t) = {1},
(i)  Wenn "o(6y, ..., 0,.1)" € FTERM, dann
TA("0(, -, 0,:1)") = { (00, ..., 0,:1)7, @} u U{TA(0) | i € n},
(iii)  Wenn TIE" € QUANTOR, dann TA(TIE) = {TIE" T, £}, und
(iv)  Wenn "®(0q, ..., 0,.1)" € AFORM, dann
TA("®(By, ..., 0,.1)") ={"@(0y, ..., 0,1)", @} u U{TA(6) | i € n},
(v)  Wenn "=A" € JFORM, dann TA(™—A™) ={™—A", ="} u TA(A),
(vi)  Wenn "Agy A;" € JFORM, dann
TA("Aoy A7) ={" Aoy A1, v} u TA(Ag) u TA(AY),
(vii) Wenn TIEA" € QFORM, dann
TA(TIEA™) = {TIEA"} u TA('TIE") u TA(A), und
(viii) Wenn "ZA" € SATZ, dann TA("EA™) ={"EA", E} u TA(A).

Definition 1-21. Die Teiltermfunktion (TT)

TT ist eine Funktion auf TERM u FORM u SATZ und fiir alle t € TERM u FORM u SATZ
ist TT(tr) = TA(t) n TERM.

Definition 1-22. Die Teilformelfunktion (TF)

TF ist eine Funktion auf FORM u SATZ und fir alle t € FORM u SATZ ist TF(t) = TA(t) n
FORM.

Die folgenden Definitionen beschreiben die Syntax von L insoweit sie tiber die Satzebene
hinausgeht. Wie gesagt, wird— wie schon bei den vorhergehenden Definitionen — der ex-
plizite Bezug auf L unterdriickt. Definition 1-23 zeichnet endliche Folgen aus Folge-

rungs- und Annahmesatzen als (Satz)Sequenzen aus:

Definition 1-23. (Satz)Sequenzen (Metavariablen: $, $', H*, ...)
§) ist eine Sequenz

gdw

$ ist eine endliche Folge und fir alle : € Dom($) gilt: , € SATZ.
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Definition 1-24. Menge der (Satz)Sequenzen (SEQ)
SEQ ={$ |  ist eine Sequenz}

Definition 1-25. Konklusionszuordnung (K)
K={®%.I)|% e SEQ{0} und I' = A(pom(s)-1)}

Hinweis: Aus dieser Definition ergibt sich direkt, dass K eine Funktion auf SEQ\{0} ist.

Definition 1-26. Zuordnung der Teilmenge einer Sequenz §, deren Glieder die Annahmeséatze
von $ sind (ANS)
ANS ={($, X) | 9 € SEQ und X ={(s, H,) | - € Dom($)) und §; € ASATZ}}

Definition 1-27. Zuordnung der Menge der Annahmen (AN)
AN = {($, X) | $ € SEQ und X = {I" | Es gibt ein i € Dom(ANS($))), so dass I' = A($,)}}

Definition 1-28. Zuordnung der Teilmenge einer Sequenz §), deren Glieder die Folgerungssat-
ze von $) sind (FS)

FS={(%, X)| 9 € SEQ und X = {(i, ) | i € Dom(£) und $, € FSATZ}}

Hinweis: Aus diesen Definitionen ergibt sich direkt, dass ANS, AN und FS Funktionen
auf SEQ sind.

Definition 1-29. Reine Folgerungssequenzen
£ ist eine reine Folgerungssequenz gdw $ € SEQ und $ = FS(9).

Definition 1-30. Reine Annahmesequenzen
£ ist eine reine Annahmesequenz gdw $) € SEQ und $ = ANS(9).

Definition 1-31. Zuordnung der Menge der Teilterme der Glieder einer Sequenz $) (TTSEQ)
TTSEQ = {($, X) | § € SEQ und X = U{TT(%),) | i € Dom($)}}

Hinweis: Aus dieser Definition ergibt sich direkt, dass TTSEQ eine Funktion auf SEQ ist.



18 1 Zum grammatischen Rahmen

Definition 1-32. Zuordnung der Menge der Teilterme der Elemente einer Formelmenge X
(TTFM)

TTFM = {(X, Y) | X < FORM und Y = U{TT(A) | A € X}}

Hinweis: Aus dieser Definition ergibt sich direkt, dass TTFM eine Funktion auf
Pot(FORM) ist.
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1.2 Substitution

Fur die metalogische Arbeit sind nun Substitutionsbegrifflichkeiten zu etablieren. Dabei

wird die Ubliche Substitutionskonzeption eingeschrénkt: Die Substituenda dirfen nur

atomare Terme sein und von den Substituentia wird Geschlossenheit verlangt. Dies macht

es auch Uberflissig, gebundene Umbenennungen vorzunehmen, um Variablenkollisionen

zu verhindern, da die Substituentia eben geschlossen sind. Die Aufgaben, die in vielen

Kalkulen und in der Modelltheorie Uiblicherweise von freien Variablen tibernommen wer-

den, leisten im Redehandlungskalkul und in der hier entwickelten Modelltheorie die Pa-

rameter — welche geschlossene Terme sind (siehe Definition 1-14). Sodann kénnen nicht

nur Terme und Formeln Substitutionsorte sein, sondern auch Satze und Sequenzen (Klau-

sel (xi) und (xii) von Definition 1-33).

7

Definition 1-33. Substitution von geschlossenen Termen flir atomare Terme in Termen, For-

meln und Satzen’

Die Substitution ist eine Funktion auf {{(8', ..., 0'%-1), B0, ..., Or-1), W | £ € N\{0}, (0, ..., 0’
) € "GTERM, (@, ..., 0;1) € "ATERM und p € TERM u FORM u SATZ u SEQ}. Als Sub-

stitutionsoperator wird '[.., .., ..]' verwendet. Die Werte werden wie folgt zugeordnet:

(i) Wenn0* ¢ ATERM und 0 = 0,4, dann [(8', ..., 0'1), B0, ..., 01, 071 = 0'4s,
(i) Wenn 0" e ATERM, 0" #0,.; und k= 1, dann [0, ..., 0'..1), Oy, ..., 01.1), 07] = 07,
(iii) Wenn 0" € ATERM, 0" # 0., und k # 1, dann

[0, ..., 0'%1), (Bg, ..., 011), 071 =[O, ..., 0':2), (Bq, ..., O12), 07],

(iv) Wenn (8%, ..

, 0%.1)" € FTERM, dann

[0, ..., 0'1), B0, ..., Op1), "@(0%, ..., 0%11)"]

= "o([0, .

(v) Wenn "®(6y, ..

) e‘k-l)y <90’ ey ek-l)y 6*0], ey [<6'01 LR ] e‘krl)’ <601 LR ] ek-l)y e*l-l])—l’
., 0.1)" € AFORM, dann

[0, ..., 0", (B0, ..., Op1), "D(O%, ..., 0%11)"]

= "O([O, ..

o elk—l>1 <90’ L] ek-l)! e.kO:lv T [<6'0, R3] e‘k,—l>’ <601 R3] ek—l>v e*l—l])—l;

(vi) Wenn "—A" € JFORM, dann

[©, ..., 0'%1), B0y «.ny O1), AT = [0, ..., 0'%1), B0, ..., Or1), AT,
(vii) Wenn "Aqy A" € JFORM, dann

[0, ..., 0%1), o, ..., Or2), "Aoy Ar"]

= "[(8, ..., 0'%1), Bo, ..., Or1), Ao] W [0, ..., 0'k1), B0, ..., O1), A1l

Es gelte *Y = {f | f € Pot(X x Y) und f ist Funktion auf X und Ran(f) < Y}. Fur die Verwendung des

Tupeloperators gelte: {aq, ..

. ap1) = {(4, @;) | 7 < k}. Bei der Angabe von Substitutionen werden im Fol-

genden fiir 1-Tupel einfach deren Werte notiert. Also etwa [0'g, 8o, A] statt [(0'), (Oo), A].
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(viii) Wenn TIEA" € QFORM, dann sei (i, ..., %.1) S0, dass s = |{j | j < kund 6; #+ &}| und
furallel<sgilty e {j|j<kund®; = &} und fir alle k£ < < s gilt 4, <4, und es sei

[<9'0, ...,elk_]_), <90, veey Bk_1>, rHéA-I] = "Hé[(@'m, veey 9'1‘5_1), <6i0, veey 61'5_1), A]-I, falls |{j
|7<kund8; # E} #0, [0, ...,0'%1), Bo, ..., Op1), TIEAT] = TIEA™ sonst,

(ixX) Wenn "ZA" € SATZ, dann
[0, ..., 0'%1), (Bo, ..., Op1), "BAT] = "E[(O, ..., 0%1), (B0, ..., 62.1), A]" und

(x) Wenn $ e SEQ, dann [{8', ..., 081, (B0, .., Or1), H]
={0, [0, ..., 02, (B0, ..., Or.1), H,]) | 7 € Dom($)}.

In Klausel (viii) wird die Substitution in Quantorformeln reguliert. Falls Glieder der Sub-
stituendumfolge nicht mit der durch den betreffenden Quantor gebundene Variable iden-
tisch sind, dann soll die Substitution innerhalb der quantifizierten Formel fur und nur fir
diese Glieder der Substituendumfolge durchgefuhrt werden. Dementsprechend missen in
diesem Fall die erwinschten Substituendumglieder und die ihnen korrespondierenden
Substituensglieder herausgegriffen werden. Dies geschieht durch die (jeweils eindeutig
bestimmte) Zahlenfolge (i, ..., is.1), die gerade die Indizes herausgreift, deren Werte in
der Substituendumfolge verschieden von der gebundenen Variable sind. Durch Komposi-
tion der urspriinglichen Substituendum- resp. Substituensfolgen mit (i, ..., i5.1) entstehen
dann gerade die neue Substituendum- resp. Substituensfolgen, die die gewinschten Ei-
genschaften haben. Sind dagegen alle Glieder der Substituendumfolge mit der gebunde-
nen Variable identisch, dann soll das Substitutionsergebnis mit dem Substitutionsort —
also der betreffenden Quantorformel — identisch sein.

Nun sind einige Theoreme zu etablieren, die fur die Metatheorie des Redehandlungs-
kalkils — insbesondere ab Kap. 4 — ben6tigt werden. Es empfiehlt sich fiir den ungeduldi-
geren Leser, diese Theoreme zundchst zu Uberspringen und dann im Bedarfsfall hierher
zuriickzukehren. Zunéchst folgt ein Theorem, das Induktionsbeweise Uber den Formel-

grad vereinfacht. Es wird mittels Induktion Gber den Formelaufbau bewiesen.

Theorem 1-8. Formelgraderhaltung bei Substitution
Wenn 6 € GTERM, 6' ¢ ATERM und A e FORM, dann FGRAD(A) = FGRAD([6, 0', A]).

Beweis: Seien 6 € GTERM, 6" € ATERM und A € FORM. Der Beweis wird mittels
struktureller Induktion tber den Formelaufbau von A gefiihrt. Sei A € AFORM, also A =
"®(0y, ..., 0,.1)". Dann ist nach Definition 1-12 FGRAD(A) = 0. Dabei gilt [0, 0", A] = [6,
0, "d(0g, ..., 0,:1)"] = "D([6, 0", O], ..., [0, 6, B,.1])" € AFORM. Also auch FGRAD([6,
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0', A]) = 0. Gelte die Behauptung nun fir A und A;. Also FGRAD(Ay) = FGRAD([6, 0',
Ao]) und FGRAD(A;) = FGRAD([6, ', A1]).

Zu JFORM: Sei nun A = "—Aq'. Dann ist FGRAD(A) = FGRAD(™—Ag') =
FGRAD(Ao)+1 = FGRAD([0, 0, Ao])+1 = FGRAD("™[6, 0, A]') = FGRAD([6, 6/,
'—Ao']) = FGRAD([, 6', A]). Sei nun A = "(Ag y Ay)™ flr ein y € JUNK\{"—"}. Dann
ist FGRAD(A) = FGRAD("(Ao v A1)") = max({FGRAD(A,), FGRAD(A)})+1 =
max({FGRAD([0, ©', A¢]), FGRAD([6, 0', A1])}) + 1 = FGRAD('([6, 6', Aq] v [0, 0/,
A1])") = FGRAD([0, 8", "(Ao v A1)™]) = FGRAD([6, 6", A]).

Zu QFORM: Sei nun A = TIEA,'. Sei zunédchst & # 0. Dann ist FGRAD(A) =
FGRAD(TIEA,") = FGRAD(Ao) + 1 = FGRAD([6, 6", A¢]) + 1 = FGRAD('TIE[0, 6/,
Ao]") = FGRAD([6, 6', TIEAo']) = FGRAD([6, 6', A]). Sei sodann & = 6. Dann ist
FGRAD(A) = FGRAD(TIEA,") = FGRAD([6, ', TIEAG"]) = FGRAD([6, 6", A]). ©

Theorem 1-9. Fir alle Substituenda und Substitutionsorte gilt, dass entweder alle geschlosse-
nen Terme Teilterme des jeweiligen Substitutionsergebnisses sind oder fiir alle geschlossenen
Terne das jeweilige Substitutionsergebnis mit dem Substitutionsort identisch ist

Wenn 6' € ATERM, 6* € TERM, A € FORM dann:
(i 6 e TT([6, 6, 6*]) fur alle 6 € GTERM oder [, 6, 6*] = 6* fir alle 6 € GTERM und
(i) 06 eTT([6, 0, A]) fur alle 6 € GTERM oder [0, 6", A] = A fur alle 8 € GTERM.

Beweis: Seien 6" € ATERM, 0* € TERM, A € FORM. Zu (i): Der Beweis wird mittels
struktureller Induktion Gber den Termaufbau von 6* geflihrt. Sei 6* € ATERM. Falls 6" =
0*, dann ist [0, 6", 6*] = 6 und mithin 6 € TT([6, 6', 6*]) fur alle 6 € GTERM. Falls 6" #
0*, dann ist [0, 0', 6*] = 6* fur alle 6 € GTERM. Gelte die Behauptung nun fur 6%, ...,
6*,.1 € TERM und sei 6* = "p(6%, ... 6*.1)" € FTERM. Dann ist [0, 0", 6*] = [0, ©',
To(0%0, ... 0%,.1)"] = "o([6, 0', 6%¢], ... [0, 6, 6*,4])" flr alle 6 € GTERM. Nun gilt nach
I.LV.furalle:<r:0 € TT([0, 0', 6%]) fUr alle 6 € GTERM oder [0, 0", 6*,] = 6*; flr alle 6
e GTERM. Angenommen es gibt ein i < r, so dass 6 € TT([0, 0, 6%]) fiir alle 6 <
GTERM. Dann ist auch ® € TT("o([6, 0", %], ... [0, 0", 6%,.1])") = TT([6, 0", 6*]) fiir alle
0 € GTERM. Angenommen es gibt kein ¢ < r, so dass 6  TT([6, 0, 6*]) fur alle 6 €
GTERM. Dann gilt nach L.V. [0, 0", 6*;] = 6*; fir alle ® € GTERM und alle 7 < r. Also [6,
0, 0%] = "([0, 0", 6%c], ... [0, 0", 0%,.1])" = (6%, ... 0%,.1)" = 0* fiir alle 0 €« GTERM.
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Zu (ii): Sei A € FORM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion tiber den For-
melaufbau von A geflhrt. Sei A = "®(0y, ..., 6,1)" € AFORM. Der Fall verlduft analog
zum FTERM-Fall unter Verwendung von (i).

Gelte die Behauptung nun fiir Ag, A; € FORM und sei A = "—Ay' € JFORM. Dann ist
[0, 6, A] = [6, 0", "=Aq"] = "8, 0", Ao]" fur alle 6 € GTERM. Nun gilt nach I.V. 6 €
TT([6, 0', Ag]) fur alle 6 € GTERM oder [0, 0', Ag] = A, fiir alle 6 € GTERM. Im ersten
Fall gilt auch 6 € TT("™[6, 0, Ao]") = TT(A) fir alle 8 € GTERM. Im zweiten Fall gilt
[0, 6, A] = ™[0, 0, Ao]" = "—As' = A fiir alle 6 € GTERM. Sei A = "(Ag v A;)". Der
Fall verl&uft analog zum Negatorfall.

Sei A = TIEA,". Sei zunéchst & = 0. Dann ist [0, 0, A] = [0, 0", TIEA;'] = TIEA," =
fir alle 6 € GTERM. Sei sodann & = 6. Dann ist [0, 0, A] = [6, 6", "TIEAo'] = TIE[0, 6,
Ao]™ fiir alle 8 € GTERM. Nun gilt nach 1.V. 6 € TT([6, 0', Ag]) fiir alle 6 ¢ GTERM
oder [0, 0', Ag] = A flr alle ® € GTERM. Im ersten Fall gilt auch 6 € TT(TIE[0, 6", Ag]")
< TT(A) fir alle 6 € GTERM. Im zweiten Fall gilt [6, 6", A] = TTI[6, 6", Ag]" = TIEA"
= Afiuralle® e GTERM. o

Theorem 1-10. Basen fiir die Substitution von geschlossenen Termen in Termen

Wenn 6 € TERM, k& € N\{0}, {0, ..., 0,1} < GTERM und {&, ..., &1} < VAR\TT(8), wo-
bei & # &; fur alle 4, j < k mit  # 4, dann gibt es ein 6" € TERM, wobei FV(0") < {&,, ..., &1}
U FV(G) und TT(9+) n {90, e ek_]_} =0, so dass 6 = [(60, ooy 010, oy +evy Epi)s 6+]

Beweis: Durch Induktion uber den Termaufbau von 6. Sei 6 € ATERM. Sei nun k €
N\{0}, {00, ..., 011} < GTERM und {&, ..., &1} < VAR\TT(6), wobei &; # &; fir alle 4,
j<kmiti#j. Dannist 0 € KONST u PAR u VAR. Sei zundchst & € PAR u KONST.
Dann gibt es kein 7 < k, so dass 6 = 6,, oder es gibt ein i < k, so dass 6 = 6,. Im ersten Fall
ergibt sich 6 = [(0y, ..., 0i-1), o, ..., &r-1), 0] SOWIe FV(0) < {&, ..., &1} v FV(6) und
TT(0) n {6, ..., 051} = @. Im zweiten Fall ist dann fur ein i < £ 0 = [(Bq, ..., 0,), &o, ...,
&, E]. Wegen &, # &; fur alle 4, 7 < k mit s # j, gilt damit aber auch 6 = [(8q, ..., 0,), (&, ...,
Ey E] = [0, ..., Ok1), oy -.vy Era)y &] und es ist FV(E) < {&o, ..., &1} v FV(6) und
TT(E) n {00, ..., Bp1} = 0. Sei nun 6 € VAR. Dann ist wegen (&, ..., 1) €
F(VAR\TT(0)) ebenfalls 6 = [(0q, ..., 05.1), (o, ..., Er1), 0] und FV(0) < FV(0) und wegen
TT(0) n {By, ..., 0,1} < VAR n GTERM =@ auch TT(0) n {0y, ..., 0.1} = 0.

Gelte die Behauptung nun fur 0%, ..., 0., € TERM und sei 6 = "o(0%, ... 0'1)" €
FTERM. Sei nun k € N\{0}, {0, ..., 0.} = GTERM und {&, ..., &1} = VAR\TT(9),
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wobei & # ; fur alle 4, j < k mit i # j. Dann gibt es nach I.V. fur jedes 6"; (i < r) ein 6%; €
TERM, so dass 0", = [{0q, ..., 01), 1, ..., Ernr), 07] und FV(0%) < {&, ..., &1} U FV(0')
und TT(0%) n {09, ..., 0,1} = 0. Dann gibt es kein ¢ < &, so dass (0%, ... 0'.1)" =0,
oder es gibt ein ¢ < k, so dass "o(0', ... 0'-.1)" = 0;. Im ersten Fall ist "@(0', ... 0'.1)" =
"o([(Oo, ..., 0,-2), Eoy +vvy Ent)y 070], ---, [O0, -vvy 001)y oy -eny Enct)y 054]) =[O0, ..., 00),
Eo, ooy Ent)y T0(0%, ..., 07,.1)"]. Sodann ist FV(Tp(0%, ..., 0%.10)7) = U{FV(6") | i < 7}
und somit mit LV. FV(Tp(0%, ..., 05.1)") < U{FV(0) | i € v} u {&, ..., &1} =
FV(Tp(0', ..., 0'.1)") u {&, ..., &-1}. Sodann ist nach Fallannahme und LV. TT( (0%,
o 050)7) 0 {60, ..., 01} = {T(0", ..., 072)"F U U{TT(O) |i<7}) n {60, ..., 01} =
{00, ..., 050"} 0 {00, ..., Op1}) U (U{TT(O%) [ i <7} n {00, ..., B1}) =0 U
U{TT(0") n {00, ..., 0r1} | 7 < r} = 0. Im zweiten Fall ist dann fiir ein 7 "p(0', ... 0'.1)" =
[(Bo, ..., 0, o, ..., &), &]. Wegen & # &; fir alle ¢, 7 < k mit ¢ # j, gilt aber auch "o(0', ...
0'1)" =[O, ..., 0, o, ...\ ED, E] =[O0, ..., Opd), Eo, -y Entd, E] und FV(E) < {&, ...,
Er1} U FV(T0(0Y, ... 6'.1)") und wegen & ¢ GTERM auch TT(&) n {6, ..., 011} = 0. O

Theorem 1-11. Basen fiir die Substitution von geschlossenen Termen in Formeln

Wenn A € FORM, k € N\{0},{0o, ..., ;.3 < GTERM und {&, ..., &1} < VAR\TT(A), wo-
bei & # &; fir alle 4, j € k mit i # j, dann gibt es ein A" € FORM, wobei FV(A") < {&, ..., &
l} uU FV(A) und TT(A+) N {601 (ERT 6k,-l} = 0! so dass A = [<601 ey ek-l)! <&0’ ey E.)]C-l)’ A+]

Beweis: Durch Induktion uUber den Formelaufbau von A. Sei A = "®(0', ... 0'4)" €
AFORM. Sei nun & e N\{0}, {6, ..., 0pa} < GTERM und {&, ..., &1} <
VAR\TT("®(0'%, ... 0'.1)"), wobei & # &; fur alle 4, j < k£ mit « # 5. Dann gibt es nach
Theorem 1-10 fiir jedes 0'; (: < r) ein 0*; € TERM, so dass 0'; = [(0o, ..., 01.1), o, ..., Er1),
0%] und FV(0%) < {&, ..., &1} u FV(0)) und TT(0%) n {00, ..., 051} = 0. Dann ist
"0, ... 071)" = "O([(0o, ..., Ox1), oy +eer Exa)y 0701, --- [O0, --ny Opr)y oy ey Epr), 07
D) =[O, ..., 011, Eo, .., Err), "®(O, ..., 07,.1)"]. Sodann ist FV("®(0%, ..., 07,.1)") =
U{FV(0") | i < r} und daher mit L.V. FV("®(0%, ..., 0%,.1)") < U{FV(0") | i € r} u {&,
oy G} = FV(O(0', ..., 0'.1)") u {&, ..., Exa}. Sodann ist nach LV. TT("®(0, ..., 0%,
D7) n {0, ..., 0p1F = U{TT(O%) | i <7} n {00, ..., 0113 = U{TT(0") n {0g, ..., Op1} | i <
r}=40.

Gelte die Behauptung nun fur Ay, A; € FORM und sei A = "=Aq' € JFORM. Sei nun &
e N\{0}, {60, ..., 0.1} < GTERM und {&, ..., &1} S VAR\TT(™—Ao"), wobei & # &;
fur alle 4, j < k mit 4 # 4. Dann gibt es nach 1.V. flr A, ein A"y € FORM, so dass Ao = [{0g,



24 1 Zum grammatischen Rahmen

ooy 00, oy oy Bty ATl und FV(AYY) < {&o, ..., &} U FV(Ag) und TT(A%) n {60, ..,
051} = 0. Dann ist "—Aq™ = " [(Bo, ..., 0it), oy vy Ext)y AT]" = [Oor vy Opt), (E1y oo B
1), —A%']. Sodann ist FV(™—A%s") = FV(A%) und daher mit 1.V. FV("—A"") < FV(Ag)
u &, ...y 1} = FV(™=AQ") U {&, ..., &1} Sodann st nach LV. TT(™—A%") n {0o, ...,
0113 =TT(A%) n {0y, ..., 0,1} = 0.

Sei nun A = "(Ag y A;)" € JFORM. Sei nun k& € N\{0}, {6, ..., 01} < GTERM, wo-
bei 0; # 0, fur alle ¢, < k mit ¢ # 7, und {&, ..., &1} S VARNTT((Ao y A1)"), wobei &; #
g; fur alle 4, j < k mit 7 # 5. Dann gibt es nach LV. fir A, A; jeweils ein A%, A*; €
FORM, so dass fir [ < 2: A; = [(0g, ..., 0p1), &, .., E1), ATl und FV(A") < {&, ..., Era}
u FV(A) und TT(AY) n {00, ..., 0.3 = 0. Dann ist (Ao w A1)” = (O, ..., O.0), o, ...,
Er1)y Aol v [Bo, ..., 01, 1y vvy &)y AT]T =[O0, -y O1), oy ooy Eir)y (AT w AT)T]L
Sodann ist FV("(A% w A™)™") = FV(A%) u FV(A")) und daher mit L.V. FV("(A% y A™))")
< FV(Ag) u FV(A1) u L&o, .-, &} = FV("(Ao w A1)™) U {&, ..., &1} Sodann ist nach
LV. TT("(A% w A*)") n {00, ..., 0013 = (TT(A%) 1 {00, ..., 0:.13) U (TT(A%) {00, ...,
05-1}) = 0.

Sei nun A = TICA;' € QFORM und weiter £ € N\{0}, {0, ..., 0x1} < GTERM und
{&o, ..., &1} < VAR\TT(TICA"), wobei &; # &; flr alle 7, j < k£ mit ¢ # 5. Damit gilt ins-
besondere ¢ ¢ {&, ..., &1} Sodann gibt es nach L.V. fiir Aq ein A", € FORM, so dass Ag
=[O, .., Okt), Eo, ..y Exa)y ATg] und FV(A*) < {&o, ..., &1} U FV(Ag) und TT(A%) n
{00, ..., 0,13 = 0. Dal ¢ {&, ..., Ei} ist dann TICAG™ = TIC[Oo, ..., 0s), o -..r Ert),
A" = [Oo, ..., Or1), (o, ..., Er1), TICAG']. Sodann ist mit LV. FV(TIEA"") =
(FV(A* M < (FV(AMMED) U {&o, ..., i} = FV(TIEASY) U {&, ..., Ewa}. Sodann ist
mit VAR n GTERM = @ und nach L.V. TT("TIEA*") n {00, ..., 01} = (TT(A") u {Q)
n {00, ..., 0.3 =0.0

Theorem 1-12. Alternative Basen flr die Substitution von geschlossenen Termen fir Variab-
len in Termen

Wenn {&, (} u X < VAR, wobei {&, (} n X =0, und 6 € TERM, wobei FV(0) < {&} v X,
dann gibt es ein 6* € TERM, wobei FV(6*) < {(} u X, so dass flr alle 6' €« GTERM gilt: [0/,

& 6] =16 ¢ 6*].
Beweis: Seien {&, (} u X < VAR, wobei {&, (} n X =0und FV(0) < {&} u X. Falls& =

¢, dann ergibt sich mit 6* = 0 sofort die Behauptung. Sei nun & # (. Der Beweis wird mit-
tels Induktion Uber den Termaufbau von 0 geflihrt. Sei 8 € KONST u PAR. Dann gilt mit
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0* = 0, dass FV(6*) =0 < {C} v X und dass fir alle 0' € GTERM qilt: [6', &, 6] = [0', (,
0*]. Sei nun 6 € VAR. Angenommen 6 = &. Dann gilt mit 6* =, dass FV(0*) < {{} u X
und fir alle ' € GTERM: [0, &, 8] = 6" = [0, {, 6*]. Angenommen 6 £ &. Dann ist§ € X
und damit 6 ¢ {&, C}. Dann gilt mit 6* = 0, dass FV(6*) = {0} < {C} v X und dass fur al-
le 0' e GTERM gilt: [0', &, 0] = [0, &, 6*].

Gelte die Behauptung nun fur 8y, ..., 6,.; € TERM und sei "¢(8, ... 0,.1)" € FTERM
und {&, ¢} u X < VAR, wobei {§, (} n X =0 und FV("o(0o, ... 6,.1)") < {&} v X.
Dann gilt fur alle z < r: FV(0;) < {&} v X. Dann gibt es nach L.V. fiir alle i < r ein 6*;
TERM, wobei FV(8*) < {(} u X, so dass fur alle 6' € GTERM gilt: [6', &, 6] = [0, C,
0*;]. Dann gilt mit 6* = "p(0%, ... 6*,.1)", dass FV(6*) < {C} u X und dass fir alle 0" €
GTERM gilt: [6', &, "0, ... 0,.1)"1= "o([0', & O], ... [0, &, 0,4])" = "o([6', &, 0%q], ...
[6% C 6%a])" = [0 €, "p(6™, ... 6%:1)"] = [6", ¢, 6*]. O

Theorem 1-13. Alternative Basen flr die Substitution von geschlossenen Termen fir Variab-
len in Formeln

Wenn {&, (} u X < VAR, wobei {& } n X =0, und A € FORM, wobei FV(A) < {&} u X
und £ ¢ TT(A), dann gibt es ein A* € FORM, wobei FV(A*) < {(} u X, so dass fiur alle 6' €
GTERM gilt: [0, &, A] = [0, ¢, A*].

Beweis: Der Beweis wird mittels Induktion tber den Formelaufbau von A gefihrt. Sei A =
"®(0g, ... 0,1)" € AFORM. Seien {§, {} u X < VAR, wobei {&, (} n X =0, und FV(A)
c {&} v Xund £ ¢ TT(A). Dann gilt fur alle 7 < r: FV(0;) < {&} u X. Nach Theorem
1-12 gibt es dann fir alle 7 < r ein 6*; € TERM, wobei FV(6*) < {C} v X, so dass flr
alle ' € GTERM gilt: [0, &, 6,] = [0, {, 6*]. Dann gilt mit A* = "®(0%, ... 6*,1)", dass
FV(A*) < {{} u X und dass fiir alle 6' € GTERM gilt: [6', &, "®(Bo, ... 0,.1)"] = "O([6",
& o], ... [0, & 0,a])" = "O([0", §, 0%, ... [0, C, 6%,.0])" = [0, C, "®(6%, ... 6%,.1)"] = [0,
¢, A*].

Gelte die Behauptung nun fiir Ag, A; € FORM und sei A € JFORM. Seien {§, (} u X
< VAR, wobei {§, (} n X =0, und FV(A) < {&} u X und { ¢ TT(A). Sei zundchst A =
'—Ao'. Dann gilt FV(Ao) = FV(A) < {&} u X und { ¢ TT(Ao). Dann gibt es nach I.V.
A*y € FORM, wobei FV(A*y) < {C} u X, so dass fir alle 6' € GTERM qilt: [0, &, Ag] =
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[0, C, A*o]. Dann gilt mit A* = "—A*,", dass FV(A*) < {C} u X und dass fir alle 6"
GTERM gilt: [0", & ™Ag'] = [0, & Ag" = ™[0, §, A%]" = [0, §, —A*%"] = [0, ¢,
A*].

Sei nun A = "(Ag v A1) € JFORM. Dann gilt FV(Ag) < FV(A) < {€} v X und ¢ ¢
TT(Ag) und FV(A1) < FV(A) < {&} u X und { ¢ TT(A;). Dann gibt es nach I.V. A*,
A*; € FORM, wobei FV(A*y) < {} v X und FV(A*;) < {C} v X, so dass fir alle 6" €
GTERM gilt: [0, &, Ao] = [0', {, A*o] und [6', &, A1] = [0, {, A*1]. Dann gilt mit A* =
"(A*y y A*;)", dass FV(A*) < {C} u X und dass fur alle 0" € GTERM gilt: [0', &, "(Ao v
A)']=TT0' & Ao] w [0, & A" = 0", &, A*] w [0', &, A*(] = [0', &, (A% w A*1)"] = [0,
G, A*].

Sei nun A = TTIE'A;" € QFORM. Seien {&, {} u X < VAR, wobei {¢, {} n X =0, und
FV(A) < {&} v X und { ¢ TT(A). Dann gilt insbesondere { # &'. Sei zunédchst & = &'
Dann ist [0, &, TIE'Ay"] = TIE'Ay" flr alle 6 € GTERM und FV(A) < X. Sei dann A* =
A= TIEA,". Dal ¢ TT(A) gilt auch [0, ¢, TIE'A;™] = TIE'A,” fir alle ' € GTERM und
FV(A*) =FV(A) < X < {{} u X. Seinun & # &. Dann gilt FV(Ag) < FV(A) u {£} <
{&} u X u {&}und £ ¢ TT(Ao). Dann gibt es nach 1.V. A*, € FORM, wobei FV(A*) <
{C} u X u {&}, so dass fir alle 8" € GTERM qilt: [0', &, Ao] = [0, , A*o]. Dann gilt mit
A* = TIE'A*y", dass FV(A*) < {{} v X und dass fur alle 0 € GTERM gqilt: [0, &,
MEA"] = TTIETY', & Ao]" = TIETO', &, A%]" = [6", C, "TIEA*'] = [6', , A*]. o

Theorem 1-14. Eindeutige Substitutionsorte (a) fur Terme

Wenn 6, 6" ¢ TERM, 6* € GTERM\(TT(6) u TT(6%)) und 6% ¢ ATERM und wenn [6*, 6%, ]
=[6*, 6% 6" dann 6 = 6"

Beweis: Durch Induktion Gber den Termaufbau von 0. Sei 6 € ATERM. Sei nun 0"
TERM, 0* € GTERM\(TT(0) u TT(6")) und 6° € ATERM und sei [0*, 6%, 6] = [6*, 05,
0"]. Sei nun 6° = 0. Dann ist [6*, 6%, 6] = 6*. Dann ist 6* = [6*, 0, 6*]. Da nach Voraus-
setzung 0* ¢ TT(0") und mithin 0" # 0*, ist dann 6 = 0", Sei nun 6° # 6. Dann ist [0%, 6%,
0] = 0. Dann ist 6 = [6%, 6%, 8], womit sich wegen 6* ¢ TT(6) und mithin 6 # 6* eben-
falls ergibt, dass 6 = 0",

Gelte die Behauptung nun fir {6, ..., 6,.} < TERM und sei "@(6o, ... 0,1)" €
FTERM. Sei nun 6" € TERM, 6* € GTERM\(TT( (6, ... 8,.1)") u TT(8")) und 6° €
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ATERM und sei [0*, 0%, "o(0, ..., 0,.1)"] = [0%, 6%, 67]. Also [0%, 6%, 6%] = "o([0%, 65, O],
..., [6*, 6%, 0,.1])" € FTERM. Ware 0" ¢ ATERM, dann wire 6° = 6" oder 6° = 8*. An-
genommen 6% # 0%, Dann ist 0" = [0*, 0%, 0] = To([0*, 6%, 0], ..., [0%, 0%, 0,4])" €
FTERM. Widerspruch! Angenommen 6% = 6. Dann ist 0* = [0*, 6%, 8'] = "o([6%, 6%, 0¢],
..., [6%, 6%, 0,.1])". Mit Theorem 1-9-(i) gilt dann firr alle i < r: [0*, 6%, ;] = 6, oder es gibt
ein i < r, so dass 0* e TT([6*, 6%, 0,]). Wenn [6*, 6%, 0,] = 6, fir alle i < r, dann 6* =
"o([0*, 0%, 0q], ..., [0%, 6%, 0,.1])" = "9(0y, ..., 6,1)" und damit entgegen der Vorausset-
zung 6* € TT( (0o, ... 6,-1)™). Wenn es andererseits ein i < r gibt, so dass 6* € TT([6*,
0, 0,]), dann ist 0* echter Teilterm von "e([6%, 6, 0¢], ..., [0, 6%, 0,.1])", also echter Teil-
term von sich selbst. Widerspruch zu Theorem 1-3. Also 0" ¢ ATERM, sondern 6 e
FTERM. Also gibt es {0, ..., 0.1} < TERM und ¢' € FUNK, so dass 6" = "¢'(0", ...,
0';.1)". Damit ist "¢'([6*, 6%, 0'¢], ..., [0%, 6%, 0',.1])" = [0%, 6%, "', ..., 0'1.1)"] = [6%, 65,
0] = "o([0*, 0%, 00], ..., [0%, 6%, 0,.4])". Mit Theorem 1-6-(ii) gilt dann k= rund ¢' = ¢
und [0*, 0%, 0,] = [0, 6%, 0'] fiir alle i < r. Mit I.V. ergibt sich, dass 0, = 0'; fiir alle i < .
Damit ist dann "@(0y, ..., 0,.1)" = "@'(0', ..., 0%1)" =0". O

Theorem 1-15. Eindeutige Substitutionsorte (a) fir Formeln

Wenn A, A* € FORM, 6* € GTERM\(TT(A) u TT(A") und 6% € ATERM und wenn [0*, 6°,
A] = [6%, 6%, A*] dann A = A™.

Beweis: Seien A, A" € FORM, 6* € GTERM\(TT(A) u TT(A") und 6° € ATERM und
[0*, 0%, A] = [0*, 6%, A*]. Wie im Induktionsschritt des vorangehenden Beweises fiir funk-
torale Terme lasst sich fiir alle Formeln zeigen, dass Substitutionsorte (A bzw. A*") der
gleichen Kategorie angehoren und denselben Hauptoperator (Préadikator, Junktor oder
Quantor) haben wie die Substitutionsergebnisse ([0*, 6%, A] bzw. [6*, 6%, A*]). Der Be-
weis wird nun mittels struktureller Induktion ber den Formelaufbau von A gefiihrt. Sei A
= "®(0p, ... 0,.1)" € AFORM. Dann ist auch [0*, 6%, A] = "®([6*, 65, O], ..., [0*, 05, O,.
1])" € AFORM und es gibt {01, ..., 0.1} € TERM mit "®(0', ... 0'.1)" = A", Also auch
"O([0%, 0%, 0q], ..., [6%, 0, 0,.1])" = [6%, 0%, A] = [0%, 05, A*] = [0%, 0%, TD(0Y, ... 0'.1)"] =
([0, 0%, 0'], ..., [0%, 6%, 0',4])" € AFORM. Mit Theorem 1-6-(iv) gilt dann [0*, 65, 6]
= [06%, 6%, 0] firr alle i < r. Mit Theorem 1-14 ergibt sich, dass 0, = 0'; fur alle i < r. Damit
ist dann "®(0y, ... 0,.1)" = "®(0Y, ... 0'.1)" = A"

Gelte die Behauptung nun fir Ao, A; € FORM und sei A = "—Aq" € JFORM. Dann ist
auch [0*, 6%, A] = —[0*, 6%, Ao]" € JFORM und es gibt A'y € FORM mit "—A'y" = A",
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Also auch ™[0%, 03, Ag]™ = [0*, 0%, A] = [0*, 0%, AT] = [0*, 0%, "—A';"] = "—[0%, 0%, A
e JFORM. Mit Theorem 1-6-(v) gilt dann [6*, 6%, A¢] = [0*, 6%, A']. Mit L.V. ergibt sich,
dass Ag = A'p und damit A = "—Ay" = ™A'y = A" Sei A = (Ao y A1)" € JFORM. Dann
ist auch [0%, 0%, A] = "([6*, 0%, Ag] w [0*, 6%, A1])" € JFORM und es gibt A, A"
FORM mit "(A's w A'))" = A*. Also auch "([0*, 6%, Ag] w [6%, 6%, AJ])" = [6%, 6%, A] = [06%,
0%, A" = [0%, 0%, "(A'b w A'1)'] = T([0%, 6%, A'] v [6*, 6%, A'4])" € JFORM. Mit Theorem
1-6-(vi) gilt dann [0*, 6%, Ao] = [0, 0%, A'g] und [6*, 0%, A] = [0%, 6%, A'1]. Mit I.V. ergibt
sich, dass Ag = A'gund A; = A'; und damit A = "(Ag y A7) = "(A yw AY)T = A"

Sei A = TIEA," € QFORM. Dann ist auch [0%, 6%, A] € QFORM und es gibt Ay €
FORM mit TIEA," = A*. Angenommen & = 0%, Dann ist A = TTIEAG" = [0*, 6%, TIEA,'] =
[0*, 05, A] = [0*, 0%, A*] = [0%, 0%, TTIEA's"] = TTIEA," = A*. Angenommen & # 65, Dann
ist TIE[0*, 0%, Ao]" = [0%, 6%, A] = [0%, 6%, A*] = [0, 0%, TIEA,"] = TIE[6*, 0%, A']" €
QFORM. Mit Theorem 1-6-(vii) gilt dann [6%, 6%, Ag] = [6%, 6%, A'g]. Mit L.V. ergibt sich,
dass Ag = A'g und damit A = TIEAy" = TIEA," = A", O

Theorem 1-16. Eindeutige Substitutionsorte (a) fiir Satze

Wenn 3, =" € FORM, 6* € GTERM\(TT(Z) u TT(Z") und 6° € ATERM und wenn [6%, 6%,
¥] = [0%, 6%, 2] dann = = X",

Beweis: Analog zum Negatorfall im Beweis zu Theorem 1-15 unter Rickgriff auf
Theorem 1-15. o

Theorem 1-17. Eindeutige Substitutionsorte (b) fur Terme
Wenn 0, 0© € TERM, 0* ¢ GTERM\(TT(0) u TT(0")), & € VAR, B € PAR und [0*, &, 0] =
[6*, B, 6], dann 0" = [B, &, 6].

Beweis: Durch Induktion Gber den Termaufbau von 0. Sei 6 € ATERM. Sei nun 0" <
TERM, 6* € GTERM\(TT(0) u TT(0), £ € VAR, B € PAR und [0*, &, 0] = [0, B, 67].
Dannist 6 € KONST u PAR u VAR. Sei nun 6 € KONST. Dann ist [6*, &, 6] = 6. Dann
ist 0 = [0*, B, 07], womit sich wegen 0 # 0* ergibt, dass 6 = 0" und wegen 0 # &: 6" =0 =
[B, & 6]. Sei nun 6 € PAR. Dann ist [0%, &, 0] = 0. Dann ist 6 = [0*, B, 7], womit sich
wegen 0 # 0* ergibt, dass auch 6 = 0" und wegen £ # 0: 0" =0 = [B, &, 0]. Sei nun 0 <
VAR. Angenommen 0 = &. Dann ist [0*, &, 0] = 6*. Dann ist 0* = [0*, B, 07]. Dann ist
wegen 0* # 0" B e TT(0"). Damit ist 6* e TT([0*, B, 67]). Ware nun 6" # B ergabe sich
dann mit 0* = [0*, B, 07], dass 6* im Widerspruch zu Theorem 1-3 echter Teilterm von
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sich selbst ware. Also gilt 0" =B = [B, &, 6]. Sei nun 0 # & Dann ist 0 = [0*, &, 06]. Dann ist
0 =[0*, B, 07]. Dann ist wegen 0* #0 0 = 0" und wegen 0 #&: 6" =0 = [B, &, 0].

Gelte die Behauptung nun fir {6, ..., 6,1} < TERM und sei "@(6o, ..., 0,.1)" €
FTERM. Sei nun 6" € TERM, 6* € TERM\(TT(0) u TT(0"), £ € VAR, B € PAR und
[6%, & "o(0o, ..., 6,.1)"] = [0%, B, 0°]. Also [6*, B, 6] = "([0*, & O], ..., [6*, &, 0,4])" €
FTERM. Ware 06" € ATERM, dann ware B + 0" oder B = 0*. Angenommen B + 0. Dann
ist 07 = [0%, B, 071 = "o([6%, &, 60), ..., [6*, &, 0,.4])" € FTERM. Widerspruch. Angenom-
men B = 0. Dann ist 0* = [0*, B, 07] = "o([0*, &, 0¢], ..., [0%, &, 0,4])". Mit Theorem 1-9-
(i) gilt dann fur alle ¢ < r: [6*, &, 6,] = 6, oder es gibt ein ¢ < r, so dass 6* € TT([06*, &, 6,]).
Wenn [0%, &, 0;] = 0, fur alle 7 < r, dann 6* = "o([6%, &, O¢], ..., [6%, &, 6,.1])" = "o(0q, ...,
0,1)" und damit entgegen der Voraussetzung 6* € TT("@(0o, ... 0,.1)"). Wenn es anderer-
seits ein ¢ < r gibt, so dass 6* € TT([0*, &, 6,]), dann ist 6* echter Teilterm von "o([6%, &,
0o], ..., [0%, &, 6,.1])", also echter Teilterm von sich selbst. Widerspruch zu Theorem 1-3.
Also 6" ¢ ATERM, sondern 6* € FTERM. Also gibt es {0, ..., 0.1} < TERM und ¢' €
FUNK, so dass 6 = "¢'(0', ..., 0'.1)". Damit ist "¢'([6*, B, 0'], ..., [0*, B, 0':.1])" = [0*,
B, "@'(0', ..., 0%1)"]1=[0%, B, 0] = "o([6*, &, 00], ..., [0%, &, 0,.1])". Mit Theorem 1-6-(ii)
gilt dann £ = r und ¢' = ¢ und [6%*, B, 0'] = [0*, &, 0,] fir alle < < r. Mit L.V. ergibt sich,
dass 0'; = [B, &, 0,] fur alle i < r. Damit ist dann 6" = "¢'(0", ..., 0'x1)" = "o([B, &, Oq], ...,
[B, & 6ra])" = [B, & "0(6o, ..., 6,1)"]. O

Theorem 1-18. Eindeutige Substitutionsorte (b) fir Formeln

Wenn A, A* € FORM, 0* ¢ TERM\(TT(A) u TT(A%), £ € VAR, B € PAR und [0*%, & A] =
[6%, B, A™], dann A" = [B, &, A].

Beweis: Seien A, A* € FORM, 6* ¢ GTERM\(TT(A) u TT(A)) und & € VAR, B € PAR
und [0%, &, A] = [06*, B, A"]. Wie im Induktionsschritt des vorangehenden Beweises fiir
funktorale Terme lasst sich flr alle Formeln zeigen, dass Substitutionsorte (A bzw. A")
der gleichen Kategorie angehoren und denselben Hauptoperator (Pradikator, Junktor oder
Quantor) haben wie die Substitutionsergebnisse ([0*, &, A] bzw. [0*, B, A™]). Der Beweis
wird nun mittels struktureller Induktion tber den Formelaufbau von A geflhrt. Sei A =
"®(0, ... 0,.1)" € AFORM. Dann ist auch [0*, &, A] = "®([06*, &, 6o], ..., [6*, &, 0,4])" €
AFORM und es gibt {0', ..., 0.1} < TERM mit "®(0', ..., 0'.1)" = A*. Also auch
"O([0%, &, Oc], ..., [0%, & 0,.4])" = [0%, & A] = [0%, B, A'] = [6%, B, "®(0, ..., 0/-1)"] =
"o([6*, B, 0], ..., [0*, B, 0'-1])" € AFORM. Mit Theorem 1-6-(iv) gilt dann [0*, &, 6,] =
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[6*, B, 6] fUr alle 7 < . Mit Theorem 1-17 ergibt sich, dass 6'; = [B, &, 6,] fur alle 7 < r.
Damit ist dann A* = "®(0', ... 0'.1)" = "®([B, &, O], ..., [B, & 0..4])" = [B, & "®@(0o, ...,
0.1)"1=[B, & Al

Gelte die Behauptung nun fiir Ag, A; € FORM und sei A = "—Ay' € JFORM. Dann ist
auch [0%, &, A] = —[0*, & Ao]" € JFORM und es gibt A'y € FORM mit "—A'y" = A", Al-
so auch —[0%, &, Ag]" = [0%, B, A*] = [6%, B, "—A\"] = "—[0*, B, A]” € JFORM. Mit
Theorem 1-6-(v) gilt dann [0%, &, Aq] = [0%, B, A']. Mit L.V. ergibt sich, dass A’y = [B, &,
Aol und damit A™ = "—A'" = S[B, &, Ao]” = [B, &, "—A0']1=[B, & A]. Sei A = "(Ag y Ay)”
e JFORM. Dann ist auch [6*, &, A] = "([0%, &, Ao] v [0%, & A1])" € JFORM und es gibt
Ay, A'y € FORM mit "(A'g yw A')" = A*. Also auch "([0%, & A¢] v [0%, & A1])" = [6*, B,
A1 =[6%, B, (Ao w A'1)'] = "([6%, B, A'o] v [6*, B, A'1])" € JFORM. Mit Theorem 1-6-
(vi) gilt dann [06*, &, Ag] = [0%, B, A'g] und [0%, &, A;1] = [6%, B, A'1]. Mit L.V. ergibt sich,
dass A'o = [B, & Ao] und A’ = [B, & Aq] und damit A" = "(A'o y A'Y)" = "([B, &, Ad] v [B, &,
A)' =B, & "(Aoy AT = [B, E AL

Sei A = TIE'Ay' € QFORM. Angenommen &' = & Dann ist A = TIEA," = [6%, &,
TIE'A'] = [0%, &, A] = [0%, B, A"]. Mit Theorem 1-9-(ii) ist 0* e TT([0*, B, A"]) =
TT(A) oder [0*, B, A"] = A™. Der erste Fall kann nach Voraussetzung nicht eintreten. Im
zweiten Fall ist A" = TIE'A" = [B, & TIE'A.'] = [B, &, A]. Angenommen &' + & Dann ist
auch [0%, &, A] = TIE[0*, &, Ag]” € QFORM und es gibt Ay € FORM mit TIE'AY," = A”.
Also auch TIETO*, & Ao]" = [0*% B, A"] = [0*, B, TIE'AY'] = TIE[O*, B, A']" e
QFORM. Mit Theorem 1-6-(vii) gilt dann [06*, &, A¢] = [06*, B, A'o]. Mit .V. ergibt sich,
dass Ao = [B, & Ao] und damit A* = TIE'A'Y" = TIE[B, & Ao]” = [B, & TIEAS"] = [B, &,
Al. o

Theorem 1-19. Kiirzung von Parametern bei der Substitution

Wenn 0 € TERM, A € FORM, T e SATZ, 0* ¢ GTERM, B e PAR\(TT(9) u TT(A) u
TT(Z)) und 6" € ATERM, dann:

(i) [0%0",6]=[0% B, [B, 0", 0]],
(i) [0%, 0", A]=[0% B, [B, 0", Allund
(iii) [0%, 0", =] = [0%, B, [B, 6", Z1].

Beweis: Seien 6 € TERM, A € FORM, X € SATZ, 6* € GTERM, B € PAR\(TT(8) u
TT(A) u TT(Z)) und 8" € ATERM. Zu (i): Der Beweis wird mittels struktureller Indukti-
on Uber den Termaufbau von 0 gefiihrt. Sei 6 € ATERM. Dann ist 6 = 0" oder 6 + 0. Sei
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zunéchst © = 6*. Dann ist [, 0%, 0] = B und [0*, 87, 6] = 6*. Dann ist [6*, 67, 0] = 0* = [0*,
B, B] = [06*, B, [B, 6%, 0]]. Sei nun 6 = 0", Dann ist [, 0%, 6] = 6 und [0*, 87, 6] = 6. Wegen
B ¢ TT(0) ist B + 6 und mithin 6 = [0*, B, 6]. Also [6*, 6%, 0] = 06 = [0*, B, 6] = [0*, B, [B,
0%, 0]].

Gelte die Behauptung nun fir {6, ..., 6,1} < TERM und sei 6 = "@(0o, ... 0,.1)" €
FTERM. Wegen B ¢ TT(0) gilt auch B ¢ TT(6,) fir alle z < r. Dann gilt mit 1.V. [0*, 6%,
0;] = [0*, B, [B, 0%, 0]] fur alle 7 < r. Dann ist [0*, 8", "(0o, ... 0,.1)"] = "o([6*, 07, 0],
ey [0%,07, 0,.0)7 = To([0%, B, [B, 07, Ocll, ..., [0%, B, [B, 0", 0.4]])" = [0%, B, "o([B, 0",
0o], ..., [B, 07, 0,41)"1 = [6%, B, [B, 0", "0(0o, ... 6,-1)"1].

Zu (ii): Der Beweis wird mittels struktureller Induktion tber den Formelaufbau von A
gefuhrt. Sei A = "®(8y, ... 6,.1)" € AFORM. Dann gilt p ¢ TT(6,) fur alle s < 7 und [6%,
0%, A] = [0%, 07, "®(0p, ... 0,.1)"] = "®O([6%, 67, O¢], ... [0*, 07, 0,.1])". Mit (i) gilt [0*, 07,
0] = [0%, B, [B, 6", 0]] fur alle i < r. Also [0*, 6%, A] = "®([0*, B, [B, 6%, Qc]l, ..., [0*, B,
[B, 07, 6,a]])" = [6%, B, "®([B, 67, Oa, ..., [B, 67, 0,4])" = [6*, B, [B, 0", "®(Bp, ... 6,.1)"]]
=[0*, B, [B, 67, A]].

Sei A = "—Aq" € JFORM. Dann gilt B ¢ TT(Ao) und [0%, 67, A] = [0*, 07, "—Ay'] =
"[0%, 0, Ag]". Mit LV. gilt [0*, 07, Ag] = [0%, B, [B, 07, Ao]]. Also [06%, 6, A] = "—[0*, B,
[B, 07, A" =[0%, B, [B, 67, "=A¢"1] = [06*, B, [B, 07, AI]. Sei A = "(Ao y A1)" € JFORM.
Der Fall verlauft analog zum Negatorfall.

Sei A = TIEA," € QFORM. Angenommen & = 0°. Dann ist [0*, 67, A] = [0%, 0,
TIEAG'] = TIEA," = [B, 0, TIEA."] = [B, 0%, A]. Dannist B ¢ TT([B, 6, A]) = TT(A).
Also [0*, 0%, A] = [B, 0%, A] = [0%, B, [B, 07, A]]. Angenommen & + 0. Der Fall verlauft
analog zum Negatorfall.

Zu (iii): Der Fall verlauft analog zum Negatorfall. o

Theorem 1-20. Eine hinreichende Bedingung fiir die Kommutativitat einer Substitution in
Termen und Formeln

Wenn 0%, 0%, € GTERM, 05, 0, € ATERM, 00 # 0, 0; & TT(0%,) und 8y & TT(6*), dann
(i) Wenn 6" € TERM, dann [0*4, 01, [0%0, 0, 07]] = [0%0, 00, [0*1, 01, 67]], und
(i) Wenn A e FORM, dann [6%y, 01, [6%, 00, A]] = [0%0, 00, [0*1, 01, A]].

Beweis: Seien 6%y, 6*; € GTERM, 0y, 61 € ATERM, 09 # 01, 01 ¢ TT(6%) und 6y ¢
TT(06*,). Zu (i): Sei 6© € TERM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion Gber den
Termaufbau von 0" gefiihrt. Sei 8 € ATERM. Angenommen 0* = 8. Dann ist 0" # 0,
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und [0*1, 01, [6%0, 00, 07]] = [0%1, 01, 0%0]. Weil 6; ¢ TT(0%o) gilt [0*1, 61, 6%0] = 6%;. An-
dererseits ist [0%o, 0o, [0*1, 01, 07]] = [0%0, 00, 0] = 6*0. Also [0*1, 01, [0%0, 00, 07]] = [0%0,
0o, [0*1, 01, 07]]. Sei nun 0" # 0,. Angenommen 0* = 0;. Dann ist [0*y, 01, [0%o, 00, 07]] =
[0%1, 01, 0] = 0*1. Weil 0, ¢ TT(0*y) gilt [0%0, 0, 0*1] = 0*;. Damit ist [0*0, 0o, [0*1, 01,
0711 = [6*0, 6o, 0*1] = 6*1. Also [6%4, 81, [6%0, 60, O]] = [6%0, 6o, [6*1, 61, 67]]. Angenom-
men 0 # 0;. Dann ist [0*, 01, [0%0, 0o, 07]] = [0*1, 01, 07 = 6" und [0%0, B0, [0*1, 01, 0°]] =
[6%0, 0, 07] = 0", Also auch [0*1, 01, [0%0, 0o, 07]] = [0%0, 00, [0*1, 01, 07]].

Gelte die Behauptung fir {0, ..., 0,4} < TERM und sei 0" = "p(0', ..., 0'.1)" €
FTERM. Dann ist [6*1, 01, [0%0, 8o, 6°]] = [6*1, 61, [6%0, 60, "@(0', ..., 6'-1)"1] = "@([6*1,
01, [6%0, 00, 0011, ..., [6%1, 01, [6%0, 00, 0'-1]])". Mit LV. gilt [6%1, 01, [6%0, B0, 0']] = [0%0,
0o, [0%1, 04, 0']] fir alle i < r. Also [0%1, 01, [0%0, 00, 0°]] = "@([0%0, 00, [0*1, 01, 0%]], ...,
[0%0, 00, [0*1, 01, 0'-1]1)" = [6%0, 6o, [6*1, 61, "@(6, ... 0'-1)"T] = [6%0, B0, [6*1, 61, 67]].

Zu (ii): Sei A € FORM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion tiber den For-
melaufbau von A gefiihrt. Sei A = "®(0', ... 0'.1)" € AFORM. Dann ist [6*3, 61, [6%0, 0o,
A]] = [0*1, 01, [6%0, B0, "©(0', ..., 0'.1)"]] = "O([0%1, 01, [6%0, 60, O], ..., [6%1, 01, [0%0,
0o, 0'-1]1)7. Mit (i) gilt [0y, 01, [0%0, 00, 0']] = [6%0, 00, [6%1, 61, 6']] fUr alle 7 < r. Also
[0%1, 61, [0%0, 00, A]] = "®([6%0, 60, [0*1, 01, O']], ..., [0%0, B0, [0%1, 01, 6'-1]])" = [6%0, 6o,
[6%1, 61, "D(0', ... 0'-1)"]] = [6%0, B0, [0*1, 01, A]].

Gelte die Behauptung fur Ag, Ay € FORM und sei A = "—A,' € JFORM. Dann ist [0*;,
01, [0%0, 00, A]] = [0%1, 01, [6%0, B0, "—AG']] = "=[0%1, 01, [6%0, 00, Ac]]™. Mit L.V. gilt [6*,
01, [0%0, B0, Aoll = [0%0, B0, [0%1, 01, Acl]. Also [0%1, 01, [0%¢, B0, A]] = "—[0%0, B0, [06%1, 01,
AoJT" = [0%0, B0, [0*1, 01, "=A¢']] = [0%0, B0, [0*1, 01, A]]. Sei A = "(Ag y A))" € JFORM.
Der Fall verlauft analog zum Negatorfall.

Sei A = TIEA," € QFORM. Angenommen & = 6. Dann ist § # 0, und [0*1, 0,1, [0%0, 0o,
A]] = [0%1, 01, [6%0, 00, TIEAG']] = [0%1, 01, TIEAG'] = TTIE[O6*1, 01, Ag]" = [6%0, 0o,
TIE[0%1, 01, Ao]™] = [0%0, B0, [0%1, 01, TIEAG 1] = [0%0, B0, [0*1, 61, A]]. Angenommen & =
01. Dann ist & # 0o und [0*1, 01, TIE[0%0, B9, Ao]™] = TIE[O%o, 60, Ao]™ = [6%0, B0, TIEA']
= [06%0, B0, [0%1, 01, TIEAG']] = [0%0, 00, [0%1, 01, A]]. Sei 0y # & # 0,. Der Fall verlauft
analog zum Negatorfall. o
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Theorem 1-21. Substitution in Substitutionsergebnissen

Wenn ¢ € VAR, 0, 0* €« GTERM und 6" € KONST u PAR, dann:
(i) Wenn 6 e TERM, dann [0, 0%, [0*, ¢, 0]] = [[0", 67, 6*], ¢, [0', 6%, 0]], und
(i) Wenn A € FORM, dann [0", 0, [6%, {, A]] = [[0", 67, 6*], ¢, [0", 07, A]].

Beweis: Seien { € VAR, 0', 0* ¢ GTERM und 6° € KONST u PAR. Zu (i): Sei 0 <
TERM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion Gber den Termaufbau von 6 ge-
fuhrt. Sei 6 € ATERM. Sei weiter 6 € KONST u PAR. Angenommen 6 = 0*. Dann ist
[0, 07, [6*%, ¢, 6]] = [0', 67, 6] = 0". Nun ist { ¢ TT(0") und daher [0', 67, [0*, , 6]] = 0' =
[[0', 0%, 0*], ¢, 07 = [[0', 0%, 0*], ¢, [0', 6%, 6]]. Angenommen 6 =+ 0. Dann ist [0, 67, [0%,
¢, 0]1=1[0, 0% 0]=0=[[0, 0%, 6*], ¢, 6] =[[0', 6%, 0*], ¢, [0', 0%, O]]. Sei schlieRlich 0
VAR. Angenommen 6 = {. Dann ist [0', 07, [0%, , 0]] = [0", 6, 6*] = [[0", 6%, 6%], ¢, 0] =
[[6, 67, 0*], ¢, [0", 6%, 8]]. Angenommen 6 =+ {. Dann ist [0', 6%, [6*, {, 6]] = [0, 67, 0] = 0
= [[0, 0%, 6], ¢, 6] = [[0", 6%, 6*], €, [0", 67, 6]].

Gelte die Behauptung nun fir {8, ..., 6,4} < TERM und sei 8 = "¢(0o, ..., 06,1)" €
FTERM. Dann ist [0, 0%, [6%, ¢, 6]] = [0', 6", [6%, &, "¢(B0, ..., 0,1)"]] = "o([6', 6, [6*, ¢,
0ol ..., [0, 0%, [6%, ¢, 0,.4]])". Mit LV. gilt [0, 07, [6*, ¢, 6]] = [[0', 6%, 0*], C, [0', 6%, 0/]]
fur alle i < r. Also [0', 8%, [0%, ¢, 0]] = "o([[0', 6%, 6], &, [0", 07, 8c]], ..., [[0", 0%, 6*], ¢, [0",
0%, 0,.1]1)" = [[6, 0", 0*], §, [0', 07, "(0y, ..., 6,.1)"1] = [[0", 67, 6*], C, [0, 07, 6]].

Zu (ii): Sei A € FORM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion tber den For-
melaufbau von A gefiihrt. Sei A = "®(0y, ... 0,.1)" € AFORM. Der Fall verlauft analog
zum FTERM-Fall unter Verwendung von (i).

Gelte die Behauptung fiir Ao, Ay € FORM und sei A = "=Aq," € JFORM. Dann ist [0/,
0, [0%, ¢, A]] = [0, 0%, [0%, C, —=A0"]] = ™[0, 07, [0%, ¢, Ao]]". Mit LV. gilt [0, 0%, [6%,
G All = [[0', 0%, 6*], ¢, [0", 07, Ao]]. Also [0, 6%, [0, ¢, A]] = "[[0", 67, 0], C, [0, 07,
AoI" =[[0", 0%, 0*], §, [0', 0, "=Aq™]] = [[0", 6%, 6*], &, [0, 0", A]]. Sei A= (Ao y A1)” €
JFORM. Der Fall verl&uft analog zum Negatorfall.

Sei A = TIEA," € QFORM. Angenommen & = {. Dann ist [0, 6%, [0*, ¢, A]] = [0, 6,
[6%, & TIEA]] = [0', 67, TTIEAG'] = TIEO', 07, Ao]™ = [[0', 67, 6*], §, TIE[0, 67, A]'] =
[0, 6%, 6%], ¢, [0', 0%, TIEAG']] = [[0', 67, 6%, ¢, [0', ©", A]]. Angenommen & = (. Der Fall

verlauft analog zum Negatorfall. o
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Theorem 1-22. Mehrfache Substitution von neuen und paarweise verschiedenen Parametern
flr paarweise verschiedene Parameter in Termen und Formeln

Wenn 6 € TERM, A € FORM, T e SATZ, § e SEQ, k € N\{0} und {B*s, ..., p*1} <
PAR\(TT(0) u TT(A) u TT(X) u TTSEQ(H)) und {Bo, ..., B} = PARB*s, .., B*:}, wobei
B*; # p*; und B, # B; fur alle 4, j < k+1 mit 7 # 7, dann:

(1) [B*k Br [B*0, -y B*r2)s Bos --os Brea)s 011 = [B*0, -+, B*ws Bos -+, By 6],

(1) [B*k Brs B 0s -5 B*r-2)s Boy <oy Bren)s Al] = [B*0s ---5 B*m)s Boy -y By Al

(i) [B*% B B0 -y B*s)s Boy -y i)y 211 = [B*0, -, B*i), Boy -, Py Z] und

(iv)  [B*h Br B*0r --os B*r2)s Boy --o0 Brw)s HI1 = [B*0r .o B*0s Boy ---0 Bi)s O]

Beweis: Seien 6 € TERM, A € FORM, X € SATZ, $ € SEQ, k € N\{0} und {p*o, ...,
B*:} < PAR(TT(0) u TT(A)) und {Bo, ..., Bi} = PAR{B*,, ..., p*:}, wobei p*; # p*;
und B; # B; fur alle ¢, 7 < k+1 mit ¢ # 5. Zu (i): Der Beweis wird mittels struktureller Induk-
tion Uber den Termaufbau von 6 gefuhrt. Sei 6 € ATERM. Dann ist 6 € KONST u PAR
U VAR. Sei nun 6 € KONST u VAR u (PAR\{Bo, ..., Bi}). Dann ist 6 = [(B*q, ..., P*11),
(Po, .., Br.1), 6] und es ist 6 = [(B*o, ..., B (Bo, ..., B, 6] und damit [B*1, Br, [(Bo, ..,
B*r-) PBos -y Pr-2), O] = [B*s, Br 01 = 0 = [(B*0, ..., B*), o -, Pw, O]

Sei nun 6 € {Bo, ..., Br}- Dann ist 6 = B; fur ein 7 < k+1. Dann ist nach Voraussetzung
fur alle 5 < k+1 mit j # ¢ 6 # B,. Damit ist zundchst [(B*o, ..., B*i, Po. .-, B, 0] = p*:. Sei
nun ¢ < k. Dann ist [{B*o, ..., B*r-1), Bos ..., Pr-1), 0] = B*; und damit [B*y, Br [B*o, ---»
B*i-1), Bos -+ Py 011 = [B*5 Brr P*i]- Aus der Voraussetzung ergibt sich nun, dass By #
B*; und damit, dass [B*x, Br, p*:] = B*: Sei nun ¢ = k. Dann ist [{B*o, ..., B*r-1), Po, ---» Pr-
1), 0] = B und somit [B*x, Br, [B*o, .-, B*k-1), Bo, -y Bra), 011 = [B*4, B Bil = B*i = B

Gelte die Behauptung nun fir {8, ..., 6,4} < TERM und sei 8 = "¢(0o, ..., 6,1)" €
FTERM. Dann ist [B*x, Br, [B%0s ---» B*%-1)r Boy ---s Br-1)s 011 = [B*ks Brs [B¥05 -1 B*r1)s
Boy - Br-1)s 000, ..y 0:0) 11 = "@([B*ks Br [B*0s --os B*k0)s Boy --vy Br-s)s O], -ovy [B*%s
Br, [B*0, - B*r-0)y Bov -y Br-)s O,a]D)- Mit LV gilt [B*y, By, [(B*0, ..., B4 Bo, -, Pr-
v, 011 = [B*0, -y B*u), Boy ---, Pry, 0] fUr alle 7 < 7. Also [B*x, Br, [{B*0, ---» B*r-1), Pos
cooy By 011 = To([B*0, -y B*m Bos --os B2y Ool, - [B*0, o By Boy -y By 05a])" =
[B*o, ---, B0, Boy ---s Br)s "©(Oo, ---, 0,-1)" ] = [B*0, ---5 B*is Bos ---, Br), 0.

Zu (ii): Der Beweis wird mittels struktureller Induktion ber den Formelaufbau von A
gefiihrt. Sei A = "®(0y, ... 0,.1)" € AFORM. Der Fall verlauft analog zum FTERM-Fall
unter Verwendung von (i).

Gelte die Behauptung nun fiir Ag, A; € FORM und sei A = "—Ay' € JFORM. Dann ist
[B*r Br [B*0s ---s B*%1)s Bor ---s Brn)y All = [B*% Bro [B*0s --vs B*%1)s Boy s Bro),
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A" ]] = "Bk B [KB*o, oy BFrn)s Boy s Bra)y Aol Mit LV gilt [B*%, Br, (B0, -,
B*1-0), Boy +--s Br)y Aoll = [B*0, -1 B*m, Boy ---s Br)y Ao]- Also [B*%, Br, [B*0, -, B*k0),
Bos «+vs Brw)y All = "S[B%0s -ovy B0y Bor oes By Ad]T = [B*o, s B*R Boy -y Bo
"—Ao'] = [B*0, ..., B*1), Poy ---» Py A]. Sei A = "(Ag y A1)" € JFORM. Der Fall verlauft

analog zum Negatorfall. Sei A = TIEA," € QFORM. Der Fall verlduft analog zum Nega-
torfall.
Zu (iii) und (iv): (iii) ergibt sich analog zum Negatorfall unter VVerwendung von (ii) und

(iv) ergibt sich analog zum FTERM-Fall unter Verwendung von (iii). o

Hinweis: Ein zu Theorem 1-22 analoges Theorem ldsst sich fir Formelmengen zeigen.

Theorem 1-23. Mehrfache Substitution von geschlossenen Termen fuir paarweise verschiedene
Variablen in Termen und Formeln (a)

Wenn k£ € N\{0}, {6%, ..., 6%} < GTERM und {&, ..., &} < VAR, wobei &, # &; fur alle ¢, j
< k+1 mit ¢ # 5, dann:
(i) Wenn6 e TERM, dann
[6%%, & [0%0, ..., 0%%1), o, +vvs &)y O]] = [(0%0, ..., 0%, (Eo, ..., &), O], und
(i) Wenn A € FORM, dann
[0k & [(0%0, ...y 0%%0), G0y --vy En)y A]] = [(0%, ..., 0%D), (G0 ---y &), Al

Beweis: Zu (i): Seien k € N\{0}, {6%, ..., 6%} < GTERM und {&,, ..., &} < VAR, wo-
bei & # &; fur alle 4, j < k+1 mit 7 # 5. Sei 6 € TERM. Der Beweis wird mittels strukturel-
ler Induktion Giber den Termaufbau von 6 gefihrt. Sei 6 € ATERM. Angenommen &; # 0
fur alle ¢ < k+1. Dann ist [0%;, &, [(0%0, ..., 0%11), oy -y Er1), O0]] = [0%%, & 0] = 0 =
[(0%0, ..., 0%p), (o, ..., &, 6]. Angenommen &; = 0 fiir ein s < k. Dann ist &; + 6 fur alle ¢
< j < k+1. Dann ist [(0%o, ..., 6%, (o, ...y &), O] = [(0%0, ..., 0%%1), (G0, ..., Ep1), 6] =
[0%0, ..., 0%, (o, ---, &, 6] = 6*; € GTERM. Also [0*4, &, [(0%0, ..., 0%%-1), (G0, -+, Ek1)
0]] = [(0%o, ..., 6%1.1), o, ---s &i-1)y O] = [(B%0, ..., 0%, (&o, ..., &, 6]. Angenommen & =
0. Dann ist & =+ 0 fur alle ¢ < kund [(6%, ..., 0%.1), o, ..., &)y 0] = 0. Also [0%, &,
[0%0, ---s 0%k1), €y -y Ep1)y O] = [0, &, 6] = 0% = [(0%0, ..., 6%1), (Eo, ---, Em), O]

Gelte die Behauptung nun fur {6, ..., 6,1} < TERM und sei 6 = "¢(0y, ..., 0,.1)" €
FTERM. Dann ist [6%, &, [(6%0, ..., 0%%1), o, -+, Ek1)y O1] = [0%%, &k [(0%0, .., 0%11), (o,
ceer &)y T000, -.vy 000)7 1] = T@([0%), &k [0%0, ...y 0%%1), Gov vy Gy B0l -ens [0% &
[6%0, ..., 0%k, o, -y &)y Bpa]D). Mit LV gilt [6%, &, [(6%0, ..., 0%10), o -, Epe0),
0.1 = [(0%0, ..., 0%, &o, ..., &, 0] fur alle i < r. Also [0%, &, [(0%0, ..., 0%%1), oy -y Ex-
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1 Zum grammatischen Rahmen

. 011 = "o([0%, ..., 0%n, &o, ..., &), Bo], .., [(0%0, ..., 0%, (Goy -y Epy 0ia])" = [(6%,
s 070, oy ooy ER)y "0(O0, -.r, 0,1)7] = [€0%0, ..., 0%, Eo, ..., Ep), O]

Zu (ii): Sei A € FORM. Der Beweis wird mittels struktureller Induktion tber den For-
melaufbau von A gefiihrt. Seien £ € N\{@}, {0*, ..., 6%} < GTERM und {&, ..., &} <
VAR, wobei & # & furalle ¢, j < k+1miti# 3. A= "D(0, ... 6,.1)" € AFORM. Der Fall
verlauft analog zum FTERM-Fall unter Verwendung von (i).

Gelte das Theorem nun fiir Ao, A; € FORM und seien £ € N\{@}, {6%, ..., 0%} <
GTERM und {&, ..., &} < VAR, wobei & # &; fur alle 7, j < k+1 mit ¢ # j. Sei A = "—=Aq"
€ JFORM. Dann ist [6*;, &k, [(6%0, ..., 0%11), o, ---, &)y Al = [0%% &k [(B%0, ..., 0% k1),
CEoy vy 1)y Al = TH[OF, &k [(B%0, ..y 0%%1), oy ..y E)y Ao]]T. Mt LV, gilt [6%,
&k [0%0, ..., 0%%1), (G0, +vvy Er-1)y Ao]] = [(0%0, ..., 6%1), oy ..., &)y Ao]. Also [0%y, &, [(6%,
ey 0%10), G0y ooy Gy ATl = S[O%, .., 0%, o, -eny ER) Ao = [O%, ..l 0%, Eo, ey
EDy TA"] = [(0%, ..., 0%, Eo, ..., &, A]. Sei A = "(Ag y A1)" € JFORM. Der Fall ver-
lauft analog zum Negatorfall.

Sei A = TICA," € QFORM. Angenommen &; = ¢ flir ein ¢ < k. Dann ist &; # C fir alle 5 <
k+1 mit ¢ # 7. Dann ist [6%, &, [(0%, ..., 0%k1), o, --., Ep1)y Al = [0%%, &k [0%0, ..., 0%
0 Eov oy Gren)y TTICAQT]] = [0%%, &k, TIC[CO%, ..., 0%i1, 0%i41, ..oy 0%p0), (Eov +ovy Giny Gint,
coor &)y Aol = TIL[0%, &y [(0%0s ..., 0%ia, 0%, ., 0%0), (G, -ony Eity Sy vens G,
Ao]]™. Mit LV. gilt [6%4, &, [(0%0, ..., 0%i1, 051, ..., 0%%0), o, ooy Eity Givty wony Gy Ad]]
= [(6%, ..., 0%i1, 0%, ..., 0%, o, ..., Eia, Eir1y vy Ep)y Ag). AlSO [0%, &k, [(0%, ..., 0%
s (Eos wees Ep)y Al = TIC[O%0, ..y 0%01, 0%ia, vy 0%, oy vvvs Gty ity wony &y Ao]” =
[(0%, ..., 0%p), o, ..., &, TIEAG'] = [(6%0, ..., 0%k, (&0, ..., &, A]. Angenommen &; = C.
Dann ist & # C fur alle i < k und [0%, &, [(0%0, ..., 0%%1), o, .-, Ek-1)y Al] = [0%%, & [(6%0,
ey 0%50), Gov -y Gpn)y TTICAQT]] = [0%, &, TIC[(O%0, ..., 0%%1), €0y oy k1) Ad]'] =
TIC[(6%0, ..., 0%1), oy -y Epr)s Aol = [0%0, ..., 0%R), &o, .., &, TICAG'] = [(0%, ...,
0%, (Gos -1 &y Al

Angenommen &; # C fur alle ¢ < k+1. Dann ist [6%, &, [(6%0, ..., 0%%-1), (o -, &)y Al
= [0% & [0%0, ..., 0%k1), Gov ..oy Epr)y TICAQ']] = [0%%, & TTIC[O%, ..., 6%10), o ..,
&)y Ao]'] = TTIL[0%, &k, [(O%0, ..., 0%%1), Eob ---y Sy Ao]]™ . Mit LV, gilt [0%, &, [(0%0,
ey 000, G0y s Ein)y Ao]] = [0%0, -, 6%, (o, --oy &)y Do) AlSO [6%, &, [(0%0, ..., 0%
s &or -y En)y A]] = TTIC[O%0, ..., 6%, G0y -y EB) Ad]” = [(0%0, ..., 0%D), (G0, ..oy Eb),
TIEA0'] = [(6%, ..., 0%%), (o, ..., &, A]. O
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Theorem 1-24. Mehrfache Substitution von geschlossenen Termen fiir paarweise verschiedene
Variablen in Formeln (b)
Wenn k£ € N\{0}, {6%, ..., 6%} < GTERM und {&, ..., &} < VAR, wobei &, # &; fur alle i, j
< k+1 mit ¢ # 4, dann:
(i) Wenn6 € TERM, dann
[0%0, ..., 0%%0), oy -y Ep-1)s [0%%, &gy O]] = [(O%, ..., 0%, (&0, -, Ep, 0], und
(i) Wenn A € FORM, dann
[(0%0, ..., 0%%1), &0, .-y &)y [0%%y &y Al = [(0%0, ..., 6%, (o, ..., &y A

Beweis: Seien £ € N\{@}, {6%, ..., 6%} < GTERM und {&, ..., &} < VAR, wobei &; #
&; fur alle ¢, j < k+1 mit ¢ # j. Zu (i): Sei 6 € TERM. Der Beweis wird mittels Induktion
Uber k gefihrt. Sei £ = 1. Dann ist mit Theorem 1-20-(i) und Theorem 1-23-(i) [0%0, &o,
[0%1, &1, O]] = [06%1, &1, [0%0, &o, O]] = [(0%0, 0*1), (o, &1), 0]. Sei nun 1 < k. Durch Anwen-
dung von L.V., Theorem 1-20-(i), I.V., Theorem 1-23-(i), I.V. und Theorem 1-23-(i) in
dieser Reihenfolge ergibt sich: [(0%, ..., 0%.1), o, ..., Ex-1)s [0%% &k O]] = [(0%0, ..., 0%
20 or s G2y [0%ha, Grts [0 &1y O11] = [(0%0, ..., 0%12), G0y -y &r2)s [0%%s &h [0%01, Epa,s
0111 = [0%0, ..., 6%52, 6%1), (o, --vs Gy &y [0%h1s &ias O]] = [0%%, &y [0%0, .., 6%12), (Eo,
ooy Gr2)y [0%51, Gpe, B]1] = [0%%, & [0%0, ..., 6%%0), (G0, -y Ep-n)y O]] = [6%0, ..., %), (Co,

oo &, 6]
(ii) folgt auf analogem Wege aus Theorem 1-20-(ii) und Theorem 1-23-(ii). o






2 Verfugbarkeit von Aussagen

In diesem Kapitel werden die fur den Kalkll bendtigten Verflgbarkeitsbegrifflichkeiten
entwickelt. Das VVorgehen lasst sich wie folgt skizzieren: Vorbereitend sind zunéchst Re-
demittel zu Abschnitten und Abschnittsfolgen zu etablieren, wobei ein Abschnitt in einer
nicht-leeren Sequenz eine nicht-leere zusammenh&ngende Teilmenge derselben ist (2.1).
Sodann werden bestimmte SE-, NE- und EA-artige Abschnitte, wie sie insbesondere beim
Schliefen mit Subjunktoreinfihrung (SE), Negatoreinfiihrung (NE) und Partikularquan-
torbeseitigung (PB) entstehen, als geschlossene Abschnitte ausgezeichnet (2.2). Ausge-
hend von den geschlossenen Abschnitten werden dann die Verfligbarkeitsbegrifflichkei-
ten selbst etabliert, wobei in einer Sequenz genau solche Aussagen an einer Stelle
verfiigbar sein sollen, die in dieser Sequenz an dieser Stelle nicht in einem echten An-
fangsabschnitt eines geschlossenen Abschnitts liegen (2.3). Mit den in diesem Kapitel
etablierten Theoremen lasst sich dann spater zeigen, dass SE, NE und PB und nur diese

Annahmen eliminieren kdnnen.

2.1 Abschnitte und Abschnittsfolgen

In diesem Kapitel werden nun Abschnitte in einer nicht-leeren Sequenz als nicht-leere
und zusammenhdngende Teilmengen derselben charakterisiert. Sodann werden einige
Theoreme zu Abschnitten beweisen. AnschlieRend werden Begrifflichkeiten und Theo-
reme zu Abschnittsfolgen fur Sequenzen etabliert, wobei Abschnittsfolgen fur eine Se-
quenz $) solche endlichen Folgen sind, die nur disjunkte Abschnitte in $ aufzéhlen. Aus-
gehend von den Abschnittsfolgen werden dann so genannte ANS-umfassende
Abschnittsfolgen fir Abschnitte in Sequenzen definiert. Dabei ist eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fiir einen Abschnitt 2( in §) eine Abschnittsfolge fur £, deren Werte alle-
samt Teilabschnitte von 2L sind, wobei diese Teilabschnitte einerseits disjunkt sind und
andererseits alle Annahmesatze in 2 in einem dieser Teilabschnitte liegen. Diese ANS-
umfassenden Abschnittsfolgen werden spater bei der induktiven Erzeugung von geschlos-
senen Abschnitten eine Schlisselrolle spielen. Den Abschluss des Kapitels bildet dann
der Beweis von Theoremen zu ANS-umfassenden Abschnittsfolgen, die bei der Etablie-
rung der geschlossenen Abschnitte bzw. von Theoremen tber diese bendtigt werden. Nun

zur Abschnittsdefinition:
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Definition 2-1. Abschnitt in einer Sequenz® (Metavariablen: 2, 98, €, A, B', €', A*, B*, ¢*,
)

2 ist ein Abschnitt in $

gdw

$ e SEQ\{0}, A#0, A < Hund A = {(i H,;) | min(Dom(A)) <4< max(Dom(2))}.

Definition 2-2. Zuordnung der Menge der Abschnitte von $) (ABS)
ABS ={($, X) | $ € SEQ\{0} und X = {2 | A ist ein Abschnitt in H}}

Theorem 2-1. Es gibt genau dann einen Abschnitt in £, wenn $) eine nicht-leere Sequenz ist
Es gibt einen Abschnitt 2 in $ gdw $ € SEQ\{0}.

Beweis: Sei 2 ein Abschnitt in §. Dann ist $ € SEQ\{0}. Sei nun $ € SEQ\{@}. Dann
ist $) ein Abschnitt in $. o

Theorem 2-2. Das Abschnittspradikat ist bezliglich Teilmengenschaft zwischen Sequenzen
monoton.

Wenn 9, $' € SEQ, H < $' und 2 ein Abschnitt in § ist, dann ist 2L ein Abschnitt in §'.

Beweis: Seien $, $H' € SEQ, H < $' und A ein Abschnitt in . Dann ist $ € SEQ\{0}
und damit auch $' € SEQ\{0}. Sodann ist 2t # @ und A < $H < $'. Ferner ist $H =
H'TDom($). Damit ist

2A = {7, 9;) | min(Dom(A)) <7< max(Dom(2())}

{@@, ') | min(Dom(A)) <7< max(Dom(2())}

und somit 2( insgesamt ein Abschnitt in $'. o

& 'min(..)' sei fir nicht-leere Teilmengen von N und 'max(..)" fiir nicht-leere und endliche Teilmengen von

N wie Ublich definiert. Falls X keine nicht-leere Teilmenge von N ist, sei min(X) = 0 und falls X keine
nicht-leere endliche Teilmenge von N ist, sei auch max(X) = 0.
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Bemerkung 2-1. Alle der im Folgenden definierten Abschnittspradikate sind beztiglich Teil-
mengenschaft zwischen Sequenzen monoton. Dies wird in der weiteren Darstellung benutzt,
aber nicht extra gezeigt.

Wenn F eines der im Folgenden definierten Abschnittsprédikate ist, dann gilt: Wenn $, $'
SEQ, H < $'und 2 ein F-Abschnitt in § ist, dann ist 2 ein F-Abschnitt in §'.

Erlauterung: Alle folgenden Definitionen von Abschnittspradikaten haben eine der bei-

den folgenden Formen:
20 ist ein F-Abschnitt in £ gdw $) € SEQ\{0}, 2l € ABS($)) und H(%, £)).
oder

20 ist ein F-Abschnitt in $ gdw 2( ein Abschnitt in § ist und H (2L, $).

Dabei ist H der variable Teil im Definiens, der die einzelnen Definitionen voneinander
unterscheidet. Fir H gilt jeweils: Wenn $, $' € SEQ, $ < $H'und $H € SEQ\{0}, A €
ABS(9) (bzw., aquivalent dazu: 2 ist ein Abschnitt in $) und H(2, $), dann H(2, $').
Damit ergibt sich mit Theorem 2-2 und der entsprechenden Definition dann jeweils: Wenn
9, $H' Sequenzen sind, $ < $' und A ein F-Abschnitt in § ist, dann ist 2 ein F-Abschnitt
in 5"

Daraus ergibt sich auch: Wenn $, $' Sequenzen sind, und 2 ein F-Abschnitt in $) ist,
dann ist 2 auch ein F-Abschnitt in $7$".° Zu beachten ist allerdings, dass fir viele der
im Folgenden definierten Abschnittspradikate nicht gilt: Wenn $, $' Sequenzen sind, und
20 ein F-Abschnitt in § ist, dann ist 2 auch ein F-Abschnittin . o

® .~.'ist der Operator der Folgenverkettung. Die Klammern sind weggelassen und es ist Linksklamme-

rung unterstellt. Also: "ay"a;"ay” ... a1 = (. ((@”a) "ap)” . ) e
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Theorem 2-3. Abschnitte in Beschrankungen™

Wenn $ e SEQ, dann: 2( ist genau dann ein Abschnitt in §, wenn 20 ein Abschnitt in
Himax(Dom(2A))+1 ist.

Beweis: Sei $ € SEQ. (L-R): Sei 2 ein Abschnitt in $. Dann ergibt sich: $ € SEQ\{0},
A # 0, A < H und damit: HMmax(Dom(A))+1 e SEQ. Sodann ist A <
$Hmax(Dom(2A))+1 und somit Hmax(Dom(2A))+1 e SEQ\{0} und auch

2A = {(z, ;)| min(Dom(2A)) < i < max(Dom(2A))}

{7, ($HTmax(Dom(2A())+1),)] min(Dom(2A)) < i < max(Dom(A))}

und 2( somit insgesamt ein Abschnitt in Hmax(Dom(2())+1. (R-L): Ist umgekehrt 2 ein
Abschnitt in HImax(Dom(2())+1, dann ist nach der Eingangsvoraussetzung $) eine Se-
quenz und mit HImax(Dom(2())+1 < $ und Theorem 2-2 2 auch ein Abschnitt in §. o

Bemerkung 2-2. /Abschnitte in Beschrédnkungen

Wenn F eines der im Folgenden definierten Abschnittsprédikate ist, dann gilt: Wenn § e
SEQ, dann ist 21 genau dann ein F-Abschnitt in $, wenn 20 ein F-Abschnitt in
$Hmax(Dom(2A))+1 ist.

Erlauterung: Alle folgenden Definitionen von Abschnittspradikaten haben die Form wie
in Bemerkung 2-1 angegeben, wobei fur H jeweils gilt: Wenn $ einer Sequenz ist und £
e SEQ\{0}, /A € ABS($) (bzw., dquivalent dazu: 2( ist ein Abschnitt in $) und H(2, 9),
dann H (2, HImax(Dom(2())+1). Der Grund ist jeweils, dass in den Definientia nur Bezug

auf Verhaltnisse in $HImax(Dom(2A))+1 genommen wird. Damit ergibt sich dann mit
Theorem 2-3 und der entsprechenden Definition jeweils: Wenn § eine Sequenz ist und 2
ein F-Abschnitt in § ist, dann ist [ ein F-Abschnitt in $Ifmax(Dom(2())+1. Fur die Ge-

genrichtung siehe Bemerkung 2-1. o

Definition 2-3, Definition 2-4 und Definition 2-5 dienen vor allem der Verflissigung des

Ausdrucks.

10° 1. ist der Beschrankungsoperator. Dabei gelte: RI.X = {(z, ) | (z, ¥) € R und z € X}.
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Definition 2-3. Abschnitt
2l ist ein Abschnitt gdw es gibt ein £, so dass 24 ein Abschnitt in $) ist.

Definition 2-4. Teilabschnitt
2L ist ein Teilabschnitt von ' gdw 2, ' sind Abschnitte und 20 < 2",

Definition 2-5. Echter Teilabschnitt
2L ist ein echter Teilabschnitt von ' gdw 2{ ist Teilabschnitt von 20" und 21 £ 21"

Definition 2-6. Reiner Folgerungsabschnitt
2l ist ein reiner Folgerungsabschnitt in §5 gdw 2L ist ein Abschnitt in $ und 2L < FS($).

Definition 2-7. Reiner Annahmeabschnitt
2L ist ein reiner Annahmeabschnitt in § gdw 2L ist ein Abschnitt in £ und 2 < ANS($).

Theorem 2-4. Abschnitte mit gleichem Anfang und Ende sind identisch
Wenn $ € SEQ\{0}, A, A" € ABS(H), min(Dom(2()) = min(Dom(2A")) und max(Dom(%()) =
max(Dom(2(")), dann A= '

Beweis: Sei $ € SEQ\W0}, 2, A' € ABS($€), min(Dom(2()) = min(Dom(2(")) und
max(Dom(2()) = max(Dom(2(")). Dann gilt fur alle (z, $.): (¢, 9,;) € A gdw min(Dom(%())
<7< max(Dom(2)) gdw min(Dom(2(")) <7< max(Dom(")) gdw (i, ;) € A" O

Theorem 2-5. Inklusionsverhéltnisse zwischen Abschnitten

Wenn $ € SEQ\{@} und 2, &' € ABS($)), dann:
(i)  min(Dom(2()) < min(Dom(2A")) und max(Dom(2(")) < max(Dom(%()) gdw ' < A und
(i) wenn min(Dom(2()) = min(Dom(2(')), dann 24 < A" oder A" < A,

Beweis: Seien $ € SEQ\{0} und 2, A" € ABS($). Dann ist

2A = {(l, $) | min(Dom(2A)) < I < max(Dom(2A))}
und
A'={(l, $) | min(Dom(A")) < < max(Dom(2A"))}.
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Zu (i): Sei min(Dom(2A)) < min(Dom(2A")) und max(Dom(2(")) < max(Dom(1)). Sei (I, $;)
e A'. Dann ist min(Dom(A")) < | < max(Dom(2")) und damit nach Voraussetzung
min(Dom(2A)) < min(Dom(2A")) < ! < max(Dom(2(")) < max(Dom()). Also ist (I, $;) € 2.
Sei nun A" < 2. Dann sind min(Dom(2(")), max(Dom(2l')) € Dom(2) und somit
min(Dom(2()) < min(Dom(2A")) und max(Dom(2l")) < max(Dom(%()).
Zu (ii): Sei min(Dom(2A)) = min(Dom(2(')). Dann ist max(Dom(2()) < max(Dom(2("))
oder max(Dom(2(")) < max(Dom(2()). Im ersten Fall ergibt sich dann mit (i): 2 < A" im

zweiten Fall ergibt sich mit (i): ' < 2. o

Theorem 2-6. Beschrankungen eines Abschnitts, die Abschnitte sind, haben denselben Anfang
wie der beschréankte Abschnitt

Wenn 2( ein Abschnitt in $ ist, dann gilt fir alle £ € Dom(2()): Wenn [k ein Abschnitt in $
ist, dann ist min(Dom(2AT k)) = min(Dom(%L()).

Beweis: Sei 2 ein Abschnitt in §. Sei nun & € Dom(2() und sei Ak ein Abschnitt in .
Dann ist Ak < 20 und somit mit Theorem 2-5 min(Dom(2ATk)) < min(Dom(%()). Ware
nun min(Dom(2Ak)) < min(Dom(2A)), dann wére (min(Dom(ATk)), Hminoomeatiy)) €
(RATEN\A, was im Widerspruch zu Ak < A steht. Also ist min(Dom(RAlk)) =
min(Dom(2()). o

Theorem 2-7. Zwei Abschnitte sind genau dann elementfremd, wenn einer von beiden vor dem
anderen liegt

Wenn $ € SEQ\{@} und 2, &' € ABS($)), dann

AN A'=0

gdw
(i)  min(Dom(2A)) < min(Dom(2A)) und max(Dom(2()) < min(Dom(%A")) oder
(i)  min(Dom(2A")) < min(Dom(2()) und max(Dom(2(")) < min(Dom(%)).

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und 2, ' € ABS($) und sei A n ' = @. Dann ist

min(Dom(%()) < min(Dom(2L"))
oder
min(Dom(2A)) = min(Dom(2("))
oder
min(Dom(2A")) < min(Dom(()).
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Der zweite Fall min(Dom(2()) = min(Dom(2(")) kann nicht eintreten, denn sonst ware
(min(Dom(%A)), Hminomey)) € A und (Min(Dom(A)), Hminomy)) € A" und damit A n A’
# 0.

Angenommen min(Dom(2()) < min(Dom(2)). Ware nun min(Dom(2l')) <
max(Dom(2()), dann ware (min(Dom(2")), Hminomey) € A und (min(Dom(A’)),
Hminom@y)) € A'. Also A n A" # 0. Daher gilt im ersten Fall min(Dom(()) <
min(Dom(2")) und max(Dom(2()) < min(Dom(2")).

Angenommen min(Dom(2’)) < min(Dom(2A)). Wére nun min(Dom(A)) <
max(Dom(2")), dann wére (min(Dom(2A)), Hminomay) € A und (min(Dom(A)),
Hminomy)) € A. Also A n A # 0. Daher gilt im dritten Fall min(Dom(2()) <
min(Dom(2A)) und max(Dom(%A')) < min(Dom(%)).

Sei nun min(Dom(2()) < min(Dom(2(')) und max(Dom(2()) < min(Dom(2")) oder
min(Dom(2")) < min(Dom(2A)) und max(Dom(2')) < min(Dom(2()). Wére es nun der
Fall, dass 2 n ' # @. Dann gébe es ein 4, so dass (z, $;) € A n 2A". Sei ¢ so. Dann gilt
min(Dom(2()) < ¢ < max(Dom(2()) und min(Dom(2A")) < ¢ < max(Dom(2(")). Damit wirde
gelten: min(Dom(2(")) < min(Dom(A")) oder min(Dom(2A)) < min(Dom(2A()). Also ist A n
A'=0.0

Theorem 2-8. Zwei Abschnitte sind genau dann nicht elementfremd, wenn der Anfang von
einem von beiden in dem anderen liegt

Wenn $ € SEQ\{0} und 2, 2A' € ABS($€), dann
AnA'£0
gdw

(i)  min(Dom(2A)) € Dom(2A") oder
(i)  min(Dom(2A")) € Dom(2L).

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und 2, ' € ABS($). (L-R): Sei A n A" # @. Dann gibt es ein ¢
e Dom(%), so dass (i, H;) € $. Sei ¢ so. Dann gilt:

min(Dom(2A)) < ¢ < max(Dom(2()) und min(Dom(2(")) <4 < max(Dom(2("))
und
min(Dom(2A")) < min(Dom(2()) oder min(Dom(2()) < min(Dom(%")).

Damit ist dann
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min(Dom(2(")) < min(Dom(2()) < 7 < max(Dom(2l"))
oder
min(Dom(2()) < min(Dom(2A")) <7< max(Dom(2l)).

Damit gilt wiederum:
min(Dom(2()) € Dom(2") oder min(Dom(A")) € Dom(%).

(R-L): Gilt min(Dom(2)) € Dom(2) oder min(Dom(2')) e Dom(2(), dann ist
(min(Dom(%A)), Himinomeay) € A n A" oder (min(Dom(2A')), Hminomery) € A n A" und in
beiden Féllen ist A n A" # 0. O

Definition 2-8. Passende Folgen natirlicher Zahlen fiir Teilmengen von Sequenzen

g ist eine passende Folge natirlicher Zahlen fir A

gdw

Es gibt ein © € SEQ, so dass 2 < $ und g eine streng monoton wachsende Folge naturlicher
Zahlen mit Ran(g) = Dom(%() ist.

Zweck der Definition ist es zunachst, die Elemente (des Definitionsbereichs) einer Teil-

me

nge einer Sequenz unter Wahrung der nattirlichen Ordnung aufzéhlen zu kdnnen. So-

dann kdnnen passende Folgen dazu verwendet werden, um aus Abschnitten von Sequen-

zen wieder Sequenzen zu machen, indem man den Abschnitt mit einer zu ihm passenden

Folge natlrlicher Zahlen verknipft. In gewisser Weise handelt es sich also um eine Um-

kehroperation zur Folgenverkettung.

Theorem 2-9. Existenz passender Folgen natiirlicher Zahlen

Wenn $ € SEQ und 1 < $) ist, dann gibt es ein g, so dass g eine passende Folgen natirlicher
Zahlen fir 2 ist.

Beweis: Sei $ eine Sequenz und 2 < $). Der Beweis wird induktiv tber die Mé&chtigkeit
von 2 geflihrt. Sei |2A| = 0. Sei g = @. Dann ist g trivialerweise eine streng monoton wach-
sende Folge natirlicher Zahlen mit Ran(g) = Dom(%(). Sei nun || = k+1. Dann ist £ = 0
oder k> 0. Im ersten Fall ist {(0, max(Dom(%()))} eine passende Folge naturlicher Zahlen
fur 2. Sei nun £ > 0. Da 2 eine endliche Funktion ist, ist [20\{(max(Dom(2l)),
Amaxoome@y)} = k. AuBerdem ist 20{(max(Dom(2)), Amaxpomey))} S $H. Also gibt es
nach I.V. ein g, so dass g eine passende Folgen natirlicher Zahlen fir 20\{(max(Dom(()),
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Amaxoomay) } 1St. Sei g so. Sei ¢ = g u {(Dom(g), max(Dom(2()))}. Offenbar ist Ran(g') =
Dom(2(). Wegen

g(max(Dom(g))) = max(Ran(g)) = max(Dom(2\{(max(Dom(%)), LAmaxoomn)}))
< max(Dom(2l)) = max(Ran(g")) = g'(Dom(g)) = ¢'(max(Dom(g"))

und max(Dom(g)) < max(Dom(g")), tbertragt sich die strenge Monotonie von g auf ¢'. Al-

S0 ist ¢' eine passende Folge natlrlicher Zahlen fiir 2. o

Theorem 2-10. Bijektivitat passender Folgen natirlicher Zahlen

Wenn §$ € SEQ, 2 < $ und g eine passende Folgen natirlicher Zahlen fiir 21 ist, dann ist g
eine Bijektion zwischen Dom(g) und Dom(%().

Beweis: Sei $ eine Sequenz, 2 < $ und sei g eine passende Folgen naturlicher Zahlen
fur 2. Dann ist Ran(g) = Dom(2() und g somit eine Surjektion von Dom(g) auf Dom(%().
Ferner gilt, da g eine streng monotone Folge natirlicher Zahlen ist, dass ¢ eine Injektion
von Dom(g) in Dom(%() ist und somit ist g insgesamt eine Bijektion zwischen Dom(g) und
Dom(%l). o

Theorem 2-11. Eindeutigkeit passender Folgen natirlicher Zahlen
Wenn § € SEQ, &l < $ und g, ¢' passende Folgen natirlicher Zahlen fir 2( sind, dann: g = ¢'.

Beweis: Sei $) eine Sequenz, 2 < $ und seien g, ¢’ passende Folgen natirlicher Zahlen
fir 2. Dann ist Ran(g) = Dom(2() = Ran(g'). Ferner gilt mit Theorem 2-10 dass Dom(g) =
|Ran(g)| = |Ran(¢")] = Dom(g"). Nun sind aber streng monoton wachsende Folgen naturli-

cher Zahlen mit gleichem Definitions- und Wertebereich identisch. Also ist g = ¢'. O

Theorem 2-12. Nicht-rekursive Charakterisierung der passenden Folge fiir einen Abschnitt

Wenn 2 ein Abschnitt in § ist, dann ist {(/, min(Dom(2())+!) | [ < |Dom(2()|} eine passende
Folge natlrlicher Zahlen fur 2.

Beweis: Sei § € SEQ und 2 ein Abschnitt in §). Der Beweis wird induktiv ber die
Machtigkeit von |Dom(2()| gefuihrt. Sei |[Dom(2()| = 0. Sei g = {(I, min(Dom(A())+]) | [ <
|Dom(2()[}. Dann ist g = 0. Dann ist g trivialerweise eine streng monoton wachsende Fol-
ge natirlicher Zahlen mit Ran(g) = Dom(%().
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Sei nun |Dom(A)| = k+1. Dann ist £ = 0 oder k£ > 0. Im ersten Fall ist [Dom(2()| = 1 und
Dom(2A) = {min(Dom(2())} und {(0, min(Dom(%A)))} ist eine passende Folge natirlicher
Zahlen fir 20 und {(0, min(Dom(2)))} = {(, min(Dom®RA)+]) | | < 1} = {(,
min(Dom(2())+0) | I < |Dom(20)|}.

Sei nun k£ > 0. Da 2 eine endliche Funktion ist, ist |[20\{(max(Dom(2()), Amaxoome))} =
k. AuBerdem ist 20* = 20\{(max(Dom(2()), Amaxoom@y)} S $H. Also ist nach 1.V. g = {(/,
min(Dom(2*))+10) | I < [Dom(2(*)|} = {(/, min(Dom(A))+I) | | < |Dom(%A)|-1} eine passen-
de Folgen naturlicher Zahlen fir 2*. Sei ¢ = g u {(|IDom(()|-1, max(Dom(2()))}. Dann
ist Ran(g) = Dom(2*) u {max(Dom(2())} = Dom(2l) und es ist Dom(¢") = Dom(g) u
{Dom(g)} = Dom(g)+1 = |IDom(2(*)|+1 = |Dom(2()|. Da 2 ein Abschnitt in $) ist, gilt so-
dann, dass max(Dom(A*))+1 = max(Dom(2)). Damit ist g¢'(|Dom(A)-1) =
max(Dom(2A*))+1 = g¢g(|Dom(2A)|-2)+1 = (min(Dom(A*))+|Dom(A)-2)+1 =
(min(Dom(2())+|Dom(2()|-2)+1 = min(Dom(A))+|Dom(A)|-1. Somit ist ¢ = {(,
min(Dom(A))+{) | | < |Dom()|-1} u {([Dom(()|-1, min(Dom(2A))+|Dom(A)|-1)} = {(,
min(Dom(2())+) | [ < |Dom(2A)|}. Damit ist ¢' auch eine streng monoton wachsende Folge

naturlicher Zahlen und somit insgesamt eine passende Folge nattrlicher Zahlen fir 2. o

Definition 2-9. Abschnittsfolge in nicht-leeren Sequenzen

G ist eine Abschnittsfolge fir $

gdw

$ € SEQ\{0} und G ist eine Folge mit Ran(G) < ABS($) und fur alle i, j € Dom(G) gilt:
wenn ¢ < 4, dann min(Dom((G())) < min(Dom(G(5))) und max(Dom(G(z))) <
min(Dom(G())).

Definition 2-10. Zuordnung der Menge der Abschnittsfolgen fiir nicht-leeres $ (ABSF)
ABSF ={(9, X) | $ € SEQ\{0} und X = {G | G ist eine Abschnittsfolge fur $H}}

Theorem 2-13. Existenz von nicht-leeren Abschnittsfolgen fir nicht-leere Sequenzen
Wenn $ € SEQ\{0}, dann gibt es ein G € ABSF($) mit G # @.

Beweis: Sei $y € SEQ\{0}. Dann ist @ # {(z, {(7, 9)}) | - € Dom($)} € ABSF($). O
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Theorem 2-14. @ ist eine Abschnittsfolge flir alle nicht-leeren Sequenzen
Wenn $) € SEQ\{0}, dann ist @ € ABSF(5)).

Beweis: Sei $ € SEQ\{@}. Dann ist @ eine Folge mit Ran(0) = @ < ABS($) und fur alle
i, j € Dom(@) = @ gilt trivialerweise: wenn i < 4, dann min(Dom((@(z))) < min(Dom(0()))
und max(Dom(@(z))) < min(Dom(@())). o

Theorem 2-15. Eigenschaften von Abschnittsfolgen
Wenn $) € SEQ\{0} und G € ABSF($)), dann:
(i) G isteine Injektion von Dom(G) in Ran(G),
(i) G ist eine Bijektion zwischen Dom(G) und Ran(G),
(iii)  Dom(G) = |Ran(G)|,
(iv) G isteine endliche Folge.
Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ABSF(£)). Dann ist G eine Folge mit Ran(G) <
ABS($) und fir alle 7, j € Dom(G) gilt: wenn ¢ < j, dann min(Dom(G(7))) <
min(Dom(G(5))) und max(Dom(G (7)) < min(Dom(G())).

Zu (i): Seien nun 4, j € Dom(G) und sei G(7) = G(j). Dann ist min(Dom(G(3))) =
min(Dom(G(j))). Wére ¢ # ;5. Dann ist ¢ < j oder j < 7 und damit ware min(Dom(G(z))) <
min(Dom(G(j))) oder min(Dom(G(j))) < min(Dom(G(z))). Beides steht jedoch im Wi-
derspruch zu min(Dom(G(3))) = min(Dom(G(y))). Also ist fir 4, j € Dom(G) mit G(i) =
G(j) auch 7 = j und somit G eine Injektion von Dom(G) in Ran(G).

Zu (ii): G ist eine Surjektion von Dom(G) auf Ran(G) und mit (i) ist G dann eine Bi-
jektion zwischen Dom(G) und Ran(G).

Zu (iii): Da G eine Folge ist, gilt mit (ii): Dom(G) = |Ran(G)|

Zu (iv): G ist eine Folge und mit (iii) ist G dann eine endliche Folge, denn Ran(G) <
ABS($) < POT($) und somit (da mit $ e SEQ gilt, dass || € N): Dom(G) = |Ran(G))|
<|ABS($)| < |POT($)| =2 e N. o
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Theorem 2-16. Existenz von Abschnittsfolgen, die alle Elemente einer Menge von disjunkten
Abschnitten aufzéhlen

Wenn $) € SEQ\{0} und X < ABS($) und fiir alle A, A" € X gilt:
Wenn 20 # 21", dann 20 n ' = @, dann gibt es ein G € ABSF($), so dass Ran(G) = X.
Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und X < ABS($) und gelte flr alle 2, ' € X: Wenn 2 # 2,
dann 2L n A" = @. Nun ist B = {(I, $;) | es gibt ein A € X und [ = min(Dom(2A))} < 9
und damit gibt es nach Theorem 2-9 eine passende Folge natlrlicher Zahlen g fur 8. Sei
g 0. Dann ist g mit Theorem 2-10 eine Bijektion zwischen Dom(g) und Dom(*8) und
damit gilt nach Definition von 95 fiir alle 2( € X: min(Dom(2()) = g(:) fir ein 7 € Dom(g).
Sodann gilt wegen des streng monotonen Wachstums von g: wenn 4, j € Dom(g) und i <
J» dann g(2) < g().

Dann gilt fir alle 7+ € Dom(g): es gibt genau ein 2l € X, so dass g(z) = min(Dom(%()).

Sei ndmlich ¢ € Dom(g). Dann ist g(z) = min(Dom(%A)) fir ein 2 € X. Sei 2 so und sei
nun A" € X und ¢(z) = min(Dom(%A")). Nun gilt nach Voraussetzung X < ABS($)) und

somit ergibt sich mit Theorem 2-8: 24 n ' # 0. Damit ergibt sich aus der Eingangsan-
nahme, dass 2 = 2",
Seinun G = {(¢, A) | © € Dom(g) und A € X und ¢(i) = min(Dom(%A))}. Dann ist zu-

nachst G eine Folge mit Ran(G) < X < ABS(%)). Sodann gilt fir alle 7, j € Dom(G):
wenn i < j, dann min(Dom((G(7))) < min(Dom(G(j))) und max(Dom(G(3))) <
min(Dom(G(5))). Seien namlich 4, j € Dom(G) und sei i < j. Dann ist ¢(i) =
min(Dom(G (%)) < ¢(j) = min(Dom(G(j)). Dann ist G(:) # G(j) und somit nach Voraus-
setzung G (i) n G(j) = @. Ferner sind dann G (i), G(j) € ABS($) und somit — da eben
min(Dom(G(7))) < min(Dom(G(5))) - mit Theorem 2-7: max(Dom(G(z))) <
min(Dom(G(j))).

Ferner ist dann Ran(G) = X. Es gilt bereits Ran(G) < X. Sei nun 2l € X. Dann ist
min(Dom(2()) = g(¢) fur ein ¢ € Dom(g). Sei 7 so. Dann ist (i, %) € G und somit A e
Ran(G). o
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Theorem 2-17. Hinreichende Bedingungen fiir die Identitat der Argumente einer Abschnitts-
folge
Wenn $ € SEQ\{0} und G € ABSF($), dann gilt fur alle 4, j € Dom(G):

(i)  Wenn min(Dom(G(z))) = min(Dom(G(5))), dann ¢ = j und
(i) Wenn max(Dom(G(2))) = max(Dom(G(j))), dann i = j.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ABSF($) und seien i, j € Dom(G). Sei nun
min(Dom(G(3))) = min(Dom(G(j)). Aus Definition 2-9 ergibt sich: wenn i < j, dann
min(Dom((G(z))) < min(Dom(G(y))) und wenn j < 4, dann min(Dom((G(j))) <
min(Dom(G(4))). Beide Falle stehen im Widerspruch zur Annahme. Also ist ¢ = j.

Sei nun max(Dom(G(z))) = max(Dom(G(5))). Ware nun i < j oder j < 4, dann ware
max(Dom(G (7)) < min(Dom(G(5))) oder max(Dom(G(5))) < min(Dom(G(z))). Also ware
max(Dom(G (7)) < min(Dom(G(j5))) < max(Dom(G(y))) oder max(Dom(G(j))) <
min(Dom(G(3))) < max(Dom(G(z))) und beide Falle widersprechen der Annahme. Also

isti=j. o

Theorem 2-18. Verschiedene Glieder einer Abschnittsfolge sind elementfremd
Wenn $ € SEQ\{0} und G € ABSF($), dann gilt fur alle i, j € Dom(G): Wenn G (i) # G(j),
dann G(i) n G(j) = 0.

Beweis: Sei € SEQ\{0} und G € ABSF($). Dann ist G eine Folge mit Ran(G) <
ABS($) und fir alle 4, j € Dom(G) gilt: wenn i < j, dann min(Dom(G(7))) <
min(Dom(G(5))) und max(Dom(G(z))) < min(Dom(G(y))). Seien 4, 7 € Dom(G). Dann
gilt: G(7), G(j) € ABS($). Sei nun G(i) # G(5). Dann gilt mit Theorem 2-15-(i), dass i #

j. Dann ist 7 < j oder j <. Dann ist

min(Dom(G(7))) < min(Dom(G(5))) und max(Dom(G(2))) < min(Dom(G(5)))
oder
min(Dom(G(5))) < min(Dom(G(z))) und max(Dom(G(5))) < min(Dom(G(7))).

Also ist mit Theorem 2-7 G(i) n G(j) =0. o
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Definition 2-11. ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir einen Abschnitt in $
G ist eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir 2L in $
gdw
(i) 9 e SEQ\{0},
(i) A e ABS($),
(iii) G e ABSF($) und
a)  min(Dom(2A)) < min(Dom(G(0))),
b)  max(Dom(G(max(Dom(G))))) < max(Dom(2()) und
c) furallel € Dom(ANS($)) n Dom(2) gilt: es gibt ein 1 € Dom(G), so dass [
e Dom(G(3)).

Definition 2-12. Zuordnung der Menge der ANS-umfassende Abschnittsfolgen in ©
(ANSUMF)

ANSUMF = {($, X) | H € SEQ\{0} und X ={G | es gibt ein A € ABS($)) und G ist eine
ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 2 in $H}}

Theorem 2-19. Existenz von ANS-umfassenden Abschnittsfolgen fiir alle Abschnitte

Wenn $ € SEQ\{0} und 20 € ABS($)), dann gibt es eine ANS-umfassende Abschnittsfolge G
fir A in 9.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und A € ABS($). Dann ist {(0, 20)} eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fir 2L in 9. o

Theorem 2-20. Existenz von ANS-umfassenden Abschnittsfolgen fuir nicht-leere Sequenzen
Wenn § e SEQ\{0}, dann ist ANSUMF($) # 0.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0}. Dann gibt es mit Theorem 2-1 ein 2, so dass 2 € ABS(5)).
Daraus folgt die Behauptung mit Theorem 2-19. o
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Theorem 2-21. Eigenschaften von ANS-umfassenden Abschnittsfolgen
Wenn $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($), dann:

(i) G isteine Injektion von Dom(G) in Ran(G),

(i) G isteine Bijektion zwischen Dom(G) und Ran(G),

(iii)  Dom(G) = |Ran(G)|,

(iv) G isteine endliche Folge.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)). Dann folgt mit Definition 2-11, dass
G e ABSF($) und damit und mit Theorem 2-15 die Behauptung. o

Theorem 2-22. Nichtleere Beschrankungen von ANS-umfassenden Abschnittsfolge sind ANS-
umfassende Abschnittsfolgen

Wenn G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 1 in § ist, dann gilt fir alle j € Dom(G):
Gl (j+1) ist eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir 2(f (max(Dom(G(7)))+1).

Beweis: Sei G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 21 in $ und sei ;7 € Dom(G).
Dann gilt nach Definition 2-11, dass $) € SEQ\{0} und 2l € ABS($) und G € ABSF(9)
und min(Dom(2A)) < min(Dom(G(0)) und max(Dom(G(max(Dom(())))) <
max(Dom(2()) und fur alle [ € Dom(ANS($)) n Dom(%() gilt: es gibt ein ¢ € Dom(G), so
dass | € Dom(G(7)). Dann gilt mit Definition 2-9, dass G1(j+1) € ABSF($)).

Nun sind die drei Klauseln aus Definition 2-11 zu zeigen. Zu (i): Zunéchst ist 0 < j+1.
Damit ist 0 e Dom(Gl(j+1) und somit (GI(j+1))(0) = G(0) und damit
min(Dom(2(} (max(Dom(G(5)))+1))) < min(Dom(2A)) < min(Dom((G1(5+1))(0)). Zu (ii):
max(Dom((G'(j+1))(max(Dom(GT(5+1)))))) = max(Dom(G(y)) =
max(Dom(A[ (max(Dom(G(5)))+1))). Zu (iii): Sei nun [ e Dom(ANS($)) n
Dom(A (max(Dom(G(5)))+1)). Dann gibt es ein 7 € Dom(G), so dass [ € Dom(G(7)).
Ware nun j+1 <. Dann wére mit G € ABSF($) und Definition 2-9 max(Dom(G())) <
min(Dom(G(3))) < I < max(Dom(G(4))) und andererseits [ < max(Dom(G(y))). Wider-
spruch! Also ist ¢ < j+1 und damit G(i) = (Gl(j+1))(5). Also gilt fur alle [ €
Dom(ANS($))) n Dom(2(} (max(Dom(G(5)))+1)), dass es ein i € Dom(GI(j+1)) gibt, so
dass | € Dom((GT(j+1))(3)). Damit ist dann nach Definition 2-11 G (j+1) insgesamt eine
ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir AT (max(Dom(G(5)))+1). o
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Theorem 2-23. Alle Glieder einer ANS-umfassenden Abschnittsfolge liegen innerhalb des
betreffenden Abschnitts

Wenn G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir 2( in § ist, dann gilt fur alle i € Dom(G):
min(Dom(2A)) < min(Dom(G(7))) und max(Dom(G (7)) < max(Dom(2)).

Beweis: Sei G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir 20 in $ und sei i« € Dom(G).
Dann ist 0 <4 < max(Dom(G)). Ferner gilt dann — da nach Definition 2-11 G € ABSF($)
— mit Theorem 2-7 und Theorem 2-18, dass fir alle 7, ; € Dom(G): wenn ¢ < 4, dann
min(Dom(G(7))) < min(Dom(G(5))) und max(Dom(G(z))) < min(Dom(G())). Also gilt:
min(Dom(G(0))) < min(Dom(G (7)) und max(Dom(G (7)) <
min(Dom(G (max(Dom((G))))) < max(Dom(G(max(Dom(G))))). Ferner ergibt sich aus
der Annahme und Definition 2-11, dass min(Dom(2()) < min(Dom(G(0)) und
max(Dom(G(max(Dom(G))))) < max(Dom(2()). Damit gilt dann: min(Dom(2()) <
min(Dom(G(7))) und max(Dom(G (7)) < max(Dom(2()). o

Theorem 2-24. Alle Glieder einer ANS-umfassenden Abschnittsfolge sind Teilmengen des
betreffenden Abschnitts

Wenn G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir 21 in § ist, dann gilt fur alle : € Dom(G):
G@) < 2L

Beweis: Sei G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 21 in $ und sei i € Dom(G).
Dann gilt mit Definition 2-11 und Definition 2-9: Ran(G) < ABS($) und damit, dass
G(z) ein Abschnitt in $ ist. Sodann gilt mit Theorem 2-23: min(Dom(2)) <
min(Dom(G(7))) und max(Dom(G(7))) < max(Dom(2()). Damit gilt dann mit Theorem
2-5:G() < AU o
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Theorem 2-25. Hinreichende Bedingungen fur die Identitat der Argumente einer ANS-
umfassenden Abschnittsfolge

Wenn $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($), dann gilt fur alle 4, j € Dom(G):
(i  Wenn min(Dom(G (7)) = min(Dom(G(5))), dann ¢ = j.
(i) Wenn max(Dom(G(2))) = max(Dom(G(j))), dann i = j.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)). Dann folgt mit Definition 2-11 und
Definition 2-12, dass G € ABSF($)) und damit mit Theorem 2-17 die Behauptung. o

Theorem 2-26. Verschiedene Glieder einer ANS-umfassenden Abschnittsfolge sind element-
fremd

Wenn $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)), dann gilt fur alle 7, j € Dom(G): Wenn G(3) #
G(j), dann G(3) n G(j) = 0.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)). Dann folgt mit Definition 2-11 und
Definition 2-12, dass G € ABSF($)) und damit mit Theorem 2-18 die Behauptung. o
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2.2 Geschlossene Abschnitte

Im Folgenden werden mit den SE-, NE- und EA-artigen Abschnitten einzelne Arten von
Abschnitten ausgesondert, ndmlich die, die grundsatzlich eine Form zeigen, wie sie mit
dem SchlieBen mit Subjunktoreinfiihrung (SE-artige), Negatoreinfiihrung (NE-artige) und
Partikularquantorbeseitigung (EA-artige) verbunden ist. Unter diesen werden sodann so
genannte minimale SE-, NE, und PB-geschlossene Abschnitte ausgezeichnet. Sodann
wird die Erzeugungsrelation ERZ definiert, mit der sich im Ausgang von minimalen SE-,
NE- und PB-geschlossenen Abschnitten weitere >non-redundante< SE-, NE- und EA-
artige Abschnitte erzeugen lassen. Sodann wird die Menge der ERZ-induktiven Relatio-
nen definiert und ihr grofRer Schnitt als Menge der geschlossenen Abschnitte ausgezeich-
net. Damit sind die geschlossenen Abschnitte in einer Sequenz dann gerade die SE-, NE-
und EA-artigen Abschnitte in dieser Sequenz, die entweder minimale geschlossene Ab-
schnitte sind oder sich mit der Erzeugungsrelation aus minimalen SE-, NE- oder PB-
geschlossenen Abschnitten bilden lassen.

Sodann werden allgemeine Theoreme zu geschlossenen Abschnitten bewiesen. Im An-
schluss werden dann unter den geschlossenen Abschnitten die SE-, NE- bzw. PB-
geschlossenen Abschnitte unterschieden, wobei SE- resp. NE- resp. PB-geschlossene Ab-
schnitte gerade die SE- resp. NE- resp. EA-artigen geschlossenen Abschnitte sein werden.
Mit den zum Abschluss dieses Kapitels etablierten Theoremen (Theorem 2-65, Theorem
2-66, Theorem 2-67, Theorem 2-68) lasst sich dann spéter zeigen, dass SE resp. NE resp.
PB und nur diese SE- resp. NE- resp. PB-geschlossene Abschnitte und damit berhaupt
geschlossene Abschnitte erzeugen. Im néachsten Kapitel (2.3), wird dann unter direktem
Ruckgriff auf dieses Kapitel die Verfugbarkeitsrede etabliert: Eine Aussage I" soll in einer
Sequenz $) genau dann an der Stelle ¢ verfligbar sein, wenn I die Aussage von $); ist und
(7, $;) in allen geschlossenen Abschnitten in § hdchstens als letztes Glied vorkommt.
Unter diesen Festlegungen ergibt sich dann, dass SE, NE und PB und nur SE, NE und PB
Annahmen eliminieren konnen.

Mit den ersten drei Definitionen werden nun zunéchst die SE-, NE- und EA-artigen Ab-
schnitte ausgesondert. Sodann werden im Anschluss an einige Theoreme unter diesen die

minimalen SE-, NE- und PB-geschlossenen Abschnitte ausgezeichnet.
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Definition 2-13. SE-artiger Abschnitt

2 ist ein SE-artiger Abschnitt in $

gdw

5 € SEQ\{0}, & € ABS($H) und es gibt A, T' € GFORM, so dass
(1) Hminomey) = "Sei A,
(i) A(Hmaxome)-1) = I und
(i) Hmaxoom@y = "AlSOA - T,

Definition 2-14. NE-artiger Abschnitt

2 ist ein NE-artiger Abschnitt in $
gdw
$H € SEQ\{0}, 2 € ABS(H) und es gibt A, T' € GFORM und i € Dom($)), so dass

(i)  min(Dom(2)) < < max(Dom(xA)),
(i) Hminomey) = "Sei A7,

(iii) A(ﬁt) = F Und A(ﬁmax(Dom(m))_l) = '__|1—‘-I
oder
A(yjt) = '-_|1—‘_| Und A(ﬁmax(Dom(Q{))_l) = F Und

(iv) $max(Dom(@)) = TAlso —A™.

In Klausel (iii) von Definition 2-14 werden Widerspruchsglieder, wie sie fir die Negato-
reinfihrung notwendig sind, in der Sequenz verortet. Dabei ist entweder das negative
("=I'") oder das positive (I') Widerspruchsglied die Aussage des vorletzten Folgenglieds
des betrachteten Abschnitts 2. Die Stelle des jeweils anderen Widerspruchsgliedes wird
nicht genau festgelegt. Es geniigt zu fordern, dass es irgendeine Stelle (i) zwischen dem
ersten und dem vorletzten Glied des Abschnitts gibt, an der das Widerspruchsglied auf-
tritt. Bei minimalen NE-geschlossenen Abschnitten (Definition 2-17) ist dieser Umstand
unproblematisch. Erst bei der Erzeugung nicht-minimaler geschlossener Abschnitte aus
geschlossenen Abschnitten muss dagegen gesondert sichergestellt werden, dass das Wi-
derspruchsglied, dessen Stelle nicht ndher bekannt ist, nicht in einen echten Teilabschnitt
von 2 fallt, der bereits geschlossen ist. Dies ist insbesondere bei der Konstruktion der

Erzeugungsrelation zu berlcksichtigen (vgl. insbesondere Definition 2-19).
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Definition 2-15. EA-artiger Abschnitt
2 ist ein EA-artiger Abschnitt in $
gdw
$H € SEQ\{0}, 2 € ABS($H) und es gibt & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, B €
PAR, T € GFORM und B € ABS(9), so dass
(i) A(Dminomemy) = "VEAT,
(i) Hminommy+1 = "Sei [B, & AT,
(i) A(Hmaxomemy-1) = T,
(iv)  Hmaxpomesy = "Also I,
(v) Pp¢ TTFEM{T, A}),
(vi)  Eskein 7 <min(Dom(*8)) gibt, so dass B € TT($;) und
(vii) 2 =B\{(min(Dom(B)), Hminwom(zn)}-

Hinweis: 'EA' steht flr Ersatzannahme, also die fir eine Partikularquantorbeseitigung zu

machende >reprasentative Annahmex.

Theorem 2-27. Kein Abschnitt ist zugleich SE- und NE- oder SE- und EA-artiger Abschnitt
Q) Es gibt keine 2, £, so dass 24 SE- und NE-artiger Abschnitt in $) ist.
(if)  Es gibt keine 21, §, so dass 2 SE- und EA-artiger Abschnitt in $) ist.

Beweis: Ergibt sich aus den Definitionen und Theoremen uber eindeutige Lesbarkeit
(Theorem 1-5 bis Theorem 1-7). o

Man beachte das es durchaus sein kann, dass ein 21 NE- und EA-artiger Abschnitt in $
ist. Unter Verwendung weiter unten einzufiihrender Terminologie ist das zum Beispiel
dann der Fall, wenn die Annahme fir einen indirekten Beweis parameterfrei ist, selbst das
positive Widerspruchsglied stellt, und zudem die (leer laufende) Partikularquantifikation

der indirekten Annahme unmittelbar vor dieser Annahme gewonnen wurde.

Theorem 2-28. Das letzte Glied eines SE- oder NE- oder EA-artigen Abschnitts ist kein An-
nahmesatz

Wenn 2 ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in § ist, dann ist max(Dom(2()) ¢
Dom(ANS(%)).

Beweis: Ergibt sich aus Definition 2-13-(iii), Definition 2-14-(iv), Definition 2-15-(iv)
und dem Theorem Uber die eindeutige Lesbarkeit von Sétzen (Theorem 1-7). o
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Theorem 2-29. Alle Annahmesatze in einem SE- oder NE- oder EA-artigen Abschnitt liegen
innerhalb eines echten Teilabschnitts, der das letzte Glied nicht umfasst

Wenn 2 ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in $ ist, und i € Dom(2)) n
Dom(ANS(%)), dann min(Dom(()) < ¢ < max(Dom(2()).

Beweis: Ergibt sich aus Theorem 2-28. o

Theorem 2-30. Mé&chtigkeit von SE-, NE-, und EA-artigen Abschnitten
(i)  Wenn 2 ein SE- oder EA-artiger Abschnitt in ) ist, dann 2 < |2(| und
(i)  Wenn 2( ein NE-artiger Abschnitt in § ist, dann 3 < ||.

Beweis: Ergibt sich mit den Theoremen Uber eindeutige Lesbarkeit (Theorem 1-5 bis
Theorem 1-7) direkt aus Definition 2-13, Definition 2-14, Definition 2-15. o

Definition 2-16. Minimaler SE-geschlossener Abschnitt
2 ist ein minimaler SE-geschlossener Abschnitt in
gdw
2l ist ein SE-artiger Abschnitt in $ und
(i) ANS(H) n A = {(min(Dom(2L)), Himinpom(ary)} und
(i)  Furalle i € Dom(2() gilt: 2/ ist kein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in $.

Definition 2-17. Minimaler NE-geschlossener Abschnitt
2 ist ein minimaler NE-geschlossener Abschnitt in $
gdw
2l ist ein NE-artiger Abschnitt in $ und
(i) ANS(H) n A = {(min(Dom(2L)), Himinom(ay)} und
(i)  Firalle i € Dom(%l) gilt: Al'7 ist kein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in .

Definition 2-18. Minimaler PB-geschlossener Abschnitt
2 ist ein minimaler PB-geschlossener Abschnitt in
gdw
2l ist ein EA-artiger Abschnitt in $ und
(i) ANS(H) n A = {(min(Dom(2L)), Hminom(ary)} und
(i)  Firalle i € Dom(%l) gilt: Al'7 ist kein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in .




60 2 Verfligbarkeit von Aussagen

Theorem 2-31. SE-, NE- und EA-artige Abschnitte mit nur einem Annahmesatz haben einen
minimalen SE-, NE- oder PB-geschlossenen Abschnitt zum Anfangsabschnitt

Wenn 2l ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in §) ist und JANS($) n 2(| = 1, dann ist
20 ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $) oder es gibt ein ¢ €
Dom(%(), so dass 247 ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in § ist.

Beweis: Sei 2( ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in $ und |[ANS($) n 2| = 1.
Dann ist mit Definition 2-13, Definition 2-14 und Definition 2-15 ANS($)) n 2 =
{(min(Dom(2A)), Hminomey)}- Angenommen 2 ist kein minimaler SE- oder NE- oder
PB-geschlossener Abschnitt in §). Dann gilt nach Voraussetzung mit Definition 2-16,
Definition 2-17 und Definition 2-18, dass es ein j € Dom(2() gibt, so dass 2([; ein SE-
oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in § ist. Sei nun i =min({j| j € Dom(2() und [ j ein
SE-, NE- oder EA-artiger Abschnitt in $}). Dann ist ANS($) n 241 < ANS($)) n 2l und
mit Theorem 2-6 min(Dom(2([7)) = min(Dom(2()) und damit ANS($) n i =
{(min(Dom(21'9)), Hminoomeariy)}- Sodann gilt wegen der Minimalitat von ¢, dass fur alle
e Dom(21l4) gilt, dass (Al4)I = AN kein SE-, NE- oder EA-artiger Abschnitt in ) ist.

Damit ist dann 21} ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $). o

Theorem 2-32. Verhaltnis von Folgerungs- und Annahmeséatzen in minimalen SE-, NE- und
PB-geschlossenen Abschnitten

Wenn 2( ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in § ist, dann |[ANS($))
n A < |FS(H) n .

Beweis: Sei 2 ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in §. Dann
gilt mit den Definitionen und Theorem 2-28: |JANS($) n | = 1 <|FS($) n X|. O

Nun wird eine Erzeugungsrelation fur Abschnitte definiert, mit der sich dann im Ausgang
von minimalen SE-, NE- und PB-geschlossenen Abschnitten weitere >non-redundante<
SE-, NE-, und EA-artige Abschnitte erzeugen lassen, bei denen alle Annahmesétze An-
fangsglieder eines solchen SE-, NE- oder EA-artigen Teilabschnitts sind. Dazu wird zu-

nachst folgende Proto-Erzeugungsrelation definiert:
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Definition 2-19. Proto-Erzeugungsrelation fur >non-redundante< SE-, NE- und EA-artige Ab-
schnitte in Sequenzen (PERZ)

PERZ = {((9, G), X) | $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)) und X = {2 | A € ABS($) und
es gibt ein B € ABS($)), so dass

(i) G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir 2B in §) ist,

(i)  ANS(9) n B #0,

(iii))  min(Dom(2A))+1 = min(Dom(23)) und max(Dom(2()) = max(Dom(*8))+1,

(iv)  2Aist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in £ und wenn I ein NE-
artiger Abschnitt in ) ist, dann gibt es A, T € GFORM und ¢ € Dom($), so

dass

a)
b)

c)

d)

e)

min(Dom(2()) <7 < max(Dom(%()),
Hminome@y) = "Sei A7,

A(9;) =T und A(Hmax@om@y)-1) = —I"

oder

A(H;) = "I und A(Hmaxom@y-1) =T,

Fiar alle » e Dom(G) gilt: ¢ < min(Dom(G(r))) oder
max(Dom(G(r))) <1,

f)max(Dom(‘ZL)) = "Also —-A™ und

(v)  Fur alle ¢ € Dom(2l) gilt: Al7 ist kein minimaler SE- oder NE- oder EA-
geschlossener Abschnitt in $}}

In Klausel (iv) von Definition 2-19 wird fur NE-artige Abschnitte eine Sonderbedingung

gestellt. Bei der Erzeugung geschlossener Abschnitte aus bereits geschlossenen Abschnit-

ten sollen die Werte der ANS-umfassenden Abschnittsfolge G ndmlich gerade die bereits

geschlossenen Ausgangsabschnitte sein. Im NE-Fall muss jedoch sichergestellt werden,

dass nur solche Abschnitte 2( als NE-geschlossen erzeugt werden, bei denen tatsachlich

beide Widerspruchsglieder in Afmax(Dom(2()) liegen und dort in keinen bereits ge-

schlossenen Abschnitt fallen. Genau dies wird fiir das erste Widerspruchsglied mit (iv-d)

gewahrleistet (vgl. den Beweis zu Theorem 2-67).

Theorem 2-33. Einige wichtige Eigenschaften von PERZ
Wenn $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)) und 2 € PERZ(($, G)), dann:

(i) Esgibt B e ABS($)), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 95 in § ist
und ANS($HH) n B # 0, min(Dom())+1 = min(Dom(B)) und max(Dom(2()) =
max(Dom($3))+1,

(i) A e ABS(%) ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in 9,

(iii)  Far alle ¢ € Dom(%l) ist A7 kein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener Ab-

schnitt in ),
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(iv) Esgibteini e Dom(2l), so dass min(Dom(2()) < iund ¢ € Dom(ANS($)),
(v)  Aist kein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in §,
(vij G+#0und

(vii) Furalle € € PERZ((9, G)) gilt: min(Dom(€)) = min(Dom(%()).

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) und 2l € PERZ({$), G)). Dann ergeben

sich (i)-(iii) direkt aus Definition 2-19. Sei nun B wie in (i) gefordert. Dann ist ANS($))
n B # 0 und somit gibt es ein i € Dom(ANS(H)) n Dom(B) < Dom(ANS(H)) n
Dom(2() wobei wegen min(Dom(2())+1 = min(Dom(28)) gilt, dass min(Dom(2()) < .
Damit gilt dann (iv) und mit Definition 2-16, Definition 2-17 und Definition 2-18 auch
(v). Sodann gilt mit ANS($)) n B # 0 und Definition 2-11, dass es ein i € Dom(G) gibt,
und somit ist G # 0. Also gilt (vi).

Sodann gilt nach Definition 2-11, dass min(Dom(28)) < min(Dom(G(0))) <
max(Dom(8)) und damit, dass min(Dom(2()) < min(Dom(G(0))). Sei nun € € PERZ(($),
G)). Dann gibt es ein 2B' € ABS(%), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir
B'in $ ist und min(Dom(€))+1 = min(Dom(®3")) und max(Dom(¢)) = max(Dom(8"))+1
und € ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in $. Dann gilt min(Dom(2()),
min(Dom(¢)) € Dom(ANS(%)). Sodann ergibt sich nach Definition 2-11 min(Dom(®8"))
< min(Dom(G(0))) < max(Dom(28")) und damit min(Dom(¢)) < min(Dom(G(0))). Damit
gilt dann: min(Dom(2A)), min(Dom(¢)) < min(Dom(G(0))) < max(Dom(B)),
max(Dom(®8")).

Wére nun min(Dom(€)) < min(Dom(2()). Dann wére min(Dom(*8")) < min(Dom(2)) <
max(Dom(8")). Dann wére min(Dom(2()) € Dom(ANS($))) n Dom(2") und da G eine
ANS-umfassende Abschnittsfolge %' in $ ist, wédre dann nach Definition 2-11
min(Dom(2()) € Dom(G(l)) fir ein [ € Dom(G). Da G eine ANS-umfassende Ab-
schnittsfolge fiir B in § ist, ware damit nach Theorem 2-24 wiederum min(Dom(2())+1 =
min(Dom(®B)) < min(Dom(%A)). Widerspruch! Wére nun min(Dom(2()) < min(Dom(¢)).
Dann wére min(Dom(28)) < min(Dom(¢)) < max(Dom(23)). Damit wéare dann wiederum
min(Dom(¢)) € Dom(ANS($)) n Dom(28) und damit min(Dom(&)) € Dom(G((")) fur
ein I' e Dom(G) und damit wiederum min(Dom(€))+1 = min(Dom(8")) < min(Dom(<)).
Widerspruch! Also ist min(Dom(€)) = min(Dom(2()) und somit gilt (vii). o
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Die gewiinschte Erzeugungsrelation soll dann fiir gegebene $, G lediglich die >non-

redundanten< Abschnitte aus PERZ(($), G)) beriicksichtigen:

Definition 2-20. Erzeugungsrelation fur >non-redundante< SE-, NE- und EA-artige Abschnitte
in Sequenzen (ERZ)

ERZ = {((5, G), X) | $ € SEQ{0}, G € ANSUMF($) und X = {2| 2 e PERZ(($, G)) und
es gibt kein 7 e Dom(2() und j € Dom(G), so dass 2([i € PERZ({($, Gl (j+1)))}}

ERZ ist eine zweistellige Funktion, die einer Sequenz $ und einer ANS-umfassenden

Abschnittsfolge G fiir einen Abschnitt 98 in $ eine Teilmenge X der Menge der SE-, NE-
oder EA-artigen Abschnitte in $ zuordnet, die die Glieder von G zum echten Teilab-

schnitt haben. Diese Teilmenge ist dann entweder leer oder sie ist die Einermenge aus

dem kirzesten Abschnitt, der sich mit PERZ fiir $ und Beschrankungen von G auf j+1
mit ;7 € Dom(G) erzeugen lasst. Dies sichert spéter, dass nicht nur minimale, sondern

auch ERZ-erzeugte und damit alle geschlossenen Abschnitte durch ihren Anfang eindeu-
tig bestimmt sind (vgl. Theorem 2-49). Das folgende Theorem fasst einige Eigenschaften

von ERZ fiir den Fall ERZ(($, G)) # 0 zusammen.

Theorem 2-34. Einige haufiger benutzte Konsequenzen aus Definition 2-20
Wenn $) € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) und 2 € ERZ({($, G)), dann:

(i) Esqgibt®B e ABS(), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir 9B in § ist
und ANS($H) n B # 0, min(Dom(2))+1 = min(Dom(8)) und max(Dom()) =
max(Dom(®8))+1,

(i) A e ABS($) ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in §,

(iii)  Fur alle i+ € Dom(2l) ist A kein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener Ab-
schnitt in 9,

(iv) Esgibteini e Dom(2l), so dass min(Dom(2()) < i und ¢ € Dom(ANS($))),
(v)  ist kein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in §,
(vi) G #09,
(vii) Es gibt kein i € Dom(2() und j € Dom(G), so dass 2l € PERZ({$, G| (j+1))) und
(viii) ERZ((%, G)) = {}.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) und 2 € ERZ({$), G)). Dann ergeben
sich (i)-(vi) direkt aus Definition 2-20 und Theorem 2-33 und (vii) aus Definition 2-20.
Sei nun € € ERZ(($, G)). Dann ist mit Definition 2-20 mit 2, € € ERZ(($, G)) auch %,
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¢ € PERZ({($, G)) und damit mit Theorem 2-33-(vi) min(Dom(2()) = min(Dom(<)). Wa-
re nun max(Dom(2A)) < max(Dom(¢)). Dann ware max(Dom(())+1 < max(Dom(¢)) e
Dom(¢) und gleichzeitig ¢'max(Dom(A))+1 = A e PERZ({$, G)) = PERZ({$,
Gl (max(Dom(G))+1))) und somit nach Definition 2-20 ¢ ¢ ERZ(($), G)). Analog ergibt
sich fur max(Dom(¢)) < max(Dom(2()) ein Widerspruch zu (vii). Also ist auch
max(Dom(€)) = max(Dom(2()) und damit mit Theorem 2-4insgesamt € = A € {A}. Also
ist ERZ((9, G)) < {2}. Sodann gilt nach Voraussetzung {2} < ERZ({($, G)) und somit

insgesamt: ERZ(($), G)) = {2} und damit (viii). o

Theorem 2-35. ERZ-erzeugte Abschnitte sind méachtiger als die Glieder der entsprechenden
Folge

Wenn $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($), dann gilt fiir alle € € Ran(G) und 2 € ERZ(($,
G)): €] < .

Beweis: $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($). Zundchst ist |$| = Dom($). Seien nun € €
Ran(G) und 2l € ERZ({($, G)). Dann gibt es ein B € ABS(%), so dass G eine ANS-
umfassende Abschnittsfolge fir %6 in § ist und min(Dom(2())+1 = min(Dom(8)) und
max(Dom(2()) = max(Dom(8))+1 und £ ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt
in . Dann ist |B| < |2A]. Ferner gilt mit Theorem 2-24 wegen € € Ran(G), dass |€| < |B|

und somit dass |€]| < [2]. O

Theorem 2-36. Hilfssatz fiir Theorem 2-38 (a)

{($, A) | A ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $H} <
(SEQ\{0}) x {2 | A ist Abschnitt}.

Beweis: Sei (5, A) € {(9, A) | A ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener
Abschnitt in $}. Dann ergibt sich aus Definition 2-16, Definition 2-17 und Definition
2-18, dass 2 ein Abschnitt in § ist und damit, dass $ € SEQ\{0}. Damit: (9, ) e
(SEQ\{0}) x { | A ist Abschnitt}. o
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Theorem 2-37. Hilfssatz fiir Theorem 2-38 (b)

Fur alle § € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) gilt, dass {$H} x ERZ(($, G)) < (SEQ\{0}) x
{21 | 20 ist Abschnitt}.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($)). Sei nun (9, A) € {H} x ERZ((H, G)).
Dann ergibt sich aus den Voraussetzungen und Theorem 2-34-(ii), dass 2l € ABS($) und
damit folgt insgesamt die Behauptung. o

Nun wird die Menge der ERZ-induktiven Relationen definiert:

Definition 2-21. Menge der ERZ-induktiven Relationen (GSR)
GSR={R | R < (SEQ\{0}) x {2 | 2l ist Abschnitt} und
(i) {5, A) | A ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Ab-
schnitt in $} < R und

(i) Firalle § € SEQ{0} und G € ANSUMF($) mit {5} x RAN(G) < R
gilt: {9} x ERZ((%, G)) < R}

Definition 2-21 ist im Wesentlichen eine Hilfsdefinition, um in Definition 2-22 zu der
Relation, die einer Sequenz alle und nur die geschlossenen Abschnitte in dieser Sequenz
zuordnet, zu gelangen. Informell gesprochen enthélt GSR alle Relationen, die fir eine
gegebene Sequenz $ alle geordneten Paare aus $) und — so vorhanden — einem der mini-
malen SE-, NE- und PB-geschlossenen Abschnitte in £ und alle geordneten Paare (), )
fur Abschnitte 2 in $, die sich mit ERZ aus Abschnitten 9By, ..., 8,1 mit {(9, Bo), ...,

(9, B,.1)} < R erzeugen lassen, enthalten.

Theorem 2-38. Hilfssatz flir Theorem 2-39
(SEQ\{0}) x {1 | A ist Abschnitt} € GSR

Beweis: Zunachst gilt: (SEQ\{0}) x {2l | 2 ist Abschnitt} < (SEQ\{0}) x {2 | A ist Ab-
schnitt}. Sodann gilt mit Theorem 2-36, dass {($), ) | 2 ist ein minimaler SE- oder NE-
oder PB-geschlossener Abschnitt in $H} < (SEQ\{0}) x {& | 2 ist Abschnitt}. Ferner gilt
mit Theorem 2-37 fir alle $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($9) mit {$H} x RAN(G) <
(SEQ\{0}) x {& | A ist Abschnitt}, dass {$H} x ERZ((H, G)) < (SEQ\{0}) x {A | A ist
Abschnitt}. o
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Nun wird die Relation, die einer Sequenz $ alle und nur die Abschnitte zuordnet, die mi-
nimale SE- NE- und PB-geschlossene Abschnitte in § sind oder sich durch widerholte
Anwendung von ERZ aus minimalen SE- NE- und PB-geschlossenen Abschnitten in $

erzeugen lassen, definiert:

Definition 2-22. Die kleinste ERZ-induktive Relation (GS)
GS =NGSR

Das folgende Theorem bringt zum Ausdruck, dass GS tatséchlich eine Relation ist, die
einer Sequenz alle minimalen SE- NE- und PB-geschlossenen Abschnitte in dieser Se-
quenz sowie alle NE-, SE- und EA-artigen Abschnitte, die sich durch widerholte Anwen-
dung von ERZ aus minimalen SE-, NE- und PB-geschlossenen Abschnitten erzeugen
lassen, und zum anderen auch Teilmenge von allen anderen solchen Relationen und somit
die kleinste solche Relation ist und daher einer Sequenz nur solche Abschnitte wie ange-

geben zuordnet.

Theorem 2-39. GS ist die kleinste ERZ-induktive Relation
() GS e GSRund
(i)  Wenn R e GSR, dann GS < R.

Beweis: (ii) ergibt sich aus Definition 2-22. Zu (i): Zu zeigen ist: a) GS < (SEQ\{0}) x
{A| A ist Abschnitt}, b) {(©, ) | 2 ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-
geschlossener Abschnitt in $} < GS und c) fur alle $ € SEQ\{0} und G €

ANSUMF($) mit {$H} x RAN(G) < GS gilt: {$H} x ERZ((%, G)) < GS.
Dabei ergibt sich a) GS < (SEQ\{0}) x {&] 2 ist Abschnitt} mit Theorem 2-38 und
(i). Da fur alle R € GSR gilt, dass {($, ) |2 ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-

geschlossener Abschnitt in $} < R, gilt mit Definition 2-22 auch b) {($, ) | 2 ist ein

minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $} < GS.
Nun ist zu zeigen, dass c) fir alle $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x

RAN(G) < GS gilt: {9} x ERZ((%, G)) < GS. Sei dazu zunachst $ € SEQ\{0} und G
e ANSUMF($) und {$} x RAN(G) < GS. Um zu zeigen, dass {$H} x ERZ((H, G)) <
GS, ist nach Definition 2-22 zu zeigen, dass fur alle R € GSR qilt, dass {$} x ERZ({$,
G)) < R. Seinun R € GSR. Dann ergibt sich aus der Annahme, dass {$} x RAN(G) <
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GS und (ii), dass {$H} x RAN(G) < R. Da nun nach Voraussetzung R € GSR ist, gilt
mit Definition 2-21 {$} x ERZ({($, G)) < R. Also gilt fir alle R € GSR, dass {} x
ERZ((f, G)) < R und damit ist {H} x ERZ((H, G)) < GS. Also gilt fiir alle §
SEQ\{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x RAN(G) < GS: {$} x ERZ({(H, G)) < GS.

O

Mit dem vorhergehenden Theorem kann die folgende Definition im Anschluss an die obi-
gen Erlauterungen informell so erldautert werden, dass mit ihr genau diejenigen Abschnitte
in einer Sequenz als geschlossene Abschnitt in dieser Sequenz ausgezeichnet werden, die
minimale SE- oder NE- oder PB-geschlossene Abschnitte in dieser Sequenz sind oder
sich durch wiederholte Anwendung von ERZ aus diesen minimalen Abschnitten gewin-

nen lassen.

Definition 2-23. Geschlossener Abschnitt
2l ist ein geschlossener Abschnitt in $ gdw (), /) € GS.

Theorem 2-40. @ ist kein geschlossener Abschnitt
(9, 0) ¢ GS.

Beweis: Fir alle $ ist @ kein Abschnitt in $. Mit Theorem 2-39-(ii) und Theorem 2-38

folgt das Theorem. o

Theorem 2-41. Geschlossene Abschnitte sind minimal oder ERZ-erzeugt

(5H,A) € GS
gdw
(i)  Aistein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $
oder
(i)  $ e SEQ\W0} und es gibt ein G € ANSUMF($) mit {$H} x Ran(G) < GS und 2 e

ERZ((9, &)

Beweis: Die R-L-Richtung ergibt sich mit Theorem 2-39-(i) und Definition 2-21. Sei nun
fur die L-R-Richtung X = {(, ) | & ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-

geschlossener Abschnitt in $) oder $ € SEQ\{0} und es gibt ein G € ANSUMF($) mit
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{9} x Ran(G) < GS und 2l € ERZ({($, G))} n GS. Um das Theorem zu beweisen,
reicht es zu zeigen, dass X € GSR, dann folgt die Behauptung mit Theorem 2-39-(ii).
Zunachst ist X < GS < (SEQ\{0}) x {] 2 ist Abschnitt} und da nach Definition 2-21
fur alle R € GSR gilt, dass {($, 2A) |2 ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-
geschlossener Abschnitt in $§} < R, gilt mit Definition 2-22 auch {($, ) |2 ist ein mi-

nimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $} < GS. Nach Definition
von X ist daher {(5, 1) |2 ist ein minimaler SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in

H} < X.

Nun ist zu zeigen, dass fur alle $§ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x
RAN(G) < X gilt: {$H} x ERZ(($, G)) < X. Sei dazu zunachst $ € SEQ\{0} und G e
ANSUMF($) und {$H} x RAN(G) < X. Dann ist zunachst {$} x Ran(G) < GS und
damit mit Theorem 2-39-(i) und Definition 2-21 auch {$} x ERZ({($, G)) < GS. Sei nun
(9, A) € {H} x ERZ({H, G)). Dann ist A € ERZ({($H, G)). Dann gibt es also ein G €
ANSUMF($) mit {$} x Ran(G) < GS und 2 € ERZ({($, G)) und aulRerdem ist (£, 2A)
e GS. Also ist (5, ) € X. Also insgesamt X € GSR. o

Theorem 2-42. Geschlossene Abschnitte sind SE- oder NE- oder EA-artige Abschnitte
Wenn (6, 1) € GS, dann ist 2( ein SE-, NE- oder EA-artiger Abschnitt in $.

Beweis: Sei ($, /) € GS. Dann gilt mit Theorem 2-41 und Theorem 2-36: §y € SEQ/{0}
und 2( ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $ oder es gibt
ein G e ANSUMF($) mit {$H} x Ran(G) < GS und A € ERZ(($, G)). Dann ergibt sich
die Behauptung unmittelbar mit Definition 2-16, Definition 2-17, Definition 2-18 und
Theorem 2-34. o

Theorem 2-42 zeigt, dass GS nur Paare von Sequenzen und SE- und NE- und EA-artigen
Abschnitten in diesen Sequenzen enthélt. Die ersten und letzten Glieder der Abschnitte
verleihen ihnen also die Gestalt, wie sie aus den entsprechenden beweisnahen Schlussfi-
guren (bei PB mit der Partikularquantifikation vor dem EA-artigen Abschnitt) bekannt ist.
Umgekehrt ist aber nicht jedes Paar aus einer Sequenz und einem Abschnitt in dieser Se-

quenz, der eine solche Gestalt hat, in GS enthalten. Das lasst sich unter Ruckgriff auf



2.2 Geschlossene Abschnitte 69

Theorem 2-41 und Theorem 2-42 zeigen. Hier ein Beispiel flr eine Sequenz und einen
SE-artigen-Abschnitt in dieser Sequenz, fur die das geordnete Paar aus beiden nicht Ele-

ment von GS ist;

Beispiel [2.1] Sei $*Y die folgende Sequenz:
0 Sei  Pys(cy)

1 Sei  Pyi(cy)

2 Also  Pys(c1) — P1a(C)

Erlauterung: Angenommen (54, 9%y ¢ GS. Dann wire nach Theorem 2-41 $** ein
minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in ™ oder es gébe ein G
ANSUMF(H) mit {1} x Ran(G) < GS und 9% e ERZ((HPY, G)). Da
IANS($M)] = 2, ist $ kein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt
in H. Also gibt es ein G € ANSUMF($Y) mit {H*} x Ran(G) < GS und H?Y e
ERZ((HY, GY).

Dann ist H%Y e ERZ((H*Y, G)). Dann gibt es ein B e ABS(H*Y), so dass G eine
ANS-umfassende Abschnittsfolge fur %8 in 2% ist und min(Dom(H))+1 =
min(Dom(B)) und max(Dom(H?M)) = max(Dom(B))+1. Dann ist B = {(1, "Sei
P.1(c1)")}. Da G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir % in $?* sein muss, ist
dann Ran(G) = {{(1, "Sei P11(c1)")}}.

Nun ist jedoch {(1, "Sei P13(c1)")} kein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in
$2. Nun gilt aber nach Annahme {$*"} x Ran(G) < GS und damit (Y, {(1, "Sei
P11(c1)")}) e GS. Dann aber misste nach Theorem 2-42 {(1, "Sei P11(c1)")} ein SE- oder
NE- oder EA-artiger Abschnitt in $*Y sein. Aus der Annahme, dass (52, H*4) € GS
ergibt sich also ein Widerspruch. Also (5%, %) ¢ GS. o

Theorem 2-43. Geschlossene Abschnitte sind wenigstens zwei-elementig
Wenn (), 2() € GS, dann 2 <|2].

Beweis: Mit Theorem 2-30 gilt fir alle SE- oder NE- oder EA-artigen Abschnitte 2L in $:
2 <|2|. Mit Theorem 2-42 folgt das Theorem. o
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Theorem 2-44. Jeder geschlossene Abschnitt hat einen minimalen SE- oder NE- oder PB-
geschlossenen Abschnitt zum Teilabschnitt

Wenn (5, ) € GS, dann gibt es einen minimalen SE- oder NE- oder PB-geschlossenen Ab-
schnitt 23 in ), so dass B < 2.

Beweis: Sei X = {(9, %) | Es gibt einen minimalen SE- oder NE- oder PB-geschlossenen
Abschnitt B in 9, so dass 8 < A} n GS. Um das Theorem zu beweisen, reicht es zu
zeigen, dass X € GSR, dann folgt die Behauptung mit Theorem 2-39-(ii).

Zundchst ist X < GS < (SEQ\{0}) x {24 | 2 ist Abschnitt} und {($, ) | A ist ein mi-
nimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnittin H} < X.

Nun ist zu zeigen, dass fir alle $§ € SEQW{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x
RAN(G) c X qilt: {9} x ERZ({(H, G)) < X. Sei dazu zunéchst $ € SEQ\{0} und G <
ANSUMF($) und {$} x RAN(G) < X. Dann ist zundchst {$} x Ran(G) < GS. Sei
nun (5, A) € {H} x ERZ({($H, G)). Dann ist zundchst (5, A) € GS. Wegen 2 € ERZ(($,
G)) gibt es sodann mit Theorem 2-34 ein B € ABS($)), so dass G eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fur % in $ ist, ANS(H) n B # 0 und min(Dom(2())+1 = min(Dom(*8))
und max(Dom(2()) = max(Dom(28))+1 und 2 ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Ab-
schnitt in .

Dann gibt es ein i« € Dom(ANS($)) n Dom(®8). Nun ist G eine ANS-umfassende Ab-
schnittsfolge fiir 8. Also gilt mit Definition 2-11 fir alle » € Dom(ANS($))) n Dom(*B):
es gibt ein s € Dom(G), so dass » € Dom(G(s)). Also gibt es ein entsprechendes s fiir .
Dann ist nach Annahme {$} x Ran(G) < X und somit (£, G(s)) € X und damit gibt es
einen minimalen SE- oder NE- oder PB-geschlossenen Abschnitt ¢ in $), so dass ¢ <

G(s). Nun gilt mit Theorem 2-24 G(s) < B und somit € < 9B und damit wegen 95 < 2
insgesamt € < 2A. Somitist (9, A) € X. o

Theorem 2-45. Verhéltnis von Folgerungs- und Annahmesatzen in geschlossenen Abschnitten
Wenn (9, 2A) € GS, dann [ANS($) n 2| <|FS($) n .

Beweis: Sei X = {(9, A) | H € SEQ\{0} und wenn A ein SE- oder NE- oder EA-artiger
Abschnitt in § ist, dann |[ANS($) n 2| <|FS($) n A|} n GS. Um das Theorem zu bewei-
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sen, reicht es zu zeigen, dass X € GSR, dann folgt die Behauptung mit Theorem 2-39-(ii)
und Theorem 2-42.

Zunéchst ist X < GS < (SEQ\{0}) x {2 | & ist Abschnitt}. Sodann gilt mit Theorem
2-32: {($, A) | A ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in £}
c X.

Nun ist zu zeigen, dass fir alle $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x
RAN(G) < X gilt: {$H} x ERZ(($, G)) < X. Sei dazu zunachst $ € SEQ\{0} und G €
ANSUMF($) und {$} x RAN(G) < X. Dann ist zundchst {$} x Ran(G) < GS. Sei
nun (5, A) € {H} x ERZ(($H, G)). Dann ist zundchst (5, A) € GS. Wegen 2 € ERZ(($,
G)) gibt es sodann mit Theorem 2-34 ein B € ABS($)), so dass G eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fir 2B in $ ist und min(Dom(2())+1 = min(Dom(28)) und max(Dom(l))
= max(Dom(®8))+1 und 2 ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in §) ist. Dann ist
mit Theorem 2-28 |ANS($) n | < 1+|JANS(H) n B| und 1+|FS(H) n B| < |[FS($H) n 2.
Nun gilt mit Definition 2-11-(iii-c) fir alle [ € Dom(ANS($))) n Dom(®8): es gibt ein i €
Dom(G), so dass | € Dom(G(z)) und andererseits gilt mit Theorem 2-24 fir alle i €
Dom(G): G(z) < B. Damit ist U{ANS($) n G(3) | i € Dom(G)} = ANS($) n 8. So-
dann ist U{FS($) n G(i) | : € Dom(G)} < FS($H) n B.

Sodann gilt wegen {$} x RAN(G) < X fir alle i € Dom(G): (9, G(7)) € X und mit-
hin JANS(9) n G(2)| <|FS($) n G(z)|. Nun gilt mit Theorem 2-21-(i) und Theorem 2-26
fur alle 7, 5 € Dom(G): wenn i # j, dann G(7) n G(y) = 0. Damit gilt fir alle 4, j €
Dom(G): wenn i # 7, dann (ANS($) n G (7)) n (ANS(9) n G(5)) =0 und (FS($) n G (7))
n (FS(9) n G(y)) = 0.

Somit gilt

U{ANS($) n G(i) | i € Dom(G)}] = 7257 JANS(H) n G())|
und

UFS($) n G(i) | i € Dom(G)} = ZP00 O™ IFS(55) n G (.

j=0

Sodann gilt wegen |[ANS($) n G(©3)| <|FS($) n G(3)| fur alle : € Dom(G) auch:
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7207 IANS(9) n GO < 5725 T IFS(9) 0 GO

j=0
Damit gilt insgesamt:
IANS($) n 2| < 1+ANS($) n B| = 143 PO |ANS(H) n G(j)| <

j=0

1+320 7 FS(9) 0 G()I < 1+FS($) n BI <|FS($) n 2l
Alsoist (9, 2) € X. o

Theorem 2-46. Jeder Annahmesatz in einem geschlossenen Abschnitt 21 liegt an dessen An-
fang oder am Anfang eines echten geschlossenen Teilabschnitts von 2(

Wenn (9, ) € GS, dann gilt fur alle ; € Dom(ANS($))) n Dom(%):
(i) ¢=min(Dom(%))
oder
(if)  esgibt ein B mit (5, B) € GS, so dass
a) i=min(Dom(B)) und
b)  min(Dom(2()) < min(Dom(B)) < max(Dom(B)) < max(Dom(()).

Beweis: Sei X = {(9, ) | Fir alle ; € Dom(ANS($))) n Dom(%(): ¢ = min(Dom(%()) oder
es gibt ein B mit ($H, B) e GS, so dass i = min(Dom(2B)) und min(Dom(2A)) <
min(Dom(8)) < max(Dom(8B)) < max(Dom(2A))} n GS. Um das Theorem zu beweisen,
reicht es zu zeigen, dass X € GSR, dann folgt die Behauptung mit Theorem 2-39-(ii).

Zunéchst ist X < GS < (SEQ\{0}) x {2 | & ist Abschnitt} und mit Definition 2-16-(i),
Definition 2-17-(i), Definition 2-18-(i) und Theorem 2-41 gilt: {($, A) | 2 ist ein minima-
ler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnittin $} < X.

Nun ist zu zeigen, dass fir alle $ € SEQ\{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x
RAN(G) < X qilt: {9} x ERZ({(9, G)) < X. Sei dazu zunachst $ € SEQ\{0} und G <
ANSUMF($) und {H} x RAN(G) < X. Dann ist zundchst {$} x Ran(G) < GS. Sei
nun (9, A) € {H} x ERZ((H, G)). Dann ist zunachst (§, A) € GS. Mit A € ERZ((H, G))
gibt es sodann ein B € ABS($)), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir 25
in § ist, ANS($) n B # @ und min(Dom(2A))+1 = min(Dom(23)) und max(Dom(l)) =
max(Dom(*8))+1 und 2 ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in .
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Sei nun ¢ € Dom(ANS($)) n Dom(2() und 7 # min(Dom(2()). Dann ergibt sich mit
Theorem 2-29: min(Dom(2)) < ¢ < max(Dom(2()). Dann ist min(Dom(B)) < ¢ <
max(Dom(8)). Dann ist i € Dom(ANS($))) n Dom(28). Nun ist G eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fur 8. Also gilt mit Definition 2-11 fur alle » € Dom(ANS($))) n
Dom(8): es gibt ein s € Dom(G), so dass » € Dom(G(s)). Also gibt es ein entsprechen-

des s fur 4. Dann ist i € Dom(ANS($))) n Dom(G(s)) und nach Theorem 2-24 ist G(s) <
B < 2. Sodann ist nach Annahme {$} x Ran(G) < X und somit (£, G(s)) € X. Also
gilt fir alle » € Dom(ANS($))) n Dom(G(s)): » = min(Dom(G(s))) oder es gibt ein € mit
(5, €) € GS, so dass r = min(Dom(€)) und min(Dom(G(s))) < min(Dom(¢)) <
max(Dom(€)) < max(Dom(G(s))). Also ist : = min(Dom(G(s))) oder es gibt ein entspre-
chendes €. Im ersten Fall ist G(s)) selber der gesuchte Abschnitt, denn mit (), G(s)) € X

gilt auch (£, G(s)) € GS. Sodann gilt dann nach Annahme min(Dom(2()) < i

min(Dom(G(s))) und max(Dom(G(s))) < max(Dom(8)) < max(Dom(%8))+1
max(Dom(2())). Mit Theorem 2-43 gilt zudem min(Dom(G(s))) < max(Dom(G(s))). Sei
fur den zweiten Fall € wie gefordert. Dann ist min(Dom(2()) < ¢« = min(Dom(¢)) <
max(Dom(€)) < max(Dom(G(s))) < max(Dom(B)) < max(Dom(2()) und somit ¢ der ge-
suchte Abschnitt.

Also gilt fir alle 7 € Dom(ANS(5))) n Dom(2(): < = min(Dom(%()) oder es gibt ein B
mit ($, B) € GS, so dass ¢ = min(Dom(*B)) und min(Dom(2A)) < min(Dom(*B)) <
max(Dom(®8)) < max(Dom(%()). Somitist (£, 2A) € X. o
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Theorem 2-47. Jeder geschlossene Abschnitt ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-
geschlossener Abschnitt oder ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt, dessen Annahme-
satze am Anfang oder in echten geschlossenen Teilabschnitten liegen

Wenn (9, 2A) € GS, dann:
(i)  Aistein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $
oder

(i) A ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt $), wobei fir alle € Dom(ANS($)))
n Dom(2() mit min(Dom(%A)) < 7 gilt: Es gibt ein 9B, so dass
a) (i %) e’B,
b) (9, B) € GS,
c) ¢=min(Dom(23)) und
d)  min(Dom(2A()) < min(Dom(*B)) < max(Dom($5)) < max(Dom(%)).

Beweis: Sei (9, A) € GS. Sei nun 2 kein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener
Abschnitt in $. Dann gilt mit Theorem 2-42, dass 2 ein SE- oder NE- oder EA-artiger
Abschnitt in § ist und mit Theorem 2-46, dass es flr alle i € Dom(ANS($)) n Dom(%()
mit min(Dom(%A)) < 7 ein entsprechendes B gibt. o

Theorem 2-48. Geschlossene Abschnitte sind >non-redundants, d.h. echte Anfangsabschnitte
von geschlossenen Abschnitten sind keine geschlossenen Abschnitte

Wenn (9, ) € GS, dann gilt fiir alle : € Dom(2(): ($), 2Al4) ¢ GS.

Beweis: Sei X = {(9, A) | (9, A) € GS und fir alle : € Dom(2() gilt: (5, Ali) ¢ GS }.
Um das Theorem zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass X € GSR, dann folgt die Be-
hauptung mit Theorem 2-39-(ii).

Zunachst ist X < GS < (SEQ\{0}) x {2 | & ist Abschnitt} und mit Definition 2-16-
(ii), Definition 2-17-(ii), Definition 2-18-(ii), Theorem 2-41 und Theorem 2-42 gilt: {($,
20) | 2 ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in 9} < X.

Nun ist zu zeigen, dass fir alle $§ € SEQ\W{0} und G € ANSUMF($) mit {H} x
RAN(G) < X qilt: {9} x ERZ({(H, G)) < X. Sei dazu zunéchst € SEQ\{0} und G <
ANSUMF($) und {$} x RAN(G) < X. Dann ist zundchst {$} x Ran(G) < GS. Sei
nun (9, A) € {H} x ERZ((H, G)). Dann ist A € ERZ(($H, G)) und damit (), A) € GS.
Sodann gibt es dann ein B € ABS(%), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge
fur B in $ ist und ANS(H) n B # 0 und min(Dom(2())+1 = min(Dom(28)) und
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max(Dom(2()) = max(Dom(8))+1 und 2l ist ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt
in ). Wére es nun der Fall, dass (9, 2[7) € GS fir ein i € Dom(2(). Dann ist 2l ein Ab-
schnitt in $. Dann gilt zun&chst mit Theorem 2-6 min(Dom(2([4)) = min(Dom(2()) und

damit mit Theorem 2-23 insbesondere dass fir alle j € Dom(G) gilt: min(Dom(%1[7)) <
min(Dom(B)) < min(Dom(G()).

Sodann ist mit Theorem 2-34 Al kein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener Ab-
schnitt in §. Dann gilt mit Theorem 2-41, dass es ein G* € ANSUMF($) mit {9} x
Ran(G*) < GS und i € ERZ(($, G*)) gibt. Dann gilt mit Theorem 2-34, dass es ein
B' € ABS($) gibt, so dass min(Dom(2))+1 = min(Dom(A[#))+1 = min(Dom(2B")) und
max(Dom(([7)) = i-1 = max(Dom(8"))+1.

Dann gilt mit Theorem 2-34, dass es ein [ € Dom(ANS($))) n Dom(%([7) gibt, so dass
min(Dom(2(}7)) = min(Dom(2A)) < I. Sei nun [y = max({/ | { € Dom(ANS($))) n Dom(%[7)
und min(Dom(2(l7)) < [}. Dann ergibt sich i < max(Dom(2()) und Dom(2([7) < Dom(%(),
dass min(Dom(2()) = min(Dom(2(}7)) < lp < max(Dom(2()). Dann ist min(Dom(B)) < [y <
max(Dom(®8)). Dann ist [y € Dom(ANS($)) n Dom(B). Nun ist G eine ANS-
umfassende Abschnittsfolge fiir 8. Also gilt mit Definition 2-11, dass es ein s € Dom(G)
gibt, so dass Iy € Dom(G(s)). Dann ist [, € Dom(ANS($))) n Dom(G(s)) und somit we-
gen {H} x Ran(G) < X < GS mit Theorem 2-46 min(Dom(G(s))) < Il <
max(Dom(G(s))). Sodann ist ($), i) € GS und damit mit Theorem 2-46 [y < 7-1. Damit
gilt dann insgesamt, dass min(Dom(2A!7)) < min(Dom(G(s))) < i-1.

Sei nun k£ < s. Weil G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir 95 in $) ist, gilt dann
mit Definition 2-11 und Definition 2-9, dass min(Dom(2([z)) < min(Dom(G(k))) <
min(Dom(G(s))) < -1 und damit min(Dom(G(k))) € Dom(8"). Da {$} x Ran(G) < X
< GS gilt mit Theorem 2-42 dann min(Dom(G(k))) € Dom(ANS($))) n Dom(28"). Da
G* eine ANS-umfassende Abschnittsfolge flr 28" in § ist, gibt es dann ein » € Dom(G?¥),
so dass min(Dom(G(k))) € Dom(G*(r)). Dann ist min(Dom(G(k))) € Dom(ANS($))) n
Dom(G*(r)). Angenommen min(Dom(G*(r))) = min(Dom(G(k))). Dann gilt mit {$} x
Ran(G) < X und {$H} x Ran(G*) < GS, dass max(Dom(G(k))) < max(Dom(G*(r))).
Angenommen min(Dom(G*(r))) # min(Dom(G(k))). Dann gilt mit {$H} x Ran(G*) <
GS und Theorem 2-46, dass es ein € gibt, so dass (9, €) € GS und min(Dom(G(k))) =
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min(Dom(¢)) und min(Dom(G*(r))) < min(Dom(¢)) < max(Dom(¢)) <
max(Dom(G*(r))). Dann gilt mit {$} x Ran(G) < X, dass max(Dom(G(k))) <
max(Dom(¢)). Damit gilt mit Theorem 2-5-(i) in beiden Féllen G(k) < G*(r). Also gilt
fur alle k < s, dass es ein » € Dom(G*) gibt, so dass G(k) < G*(r).

Da G* eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 9" ist und max(Dom(28")) = i-1 gilt
damit insbesondere auch, dass max(Dom(G(s))) < 4-1. Nun gilt, falls A3 ein NE-artiger
Abschnitt in $ ist, dass es j € Dom(2([7) gibt, so dass A(5);) = I' und A($;1) = "—I" oder
A($;) = I und A($:1) =T und fir alle » € Dom(G¥*) gilt: j < min(Dom(G*(r))) oder
max(Dom(G*(r))) < j. Gébe es nun ein k£ < s, so dass min(Dom(G(k))) < j <
max(Dom(G(k))), dann gabe es aber wie gezeigt auch ein » € Dom(G*), so dass G (k) <
G*(r) und damit min(Dom(G*(r))) < j < max(Dom(G*(r))). Also gibt es j € Dom(%[),
so dass A($);) = I'und A($Hi.1) = "=I"" oder A(HH;) = "=I"" und A($;.1) = I" und fiir alle k£ <
s gilt: j < min(Dom(G(k))) oder max(Dom(G(k))) < j. Sodann gilt fir alle [ €
Dom(ANS($)) n Dom(B"), dass es ein k£ < s gibt, so dass I € Dom(G(k)). Zunachst ist
B' < B und damit gibt es flr solche [ ein £k € Dom(G), so dass I € Dom(G(k)) und so-
dann wirde bei s < k£ mit Definition 2-11 und Definition 2-9 gelten, dass I <

max(Dom(G(s))) < min(Dom(G(k))) < I, wahrend andererseits gelten misste [ < I,.

Ferner gilt mit Definition 2-11 und Definition 2-9, dass Gl (s+1) € ABSF($) und damit
gilt insgesamt, dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 98" ist und damit auch
Gl(s+1) € ANSUMF($) und somit gilt zuletzt, dass A7 € PERZ(($), GI(s+1))). Dies

widerspricht jedoch Theorem 2-34. Also gibt es kein : € Dom(%(), so dass ($, A7) € GS
und da ($, ) € GS ist damit insgesamt (5, A) € X. o

Theorem 2-49. Geschlossene Abschnitte sind durch ihren Anfang eindeutig bestimmt

Wenn 2, ' geschlossene Abschnitte in § sind und min(Dom(2()) = min(Dom(2")), dann A =
A

Beweis: Seien 2, 2A' geschlossene Abschnitte in $ und min(Dom(2()) = min(Dom(2(")).
Angenommen max(Dom(2()) < max(Dom(2(')). Dann ist min(Dom(2(")) = min(Dom(%A)) <
max(Dom(2())+1 < max(Dom(2(")). Da (' ein Abschnitt ist, ist somit max(Dom(2())+1 e
Dom(2(") und damit 2('f (max(Dom(%2())+1) = 2 ein geschlossener Abschnitt in £, was mit
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Theorem 2-48 der Annahme widerspricht, dass 2(' ein geschlossener Abschnitt in §) ist.
Ebenso ergibt sich bei max(Dom(2(')) < max(Dom(%()), dass 2 kein geschlossener Ab-
schnitt in $ ware. Also ist max(Dom(2()) = max(Dom(%A')) und damit 2 =" o

Theorem 2-50. ANS-umfassende Abschnittsfolgen flr ein und denselben Abschnitt, deren Wer-
te ausschlieBlich geschlossene Abschnitte sind, sind identisch.

Wenn 2 ein Abschnitt in $ und G, G* ANS-umfassende Abschnittsfolgen fiir 21 in $ sind und
{H} x Ran(G) < GS und {H} x Ran(G*) < GS, dannist G = G*.

Beweis: Sei 2( ein Abschnitt in $ und seien G, G* ANS-umfassende Abschnittsfolgen fiir
2 in $H und {H} x Ran(G) < GS und {H} x Ran(G*) < GS. Dann gilt zunéchst mit
Definition 2-11, dass G, G* € ABSF($)) und mit Theorem 2-24 gilt fur alle : € Dom(G),
dass G(z) < 2, und fur alle j € Dom(G¥*) gilt, dass G*(j) < 2. Sodann gilt Ran(G) <
Ran(G*). Sei némlich i € Dom(G). Dann ist (), G(i)) € GS und damit ist
min(Dom(G(7))) € Dom(ANS($)) n Dom(2(). Damit gibt es dann ein j € Dom(G*), so
dass min(Dom(G(7))) € Dom(G*(5)) und mit (5, G*(j)) € GS und Theorem 2-46 und
Theorem 2-48 gilt G(7) < G*(j). Analog ergibt sich, dass es ein * € Dom(G) gibt, so
dass G*(j) < G(i*). Dann ist G(i) < G(*) und da mit Theorem 2-40 G (i) # @ gilt dann
mit Theorem 2-26, dass G (i) = G(:*) und damit, dass G*(j) < G(¢), und somit insgesamt,
dass G*(j) = G(3). Also ist G(7) € Ran(G*). Also ist Ran(G) < Ran(G*). Analog ergibt
sich, dass Ran(G*) < Ran(G) und damit insgesamt Ran(G) = Ran(G*). Damit gilt mit
Theorem 2-21-(iii) aber auch, dass Dom(G) = Dom(G?*).

Nun wird durch Induktion Uber ¢ gezeigt, dass fur alle : € Dom(G) = Dom(G*) gilt,
dass G(7) = G*(z) und damit auch G = G*. Gelte dazu fiir alle [ < i: Wenn [ € Dom(G),
dann G(I) = G*(I). Sei nun i € Dom(G). Ware nun G (i) # G*(7). Dann ware mit ($), G(2))
e GS und ($, G*(7)) € GS und mit Theorem 2-49 min(Dom(G(z))) # min(Dom(G*(7))).
Angenommen min(Dom(G(z))) < min(Dom(G*(7))). Dann gilt mit (5, G(i)) € GS, dass
min(Dom(G(3))) € Dom(ANS($)) n Dom(2(). Damit gibt es dann wiederum ein j e
Dom(G?*), so dass min(Dom(G(z))) € Dom(G*(5)). Dann ergibt sich wie oben, dass
G*(j) = G(7). Dann ist G*(j) # G*(7) und damit j # i. Da G, G* € ABSF(%)), gilt dann
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mit Definition 2-9 und min(Dom(G(2))) = min(Dom(G*(5))) < min(Dom(G*(z)), dass j <
i. Nach L.V. gilt dann aber, dass G(j) = G*(j) = G(i) und andererseits gilt mit Theorem
2-21-(i) mit j < ¢, dass G(j) # G(3). Widerspruch. Analog ergibt sich mit I.V. ein Wider-
spruch fur min(Dom(G*(:))) < min(Dom(G(3))). Also gilt min(Dom(G(3))) =
min(Dom(G*(4))) und damit mit Theorem 2-49, dass G (i) = G*(i). O

Theorem 2-51. Liegt der Anfang eines geschlossenen Abschnitts 2(' in einem geschlossenen
Abschnitt 2, dann ist ' ein Teilabschnitt von A

Wenn 2, 2(' geschlossene Abschnitte in $) sind und min(Dom(2(")) € Dom(%(), dann ' < .

Beweis: Seien 2, A" geschlossene Abschnitte in $ und sei min(Dom(2A))e Dom(%).
Dann ist min(Dom(2A")) € Dom(ANS(5))) n Dom(2(). Dann gibt es mit Theorem 2-46 ein
B < A, so dass B ein geschlossener Abschnitt in § ist und min(Dom(A')) =
min(Dom(*B)). Dann ergibt sich mit Theorem 2-49, dass ' = 5 und also, dass ' < 2. o

Theorem 2-52. Geschlossene Abschnitte sind durch ihre Ende eindeutig bestimmt

Wenn 2, ' geschlossene Abschnitte in § sind und max(Dom(2()) = max(Dom((")), dann 2l =
A

Beweis: Seien 2, ' geschlossene Abschnitte in $5 und max(Dom(2()) = max(Dom((")).
Angenommen min(Dom(2()) < min(Dom(%A")). Dann ist min(Dom(2()) < min(Dom(2(')) <
max(Dom(2A")) = max(Dom(2()). Dann ist min(Dom(2')) € Dom(ANS($))) n Dom(%l))
und damit gibt es mit Theorem 2-47 einen geschlossenen Abschnitt 8 in §, so dass
min(Dom(2A")) = min(Dom(8)) und min(Dom(2A)) < min(Dom(8)) < max(Dom(B)) <
max(Dom(2()). Dann gilt mit Theorem 2-49: ' = 8. Dann gilt aber im Widerspruch zur
Annahme: max(Dom(2(')) = max(Dom(®8)) < max(Dom(2()). Also ist min(Dom(A")) <
min(Dom(2()). Umgekehrt ergibt sich fur min(Dom(2(")) < min(Dom(2()), wiederum im
Widerspruch zur Annahme, dass max(Dom(2()) < max(Dom(%(")). Somit ist insgesamt
min(Dom(2A')) < min(Dom(A)) und min(Dom(A)) < min(Dom(A’)) und damit
min(Dom(2()) = min(Dom(2(")). Daraus folgt mit Theorem 2-49 A =". o
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Theorem 2-53. Echte Teilabschnittschaft zwischen geschlossenen Abschnitten

Wenn 2L, 2(' geschlossene Abschnitte in $ sind, dann:
min(Dom(2A")) € Dom(2)\{min(Dom(2())}

gdw

A < 2.

Beweis: Seien 2(, ' geschlossene Abschnitte in §. (L-R): Sei nun min(Dom(2"))
DomR))\{min(Dom(A))}. Dann ist min(Dom(2A)) # min(Dom(A)) und also
min(Dom(2A)) < min(Dom(2")). Sodann ergibt sich mit Theorem 2-42 daraus, dass (), ")
e GS, dass (min(Dom(A")), Himinoomey) € ANS($) n 2. Damit ergibt sich mit Theorem
2-47: Es gibt ein B, so dass B ein geschlossener-Abschnitt in $ ist, min(Dom(2A")) =
min(Dom(®8)) und min(Dom(2A)) < min(Dom(B)) < max(Dom(B)) < max(Dom(2l)).
Dann ist 6 < 2 und mit Theorem 2-49 gilt: ' = B.

(R-L): Sei nun A" < 2. Dann ist min(Dom(2A")) € Dom(%l). Sodann ist min(Dom(2()) #
min(Dom(A)), denn sonst wiirde mit Theorem 2-49 ' = 2 gelten. Also ist min(Dom("))
e Dom(2))\{min(Dom(%())}. o

Theorem 2-54. Echte und unechte Teilabschnittschaft zwischen geschlossenen Abschnitten

Wenn 21, 2' geschlossene Abschnitte in $) sind und min(Dom(21")) € Dom(%(), dann ' < A
oder ' = 2.

Beweis: Seien 2, ' geschlossene Abschnitte in £ und sei min(Dom(2(')) € Dom(2(). An-
genommen min(Dom(2(")) € Dom(2())\{min(Dom(2())}. Dann ist mit Theorem 2-53 A’ —
2. Angenommen min(Dom(2()) = min(Dom(2(")). Dann ist mit Theorem 2-49: A' = 2. o

Theorem 2-55. Inklusionsverhaltnisse zwischen nicht-disjunkten geschlossenen Abschnitten
Wenn &L, 2" geschlossene Abschnitte in $ sind und 2L n A" # @, dann:

(1)  min(Dom(2A)) < min(Dom(A")) gdw A' < A,

(i)  min(Dom(2A)) = min(Dom(2A(")) gdw A" =2,

(iii)  min(Dom(2A()) < min(Dom(2(')) gdw max(Dom(2(")) < max(Dom(%l)),

(iv)  min(Dom(2()) = min(Dom(2")) gdw max(Dom(2()) = max(Dom(2L")).

Beweis: Seien 2 und (' geschlossene Abschnitte in $ und 2 n A" £ 0.

Zu (i): (L-R): Sei min(Dom(2()) < min(Dom(%A")). Da 2 und 2" Abschnitte sind und 2 n
2A' # @, gilt mit Theorem 2-8: min(Dom(2()) € Dom(2(") oder min(Dom(2A')) € Dom(%A).
Dann gilt mit der Voraussetzung min(Dom(2(')) € Dom(20)\{min(Dom(2())}. Damit gilt
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mit Theorem 2-53: ' < 2. (R-L): Sei umgekehrt 2" < 2. Dann gilt mit Theorem 2-53:
min(Dom(2A")) € Dom(2())\{min(Dom(%())} und also: min(Dom(2()) < min(Dom(2(")).

Zu (ii): Ergibt sich mit Theorem 2-49

Zu (iii): (L-R): Sei min(Dom(2()) < min(Dom(2(")). Dann gilt mit (i): A' < 2. Dann gilt
mit Theorem 2-5-(i): max(Dom(2l")) < max(Dom(2()). Sodann ergibt sich mit ' < 2 und
Theorem 2-52: max(Dom(2(')) # max(Dom(2()) und somit insgesamt max(Dom(2l")) <
max(Dom(%()). (R-L): Sei max(Dom(2(")) < max(Dom(%()). Dann gilt mit Theorem 2-5-
(i): A < A'. Damit gilt mit (i) und (ii): weder min(Dom(2(')) < min(Dom(2()) noch
min(Dom(2(")) = min(Dom(%A)). Also ist min(Dom(2()) < min(Dom(2")).

Zu (iv): Ergibt sich mit (ii) und Theorem 2-52. o

Theorem 2-56. Geschlossene Abschnitte sind entweder disjunkt oder einer ist Teilabschnitt
des anderen.

Wenn 2 und ' geschlossene Abschnitte in § sind, dann: 20 n ' = @ oder 20 < 2" oder ' <
2.

Beweis: Seien 2 und 2A' geschlossene Abschnitte in §. Sei A n A" # 0. Dann ist
min(Dom(2")) < min(Dom(2()) oder min(Dom(2A)) < min(Dom(2(')). Damit ergibt sich
mit Theorem 2-55-(i) und -(ii): 2 < A" oder ' < A. o

Theorem 2-57. Ein minimaler geschlossener Abschnitt 2A' ist mit einem geschlossenen Ab-
schnitt 2 elementfremd oder Teilabschnitt von A

Wenn 21 und ' geschlossene Abschnitte in $ sind und 2(' ein minimaler SE- oder NE- oder
PB-geschlossener Abschnitt in $) ist, dann: 20 n ' = @ oder A" < .

Beweis: Seien 2 und ' geschlossene Abschnitte in § und sei (' ein minimaler SE- oder
NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in §. Sei 2 n ' # 0. Dann ist min(Dom(%)) <
min(Dom(2")). Wére ndmlich min(Dom(2(')) < min(Dom(%()) ergdbe sich mit Theorem
2-55-(i)): A < A Dann wdare mit Theorem 2-53 min(Dom(%)) €
Dom(")\{min(Dom(%A"))}. Damit ware einerseits min(Dom(2()) # min(Dom(2")). Da A
nach Annahme ein geschlossener Abschnitt ist, wére andererseits aber auch min(Dom(2())
e Dom(A") n Dom(ANS($))) und damit musste nach Definition 2-16, Definition 2-17
und Definition 2-18 min(Dom(2()) = min(Dom(2A")). Widerspruch. Also min(Dom(%l)) <
min(Dom(2(")). Mit 2L n ' # @ und Theorem 2-55-(i) und -(ii) ergibt sich dann, dass ' <
2A.0
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Das nédchste Theorem bringt zum Ausdruck, dass es fur jeden Abschnitt 2( in einer belie-
bigen Sequenz $, der kein reiner Folgerungsabschnitt ist, immer eine ANS-umfassende

Abschnittsfolge G fiir 2L gibt, die die groBten geschlossenen und voneinander disjunkten

Teilabschnitte von 2A so aufzahlt, dass alle geschlossenen Teilabschnitte von 21 erfasst
werden, falls es fiir jeden Annahmesatz in 2 auch einen geschlossenen Teilabschnitt gibt,
in dem der betreffende Annahmesatz liegt.

Theorem 2-58 spielt spater eine zentrale Rolle in den Beweisen von Theorem 2-66,
Theorem 2-67, Theorem 2-68, welche mittelbar ein Kernstiick im Vollstandigkeits- und
Korrektheitsnachweis darstellen: Mit diesen Theoremen wird spéter gezeigt, dass SE, NE
und PB und nur SE, NE und PB Annahmen eliminieren kénnen; Theorem 2-58 selbst ist
dabei entscheidend fur den Nachweis, dass SE, NE und PB Annahmen eliminieren kon-

nen und mithin entscheidend fir den Vollstandigkeitsnachweis.

Theorem 2-58. ERZ-Material-Bereitstellungs-Theorem

Wenn 2 ein Abschnitt in § ist, ANS($) n A # @ und es fir jedes : € Dom(A) n
Dom(ANS($))) einen geschlossenen Abschnitt 28 in § gibt, so dass (i, ;) € % und B < 2,
dann

gibt es ein G € ANSUMF($)), so dass

(i) G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fiir 2( in § ist,
(i)  URan(G) = U{B | B < A ist ein geschlossener Abschnitt in $} und
@ii) {9} x Ran(G) < {H} x {B | B < A ist ein geschlossener Abschnitt in H} < GS.

Beweis: Sei 2 ein Abschnitt in £, ANS($) n 24 # 0 und gebe es fir jedes i € Dom(2() n
Dom(ANS($))) einen geschlossenen Abschnitt B in $), so dass (z, $;) € B und B < 2.
Dann ergibt sich mit Theorem 2-1 zunéchst, dass $ € SEQ\{0}.

Beweisplan: Im ersten Teil des Beweises wird eine Folge G, konstruiert, die einige der
gewiinschten Eigenschaften hat. Das geschieht auf der Basis einer Folge g, die die Zei-
lennummern der Annahmesétze in 2( aufzéhlt. Sodann kann die Folge G, konstruiert wer-
den, die zundchst alle geschlossenen Abschnitte in 24 aufzahlt. Fir die Definition von G
miussen dann die Abschnitte entfernt werden, die Teil eines anderen gréReren Abschnittes
sind, der bereits aufgezéhlt wird. Im zweiten Teil des Beweises werden die Eigenschaften
von G, bewiesen. Im dritten Teil des Beweises wird die Existenz einer Folge gezeigt, die

die im Theorem geforderten Eigenschaften hat.
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Erster Beweisteil: Mit Theorem 2-9 gibt es eine passende Folge natlrlicher Zahlen fir
ANS($) n 2. Dann gilt nach Definition 2-8 fur alle » € Dom(2A) n Dom(ANS($))), es
gibt ein ¢ € Dom(g), so dass (r, 9,) = (9(z), H4i)). Sodann gilt nach Voraussetzung fir je-
des : € Dom(g), dass (g(z), H4) € B fur einen geschlossenen Abschnitt B < 2 in §.
Sodann ist g # @, weil ANS($H) n A # @ ist und so zumindest min(Dom(2) n
Dom(ANS(5)))) € Ran(g).

Sei nun G1 = {(3, B) | : € Dom(g) und B < 2 ist ein geschlossener Abschnitt in § und
9(7) = min(Dom(8))}. Laut Voraussetzung gibt es mit Theorem 2-46 einen solchen Ab-
schnitt 2B fur alle € Dom(g). Also ist Dom(g) < Dom(G1) und nach Definition von G
ist Dom(G;) < Dom(g) und somit Dom(G1) = Dom(g). AuBerdem ist G; Funktion. Seien
namlich (i, ®8) € G, und (i, ®8") € G;. Dann sind B, ®B' geschlossene Abschnitte in §
und min(Dom(®B)) = ¢(z) = min(Dom(*B")). Damit folgt mit Theorem 2-49 B = B'. Kurz
gesagt ist also G eine Folge mit Dom(G1) = Dom(g) und G(¢) ist identisch mit dem ein-
deutig bestimmten, geschlossenen Abschnitt 8 < 21 in $ mit min(Dom(283)) = ¢(7).

Damit gibt es fur alle € Dom(2() n Dom(ANS($))) ein i € Dom(g), so dass (r, 9,) =
(9(3), $Hg0) = (Min(Dom(G1(2))), Hminom@@y)) € G1(7). Sei ndmlich » € Dom(2) n
Dom(ANS($)). Dann gibt es ein i« € Dom(g), so dass r = g¢(i). Dann ist r = g(i) =

min(Dom(G4(z))) und damit ergibt sich die Behauptung. Mit der strengen Monotonie von
g gilt sodann: Wenn ¢, j € Dom(G;) und i < j, dann min(Dom(G.(z))) <
min(Dom(G1(%))).

G, werde nun rekursiv als eine Folge mit Dom(G,) = Dom(G;) = Dom(g) definiert:
G2(0) = G1(0) und Go(i+1) = G1(i+1), falls Go(7) n G1(i+1) = 0, und Go(i+1) = G4(z)
sonst. Damit ist Ran(G») < Ran(G»).

Hinweis: G; und G, sind nicht notwendig Abschnittsfolgen fiir §), denn die aufgezéhl-
ten Abschnitte sind in G nicht unbedingt disjunkt und G ist nicht unbedingt eine Injek-
tion, wie in Definition 2-9 erzwungen wurde. Dieses Manko wird im dritten Beweisab-
schnitt behoben.

Zweiter Beweisteil: Nun gilt fur alle ¢ € Dom(G»): G,(7) = G1(y) fur ein 5 € Dom(G,)
und damit auch, dass G(z) ein geschlossener Abschnitt in § ist und G,(i) < 2. Die Be-

hauptung gilt ndmlich nach Definition von G, fir s = 0 und fir 7 = [+1, falls sie flr [ gilt.
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Sodann gilt damit fur alle ¢ € Dom(g): g(i) € Dom(Gx(3)). Es ist ndmlich ¢(0) =
min(Dom(G1(0))) = min(Dom(G,(0))). Gelte die Behauptung nun fir ¢. Sei i+l e
Dom(g). Dann ist g(i+1) = min(Dom(G4(i+1))). Angenommen G(i) n G1(i+1) = @. Dann
ist G,(i+1) = G1(i+1) und g(i+1) = min(Dom(G(i+1))). Angenommen G(:) n G1(i+1) #
0. Dann ist G,(i+1) = G»(7). Sodann ist nach I.V. ¢(i) € Dom(Gx(7)). Damit ist
min(Dom(G(2))) < g(7) < g(i+1) = min(Dom(G4(i+1))). Dann folgt mit Theorem 2-55-(i):
G1(i+l) < G(4) = Go(i+1) und damit g(i+1) = min(Dom(G4(i+1))) € Dom(G4(i+1)) <
Dom(G(i+1)).

Damit gilt fur alle » € Dom(2()) n Dom(ANS($))), es gibt ein i € Dom(G>), so dass (r,
) = (9(9), H4i) € G2(2). Hinweis: Dieses Zwischenergebnis zielt auf Klausel (i). Erin-
nerlich ist G, jedoch nicht notwendigerweise eine Abschnittsfolge flr $).

AuBerdem gilt: URan(G>) = U{B | B < 2 ist ein geschlossener Abschnitt in $}. Zu-
nachst gilt die L-R-Teilmengenschaft: URan(G,) < URan(G;) < U{B | B < 2 ist ein
geschlossener Abschnitt in $}. Sei nun fiir die R-L-Richtung % < 2 ein geschlossener
Abschnitt in $ und (k, H;) € 9B. Dann ist min(Dom(®8)) € Dom(2) n Dom(ANS(%))
und somit gibt es ein : € Dom(g), so dass g(i) = min(Dom(B)) € G(z). Dann ist G(z) ein
geschlossener Abschnitt in $ und mit Theorem 2-51 folgt: 8 < G»(i) und damit (k, $)
e G,(i) < URan(Gy). Also insgesamt URan(G,) = U{B | B < 2 ist ein geschlossener
Abschnitt in $}. Hinweis: Dieses Zwischenergebnis zielt auf Klausel (ii). Erinnerlich ist
G jedoch nicht notwendigerweise eine Abschnittsfolge fur $).

Ferner gilt fur alle 4, j € Dom(G2): Wenn i < j, dann ist G,(i) = G2(j) oder Go(z) n
G2(5) = 0.

Nebenbeweis: Fir j = 0 gilt die Behauptung trivialerweise. Gelte die Behauptung nun flr
jundseii<j+1. Dannisti<j.

Erster Fall: Sei zunéchst 7 < j. Dann ergibt sich wegen der strengen Monotonie von g,
dass g(z) < g(y). Sodann ist g(z) € Dom(G»(7)) und g(j) € Dom(G,(5)). Ferner gilt nach

V. GQ(Z) = Gg(j) oder GQ(Z) N Gz(j) =0.
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Erster Unterfall fir ¢ < j: Sei nun Gy(:) = G,(j). Angenommen G,(j) n Gi(j+1) = 0.
Dann ist G,(j+1) = G1(j+1) und somit wegen G,(i7) = G,(j) auch G,(i) n G,(j+1) = 0.
Angenommen G,(5) n G1(j+1) # 0. Dann ist G,(j+1) = G2(j) = G(3).

Zweiter Unterfall fir i < j: Gelte nun G,(i) n G2(j) = @. Angenommen G,(j) n G1(j+1) =
@. Dann ergibt sich aus der Annahme Gy(i) n Gy(j) = @ mit Theorem 2-7:
min(Dom(G(7))) < min(Dom(G2(5))) und max(Dom(G,(7))) < min(Dom(G2(5))) oder
min(Dom(G,(5))) < min(Dom(G,(7))) und max(Dom(G,(j))) < min(Dom(G(3))).

Nun gilt mit ¢ < j auch g¢(7) < g(j) und damit wegen ¢(i) € Dom(G(z)) und g(j) €
Dom(G2(5)): min(Dom(G(2))) < g(7) < g(j) < max(Dom(G2(5))). Damit ist der zweite Fall
ausgeschlossen und es gilt: min(Dom(G2(z))) < min(Dom(G2(7))) und max(Dom(G2(7)))
< min(Dom(G2()))-

Sodann ergibt sich aus der Unterannahme G(j) n G1(j+1) = 0, dass G,(j+1) = G1(j+1)
und also G,(j) n G2(j+1) = @. Dann ergibt sich mit ¢g(j) < g(j+1), g() € Dom(G2(5)) und
g(7+1) € Dom(G,(j+1)) wiederum: min(Dom(G2(5))) < min(Dom(G.(j+1))) und
max(Dom(G,(5))) < min(Dom(G2(5+1))).

Damit ergibt sich dann insgesamt: min(Dom(G,(7))) < min(Dom(G,(5+1))) und
max(Dom(G2(7))) < min(Dom(G,(j+1))). Daraus folgt aber mit Theorem 2-7 G(i) n
G,(j+1) = 0.

Angenommen G,(j) n Gi(j+1) # 0. Dann ist G,(j+1) = G(y) und damit nach der An-
nahme, dass G(i) n G2(j) = 0, auch G,(3) n Go(5+1) = 0.

Zweiter Fall: Sei nun i = 5. Angenommen G»(j) n G,(j+1) = @. Dann folgt sofort G,(7) n
G,(j+1) = 0. Angenommen G(j) n Go(j+1) # 0. Dann ist G,(j+1) = G2(j) = G2(3).

Damit gilt fur alle 98, B' € Ran(G,): Wenn B # B', dann B n 9B' = 0. Seien ndmlich 9,
B' € Ran(G,) und sei B # B'. Dann gibt es ¢, j € Dom(Gy), so dass B = G,(7) und B' =
G2(j). Dann ist i # j. Dann ist 7 < j oder j < ¢ und in beiden Féllen ergibt sich mit G(i) #
G2(j), dass G,(i) n G2(5) = @, mithin also, dass B n B'=0.

Hinweis: G, hat nun einige der gewiinschten Eigenschaften. AbschlieBend muss noch
gezeigt werden, dass es eine Folge G gibt, die ebenfalls diese gewlinschten Eigenschaften

hat, dartiber hinaus jedoch auch eine Abschnittsfolge fir §) ist.
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Dritter Beweisteil: Da nun $ € SEQ\{0} und Ran(G?) < ABS($) und die Elemente
von Ran(G>) disjunkt sind, gibt es mit Theorem 2-16 ein G € ABSF($), so dass Ran(G)
= Ran(G,). Dann gilt URan(G) = URan(G,) = U{% | B < 2 ist ein geschlossener Ab-
schnitt in  $H} und somit auch min(Dom(2A)) < min(Dom(G(0)) und
max(Dom(G(max(Dom(G))))) < max(Dom(2()). Sodann gilt fir alle » € Dom(2) n
Dom(ANS(5))), es gibt ein i € Dom(G»), so dass (r, $,) = (9(2), H44) € G2(7) und G,(7) €
Ran(G2) = Ran(G). Dann gibt es aber auch ein j € Dom(G), so dass (r, 9,) € G(j). Da-
mit ist G nach Definition 2-11 eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 21 in $ und da-
mit auch G € ANSUMF($). Zuletzt gilt: Wegen Ran(G) = Ran(G,) < Ran(G;) < {8 |
B < A ist ein geschlossener Abschnitt in $} auch {9} x Ran(G) < {H} x {B|B < A

ist ein geschlossener Abschnittin $} < GS. o

Theorem 2-59. Sind alle Folgenglieder einer ANS-umfassenden Abschnittsfolge fir 2 ge-
schlossene Abschnitte, dann ist jeder geschlossene Teilabschnitt von 2 Teilabschnitt eines
Folgengliedes

Wenn $ € SEQ\{0}, & € ABS($) und G € ANSUMF($)) eine ANS-umfassende Abschnitts-
folge flr 2 in & ist und {$H} x Ran(G) < GS, dann gilt fir alle €: Wenn ¢ < 2 ein geschlos-
sener Abschnitt in ) ist, dann gibt es ein : € Dom(G), so dass € < G(3).

Beweis: Sei $ € SEQ\{0}, 2 € ABS(H) und G € ANSUMF($) eine ANS-umfassende
Abschnittsfolge fur 20 in $ und {$H} x Ran(G) < GS. Sei nun € < 2 ein geschlossener
Abschnitt in $. Dann ist mit Definition 2-13 bis Definition 2-15 und Theorem 2-42
min(Dom(<)) € ANS($)) n 2. Damit gibt es nach Definition 2-11-(iii-c) ein : € Dom(G),
so dass min(Dom(¢)) € Dom(G(z)) und nach Voraussetzung ist ($), G(i)) € GS. Dann
folgt mit Theorem 2-51: € < G(2). O

Nachdem bisher vor allem Theoreme gezeigt wurden, die fur alle geschlossenen Ab-
schnitte gelten, liegt das Interesse spater auch gerade bei den besonderen Eigenschaften
von geschlossenen Abschnitten, insofern diese durch die Anwendung von Subjunktorein-
fuhrung (SE-geschlossene), Negatoreinfiihrung (NE-geschlossene) und Partikularquan-
torbeseitigung (PB-geschlossene) entstehen. Daher werden nun fiir diese Arten von ge-
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schlossenen Abschnitten eigene Préadikate bereitgestellt, wobei jeder geschlossene Ab-

schnitt einer dieser Arten angehort (Theorem 2-60).

Definition 2-24. SE-geschlossener Abschnitt

2 ist ein SE-geschlossener Abschnitt in

gdw

2L ist ein geschlossener Abschnitt und ein SE-artiger Abschnitt in $).

Definition 2-25. NE-geschlossener Abschnitt

2 ist ein NE-geschlossener Abschnitt in $

gdw

2L ist ein geschlossener Abschnitt und ein NE-artiger Abschnitt in $).

Definition 2-26. PB-geschlossener Abschnitt

2 ist ein PB-geschlossener Abschnitt in $

gdw

20 ist ein geschlossener Abschnitt und ein EA-artiger Abschnitt in §).

Theorem 2-60. SE-, NE- und PB-geschlossene Abschnitte und nur diese sind geschlossene
Abschnitte

2L ist ein geschlossener-Abschnitt in
gdw
2L ist ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener-Abschnitt in §.

Beweis: Ergibt sich aus Definition 2-23, Definition 2-24, Definition 2-25, Definition 2-26
und Theorem 2-42. o

Theorem 2-61. Monotonie der '(F-)geschlossener Abschnitt'-Pradikate
Wenn 9, $' € SEQ und $ < §', dann:
(i) Wenn 2 ein SE-geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 2 ein SE-geschlossener
Abschnitt in ',
(i)  Wenn 2 ein NE-geschlossener Abschnitt in $ ist, dann ist 2 ein NE-geschlossener
Abschnitt in ',
(ili)  Wenn 2( ein PB-geschlossener Abschnitt in $) ist, dann ist 2 ein PB-geschlossener
Abschnitt in $'
(iv)  Wenn 2 ein minimaler SE-geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 2 ein minimaler
SE-geschlossener Abschnitt in '



(V)

(vi)

(vii)
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Wenn 2 ein minimaler NE-geschlossener Abschnitt in  ist, dann ist 20 ein minimaler
NE-geschlossener Abschnitt in §',

Wenn 2L ein minimaler PB-geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 2 ein minimaler
PB-geschlossener Abschnitt in §',

Wenn 2 ein geschlossener Abschnitt in $) ist, dann ist 2 ein geschlossener Abschnitt
in$'.

Beweis: Siehe Bemerkung 2-1. o

Theorem 2-62. Geschlossene Abschnitte bleiben in Verkettungen in der Anfangssequenz ge-
schlossen

Wenn §', $ € SEQ, dann:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Wenn 2L ein SE-geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 21 ein SE-geschlossener
Abschnitt in 578",
Wenn 2l ein NE-geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 24 ein NE-geschlossener
Abschnitt in 7',
Wenn 2( ein PB-geschlossener Abschnitt in $y ist, dann ist 2 ein PB-geschlossener
Abschnittin 578",

Wenn 2 ein geschlossener Abschnitt in § ist, dann ist 21 ein geschlossener Abschnitt
in H™"9H'.

Beweis: Ergibt sich mit H < $~ 6" und Theorem 2-61-(i), -(ii), -(iii) und -(vii). o

Theorem 2-63. (F-)geschlossene Abschnitte in Beschrankungen

Wenn § eine Sequenz ist, dann:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

20 ist genau dann ein SE-geschlossener Abschnitt in $), wenn 2( ein SE-geschlossener
Abschnitt in $max(Dom(2())+1 ist,

20 ist genau dann ein NE-geschlossener Abschnitt in £, wenn 2L ein NE-geschlossener
Abschnitt in $fmax(Dom(2())+1 ist,

20 ist genau dann ein PB-geschlossener Abschnitt in §, wenn 2 ein PB-geschlossener
Abschnitt in $Hfmax(Dom(21))+1 ist,

20 ist genau dann ein minimaler SE-geschlossener Abschnitt in $), wenn 2 ein mini-
maler SE-geschlossener Abschnitt in [ max(Dom(R())+1 ist,

20 ist genau dann ein minimaler NE-geschlossener Abschnitt in $, wenn 2[ ein mini-
maler NE-geschlossener Abschnitt in $3max(Dom(2())+1 ist,
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(vi) 20 ist genau dann ein minimaler PB-geschlossener Abschnitt in §, wenn 2L ein mini-
maler PB-geschlossener Abschnitt in $max(Dom(2())+1 ist,

(vii) %L ist genau dann ein geschlossener Abschnitt in £, wenn 2 ein geschlossener Ab-
schnitt in $max(Dom(2())+1 ist.

Beweis: Siehe Bemerkung 2-2. o

Theorem 2-64. Vorbereitungstheorem fiir Theorem 2-66, Theorem 2-67 und Theorem 2-68

Ist 2 ein Abschnitt in $y und gilt fir alle geschlossenen Abschnitte 9B in $fmax(Dom(21)), dass
min(Dom(2A)) < min(Dom(*B)) oder max(Dom(B)) < min(Dom(%A)), dann gilt fur alle i €
Dom(21):

(i)  2Atsist kein geschlossener Abschnitt in £ und

(i)  Es gibt kein G € ANSUMF($)), so dass {$} x Ran(G) < GS und [i € PERZ({),
G)).

Beweis: Sei 2 ein Abschnitt in $ und gelte fir alle geschlossenen Abschnitte 8 in
$Himax(Dom(A)), dass min(Dom(2A)) < min(Dom(B)) oder max(Dom(B)) <
min(Dom(2()). Sei weiter : € Dom(2(). Zundchst ist $ € SEQ\{0}. Zu (i): Ware nun 21
ein geschlossener Abschnitt in §, dann wirde mit Theorem 2-63-(vii) gelten: Q[ ist ein

geschlossener Abschnitt in $li. Ferner ist ¢ < max(Dom(2()) und somit $Hli <

$HImax(Dom(2()) und damit gilt mit Theorem 2-61-(vii): 2 ist ein geschlossener Ab-
schnitt in  $HImax(Dom(2()). Offenbar gilt mit Theorem 2-6 min(Dom(Ai)) =
min(Dom(%2()) und somit mit Theorem 2-30 weder min(Dom(2()) < min(Dom(2([4)) noch
max(Dom(%([z)) < min(Dom(2()), was der VVoraussetzung widerspricht.

Zu (ii): Gabe es nun ein G € ANSUMF($)), so dass {$} x Ran(G) < GS und 2}i €

PERZ(($, G)). Sei nun j = min({i | i € Dom(2() und es gibt G € ANSUMF($)), so dass
{9} x Ran(G) < GS und 2l € PERZ(($, G))}). Dann gibt es G € ANSUMF($), so
dass {9} x Ran(G) < GS und i € PERZ({($, G)). Ware es nun der Fall, dass es ein k
e Dom(2414) und ein [ € Dom(G) gdbe, so dass Ak € PERZ({($, G[(I+1))). Dann ist
nach Theorem 2-22 GI([+1) eine ANS-umfassende Abschnittsfolge  fir
2Armax(Dom(G(1))+1. Damit ist dann nach Definition 2-12 GT([+1) € ANSUMF($)) und
nach Annahme Alk € PERZ({($, G[(I+1))) und andererseits k < 7, was im Widerspruch
zur Minimaliat von i steht. Also gibt es kein £ € Dom(24[47) und kein [ € Dom(G), so dass

Ak e PERZ(($, GI(I+1))). Damit ist nach Definition 2-20 2(7 € ERZ(($), G)) und damit
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mit {$H} x Ran(G) < GS und Theorem 2-41 (), A4) € GS und also Al im Widerspruch

zu (i) ein geschlossener Abschnitt in §. o

Die folgenden vier Theoreme schlieRen Kap. 2.2 ab und stellen die Basis fiir den Nach-
weis der Korrektheit und der Vollstdndigkeit des Redehandlungskalkiils bereit. Mit diesen
Theoremen lasst sich spater zeigen, dass SE resp. NE resp. PB und nur diese SE- resp.
NE- resp. PB-geschlossene Abschnitte und damit uberhaupt geschlossene Abschnitte er-

zeugen.

Theorem 2-65. Jeder geschlossene Abschnitt ist ein minimaler SE- oder NE- oder PB-
geschlossener Abschnitt oder ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt, dessen An-
nahmesatze am Anfang oder in echten geschlossenen Teilabschnitten liegen

Wenn £l ein geschlossener Abschnitt in ) ist, dann:
(i)  2Aist minimaler SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in £
oder
(if) 2 ist ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in §, wobei fir alle i
Dom(ANS($)) n Dom(2L) mit min(Dom(2()) < : gilt: Es gibt ein 3, so dass
a) (i %) e B,
b) 9B ein geschlossener Abschnitt in §) ist,
c) i=min(Dom(8)) und
d) min(Dom(%)) < min(Dom(B)) < max(Dom(*B)) < max(Dom(()).

Beweis: Ergibt sich aus Definition 2-23, Definition 2-24, Definition 2-25, Definition 2-26
und Theorem 2-47. o
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Theorem 2-66. Vorbereitungstheorem fiir Theorem 2-90
2L ist ein Abschnitt in $ und es gibt A, T' € GFORM, so dass
(1) Hminomey) = "Sei A,
(i)  Fir alle geschlossenen Abschnitte B in $Hmax(Dom(2()) gilt: min(Dom(2A)) <
min(Dom(28)) oder max(Dom(8)) < min(Dom(%l)),
(i) A(Hmaxpomay-1) =T,
(iv)  Esfur jedes r € Dom() n Dom(ANS($)) mit min(Dom(2)) < r < max(Dom(%))-1
einen geschlossenen Abschnitt 98 in $I'max(Dom(2()) gibt, so dass (r, $,) € B, und
(V) Hmax@omay) = "AlSOA - T,
gdw
2l ist ein SE-geschlossener Abschnitt in $).

Beweis: (L-R): Seien die Voraussetzungen fiir § und 2 erftllt und seien A und I" wie ge-
fordert. Dann ist zunéchst $ € SEQ\{0}. Sodann ist mit Definition 2-13 2 ein SE-artiger
Abschnitt in $. Sodann ergibt sich mit Klausel (ii) der Annahme und Theorem 2-64-(i),
dass fir alle £ € Dom(2) gilt, dass 21k kein geschlossener Abschnitt in §) ist.

Sodann ist ANS($) n A = {(min(Dom(2A)), Hminomeay)} 0der es gibt ein ¢ € Dom(%A)
n DOom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < ¢ < max(Dom(2())-1.

Gelte nun ANS($)) n 2 = {(min(Dom(%A)), Hminomey))}- Dann ergibt sich damit, dass
fur alle & € Dom(2() gilt, dass Ak kein geschlossener Abschnitt in $) ist, und Theorem
2-31, dass 2 ein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener und damit ein geschlossener
Abschnitt in § ist. Da 2 ein SE-artiger Abschnitt in $§ ist, ist 2 damit ein SE-
geschlossener Abschnitt in $).

Gebe es nun ein i € Dom(2) n Dom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < 7 < max(Dom(%))-
1. Sei nun € = {(I, $;) | min(Dom(A))+1 <[ < max(Dom(2())-1}. Dann ist i € Dom(&) n
Dom(ANS($))). Sodann gibt es fir jedes » € Dom(€) n Dom(ANS($)) einen geschlosse-
nen Abschnitt 2B in 9, so dass (r, $,) € % und B < ¢&. Sei ndmlich » € Dom(&) n
Dom(ANS($)). Dann ist min(Dom(2()) < r < max(Dom(%())-1 und somit gibt es nach
Klausel (iv) einen geschlossenen Abschnitt 9 in $HImax(Dom(2l)), so dass (r, $,) € B.
Dann ist min(Dom(¢)) < min(Dom(B)), denn andernfalls wédre min(Dom(B)) <
min(Dom(2A)) < r» < max(Dom(*B)), was Klausel (ii) widerspricht. Zum anderen ergibt
sich daraus, dass B ein Abschnitt in $Hmax(Dom(2()) ist, dass max(Dom(B)) <
max(Dom(2())-1 = max(Dom(¢)). Also ist mit Theorem 2-5 8 < ¢.
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Damit erflllt ¢ die Voraussetzungen von Theorem 2-58. Also gibt es ein G €
ANSUMF($), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir € in § ist und {$H} x
Ran(G) < GS. Nun gilt nach Definition von €, dass € € ABS($)) und min(Dom(2())+1 =
min(Dom(€)) und max(Dom(2()) = max(Dom(¢&))+1 und ANS($)) n € # 0. Sodann ist
ein SE-artiger Abschnitt in §. Damit gilt mit Theorem 2-27 auch, dass 2 kein NE-artiger-
Abschnitt in $ ist. Ferner gilt damit, dass fiir alle i € Dom(2() gilt, dass 2l kein ge-
schlossener Abschnitt in § ist, dass auch fiir alle i € Dom(%() gilt: !4 ist kein minimaler
SE-, NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $).

Damit ist gemaR Definition 2-19 2 € PERZ(($, G)). Ware es nun der Fall, dass es ein k&
e Dom(2l) und ein I € Dom(G) gabe, so dass 2k € PERZ({($), GI(I+1))). Dann ist nach
Theorem 2-22 G| (I+1) eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur 2Armax(Dom(G(()))+1.
Damit ist dann nach Definition 2-12 G1([+1) € ANSUMF($)) und nach Annahme 21k e
PERZ(($, GI(1+1))) und andererseits $ € SEQ\{0} und {H} x Ran(GI(+1)) < {H} x
Ran(G) < GS, was insgesamt im Widerspruch zu Theorem 2-64-(ii) steht. Also gibt es
kein k& € Dom(2() und kein I € Dom(G), so dass Ik € PERZ({($, GI(I+1))). Damit ist
nach Definition 2-20 A € ERZ(($, G)) und weil {$H} x Ran(G) < GS mit Theorem 2-41
auch ($, ) € GS und 2 damit ein geschlossener Abschnitt in $ und ein SE-artiger Ab-
schnitt in $ und somit ein SE-geschlossener-Abschnitt in $).

(R-L): Sei nun 2 ein SE-geschlossener-Abschnitt in §. Dann ist 2 ein geschlossener
Abschnitt und ein SE-artiger Abschnitt in §). Dann ergibt sich damit, dass 2 ein SE-
artiger Abschnitt in  ist, dass es A, I' € GFORM gibt, so dass (i), (iii) und (v) erfullt
sind. Sodann gilt mit Theorem 2-47, dass (iv) gilt. (Falls 2 ein minimaler SE-artiger Ab-
schnitt ist, gilt (iv) trivialerweise.)

Sei nun B ein geschlossener Abschnitt in  $Himax(Dom(2()). Angenommen
min(Dom(B)) < min(Dom(2A)) und min(Dom(XA)) < max(Dom(B)). Dann ware
min(Dom(2()) € Dom(B) und somit A n B # @ und min(Dom(B)) < min(Dom(2A)).
Damit wirde mit Theorem 2-55-(i) und -(ii) gelten, dass 2 < 9. Damit wére aber 2 <
B < Himax(Dom(2l)) und somit max(Dom(2()) ¢ Dom(2() # @. Widerspruch! Also ist
min(Dom(2()) < min(Dom(B)) oder max(Dom(2)) < min(Dom(2()). Also gilt auch (iii).

O
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Theorem 2-67. Vorbereitungstheorem fiir Theorem 2-91
2l ist ein Abschnitt in $ und es gibt A, T' € GFORM und i € Dom(%)), so dass
(i)  min(Dom(2)) <4 < max(Dom(%)),
(i) Hminomey = "Sei AT,
(iii)  Far alle geschlossenen Abschnitte % in $Imax(Dom(2()) gilt: min(Dom(2()) <
min(Dom(28)) oder max(Dom(8)) < min(Dom(%l)),

(iv)  A(®) =T und A(Hmaxoomy-1) = =T
oder
A(fb) =" und A(meax(Dom(Ql))-l) =T,

(v)  Fr alle geschlossenen Abschnitte 98 in $fmax(Dom(2()) gilt: s < min(Dom(8)) oder
max(Dom(8)) <,

(vi) Esfir jedes r € Dom(2()) n Dom(ANS($))) mit min(Dom(2()) < r» < max(Dom(%())-1
einen geschlossenen-Abschnitt 9B in $Imax(Dom(2l)) gibt, so dass (r, $,) € B, und

(Vii) ﬁmax(Dom(Q[)) = FAISO _lA—I
gdw
2 ist ein NE-geschlossener Abschnitt in .

Beweis: (L-R): Seien die Voraussetzungen fir $ und 2 erfullt und seien A, T und ¢ wie
gefordert. Dann ist zundchst $ € SEQ\{@0}. Sodann ist mit Definition 2-14 2 ein NE-
artiger Abschnitt in $. Sodann ergibt sich mit Klausel (iii) der Annahme und Theorem
2-64, dass fir alle £ € Dom(%() gilt, dass Ak kein geschlossener Abschnitt in §) ist.

Sodann ist ANS($)) n 2 = {(min(Dom()), Himinoomey)} 0der es gibt ein s € Dom(A)
n DOom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < ¢ < max(Dom(2())-1.

Gelte nun ANS($)) n 2 = {(min(Dom(%)), Hminom(y))}- Dann ergibt sich damit, dass
fur alle £ € Dom(%() gilt, dass 2% kein geschlossener Abschnitt in § ist, und Theorem
2-31, dass 2 ein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener und damit ein geschlossener
Abschnitt in § ist. Da 20 ein NE-artiger Abschnitt in § ist, ist 20 damit ein NE-
geschlossener Abschnitt in $).

Gebe es nun ein s € Dom(2() n Dom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < s < max(Dom(%))-
1. Sei nun € = {(I, ;) | min(Dom(2A))+1 < [ < max(Dom(%))-1}. Dann ist s € Dom(&) n
Dom(ANS($))). Sodann gibt es fiir jedes » € Dom(€) n Dom(ANS($)) einen geschlosse-
nen Abschnitt 98 in §, so dass (r, $,) € B und B < €. Sei ndmlich r € Dom(€) n
Dom(ANS($)). Dann ist min(Dom(2()) < r < max(Dom(%())-1 und somit gibt es nach
Klausel (vi) einen geschlossenen-Abschnitt 98 in $Hmax(Dom(2()), so dass (r, 9,) € B.
Dann ist min(Dom(¢)) < min(Dom(®B)), denn andernfalls wédre min(Dom(*B)) <

min(Dom(2A)) < r < max(Dom(®8)), was Klausel (iii) widerspricht. Zum anderen ergibt
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sich daraus, dass 9 ein Abschnitt in $HImax(Dom(2()) ist, dass max(Dom(8)) <
max(Dom(%())-1 = max(Dom(<)). Also ist mit Theorem 2-5‘B < ¢.

Damit erfillt ¢ die Voraussetzungen von Theorem 2-58. Also gibt es ein G «
ANSUMF($)), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur € in § ist und {$H} x
Ran(G) < {$H} x {€*| €* < Cist ein geschlossener Abschnitt in H} < {H} x {€* | C*
< 2L ist ein geschlossener Abschnitt in $} < GS. Nun gilt nach Definition von &, dass €
e ABS($) und min(Dom(A))+1 = min(Dom(<)) und max(Dom(2()) = max(Dom(¢))+1
und 2 ist ein NE-artiger Abschnitt in $. Sodann gilt fir alle » € Dom(G): i <
min(Dom(G(r))) oder max(Dom(G(r))) <i. Sei namlich » € Dom(G). Dannist G(r) < €
ein geschlossener Abschnitt in $Hmax(Dom(2()). Somit gilt nach Klausel (v): i <
min(Dom(G(r))) oder max(Dom(G(r))) < 4. Ferner gilt damit, dass fur alle i € Dom(2)

gilt, dass Al kein geschlossener Abschnitt in § ist, dass auch fir alle i € Dom(%() gilt:
214 ist kein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener Abschnitt in $).

Damit ist gemal Definition 2-19 2 € PERZ(($), G)). Wére es nun der Fall, dass es ein k&
e Dom(2() und ein [ € Dom(G) gébe, so dass ATk € PERZ({($, GI(I+1))). Dann ist nach
Theorem 2-22 GT([+1) eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur Amax(Dom(G(1)))+1.
Damit ist dann nach Definition 2-12 GI([+1) € ANSUMF($) und nach Annahme 2(% e
PERZ(($, GI(I+1))) und andererseits $ € SEQ\{0} und {H} x Ran(GI(i+1)) < {H} x
Ran(G) < GS, was insgesamt im Widerspruch zu Theorem 2-64-(ii) steht. Also gibt es
kein & € Dom(2() und kein [ € Dom(G), so dass Ak € PERZ({($), GI(I+1))). Damit ist
nach Definition 2-20 2 € ERZ(($, G)) und damit mit {$} x Ran(G) < GS und Theorem
2-41 (%, A) € GS und A damit ein geschlossener Abschnitt in $ und ein NE-artiger Ab-
schnitt in $ und somit ein NE-geschlossener-Abschnitt in ).

(R-L): Sei nun 2A ein NE-geschlossener-Abschnitt in . Dann ist 2 ein geschlossener
Abschnitt und ein NE-artiger Abschnitt in $ und mit Theorem 2-30-(ii) damit 3 <|2(]. So-
dann ist ANS($) n A = {(min(Dom(2)), Hminoomeay)} 0oder es gibt ein j € Dom(2A() n
Dom(ANS($))) mit min(Dom(2()) < j < max(Dom(2())-1.

Erster Fall: Gelte nun ANS($) n A = {(min(Dom(A)), Hminomy)}. Dann gilt mit
Theorem 2-34 und Theorem 2-41, dass 2( ein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener
Abschnitt in $ und damit, da 2 ein NE-artiger Abschnitt in ) ist, dass 2 ein minimaler
NE-geschlossener Abschnitt in $ ist. Dann ergibt sich, dass es A, ' € GFORM und ¢ €
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Dom($) gibt, so dass (i), (ii), (iv) und (vii) erfullt sind. Sodann gilt trivialerweise, dass
(vi) gilt. Seien nun A, T" und ¢ wie in (i), (ii), (iv) und (vii) gefordert.

Dann gelten auch (iii) und (v). Sei namlich B ein geschlossener Abschnitt in
$HImax(Dom(2()). Dann gilt, wenn [ = min(Dom(%()) oder [ = ¢, dann [ < min(Dom(B))
oder max(Dom(®8)) < [. Da 2 ndmlich ein minimaler NE-geschlossener Abschnitt in $
ist, gilt mit Theorem 2-57: B n 2A = @ oder A < B. Da nun aber nach Annahme 98 <
Hmax(Dom(L)) gilt, folgt {(max(Dom(2L)), Hmaxoomey)} € A\B und somit A < B und
daher B n 24 = @. Fir [ = min(Dom(2()) oder ¢ = [ und min(Dom($8)) </ < max(Dom(*8))
ware andererseits aber B n 2 £ 0.

Zweiter Fall: Gebe es nun ein ;7 € Dom(2) n Dom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < j <
max(Dom(2())-1. Dann ist 2 kein minimaler SE- oder NE oder EA-artiger Abschnitt in §).
Dann gibt es mit Theorem 2-41 ein G € ANSUMF($) mit {$} x Ran(G) < GSund A e

ERZ(($, G)). Dann ist G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur € = {(l, ) |

min(Dom(2())+1 <[ < max(Dom(2())-1} in $. Sodann ist 2 ein NE-artiger-Abschnitt in £
und damit gilt gemdaR Definition 2-19 und Definition 2-20:

Es gibt A, T' e GFORM und i € Dom(%), so dass
a)  min(Dom()) <7 < max(Dom(2()),
D) Hminom@y) = "Sei A7,

C) A(sz) =T und A(ﬁmax(Dom(‘ZL))—l) =
oder

A(sz) ="—I" und A(f)max(Dom(Ql))—l) = r!
d) Firalle r e Dom(G) gilt: i < min(Dom(G(r))) oder max(Dom(G(r))) <1,
e) y)max(Dom(Ql)) = "Also —A"

Dann sind (i), (ii), (iv) und (vii) erflllt. Sodann gilt mit Theorem 2-47 auch (vi).

Sodann gelten auch (iii) und (v). Sei namlich B ein geschlossener Abschnitt in
Himax(Dom(RA)). Damit gilt: B < $Himax(Dom(2A()) und somit {(max(Dom(%L)),
Hmaxoomy))} € A\B und somit A < ‘B. Ferner ergibt sich aus der Annahme, dass
max(Dom(®B)) < max(Dom(%()). Damit gilt, dass 8 n 20 = @ oder B < . Sei namlich B
n A # 0. Dann gilt wegen 20 < B mit Theorem 2-56 B < 2 und somit mit Theorem
2-55: min(Dom(A)) < min(Dom(®B)). Damit gilt insgesamt: min(Dom(<¢)) =
min(Dom(2A))+1 < min(Dom(®8)) < max(Dom(8)) < max(Dom(2))-1 = max(Dom(<))
und somit mit Theorem 2-5 8 < €.
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Damit ergibt sich sofort, dass (iii) gilt, also dass min(Dom(2()) < min(Dom(8)) oder
max(Dom(8)) < min(Dom()). Ferner gilt auch (v), also: i < min(Dom(8)) oder
max(Dom(®B)) < i. Ware namlich min(Dom(®8)) < ¢ < max(Dom(®8)). Dann ware (z, £;)
e . Nun ist B ein geschlossener Abschnitt in $ und damit gilt mit Theorem 2-59: Es
gibt ein r € Dom(G), so dass B < G(r). Dann wére min(Dom(G(r))) < min(Dom($8)) <
i < max(Dom(%8)) < max(Dom(G(r))). Andererseits musste aber wegen d) gelten: ¢ <
min(Dom(G(r))) oder max(Dom(G(r))) < . Widerspruch! Also muss gelten: i <
min(Dom(*8)) oder max(Dom(®8)) <i. O

Theorem 2-68. Vorbereitungstheorem fiir Theorem 2-92

20 ist ein Abschnitt in $ und es gibt £ € VAR, B € PAR, A € FORM, wobei FV(A) < {¢}, T
€ GFORM und 8 € ABS($)), so dass

() Alminpomy) = "VEAT,
(i)  Far alle geschlossenen Abschnitte ¢ in $max(Dom(2()) gilt: min(Dom(8)) <
min(Dom()) oder max(Dom(€)) < min(Dom(*B)),
(iii)  Dminoomy+1 = "Sei [P, & A",
(iv)  Fdr alle geschlossenen Abschnitte € in $HImax(Dom(2()) gilt: min(Dom(2B))+1 <
min(Dom(€)) oder max(Dom(€)) < min(Dom(B))+1,
V) A(maxome)-1) =T,
(Vi) Hmaxpomesy = "Also I,
(vii) B e TTFM({A, T}) und
(viii)  Es kein j <min(Dom(*B)) gibt, so dass B € TT($),),
(ix) A =B\{(min(Dom(B)), Hminwomez))} und
(x)  Esfur jedes r € Dom(2()) n Dom(ANS($))) mit min(Dom(2()) < r < max(Dom(2())-1
einen geschlossenen Abschnitt € in HImax(Dom(2l)) gibt, so dass (r, $,) € €
gdw
2L ist ein PB-geschlossener Abschnitt in 6.

Beweis: (L-R): Sei 2 ein Abschnitt in § und seien &, B, A, T und B so wie gefordert.
Dann ist zunachst $§ € SEQ\{@}. Sodann ist mit Definition 2-15 2 ein EA-artiger Ab-
schnitt in £, wobei min(Dom(2()) = min(Dom(®8))+1. Sodann ergibt sich mit Klausel (iv)
der Annahme und Theorem 2-64, dass fur alle £ € Dom(2() gilt, dass Ak kein geschlos-
sener Abschnitt in §) ist.

Sodann ist ANS($) n 2 = {(min(Dom(2()), Hminwoomeay)} 0der es gibt ein i € Dom(A)
n DOom(ANS($)) mit min(Dom(2()) < ¢ < max(Dom(2())-1.
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Gelte nun ANS($)) n 2 = {(min(Dom(%)), Hminom(y))}- Dann ergibt sich damit, dass
fur alle £ € Dom(() gilt, dass 2% kein geschlossener Abschnitt in § ist, und Theorem
2-31, dass 2 ein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener und damit ein geschlossener
Abschnitt in § ist. Da 20 ein EA-artiger Abschnitt in § ist, ist 20 damit ein PB-
geschlossener Abschnitt in $).

Gebe es nun ein i € Dom(2A)) n Dom(ANS($))) mit min(Dom(2()) < ¢ < max(Dom(%))-
1. Sei nun €* = {(I, ;) | min(Dom(A))+1 < [ < max(Dom())-1}. Dann ist : € Dom(C*))
n Dom(ANS($)). Sodann gibt es fiir jedes » € Dom(€*)) n Dom(ANS($))) einen ge-
schlossenen Abschnitt € in §, so dass (r, $,) € € und € < ¢*, Sei namlich r € Dom(C%*)
n Dom(ANS($))). Dann ist min(Dom(2()) < r < max(Dom(2())-1 und somit gibt es nach
Klausel (x) einen geschlossenen Abschnitt € in $Hmax(Dom(2()), so dass (r, $,) € €.
Dann ist min(Dom(€*)) < min(Dom(¢)), denn andernfalls wadre min(Dom(¢)) <
min(Dom(2A)) < r < max(Dom(¢)), was Klausel (iv) widerspricht. Zum anderen ergibt
sich daraus, dass € ein Abschnitt in $Hmax(Dom(2()) ist, dass max(Dom(¢€)) <
max(Dom(2())-1 = max(Dom(€*)). Also ist mit Theorem 2-5 ¢ < ¢*.

Damit erfullt ¢* die Voraussetzungen von Theorem 2-58. Also gibt es ein G €
ANSUMF($), so dass G eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fur €* in $ ist und {$}
x Ran(G) < GS. Nun gilt nach Definition von ¢*, dass ¢* e ABS($) und
min(Dom(2A))+1 = min(Dom(€*)) und max(Dom(2()) = max(Dom(€*))+1 und A ist ein
EA-artiger Abschnitt in . Angenommen, 2 ist ein NE-artiger Abschnitt in $. Dann ist I’
= "=[B, & A" und A(Sminomy) = [B, & A] und A(Hmaxom@n-1) = =[P, & AJ". Sodann
gilt fur alle » € Dom(G): min(Dom(2()) < min(Dom(€*)) < min(Dom(G(r)). Ferner gilt
damit, dass fiir alle 7 € Dom(2() gilt, dass 217 kein geschlossener Abschnitt in § ist, dass
auch fir alle 7 € Dom(2() gilt: 2 ist kein minimaler SE-, NE- oder PB-geschlossener
Abschnitt in .

Damit ist gemaR Definition 2-19 2 € PERZ(($), G)). Ware es nun der Fall, dass es ein &
e Dom(2() und ein I € Dom(G) gabe, so dass ATk € PERZ(($, GI(I+1))). Dann ist nach
Theorem 2-22 GT(I+1) eine ANS-umfassende Abschnittsfolge fir A max(Dom(G(1)))+1.
Damit ist dann nach Definition 2-12 G1(/+1) € ANSUMF($) und nach Annahme % e
PERZ(($, GI(l+1))) und andererseits ¢ SEQ\{0} und {H} x Ran(Gl(i+1)) < {H} x

Ran(G) < GS, was insgesamt im Widerspruch zu Theorem 2-64-(ii) steht. Also gibt es
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kein £ € Dom(2() und kein [ € Dom(G), so dass 2I[k € PERZ({($, GI(I+1))). Damit ist
nach Definition 2-20 20 € ERZ({$, G)) und damit mit {$} x Ran(G) < GS und Theorem
2-41 (%, A) € GS und A damit ein geschlossener Abschnitt in $ und ein EA-artiger Ab-

schnitt in $ und somit ein PB-geschlossener-Abschnitt in §).

(R-L): Sei nun 2 ein PB-geschlossener-Abschnitt in §). Dann ist [ ein geschlossener
Abschnitt und ein EA-artiger Abschnitt in $. Dann ergibt sich damit, dass 2 ein EA-
artiger Abschnitt in $) ist, dass es § € VAR, B € PAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},
I' € GFORM und ein B € ABS($)) gibt, fur die die Klauseln (i), (iii), und (v)-(ix) erfullt
sind. Sodann gilt mit Theorem 2-47, dass (x) gilt (falls 2( ein minimaler PB-geschlossener
Abschnitt ist, gilt (x) trivialerweise). AuRerdem ist min(Dom(2()) = min(Dom(*8))+1.

Zu zeigen ist nun noch, dass auch (ii) und (iv) gelten. Dazu wird zuerst (iv) gezeigt. Sei
dazu € ein geschlossener Abschnitt in $max(Dom(2()). Angenommen min(Dom(¢)) <
min(Dom(2()) und min(Dom(2()) < max(Dom(¢)). Dann wére min(Dom(2)) € Dom(¢)
und somit 2L n € # @. Sodann wirde mit Theorem 2-55 gelten, dass 2l < ¢. Damit wére
aber 2 < € < $HImax(Dom(2()) und somit max(Dom(2()) ¢ Dom(2() # @. Also ist
min(Dom(2()) < min(Dom(<)) oder max(Dom(<)) < min(Dom(2()).

Nun ist noch (ii) zu zeigen. Sei dazu € wieder ein geschlossener Abschnitt in
$HImax(Dom(2l)). Angenommen min(Dom(¢)) < min(Dom(B)) und min(Dom(B)) <
max(Dom(¢)). Dann ware min(Dom(¢)) < min(Dom(2A)) < max(Dom(¢)). Nun gilt mit
(iv) — wie eben gezeigt — min(Dom(2)) < min(Dom(¢€)) oder max(Dom(¢)) <

A

min(Dom(2()). Da der erste Fall ausgeschlossen ist, gilt dann max(Dom(<))
min(Dom(2()) und damit insgesamt max(Dom(¢)) = min(Dom(2()). Dann st
max(Dom(¢)) € Dom(ANS($))). Andererseits ist € mit Theorem 2-42 ein SE- oder ein
NE- oder ein EA-artiger Abschnitt in $ und damit misste mit Theorem 2-28 gelten:
max(Dom(€)) ¢ Dom(ANS($)). Widerspruch! Damit gilt min(Dom(28)) < min(Dom(<))
oder max(Dom(€)) < min(Dom(®8)). Also gilt auch (ii). o
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2.3 VERS, VANS, VER und VAN

Unter Rickgriff auf Kap. 2.2 wird nun die Verfugbarkeitsrede etabliert. Dabei soll eine
Aussage in einer Sequenz $) genau dann bei einem » € Dom($) verflgbar sein, wenn (r,
$,) in keinem echten Anfangsabschnitt eines geschlossenen Abschnitts in § liegt
(Definition 2-27). Von allen Aussagen der Glieder eines geschlossenen Abschnitts 2L in
ist also hochstens die Aussage des letzten Gliedes von 2 bei irgendeinem r» € Dom(%(),
namlich gerade bei max(Dom(2()), in $ verfugbar. Die Funktion VERS ordnet sodann
einer Sequenz §) die Teilmenge von § zu, fir deren Elemente (i, $;) gilt, dass die Aussa-
ge von §; in $ bei ¢ verflgbar ist (Definition 2-29). Die Aussagen der Elemente von
VERS($) lassen sich sodann mit der Funktion VER zu VER($), der Menge der in $ an
irgendeiner Stelle verfiigharen Aussagen zusammenfassen (Definition 2-31). Sodann ord-
net die Funktion VANS einer Sequenz $ die Teilmenge von $ zu, fir deren Elemente (i,
$,) gilt, dass $); ein Annahmesatz ist und dass die Aussage von $); in $) bei 7 verfligbar ist
(Definition 2-30). Die Aussagen der Elemente von VANS($)) lassen sich sodann wiede-
rum mit der Funktion VAN zu VAN($)), der Menge der in $ an irgendeiner Stelle ange-
nommenen und an dieser Stelle noch verfligbaren Aussagen — kurz: zur Menge der in $
verfligbaren Annahmen — zusammenfassen (Definition 2-32). Sodann werden Theoreme
bewiesen, die zum einen Zusammenhange zwischen VERS, VANS, VER und VAN und
zum anderen Zusammenhange zwischen der Fortsetzung einer Sequenz und Veranderun-
gen in den Verfligbarkeitsverhaltnissen etablieren. Fir das Verstandnis des Kalkils und
die weitere Entwicklung sind dabei insbesondere Theorem 2-81, Theorem 2-82, Theorem
2-90, Theorem 2-91 und Theorem 2-92 entscheidend. Mit diesem Kapitel sind dann die
Vorbereitungen abgeschlossen und im ndchsten Kapitel kann der Redehandlungskalkul

entwickelt und sodann in den weiteren Kapiteln untersucht werden.

Definition 2-27. Verfligbarkeit einer Aussage in einer Sequenz an einer Stelle
I istin $ bei r verflgbar
gdw
I' e GFORM und $ € SEQ und
(i) r e Dom($),
@ii) T =A(®),
(ili)  Es gibt keinen geschlossenen Abschnitt 2 in §, so dass min(Dom(%)) < r <
max(Dom(%)).
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Definition 2-28. Verfligharkeit einer Aussage in einer Sequenz
T istin $ verfugbar

gdw

es gibt ein ¢z € Dom($)), so dass I in $ bei ¢ verflgbar ist.

Hinweis: Wenn der Bezug auf die Sequenz klar ist, werden auch kurz die Wendungen 'T

ist bei ¢ verfligbar' oder T ist verfiigbar' gebraucht.

Definition 2-29. Zuordnung der Menge der verfligbaren Satze (VERS)

VERS = {($, X) | 9 € SEQund X ={(4, ;) | i € Dom($) und
A(9,) istin § bei ¢ verflgbar}}

Definition 2-30. Zuordnung der Menge der verfligbaren Annahmesatze (VANS)
VANS = {(, X) | 9 € SEQ und X = VERS($)) n ANS($€)}

Hinweis: Tats&chlich sind die Titel 'Zuordnung der Menge der ... Sétze' insofern irrefiih-
rend, als dass VERS und VANS Sequenzen keine Mengen von Sétzen zuordnen sondern
Teilmengen dieser Sequenzen, also Mengen von geordneten Paaren, deren zweite Projek-

tionen dann die entsprechenden Satze sind.

Theorem 2-69. Verhéltnis von VANS, VERS und jeweiliger Sequenz
Wenn $ e SEQ, dann:

(i)  VANS(9) = VERS(H) n ANS(9€)

(i)  VANS($) < VERS(9) < 9.

Beweis: Ergibt sich direkt aus den Definitionen. o

Definition 2-31. Zuordnung der Menge der verfligbaren Aussagen (VER)
VER ={($, X) | $ € SEQund X = {I" | Es gibt ein - € Dom(VERS($)) und ' = A($,)}}

Definition 2-32. Zuordnung der Menge der verflgbaren Annahmen (VAN)
VAN = {($, X) | 9 € SEQ und X ={I'| Es gibt ein i € Dom(VANS($)) und I' = A($,)}}
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Theorem 2-70. Verhaltnis von VAN und VER
Wenn § € SEQ, dann VAN($) < VER(9).

Beweis: Ergibt sich mit Theorem 2-69 direkt aus den Definitionen. o

Theorem 2-71. VERS-Inklusion impliziert VANS-Inklusion
Wenn $, $' € SEQ und VERS($)) < VERS($'), dann VANS($)) < VANS(H).

Beweis: Seien 9, $' € SEQ und sei VERS($) < VERS(%"). Sei nun (¢, ;) € VANS($).
Dann ist (i, $) € VERS($) n ANS($). Dann ist (i, $) € VERS() und $; € ASATZ.
Dann ist nach Voraussetzung (¢, $;) € VERS($') und somit auch (i, $,) € $'. Da $, €
ASATZ, ist damit (z, $;) € ANS($') und damit insgesamt (¢, ;) € VERS($)') n ANS($H")
= VANS($)). o

Theorem 2-72. VANS-Verringerung impliziert VERS-Verringerung
Wenn 6, $' € SEQ und VANS(H)\VANS($H") # @, dann VERS(H\VERS($H") # @.

Beweis: Seien 9, $' € SEQ und sei VANS(H)\VANS($)") # 0. Dann folgt mit Theorem
2-71 sofort VERS(H)\VERS($)") £ 0. O

Theorem 2-73. VERS-Inklusion impliziert VER-Inklusion
Wenn $, $' € SEQ und VERS($) < VERS($'), dann VER($) < VER($").

Beweis: Seien 9, $' € SEQ und sei VERS($)) < VERS($'). Sei nun I € VER($)). Dann
gibt es ein : € Dom(VERS($)) und ' = A($;). Dann ist (i, $;) € VERS($)). Nach Vo-
raussetzung ist dann (i, $);) € VERS($'). Nun ist VERS($') < $' und somit (i, $;) € §'
und also §, = . Somit ist ' = A(9,) = A(9"). Also ist insgesamt i € Dom(VERS($"))
und I' = A($H"). Also istT" € VER($)). o

Theorem 2-74. VANS-Inklusion impliziert VAN-Inklusion
Wenn 9, $' € SEQ und VANS(H) < VANS(5"), dann VAN($H) < VAN($")

Beweis: Seien $, $'e SEQ und sei VANS($) < VANS(H"). Sei nunT' € VAN($). Dann
gibt es ein : € Dom(VANS($)) und ' = A($,). Dann ist (i, ;) € VANS($). Nach Vo-
raussetzung ist dann (7, $;) € VANS($'). Nun ist VANS($") < $' und somit (z, $;) € 9’



2.3 VERS, VANS, VERund VAN 101

und also 9, = ;. Somit ist T' = A(9,) = A($"). Also ist insgesamt ¢ € Dom(VANS($"))
und I' = A($"). Also istT" € VAN(H'). o

Theorem 2-75. VAN ist hdchstens so grof? wie VANS
Fir alle $5: [VAN($)| < [VANS(9)|.

Beweis: Nach Definition 2-32 ist f : VAN($) — VANS($), f(I') = (min({z | 7 €
Dom(VANS($)) und A($;) = I'}), Hmini | i e bom(vANS()) und A = r3) €ine Injektion von
VAN($) in VANS($). o

Theorem 2-76. VAN ist dann und nur dann leer, wenn auch VANS leer ist
Fir alle $: [VAN($)| = 0 gdw [VANS($)| = 0.

Beweis: Sei [VAN($)| # 0. Dann ist mit Theorem 2-75 auch |VANS($)| # 0. Sei nun
[VANS(9)| # 0. Dann gibt es (i, $;) € VANS($)) und mit Definition 2-32 ist dann A(5);)
e VAN($) und damit |[VAN($)| # 0. Damit ist insgesamt |[VAN($)| # 0 gdw [VANS($))|

# 0, woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. o

Theorem 2-77. Bei non-redundantem VANS ist jede Annahme an genau einer Stelle als An-
nahme verflighar

Wenn $ € SEQ und [VAN(H)| = [VANS($)|, dann gilt fir alle ' € VAN($)): Es gibt genau
ein 7 € Dom(VANS($)), so dass I" = A(9)).

Beweis: Sei $ € SEQ und |[VAN($)| = [VANS($)|. Dann gilt nach Theorem 2-69-(ii),
dass VANS(H) < $ und damit mit $ € SEQ und Definition 1-24 und Definition 1-23,
dass [VAN($)| = [VANS(H)| = k fur £ € N. Sei nunT" € VAN($). Dann ist £ > 0. Sodann
gibt es nach Definition 2-32 ein j € Dom(VANS($))), so dass I' = A($);). Sei nun i €
Dom(VANS($)) und I' = A($);). Wére nun ¢ # j. Dann ist [VANS(H)\{(5, 9H,)} = k-1 und
andererseits ist f : VAN($) — VANSHM(@G, 9)} fB) = (min{l | | €
Dom(VANS(H)M (G, £,)3) und A($3:) = B}), Hmin({z |1 « Dom(VANS(S)G, 7)) und A = BY)) €iNe
Injektion von VAN($) in VANS(H)\{(j, $,)}) und somit &£ = [VAN(H)| < k-1. Wider-

spruch! o
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Theorem 2-78. VERS, VANS, VER und VAN in Verkettungen mit ein-gliedrigen Sequenzen
Wenn 9, $' € SEQ und Dom($") =1, dann:

(i)  VERS(H79’) = VERS($) v {(Dom($), H0)},

(i) VANS(H™9H) = VANS(H) v {(Dom($), $'0)},

(i)  VER(®H™H) = VER(%) v {K(9)},

(iv)  VAN(H™9') = VAN(H) v {K(H")}-

Beweis: Seien §, $' € SEQ und sei Dom($") = 1.

Zu (i): Sei (z, (979", € VERS(H™%'). Dann ist i € Dom($H™$H") und A((H™H"),) ist in
$H™H' bei ¢ verfligbar. Sodann ist : € Dom($)) oder : = Dom($)).

Sei nun i € Dom($)). Dann ist (H9"); = $H,. Ware nun A($;) = A((H™$H",) in $ bei i
nicht verfigbar. Dann gébe es nach Definition 2-27 ein 2, so dass 2 ein geschlossener
Abschnitt in § ist und min(Dom(()) < ¢ < max(Dom(2()). Mit Theorem 2-61-(vii) wére
dann wegen $ < $H~ 6" allerdings 20 auch ein geschlossener-Abschnitt in $~$' und
min(Dom(2A)) < ¢ < max(Dom(2()). Damit ware A(($H™9");) aber in H~9' bei ¢ nicht ver-
flgbar. Also ist 7 € Dom($) und A(($H~$"),) ist in $ bei 7 verfigbar und somit (, ($~9"),)
e VERS($).

Sei nun ¢ = Dom($). Dann ist (579 = (H9)oom) = H'o und damit (z, (H™9H"),) =
(Dom(9), %) € {(Dom($), H')}-

Zu (ii): Sei (4, (979"):) € VANS($H™$'). Dann ist mit Theorem 2-69 (i, (9", €
VERS($H™$') und (H~9"); € ASATZ. Dann ist mit (i) (z, ($H9);) € VERS($) u
{(Dom($), H'0)}. Sei (1, (H™H)) € VERS($). Dann ist (i, ($H~9),) € VERS(H) und
(H79"); € ASATZ und damit ist (7, ($H79");) € VANS($). Ist dagegen (i, (H79"),) €
{(Dom($), H%0)}, danniist (i, (H797):) € {(Dom(£), H0)}-

Zu (iii): SeiT' € VER($H™$"). Dann gibt es ein : € Dom($H™9"), so dass " in 6" bei 4
verfugbar ist. Dann ist I' = A((H™$"),) und (¢, (H™$");) € VERS(H™$H'). Damit ist mit (i)
(7, (979":) € VERS(H) u {(Dom($), H'0)}. Sei nun (z, (H~H");) € VERS($). Dann ist i
e Dom($) und T ist in $ bei ¢ verfugbar. Damit ist dann T' € VER($). Sei nun (i,
(H79)) € {(Dom(H), H0)}. Dann ist i = Dom($) und (H~9H"); = H und somit T’ =
A($'0) = K(£) € {K(H)}-

Zu (iv): Sei T' € VAN($H™$'). Dann gibt es ein i« € Dom(VANS($H~9") und T" =
A((H™9),). Dann ist (4, (579" € VANS(H™$") und mit (ii) ist (4, (H79"),) € VANS(H)
u {(Dom($)), H'0)}. Sei nun (i, (H™9H");) € VANS(H). Dann ist : € Dom(VANS($))) und
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9 = (579 und somit T = A($,) € VAN($). Sei nun (i, (H79"),) € {(Dom($), $H'0)}.
Dann ist <= Dom($) und (H~9H"); = H'o und somit I' = A(H'0) = K(H') € {K(H")}. o

Theorem 2-79. VERS, VANS, VER und VAN in Verkettungen mit beliebigen Sequenzen
Wenn $, $' € SEQ, dann:

()  VERS(H™9’) < VERS(H) v {(Dom($H)+i, H') |7 € Dom($)},

(i)  VANS(H™$") < VANS($) u {(Dom(H)+i, $") | i € Dom(H")}.

Beweis: Beweis per Induktion tber Dom($)"). Fir Dom($") = 0 folgt die Induktionsbasis
mit 75" = $H. Angenommen, fur alle H* mit Dom($*) = 5 gilt das Theorem. Zu (i) gilt
also VERS($H™H*) < VERS(9) u {(Dom(H)+i, H*) | i € Dom($H*)} fur alle H* mit
Dom($H*) = ;. Sei nun Dom($)") = j+1. Dann ist Dom($'Dom($")-1) = j. Also ist nach
L.V. VERS(H™($'TDom($)-1)) = VERS(HH) u {(Dom($H)+i, (5TDom(5)-1)) | i €
Dom($'TDom($)-1)} = VERS($) u {(Dom(9)+i, $") | i € Dom($")-1}. Nun ist
VERS($H™$") = VERS(H™(H'TDom($")-1)"{(0, $'oom(s)-1)}). Nach Theorem 2-78 ist aber
VERS(H™(H'TDom(H)-1){(0,  Hooms-)}) < VERS(H™(HTDom($)-1)) v
{(Dom(» ™ (H1Dom(H)-1)),  Hoomm)} =  VERS(H(H1Dom(H)-1)) v
{(Dom($H)+(Dom($')-1), H'oom(s)-1)}- Also insgesamt VERS(H™H) < VERS($) u
{(Dom(H)+:, H) | i € Dom(H)-1} u {(Dom($H)+(Dom($')-1), H'bomes)-1)} und damit
VERS($H™$') < VERS(H) u {(Dom($H)+:, H') | © € Dom($')}. Der Beweis zu (ii) ver-

l&uft analog.

Theorem 2-80. VERS, VANS, VER und VAN in Beschrankungen auf Dom($))-1
Wenn $ € SEQ\{0}, dann:

(i)  VERS() < VERS(HIDom(%)-1) u {(Dom(H)-1, Hooms)-1)},

(i)  VANS(9) < VANS($HIDom($)-1) u {(Dom($)-1, Hooms)-1)}

(i) VER($) < VER®IDOM($)-1) U {A(Hpomsy1)}

(iv)  VAN(H) = VAN(SHIDom($)-1) U {A(SHpons1)}-

Beweis: Sei $) € SEQ\{0}. Dann ist $ = (I Dom(£$)-1)"{(0, Hoom(s)-1)} und die Behaup-
tung ergibt sich mit Theorem 2-78. o
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Theorem 2-81. Die Konklusion ist immer verfligbar
Wenn $ € SEQ\{0}, dann ist K(9) in $ bei Dom($))-1 verfugbar.

Beweis: Sei ©§ e SEQ\{0}. Dann qilt fir alle geschlossenen Abschnitte 2 in $):
max(Dom(2()) < Dom($))-1 und also gibt es keinen geschlossenen Abschnitt 2 in §, so
dass min(Dom(%A)) < Dom($))-1 < max(Dom(2()). Also ist A(Hpom(s)-1) = K(H) in $ bei
Dom($))-1 verfugbar. o

Theorem 2-82. Zusammenhang von Nichtverfligharkeit und der Entstehung eines geschlosse-
nen Abschnitts beim Ubergang von $l Dom($)-1 auf §

Wenn $ e SEQ\{0} und VERS($HI Dom($))-1)\VERS($)) # @, dann:
Es gibt ein B, so dass B ein geschlossener Abschnitt in $ ist und
(i)  min(Dom(*B)) < Dom($)-2 und max(Dom(*8)) = Dom($))-1,
(if)  Fur alle geschlossenen Abschnitte € in HfDom($)-1 gilt: BIDom($)-1 n € = @ oder
min(Dom(®8)) < min(Dom(<)) und max(Dom(<)) < Dom($))-1,
(iii)  Fdr alle geschlossenen Abschnitte €* in § gilt: Wenn &* kein geschlossener Ab-
schnitt in HIDom($))-1 ist, dann ist €* = B,
(iv)  VERS(HIDom($)-1)\VERS(9) < {(j, ;) | min(Dom(:B)) < j < Dom($)-1},
(v)  VERS($) = (VERS(HIDom($)-D)\M(5, 9H,) | min(Dom(B)) < j < Dom($)-1}) u
{(Dom(9)-1, Hooms)-1)}
(vi)  VANS(HIDom($)-1)\VANS($) = {(min(Dom(B)), Hminoomzn)}
(vii)  VANS($IDom($)-1) = VANS($) u {(min(Dom(B)), Hminom(z))}:
(viii)  VER($IDom(9)-I\VER($) < {A($,) | min(Dom(B)) < j < Dom($)-1},
(ix) VER(®IDom(H)-1) < {A(®%) | j € Dom(VERS(H)IDom(H)-1)} u {A(%) |
min(Dom(®8)) < j < Dom($)-1},
(x)  VAN(HIDom(£)-1\VAN($) < {A(Hminoomez))} und
(xi)  VAN($HIDom(9)-1) = VAN(H) u {A(Hminoomz))}-

Beweis: Sei $ € SEQ\{0} und sei VERS(HIDom($)-1)\VERS($)) # 0. Dann gibt es ein ¢
e Dom($€)-1, so dass (4, $;) € VERS(HIDom($)-1)\VERS($)).

Dann gilt nach Definition 2-29 und Definition 2-27, dass es kein 95" gibt, so dass 8’ ein
geschlossener Abschnitt in HfDom($)-1 ist und min(Dom(28") < i < max(Dom(")) und
dass es ein B gibt, so dass 95 ein geschlossener Abschnitt in ) ist und min(Dom(8) <i <
max(Dom(:B)).

Zu (i): Es ist zundchst max(Dom(®8)) < Dom($))-1. Wdre nun Dom($))-2 <
min(Dom(B8)). Dann ware mit Theorem 2-43 Dom($))-1 < min(Dom(28)) <
max(Dom(B)) < Dom($)-1. Widerspruch! Also ist min(Dom(8)) < Dom($)-2. Wére
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nun max(Dom(8)) < Dom($))-1. Dann ware min(Dom(28)) < max(Dom(8)) < Dom($))-
1 und mit Theorem 2-63-(vii) und Theorem 2-61-(vii) B ein geschlossener Abschnitt in
HiDom(H)-1 und es wéare min(Dom(B)) < i < max(Dom(B)). Damit ware aber (i, ;) ¢
VERS(HIDom($))-1). Also gilt, dass max(Dom(28)) = Dom($))-1 und damit insgesamt,
dass min(Dom(®8)) < Dom($))-2 und max(Dom(8)) = Dom($))-1.

Zu (ii): Sei ¢ ein geschlossener Abschnitt in HDom($)-1. Sei nun BIDom(H)-1 n € #
@. Dann ist 8 n € # @. Dann gilt mit Theorem 2-56: 8 < € oder € < B. Da aber € <
HIbom($H)-1 und (Dom($)-1, Hoomes)-1) € B, gilt B < &. Damit gilt € < B. Damit gilt
mit Theorem 2-55: min(Dom(B)) < min(Dom(¢)) und max(Dom(¢)) < max(Dom(B)) =
Dom($)-1.

Zu (iii): Sei €* ein geschlossener Abschnitt in ), aber kein geschlossener Abschnitt in
$HIDom($H)-1. Dann ist max(Dom(€*)) = Dom($))-1. Es gilt namlich: max(Dom(¢*)) <
Dom($)-1. Wére nun max(Dom(€*)) < Dom($))-1, dann wéare mit Theorem 2-63-(Vii)
und Theorem 2-61-(vii) €* entgegen der Voraussetzung ein geschlossener Abschnitt in
HIDom($H)-1. Also gilt Dom($)-1 < max(Dom(€*)) und somit insgesamt max(Dom(€*))
= Dom($)-1 = max(Dom(*8)). Damit ergibt sich mit Theorem 2-52, dass €* = 8.

Zu (iv): Sei (7, ;) € VERS($HIDom($)-1)\VERS($). Dann gibt es einen geschlossenen
Abschnitt € in $, so dass min(Dom(¢)) < ¢ < max(Dom(¢)) und ¢ kein geschlossener
Abschnitt in $5fDom($)-1 ist. Dann gilt mit (iii): € = 2B und somit min(Dom(B)) < i <
max(Dom(8)) = Dom($)-1. Damit gilt dann (¢, ;) € {(4, ;) | min(Dom(*B)) < j <
Dom($)-1}.

Zu (v): Sei zunachst (i, $;) € VERS($). Dann gilt zunéchst mit Theorem 2-80-(i): (¢,
$;) € VERS(HIDom(9)-1) u {(Dom(9)-1, Hoom(s)-1)}- Sodann gilt, dass es keinen ge-
schlossenen Abschnitt € in § gibt, so dass min(Dom(¢)) < i < max(Dom(¢)). Da 8 nun
ein geschlossener Abschnitt in $ ist, gilt dann: (¢, ;) ¢ {(5, ;) | min(Dom(B)) < j <
Dom($)-1}. Damit ergibt sich dann: (i, $,) € (VERS(®IDom(H)-)\{(@, 9, |
min(Dom(B)) < j < Dom()-1}) u {(Dom()-1, Hooms)-1)}-

Sei nun umgekehrt (i, ;) € (VERS(HIDom(9)-\{(5, H,) | min(Dom(B)) < j <
Dom($)-1}) u {(Dom($)-1, Hpom(s)-1)}- Sei zunéchst (i, ;) € VERS(HDom($)-1)\{(j,
$;) | min(Dom(*B)) < j < Dom($)-1}. Ware nun (z, $;) ¢ VERS($). Dann ware (i, §;) €
VERS($IDom($))-1)\VERS($) und (i, ;) ¢ {(j, 9,) | min(Dom(B)) < j < Dom($))-1},
was im Widerspruch zu (iv) steht. Also ist im ersten Fall (i, $,) € VERS($). Sei nun (z,
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$;) € {(Dom($)-1, Hoom(s)-1)}- Dann ist ¢ = Dom($H)-1 und A(Hpom(s)-1) = K($) und da-
mit gilt mit Theorem 2-81 auch im zweiten Fall: (i, $;) € VERS($)).

Zu (vi): Sei zunachst (i, ;) € VANS($HIDom(H)-1))\VANS($). Dann ist (i, $;) €
(VERS(HIDom($)-1) n  ANS(HIDom($H)-1))(VERS(H) n  ANS($)). Da
ANS(HIDom($)-1) = ANS($) ist (z, H:) € ANS($) und somit (7, H)) ¢ VERS($) und
insgesamt (7, $;) € VERS(HDom($)-1)\VERS($)). Somit gilt mit (iv): (7, ;) € B. Dann
ist (z, ;) € ANS($)) n 9 und somit gibt es mit Theorem 2-46 ein &€ < B, so dass € ein
geschlossener Abschnitt in § ist und : = min(Dom(¢)). Sei € so. Wegen (i, $;) €
VERS($HIDom($))-1) ist € dann kein geschlossener Abschnitt in $fDom($)-1 und daher
mit (iii) € = B und daher ; = min(Dom(¢)) = min(Dom(®8)). Dann ist (i, $;) =
(min(Dom(%B)), $Himinoom())-

Nun zum Nachweis von {(min(Dom(B)), Hminpomzy)} < VANS(HIDom($)-
I)Z\VANS($). Zunéchst ist (min(Dom(B)), Hminomezy) € ANS($). Angenommen, es ga-
be einen geschlossenen Abschnitt ¢ in $HIDom($)-1, so dass min(Dom(¢)) <
min(Dom(B)) < max(Dom(¢)). Dann ist € n BfDom($))-1 # 0. Damit wiirde aber mit
(if) gelten: min(Dom(®B)) < min(Dom(¢)). Widerspruch! Also gibt es keinen entspre-
chenden geschlossenen Abschnitt € in $fDom($)-1 und somit ist (min(Dom(8)),
Hminomz))) € VANS(HIDom($)-1). Sodann gibt es mit B selbst einen geschlossenen
Abschnitt 8" in $, so dass min(Dom(28")) < min(Dom(*B)) < max(Dom(8")) und somit
ist (min(Dom(®B)), Hminomez)) ¢ VANS($H) und daher insgesamt (min(Dom(®8)),
Hminoomezy) € VANS($HDom()-1)\WANS(S).

Zu (vii): Sei zunachst (4, $;) € VANS(HDom($)-1). Dann ist (i, $,) € VANS($)) oder
(2, ) ¢ VANS($). Sei nun (4, ;) ¢ VANS($). Dann ist (z, ;) € VANS(HIDom($))-
1)\VANS($) und damit mit (vi): (7, $;) € {(min(Dom(B8)), Hminomezy)}- Also gilt in
beiden Fallen: (z, ;) € VANS() u {(min(Dom(:B)), Himinmom()))}-

Sei nun umgekehrt (i, $;) € VANS($) u {(min(Dom(B)), Hminoomesy)}- Sei nun zu-
néchst (i, ;) € VANS($). Dann ist (i, ;) € ANS($). Sodann gilt mit Theorem 2-80-(ii):
(4, $:) € VANS(®HIDom(9)-1) u {(Dom($)-1, Hooms)1)}. Nun gilt aber mit (i)
max(Dom(8)) = Dom($)-1 und da B ein geschlossener Abschnitt in $ und damit ein
SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in § ist, ist damit mit Theorem 2-28 (Dom($)-1,
Hoomm)-1) € ANS($H) und somit ist (z, ;) ¢ {(Dom($)-1, Hoom(s)-1)}- Damit ist dann (7,
$;) € VANS(HIDom($)-1). Sei nun (3, $;) € {(min(Dom(B)), Hminoom(zy)}- Dann gilt
mit (vi) ebenfalls (3, $;) € VANS($HIDom($))-1).
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Zu (viii): Sei T e VER($HIDom($)-1)\VER($). Dann gibt es ein i e
Dom(VERS($HDom($)-1)) und T’ = A($,). Dann ist (i, ;) € VERS($IDom($)-1) und
(4, ) ¢ VERS($), denn sonst ware I' e VER($). Dann gilt mit (iv): (4, 9.) € {(, ) |
min(Dom(®8)) < j < Dom($)-1}. DannistI' € {A(£;)) | min(Dom(®8)) < j < Dom($)-1}.

Zu (ix): Sei I' € VER($HIDom($)-1). Dann gibt es ein i € Dom(VERS($Dom($))-1)
und T = A($,). Dann ist (i, ;) € VERS($HIDom($)-1) und damit auch i < Dom($)-1.
SodannistT" € {A($;) | min(Dom(*B)) < j < Dom($))-1} oder I ¢ {A(%);) | min(Dom(*B))
< j<Dom($)-1}. Sei nun I ¢ {A(H;) | min(Dom(*B)) < j < Dom($)-1}. Damit ist dann
auch (4, 9:) ¢ {(, H;) | min(Dom(B)) < j < Dom($)-1} und somit insgesamt (i, ;) €
VERS($IDom(9)-1)\{(j, H,) | min(Dom(B)) < j < Dom($)-1}. Mit (v) ist dann (3, $;) €
VERS($) und mit ¢ < Dom($)-1 gilt (;, $;) € VERS($H)IDom($)-1. Also ist i e
Dom(VERS($H)IDom($)-1) und damit I' € {A($,) | ; € Dom(VERS($)IDom($)-1)}.
Also gilt in beiden Féllen: T' € {A($)) | j € Dom(VERS($)IDom($)-1)} u {A(H)) |
min(Dom(*B)) < j < Dom($))-1}.

Zu (x): Sei I' e VAN(®HIDom($)-1)\WAN($). Dann gibt es ein i €
Dom(VANS($IDom($)-1) und T’ = A($),). Dann ist (i, ;) € VANS($HIDom($)-1) und
G, $:) ¢ VANS($), denn sonst wire I' € VAN($). Dann ergibt sich mit (vi): (i, $.) =
(min(Dom(B)), Himinpomezy)- Dannist T' = A($;) = A(Hminomesy) € LA min@omezy)}-

Und zuletzt zu (xi): Mit (vii) gilt: VANS($HIDom($))-1) = VANS($) u {(min(Dom(8)),
Hminoomezy))}. Damit gilt: T e VAN(®HIDom($)-1) gdw es gibt ein i €
Dom(VANS($HIDom($)-1)) und T' = A($,) gdw es gibt ein i € Dom(VANS($)) u
{min(Dom(B))} und I' = A($H;) gdw I' € VAN($H) u {A(SHminoomes))} Also gilt
VAN($Dom($)-1) = VAN($) U {A(Sminoomz))}- O

Theorem 2-83. VERS-Verringerung beim Ubergang von $IDom($)-1 zu $ dann und nur
dann, wenn dabei ein neuer geschlossener Abschnitt erzeugt wird
Wenn § e SEQ\{0}, dann:
VERS($HIDom(9)-1)\VERS($) # 0
gdw
Es gibt ein 9B, so dass
(i) B ein geschlossener Abschnitt in $) ist und

(i)  min(Dom($8)) < Dom($))-2 und max(Dom(B)) = Dom($)-1.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0}. Die Links-Rechts-Richtung ergibt sich unmittelbar mit

Theorem 2-82. Gebe es nun fir die Rechts-Links-Richtung ein 3, so dass B ein ge-



108 2 verfugbarkeit von Aussagen

schlossener-Abschnitt in § ist und min(Dom(28)) < Dom($)-2 und max(Dom(B)) =
Dom($)-1 und sei B so. Dann gilt: (min(Dom(*B)), Hminwpomesy) € VERS(HIDom($)-
INVERS($). Zunachst ist (min(Dom(8)), Hminpomsy) € VERS($), da es mit B selbst
einen geschlossenen Abschnitt 8" in § gibt, so dass min(Dom(*8")) < min(Dom($8)) <
max(Dom($8")).

Sei nun ¢ ein geschlossener Abschnitt in $HfDom($)-1. Dann gilt wegen ¢ <
Hrbom(H)-1 und (Dom($)-1, Hoomes)-1) € B, dass B < €. Damit gilt aber mit Theorem
2-51: min(Dom(®8)) ¢ Dom()). Somit gibt es keinen geschlossenen Abschnitt € in £, so
dass min(Dom(¢)) < min(Dom(8B)) < max(Dom(¢)) und daher gilt: (min(Dom(B)),
Hminomzy) € VERS(HIDom($)-1) und insgesamt: (min(Dom(B)), Hminoomm)) €
VERS($HDom($)-1)\VERS($). o

Theorem 2-84. VANS-Verringerung beim Ubergang von $Dom($)-1 zu $ dann und nur
dann, wenn dabei ein neuer geschlossener Abschnitt erzeugt wird, dessen erstes Glied gerade
der nun unverfiigbare Annahmesatz und das maximale Glied in VANS($)f Dom($)-1) ist

Wenn $ € SEQ\{@d}, dann:
VANS($HDom($)-1)\VANS($) # 0
gdw
Es gibt ein B, so dass
(i) ‘B ein geschlossener Abschnitt in $) ist,
(i)  min(Dom(B)) < Dom($)-2 und max(Dom(®8)) = Dom($)-1 und
(iii)  VANS($IDom($)-1)\VANS($) = {(min(Dom(B)), Hminom(s))} =
{(max(Dom(VANS(£H Dom(£)-1))), Hrmax(omvans(stbom(s)-1)))}-

Beweis: Sei $§ € SEQ\{0}. (L-R): Sei VANS(HIDom($)-1)\VANS($) # 0. Dann gibt es
ein i € Dom($)-1, so dass (i, $;) € VANS($HIDom($)-1))\Dom(VANS($). Dann gilt: (4,
9) e (VERS(HIDom($)-1) n ANS(HIDom(H)-1)NVERS(H) n ANS(H)). Da
ANS($HIDom($)-1) < ANS($), ist (i, ;) € ANS($) und somit (i, ;) £ VERS($)) und
insgesamt (i, ;) € VERS($HIDom($)-1)\VERS($)). Damit gibt es mit Theorem 2-82 ein
B, so dass B ein geschlossener-Abschnitt in § ist und min(Dom(®8)) < Dom($))-2 und
max(Dom(B)) = Dom($)-1 und VANS(HIDom($H)-1)\WVANS($H) = {(min(Dom(:8)),
Hminomez)))}- Dann ist zunéchst (min(Dom(B)), Hminomezy) € VANS(HIDom($)-1)
und damit min(Dom(8B)) € Dom(VANS($Dom($)-1)).

Sodann ist auch min(Dom(28)) = max(Dom(VANS($HIDom($))-1)). Sei namlich k& e
Dom(VANS($HIDom($)-1)) und sei min(Dom(B)) < k. Dann ist (k, 9 €
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VANS($HIDom($))-1) und damit (k, ;) € ANS($HIDom($))-1) und damit auch (k, ;) €
ANS($). Sodann ist dann min(Dom(®B)) < k£ < Dom($))-1 = max(Dom(8)). Damit ist
dann £ € Dom(*B) n ANS($)). Mit Theorem 2-65 ist dann £ = min(Dom(*8)) oder es gibt
ein €, so dass £ = min(Dom(¢)) und min(Dom(*B)) < min(Dom(<)) < max(Dom(¢)) <
max(Dom(*8)) = Dom($))-1. Der zweite Fall ist allerdings ausgeschlossen, da es sonst mit
Theorem 2-63-(vii) und Theorem 2-61-(vii) einen geschlossenen Abschnitt ¢ mit
min(Dom(¢€)) < k < max(Dom(¢)) in $HIDom($)-1 gadbe und damit (k, $.) ¢
VANS($HIDom($))-1) gelten wirde. Also ist £ = min(Dom(8)). Damit ist gezeigt, dass
min(Dom(:8)) = max(Dom(VANS($HIDom($)-1))) und damit gilt
{(Min(Dom(B)), Himin(oom(z))} = {(max(Dom(VANS(53! Dom()-1))),
$max(Dom(VANS(5Dom($)-1)))) }

(R-L): Gibt es umgekehrt einen geschlossenen Abschnitt 9B in $, fir den
VANS(HIDom(9)-1))\WVANS(HH) = {(min(Dom(*B)), Hminoms))}, dann st
VANS($HIDom($)-1))\Dom(VANS($) # @. o

Theorem 2-85. Ist das letzte Glied eines geschlossenen Abschnitts 28 in £ mit dem letzten
Glied von $ identisch, dann ist das erste Glied von B8 das maximale Glied von
VANS($HIDom($)-1) und in $ nicht mehr verflighar

Wenn $ e SEQ\{0} und B ein geschlossener Abschnitt in § ist und max(Dom(®8)) =
Dom($)-1, dann gilt: VANS($H!Dom($)-1I)\WANS(H) = {(min(Dom(B)), Hminomesy)} =
{(max(Dom(VANS($HDom(£)-1))), Himax(pom(vans(sibom(s)-1))}-

Beweis: Sei $§ € SEQ\{0} und sei B ein geschlossener Abschnitt in $ und max(Dom(B))
= Dom($)-1. Dann ist 95 ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in ) und damit gilt
mit Theorem 2-30: min(Dom(8)) < max(Dom(®8)) = Dom($))-1 und somit min(Dom(‘B))
< Dom($)-2. Damit ergibt sich mit Theorem 2-83, dass VERS($HIDom($))\VERS($) # @
ist. Daraus ergibt sich wiederum mit Theorem 2-82-(vi), dass es ein € gibt, so dass € ein
geschlossener Abschnitt in §) ist und VANS($HDom($)-1)\VANS($) = {(min(Dom()),
Hminom(ey)}- Nun ist B ein geschlossener Abschnitt in $ und mit max(Dom(8)) =
Dom($)-1 ist B kein Abschnitt und damit auch kein geschlossener Abschnitt in
$HIDom($)-1. Damit gilt mit Theorem 2-82-(iii): 8 = € und damit VANS($IDom($)-
IZ\VANS(H) = {(min(Dom(*B)), Hminmom(z))}- Damit ergibt sich dann mit Theorem 2-84
unschwer, dass VANS($HDom($)-1)\VANS($) = {(min(Dom(B)), Hminoom(z))} =
{(max(Dom(VANS($IDom($)-1))), Hmax@om(vans(sibom(s)-1))}- O
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Theorem 2-86. Beim Ubergang von $lDom($)-1 zu § verringert sich die Anzahl der verfiig-
baren Annahmesétze maximal um eins.

Wenn $ e SEQ\{0}, dann [VANS($! Dom($)-1)\WVANS($)| < 1.

Beweis: Sei $ e SEQ\{0}. Dann ist VANS($HIDom($)-1))\VANS($)) = @ oder
VANS($HIDom($)-1)\WVANS($) # 0. Im ersten Fall ist [ VANS($HIDom($))-1)\VANS(H)|
= 0. Sei nun VANS($Dom($)-1))\VANS($) # @. Dann gibt es mit Theorem 2-83 einen
geschlossenen Abschnitt % in 6, so dass VANS(HDom($)-1))\VANS(H) =
{(min(Dom(B)), Himinpom(zy)}- Dann ist [VANS(HIDom($)-1)\WVANS($)| = 1. o

Theorem 2-87. Beim Ubergang von $5iDom($)-1 zu § impliziert echte VAN-Inklusion echte
VANS-Inklusion

Wenn $ e SEQY{0} und VAN(H) < VAN®IDom($)-1), dann VANS(H) c
VANS($! Dom($)-1).

Beweis: Sei $) € SEQ\{0} und sei VAN($) = VAN(HIDom($)-1). Dann gibtesein T e
GFORM, so dass I' € VAN($HIDom($)-1)\VAN($). Dann gibt es ein i €
Dom(VANS($IDom($)-1)), so dass I' = A($),). Dann ist i ¢ Dom(VANS($))), denn sonst
ware I' e VAN($). Damit ist VANS($HIDom($))-1)\VANS($) # 0 und mit Theorem 2-84
gibt es einen geschlossenen Abschnitt 9B in §, so dass max(Dom(28)) = Dom($))-1. Dann
ist B ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt in . Dann ergibt sich mit Theorem
2-28, dass (Dom($)-1, $Hpomn)}1) € ANS(H) und damit (Dom($)-1, Hoomn)y1) €
VANS($)). Mit Theorem 2-80 gilt nun: VANS($) < VANS($HIDom($)-1) u {(Dom($))-
1, $Hoom(s)-1)}, S0 dass sich zunéchst einmal VANS($)) = VANS($IDom($))-1) ergibt und
mit (i, $H) € VANSHIDom($)-1)\VANS($) ergibt sich: VANS($H) c
VANS($HIDom($)-1). o

Theorem 2-88. Vorbereitungstheorem (a) fir Theorem 2-90, Theorem 2-91 und Theorem 2-92
Wenn 2l ein Abschnitt in $ ist und [ € Dom($ max(Dom(%())), dann:

(Z, 9;) € VERS($HImax(Dom(21)))

gdw

Fir alle geschlossenen Abschnitte € in $max(Dom(2()) gilt: [ < min(Dom(&)) oder
max(Dom(¢)) <.

Beweis: Sei 2( ein Abschnitt in $ und [ € Dom($HImax(Dom(%2())). (L-R): Sei nun zu-
nachst (I, ;) € VERS($Imax(Dom(2())). Sei nun € ein geschlossener Abschnitt in
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$HImax(Dom(2()). Ware dann min(Dom(¢)) < I < max(Dom(¢)), dann wére damit (I, $;)
¢ VERS($Imax(Dom(2())), was der Annahme widerspricht. Also ist [ < min(Dom(¢))
oder max(Dom(€)) < I. (R-L): Gelte nun fir alle geschlossenen Abschnitte € in
$HImax(Dom(2A)): I < min(Dom(<)) oder max(Dom(¢)) <. Dann gilt fur alle geschlosse-
nen Abschnitte € in $Hfmax(Dom(2l)), dass es nicht der Fall ist, dass min(Dom(¢)) <[ <
max(Dom(¢)). Sodann ist nach Voraussetzung ! € Dom($Imax(Dom(%())) und damit ist
A($) in HImax(Dom(2l)) bei [ verfugbar. Also gilt: (/, $;) € VERS($Imax(Dom(%1))). o

Theorem 2-89. Vorbereitungstheorem (b) fir Theorem 2-90, Theorem 2-91 und Theorem 2-92
Wenn 2( ein Abschnitt in ) ist und [ € Dom($ max(Dom(%())), dann:
(7, 91) € VANS($HI max(Dom(2()))
gdw
(7, $) € ANS($) und fir alle geschlossenen Abschnitte € in $fmax(Dom(2l)) gilt: [ <
min(Dom()) oder max(Dom(&)) <.

Beweis: Sei 2( ein Abschnitt in $ und [ € Dom($HImax(Dom(%2())). (L-R): Sei nun zu-
nachst (I, ;) € VANS($HImax(Dom(())). Dann ist (I, ;) € VERS($HImax(Dom(())) n
ANS($HImax(Dom(R())) und da ANS(HImax(Dom(2())) < ANS($) ist damit (I, ) €
ANS($). Sodann ergibt sich mit (/, ;) € VERS($Hmax(Dom(2())) und Theorem 2-88,
dass fir alle geschlossenen Abschnitte ¢ in $I'max(Dom(2()) gilt: [ < min(Dom(<)) oder
max(Dom(€)) < I. (R-L): Sei nun (I, $;) € ANS($)) und gelte fir alle geschlossenen Ab-
schnitte € in $Hfmax(Dom(2()): I < min(Dom(€)) oder max(Dom(¢)) <. Nach Vorausset-
zung gqilt, dass | e Dom($Hmax(Dom(2())) und damit, dass (I, ;) e
ANS($HImax(Dom(R())). Sodann ergibt sich mit Theorem 2-88, dass (I, ;) e
VERS($max(Dom(2())) und damit insgesamt, dass (/, ;) € VANS($HImax(Dom(2())). o
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Theorem 2-90. SE-Schlief3t!-Theorem
2l ist ein Abschnitt in ) und es gibt A, T' € GFORM so dass
(1) A®minomey) = A und (Mmin(Dom(2A)), Hminomy)) € VANS($HI max(Dom(2L))),
(i) A(Dmaxoomay)-1) =T,
(i) Es kein 7 mit min(Dom(A)) < r < max(Dom(A))-1 gibt, so dass (r, $,) €
VANS($HImax(Dom(%())) und
(iv)  Hmaxoom@y = "AlsO A — T
gdw
2l ist ein SE-geschlossener Abschnitt in £.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Theorem 2-66, Theorem 2-88 und Theorem 2-89. o

Theorem 2-91. NE-SchlieRt!-Theorem
2 ist ein Abschnitt in $ und es gibt A, T' € GFORM und i € Dom($)), so dass
(i)  min(Dom(2A)) < i< max(Dom()),
(i) A(Dminomey) = A und (min(Dom(2A)), Hminomey) € VANS(HI max(Dom(A))),
(i) A(9) =T und A(Hmaxpomeey)-1) = "I
oder
A($;) = "=I"" und A(Hmaxomey-1) = T
(iv) (4, $;) € VERS(HImax(Dom(%L))),
(v) Es kein » mit min(Dom(2A)) < r < max(Dom())-1 gibt, so dass (r, 9,) €
VANS($max(Dom(2())) und
(Vi) $Hmaxome@y = "Also —A"
gdw
2l ist ein NE-geschlossener Abschnitt in §.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Theorem 2-67, Theorem 2-88 und Theorem 2-89. o



2.3 VERS, VANS, VERund VAN 113

Theorem 2-92. PB-SchlieRt!-Theorem

20 ist ein Abschnitt in $ und es gibt £ € VAR, B € PAR, A € FORM, wobei FV(A) < {¢}, T
€ GFORM und 8 € ABS($)), so dass

(i) A(®minomesy) = "VEA™ und (min(Dom(B)), Hminpomsy) € VERS(HImax(Dom(2A))),

(i) A(minomesy+1) = [B, & A] und (min(Dom(B))+1, Hminwom)+1) €
VANS($Imax(Dom(2))),

@ity A maxom)-1) =T,
(iV)  $Hmaxoomes) = "Also I,
(v) BeTTEMH{A,T}),
(vi)  Eskein j <min(Dom(®8)) gibt, so dass p € TT(%,),
(vii)  20=B\{(min(Dom(B)), Hminoomes))} und
(viit) Es kein r mit min(Dom(A)) < r < max(Dom(2())-1 gibt, so dass (r, 9,) €
VANS($HImax(Dom(21)))
gdw
2l ist ein PB-geschlossener Abschnitt in .

Beweis: Ergibt sich direkt aus Theorem 2-68, Theorem 2-88 und Theorem 2-89. o






3 Der Redehandlungskalkul

Die Metatheorie des Kalkils ist nun hinreichend entwickelt, damit dieser etabliert werden
kann (3.1). Sodann wird fir diesen Kalkil ein Ableitungs- und ein Konsequenzbegriff
etabliert (3.2). Den Abschluss des Kapitels bildet der Beweis von Theoremen, die die

Arbeitsweise des Kalkils beschreiben und im weiteren Fortgang natzlich sind (3.3).

3.1 Der Kalkul

Mit dem Redehandlungskalkil werden nun Regeln fur das Annehmen und das Folgern
etabliert, die letztendlich das Ableiten von Aussagen aus Aussagenmengen anleiten. Dazu
ist vorbereitend zu bemerken: Ein Autor nimmt eine Aussage I' an, indem er den Satz
"Sei I'" dulRert, und ein Autor folgert eine Aussage I', indem er den Satz "Also I'" &uRert.
Ein Autor aulRert die leere Sequenz, indem er nichts duRert. Ein Autor duRert eine nicht-
leere Sequenz $), indem er nacheinander flr jedes i € Dom($) $; auBert. Ein Autor setzt
eine Sequenz $ zu einer Sequenz $H* fort, wenn er $ geduRert hat und nun eine Sequenz
$" auBert, so dass H* = H~H'. Ein Autor setzt also eine von ihm gedullerte Sequenz ) zu
der Sequenz $H u {(Dom($)), "Sei I'")} fort, indem er I" annimmt, d.h., indem er "Sei I'"
aufert, und ein Autor setzt eine von ihm gedulRerte Sequenz $ zu der Sequenz $) u
{(Dom($y), "Also I'")} fort, indem er I folgert, d.h., indem er "Also I'"" auRert.™

Die Regeln des Kalkuls — und nur diese — sollen es erlauben, eine bereits geduferte Se-
quenz $ zu einer Sequenz $' mit Dom($") = Dom($)+1 fortzusetzen. Im Anschluss an
das Reglement kann dann ein Ableitungs- und ein Konsequenzbegriff etabliert werden,
wobei Ableitungen genau die nicht-leeren Sequenzen sein sollen, die sich nach den Re-
geln des Kalkdls duRern lassen (1 3.2).

Wie fur pragmatisierte Kalkile des naturlichen Schliel3ens ublich gibt es eine Annah-
meregel (Handlungsanleitung 3-1) und 16 Folgerungsregeln (Handlungsanleitung 3-2 bis
Handlungsanleitung 3-17). Zusatzlich enthalt der Kalkul eine Interdiktionarklausel (IDK,
Handlungsanleitung 3-18), die alle Fortsetzungen verbietet, die nicht durch

11 Zum Zusammenhang des Vollzugs von Redehandlungen bzw. Redehandlungssequenzen und der AuRe-
rung von Sétzen bzw. Satzsequenzen siehe HINST, P.: Logischer Grundkurs, S. 58-71, SIEGWART, G.:
Vorfragen, S. 25-32, Denkwerkzeuge, S. 39-52, und Alethic Acts. Offenbar setzt die hier gepflegte Au-
Rerungsrede voraus, dass die mit Postulat 1-1 und Postulat 1-2 geforderten Zeichen und Zeichenverket-
tungen duRerbare Gebilde sind.
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Handlungsanleitung 3-1 bis Handlungsanleitung 3-17 erlaubt sind. Unter den Folgerungs-
regeln regulieren jeweils zwei einen der Junktoren, Quant(ifikat)oren oder den ldentitats-
pradikator. Mit einer der beiden Regeln wird der Operator >eingefiihrt¢, mit der anderen
>beseitigt«.

Zum besseren Verstandnis sei hier noch einmal die Verfugbarkeitsrede in Stenoform
wiederholt: Ist $ eine Sequenz, dann ist (7, £;) genau dann in VERS($)), wenn die Aussa-
ge von $; in $ bei 7 verflgbar ist. Ferner ist (z, ;) genau dann in VANS($)), wenn die
Aussage von $); in $ bei 7 verflgbar und $; ein Annahmesatz ist. Sodann ist I" genau dann
Element von VER($)), wenn es (i, $;) € VERS($) gibt, so dass I" die Aussage von $); ist
und T ist genau dann Element von VAN($)), wenn es (i, ;) € VANS($) gibt, so dass I"
die Aussage von $; ist.

Um vorbereitend eine intuitiv eingdngige Kurzfassung des Reglements zu geben, sei
vereinbart: Wenn man eine Sequenz $ geduBert hat und I" in $ bei ¢ verfligbar ist, dann
hat man I' in $) bei ¢ gewonnen. Wenn A die letzte bei der AuRerung von $) gemachte
Annahme ist, die noch verfugbar ist, und man I" in $) nach bzw. mit der Annahme von A
gewonnen hat, dann hat man I" in $ im Ausgang von der Annahme von A gewonnen.
Setzt man $ zu $ u {(Dom($), X)} fort und ist A = A($,) eine in § bei i verfligbare An-
nahme, die in H u {(Dom($H), X)} bei ¢ nicht mehr verfligbar ist, dann hat man sich von
der Annahme von A bei 7 befreit.

Nun die Kurzform des Reglements unter Vernachl&ssigung von Sequenz- und Stellenbe-
zug: Man darf jede Aussage I" annehmen (AR); hat man als letztes I" im Ausgang von der
Annahme von A gewonnen, dann darf man "A — I"" folgern und sich so von der Annah-
me von A befreien (SE); hat man A und "A — I'" gewonnen, dann darf man I" folgern
(SB); hat man A und I" gewonnen, dann darf man "A A I folgern (KE); hat man "A A T
oder T A A" gewonnen, dann darf man I" folgern (KB); hat man "A — T und T — A”
gewonnen, dann darf man "A < I'" folgern (BE); hat man A und "A «<» I"" oder A und T
< A" gewonnen, dann darf man I" folgern (BB); hat man I oder A gewonnen, dann darf
man "A v I'" folgern (AE); hat man™B v A", "B — I'"" und "A — I gewonnen, dann
darf man I" folgern (AB); hat man im Ausgang von der Annahme von A entweder I" und
als letztes "—I"" oder "—I"" und als letztes I" gewonnen, dann darf man "—A™ folgern und

sich so von der Annahme von A befreien (NE); hat man "——I" gewonnen, dann darf
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man I" folgern (NB); hat man [B, &, A] gewonnen, wobei 3 kein Teilterm von A oder von
einer verfligbaren Annahme ist, dann darf man "AEA™ folgern (UE), hat man "AEA™ ge-
wonnen, dann darf man [0, &, A] folgern (UB); hat man [0, & A] gewonnen, dann darf
man "VEA™ folgern (PE); hat man "VEA™ gewonnen, als nachstes [B, & A] angenommen,
wobei 3 ein neuer Parameter und kein Teilterm von A ist, und dann im Ausgang von der
Annahme von [B, &, A] als letztes I gewonnen, wobei 3 kein Teilterm von T ist, dann darf
man I" folgern und sich so von der Annahme von [B, &, A] befreien (PB); man darf "6 = 6
folgern (IE); hat man "0y = 6, und [6o, &, A] gewonnen, dann darf man [04, &, A] folgern
(IB); das ist alles, was man darf (IDK).

Es folgen nun die Regeln des Redehandlungskalkils in ihrer verbindlichen Formulie-

rung:

Handlungsanleitung 3-1. Annahmeregel (AR)

Wenn man $) € SEQ geédulRert hat und I' € GFORM, dann darf man $ zu $ u {(Dom($), "Sei
1)} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-2. Subjunktoreinfiihrungsregel (SE)
Wenn man $) € SEQ geéulert hat, A, T ¢ GFORM und ¢ € Dom($)) und
() A®)=Aund (i 9H) € VANS(S),
(i))  A(9poms)1) = T und
(iii)  Eskeinmit:<[<Dom($)-1 gibt, so dass (/, $;) € VANS(9),
dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also A — I"")} fortsetzen.

Man beachte, dass die Anwendung der Subjunktoreinfiihrungsregel SE-geschlossene Ab-
schnitte gemal Definition 2-24 erzeugt (vgl. Theorem 2-90). Setzt man $ mittels SE zu $)
u {(Dom($)), "Also A — I"")} fort, so ist daher in ) u {(Dom($)), "Also A — I"")} keine
der bei der AuRerung von $) ab (einschlieBlich) dem i-ten Glied gefolgerten oder ange-
nommenen Aussagen verfligbar, es sei denn, die Aussage war in $) schon vor dem i-ten
Glied verfugbar (vgl. Definition 2-27). Davon ist natirlich die neuerdings verfligbare
Subjunktion "A — T ausgenommen, die sie ja die Aussage des neuen letzten Gliedes
bildet und damit in jedem Fall in der nun insgesamt geduRerten Sequenz verfligbar ist
(vgl. Theorem 2-81). Da die Aussage des letzten Gliedes einer Sequenz $) in £ immer bei
Dom($)-1 verfligbar ist, reicht es auch, in Klausel (ii) der Regel zu fordern, dass das

Sukzedens der zu folgernden Subjunktion die Aussage des letzten Gliedes von $) ist, ohne
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zusétzlich zu fordern, dass diese Aussage dort auch verfugbar ist. Analoges betrifft
Handlungsanleitung 3-10 (NE) und Handlungsanleitung 3-15 (PB).

Handlungsanleitung 3-3. Subjunktorbeseitigungsregel (SB)

Wenn man $ e SEQ gedufRert hat, A, T € GFORM und {A, "A — T} < VER(%), dann darf
man $ zu $H u {(Dom($H), "Also I'")} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-4. Konjunktoreinfiihrungsregel (KE)

Wenn man $) € SEQ geéulRert hat und A, T' € VER($)), dann darf man $ zu $ u {(Dom($)),
"Also A A T7)} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-5. Konjunktorbeseitigungsregel (KB)

Wenn man $) € SEQ geduRert hat, A, T' € GFORM und {"A AT, T A A"} n VER($) # 0,
dann darf man $ zu $ u {(Dom($), "Also I'")} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-6. Bisubjunktoreinfiihrungsregel (BE)

Wenn man $ € SEQ geduBert hat, A, T' € GFORM und {"A - T7, T — A"} < VER(#),
dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also A < T"")} fortsetzen.

Hier wird die metalogische Separiertheitsmaxime, nach der jede Regel genau einen Ope-
rator regulieren soll, verletzt. Im Regelantezedens wird gefordert, dass bestimmte Sub-
junktionen bereits verfligbar sind. Die Bisubjunktoreinfiihrungsregel ist damit zugleich

eine Subjunktorbeseitigungsregel fir Subjunktionen in bestimmten Kontexten.

Handlungsanleitung 3-7. Bisubjunktorbeseitigungsregel (BB)

Wenn man $ € SEQ geduBert hat, A € VER($), I' € GFORM, und{"A - TI7, T A"} n
VER($) # @, dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also I'")} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-8. Adjunktoreinfiihrungsregel (AE)

Wenn man $) € SEQ gedulert hat, A, T' € GFORM und {A, T} n VER($) # @, dann darf man
Hzu $H u {(Dom($), "Also A v I')} fortsetzen.
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Handlungsanleitung 3-9. Adjunktorbeseitigungsregel (AB)

Wenn man $ € SEQ geédulert hat, B, A,T' e GFORMund{' BvA', B—>T","A—>T"} C
VER($), dann darf man $) zu $ u {(Dom($)), "Also I'")} fortsetzen.

Hier wird die metalogische Separiertheitsmaxime ein zweites Mal verletzt. Im Regelante-
zedens wird gefordert, dass bestimmte Subjunktionen bereits verfligbar sind. Die Adjunk-
torbeseitigungsregel ist damit zugleich eine Subjunktorbeseitigungsregel fur Subjunktio-

nen in bestimmten Kontexten.

Handlungsanleitung 3-10. Negatoreinfiihrungsregel (NE)

Wenn man $ € SEQ geauBert hat, A, I' € GFORM und 4, j € Dom($)) und
i) i<y
(i) A(%:)=Aund (i, ;) € VANS($),

(i) A($)) =T und A(Hpom(s)-1) = "I
oder
A(®;) = "I und A(Hpomem)1) = T,
(V) (. $)) € VERS(),
(v)  Eskein [ miti<<Dom($)-1 gibt, so dass (I, $;) € VANS($),
dann darf man $) zu $ v {(Dom($), "Also —A™)} fortsetzen.

Die Anwendung der Negatoreinfihrungsregel erzeugt NE-geschlossene Abschnitte ge-
maR Definition 2-25 (vgl. Theorem 2-91). Setzt man $ mittels NE zu $ u {(Dom($),
"Also —A™)} fort, so ist dementsprechend in $H u {(Dom($)), "Also —A™)} keine der bei
der AuRerung von $) ab (einschlieBlich) dem i-ten Glied gefolgerten oder angenommenen
Aussagen verflgbar, es sei denn, die Aussage war in $ schon vor dem i-ten Glied verfug-
bar (vgl. Definition 2-27). Davon ist natlrlich die neuerdings verfligbare Negation "—A”
ausgenommen. Da die Aussage des letzten Gliedes einer Sequenz $ in § immer bel
Dom($)-1 verfugbar ist (vgl. Theorem 2-81), reicht es ferner, in Klausel (ii) der Regel
nur zu fordern, dass eines der Widerspruchsglieder bei 5 verfugbar ist und das andere Wi-

derspruchsglied die Aussage des letzten Gliedes von §) ist.

Handlungsanleitung 3-11. Negatorbeseitigungsregel (NB)

Wenn man $ e SEQ gedufRert hat, T € GFORM und ——I"" € VER(%), dann darf man $) zu
H u {(Dom($), "Also I'")} fortsetzen.
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Handlungsanleitung 3-12. Universalquantoreinfuhrungsregel (UE)

Wenn man $ e SEQ gedulert hat, B € PAR, § € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, [B,
& A] € VER(9) und B ¢ TTFM({A} u VAN(%)), dann darf man $ zu $ u {(Dom($), "Also
NEA™)} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-13. Universalquantorbeseitigungsregel (UB)

Wenn man $) € SEQ geéulRert hat, 6 € GTERM, £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},
und "AEA™ € VER($)), dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also [6, &, A]")} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-14. Partikularquantoreinfiihrungsregel (PE)

Wenn man $) € SEQ geéulRert hat, 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},
und [0, &, A] € VER($)), dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also VEA™)} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-15. Partikularquantorbeseitigungsregel (PB)

Wenn man $) € SEQ geduRert hat, B € PAR, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, T
GFORM und i € Dom($)), und

() A@$)="VEA" und (i, H) € VERS(),

(i)  A($Hi1) =[B, & Alund (i+1, $Hi1) € VANS(9),

(i) A(Hpom)1) =T,

(iv) PBg TTEM({A,T}),

(v) Eskeinj<igibt,sodassp e TT($)),

(vi)  Eskein m miti+1 <m < Dom($)-1 gibt, so dass (m, $,,) € VANS(9),
dann darf man $ zu $ v {(Dom($), "Also I"")} fortsetzen.

Die Anwendung der Partikularquantorbeseitigungsregel erzeugt PB-geschlossene Ab-
schnitte gemaR Definition 2-26 (vgl. Theorem 2-92). Setzt man also $) mittels PB zu $ u
{(Dom($), "Also I'")} fort, so ist in $ u {(Dom($), "Also T™")} keine der bei der AuRe-
rung von $) nach dem i-ten Glied gefolgerten oder angenommenen Aussagen verfligbar,
es sei denn, die Aussage war in £ schon vor dem i+1-ten Glied verflgbar (vgl. Definition
2-27). Davon ist naturlich die zuletzt gefolgerte Aussage I" ausgenommen, die in der nun
insgesamt geduRerten Sequenz in jedem Fall verfiigbar ist. Da die Aussage des letzten
Gliedes einer Sequenz $ in $ immer bei Dom($)-1 verfiigbar ist (vgl. Theorem 2-81),
reicht es auch, in Klausel (iii) der Regel nur zu fordern, dass I' die Aussage des letzten

Gliedes von $) ist.
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Handlungsanleitung 3-16. Identitatseinfiihrungsregel (IE)

Wenn man $) € SEQ geduRert hat und 6 € GTERM, dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Al-
so0 6 = 67)} fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-17. Identitatsbeseitigungsregel (IB)

Wenn man $) € SEQ geéulRert hat, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, 0o, 0, €
GTERM und {6, = 6,7, [80, & A]} < VER($), dann darf man $ zu $ u {(Dom($)), "Also
[01, &, A]™)} fortsetzen.

Zuletzt wird ein Verbot gesetzt, das den interdiktiondren Status des Reglements explizit
macht. Dazu werden fur die Fortsetzung von $) zu $' alle 17 Regelantezedentia als uner-
fullt vorausgesetzt. Dieser Zustand ist dann hinreichend daflr, dass man $ nicht zu $'

fortsetzen darf.

Handlungsanleitung 3-18. Interdiktionarklausel (IDK)
Wenn $ ¢ SEQ oder wenn man $ nicht geduRert hat oder wenn es keine B, I', A € GFORM
und 6, 6, € GTERM und B € PAR und & € VAR und A" e FORM, wobei FV(A") < {&}, und
1, j € Dom($) gibt, so dass
@ $H' =9 u{(Dom($), "Sei ')} oder
(i)  A() = A, (¢ 9) € VANS(H), A(Hpoms)-1) = I', es kein I mit 7 < I < Dom($)-1 gibt,
so dass (I, ;) € VANS($) und ' =6 u {(Dom($), "Also A — I'")} oder
@ii) {A, "A—>T"} < VER($) und ' = $H u {(Dom($)), "Also I'")} oder
(iv) {A, T} < VER($)und ' =5 u {(Dom(5)), "Also A AT™)} oder
(v) {AAT", TAA"'}nVER®)#0und ' =$H u {(Dom($), "Also I'")} oder
vi) {/A->T", T—>A"} < VER($)und $' =5 u {(Dom($)), "Also A — T)} oder
(vii) A e VER(H), {'"A-T", T A"} n VER(H) 0 und $' = H u {(Dom($), "Also
")} oder
(viii) {A, T} n VER($H) #0und $'=$H u {(Dom($)), "Also A v T7)} oder
(ixX) {BvA', B->T',"A—-T"} < VER($H) und $' =5 u {(Dom($)), "Also T")} oder
(X)  i<j, A®) = A, (¢ H) € VANS(H), A(H;) =T und A(Hpom(s)-1) = I oder A(H,) =
"I und A(Hoomy-1) =T, (4, H;) € VERS($), es kein I mit ¢ < [ < Dom($)-1 gibt, so
dass (I, ;) € VANS($), und ' = $H u {(Dom($)), "Also —A™)} oder

xi) "=—I" € VER($H) und ©' = $H u {(Dom($), "Also I"")} oder

(xii) B, & A"l € VER(9), B ¢ TTFM({A} u VAN($)) und ' = $ u {(Dom($)), "Also
NEA™)} oder

(xiil)  "AEAT e VER(H) und ' = H u {(Dom($), "Also [0, & AT")} oder
(xiv) [0g, & A"l € VER(H) und $' = $ u {(Dom($), "Also VEA™)} oder
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(xv) A(H) = VEA", (i, ) € VERS(H), A(H:1) = [B, & AT, (i+1, Hi1) € VANS(S),
A(Doomy-1) =T, B ¢ TTEFM({A', T'}), es kein [ <1 gibt, so dass B € TT($,), es kein m
mit +1 < m < Dom($))-1 gibt, so dass (m, $,,) € VANS($) und $' = $ u {(Dom($),
"Also I'")} oder

(xvi) $H'=9H u {(Dom(9), "Also 6, =06,")} oder
(xvii) {0 =017, [0o, & A]} < VER(H) und §' = $ u {(Dom($), "Also [0, &, A]")},
dann darf man $ nicht zu §' fortsetzen.

Handlungsanleitung 3-18 besagt informell: Wenn keine der Regeln Handlungsanleitung
3-1 bis Handlungsanleitung 3-17 die Fortsetzung von $) zu $' erlaubt, dann darf man $
nicht zu §' fortsetzen.

Mit der Setzung der 18 Regeln wurde der Kalkdil etabliert. Er kann nun im vollen Um-
fang eingesetzt werden. Will man dem Kalkul spater weitere Regeln hinzufiigen — zum
Beispiel fur das Anziehen, das Konstatieren oder das axiomatische und definitorische
Setzen - so ist Handlungsanleitung 3-18 zu revidieren (vgl. Kap. 7). Im nédchsten Ab-
schnitt wird nun ein Ableitungs- und Konsequenzbegriff fir den Kalkul etabliert (3.2)
und sodann ein Beweis von Theoremen erbracht, die die Funktionsweise des Kalkils
deutlich machen (3.3).
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3.2 Ableitungsbegriff und deduktive Konsequenzschaft

Mit der Etablierung des Kalkils bleibt nun noch die Aufgabe, einen entsprechenden Ab-
leitungs- und Konsequenzbegriff zu etablieren und dessen Adaquatheit zu zeigen. Da Ab-
leitungs- und Konsequenzschaft nicht an die tatsichliche AuRerung von Sequenzen, son-
dern nur an deren AuBerbarkeit gemiR den Regeln gebunden sein sollen, ist der
Ableitungsbegriff dabei nicht unter Ruckgriff auf die vollen Regeln des Kalkiils — die ja
jeweils die AuRerung einer Sequenz verlangen —, sondern unter alleinigem Ruiickgriff auf
deren jeweiligen sequenzenspezifischen und duBerungsunabhangigen Anteil zu etablieren.

Dazu wird zunéchst fur jede Regel des Kalkils eine Funktion definiert, die einer Se-
quenz $) jeweils die Menge der Sequenzen zuordnet, zu denen ein Autor, der §) geduBert
hat, $ nach der entsprechenden Regel fortsetzen darf (Definition 3-1 bis Definition 3-17).
Im Ausgang von diesen Funktionen wird dann die Funktion HAB etabliert, die einer Se-
quenz $ die Menge der Sequenzen zuordnet, zu denen ein Autor, der $ geduRert hat, $
nach einer der Regeln des Kalkils fortsetzen darf (Definition 3-18). Darauf aufbauend
wird dann die Menge der Ableitungen, HL, als die Menge der Sequenzen definiert, von
denen jede ihrer nichtleeren Beschrankungen eine regeltreue Fortsetzung der néchst klei-
neren Beschrénkung ist (Definition 3-19). Eine Ableitung einer Aussage I" aus einer Aus-

sagenmenge X wird dann ein nicht-leeres HL-Element sein, fiir das gilt: K($)) = T" und
VAN($H) = X (Definition 3-20). Sodann erfolgt die Einfihrung des deduktiven Konse-
quenzbegriffs und umgebender Begrifflichkeiten fur den Kalkil, wobei eine Aussage I"
genau dann deduktive Konsequenz einer Aussagenmenge X sein wird, wenn es eine Ab-
leitung von T" aus einem Y < X gibt (Definition 3-21).

Wie angekindigt, werden nun zunéchst zu den Regeln in 3.1 analoge Funktionen defi-

niert:

Definition 3-1. Annahmefunktion (AF)
AF ={(9, X)| 9 € SEQund X = {$' | Es gibt ' ¢ GFORM
und ' = u {(Dom(£), "Sei I")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-1. Da die Menge der geschlossenen Formeln nicht leer ist,

ergibt sich als Korollar, dass auch AF($)) fiir keine Sequenz $ leer ist.
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Definition 3-2. Subjunktoreinfihrungsfunktion (SEF)

SEF={($, X) | $H € SEQund X ={$'| Es gibt A, " € GFORM und ¢ € Dom($)), so dass
()  A(®)=Aund (i, 5) € VANS(H),
(i)  A®pome)1) =T,
(iii)  Eskeinmiti<[<Dom($)-1 gibt, sodass (/, $;) € VANS($)), und
(iv)  9'=9 v {(Dom(H), "Also A —T")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-2.

Definition 3-3. Subjunktorbeseitigungsfunktion (SBF)
SBF={(9, X)|$H € SEQund X ={9' | Esgibt A, T €« GFORM, so dass {A, "A >T"}
VER($), und &' = $ v {(Dom($), "Also I'"")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-3.

Definition 3-4. Konjunktoreinfuhrungsfunktion (KEF)
KEF = {($, X) | 9 € SEQund X = {§' | Es gibt A, T’ € VER($) und
H' =9 v {(Dom(9), "Also A ATT)}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-4.

Definition 3-5. Konjunktorbeseitigungsfunktion (KBF)

KBF = {(, X) | $ € SEQ und X = {$'| Es gibt A, ' €« GFORM, so dass
{"AAT", TAA} n VER(H)#0und H' = u {(Dom($), "AlsoT")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-5.

Definition 3-6. Bisubjunktoreinfiihrungsfunktion (BEF)

BEF={($, X) | 9 € SEQund X ={6'| Es gibt A, ' € GFORM, so dass {"A —» I,
T > A"} VER(®)und ' =6 u {(Dom(9H), "Also A - T7)}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-6.

Definition 3-7. Bisubjunktorbeseitigungsfunktion (BBF)

BBF = {($, X) | $H € SEQund X = {H' | Es gibt A € VER($)) und T" € GFORM, so dass
{"A-T7, T A"} n VER(H) #0, und $H' = $H u {(Dom($), "AlsoT7)}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-7.
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Definition 3-8. Adjunktoreinfihrungsfunktion (AEF)
AEF ={($, X) | $ € SEQund X ={$' | Es gibt A, T' € GFORM, so dass
{A, T} n VER(9) £0,und $H' = H u {(Dom($), "Also A vI)}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-8.

Definition 3-9. Adjunktorbeseitigungsfunktion (ABF)
ABF={(9, X) | $H € SEQund X ={9'|Es gibt B, A, T € GFORM, so dass {"'B v A",
B—-I","A—>T"} < VER(H),und $H'=H u {(Dom(H), "AlsoI")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-9.

Definition 3-10. Negatoreinfihrungsfunktion (NEF)
NEF ={(9, X) | % € SEQund X = {$'| Esgibt A, T' € GFORM und i, j € Dom($)), so dass
) i<y,
(i) A($:)=Aund (i, 9) € VANS(H),
(i) A(5) =T und A(pom(s)2) = I
oder
A($;) = I und A($Hoomes)-1) =T,
(iv) (. 9 € VERS(9),
(v) Eskeinimiti<<Dom($)-1 gibt, so dass (/, $;) € VANS($)) und
(vi) %' =9 v {(Dom(H), "Also —A")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-10.

Definition 3-11. Negatorbeseitigungsfunktion (NBF)
NBF={($, X) | % € SEQund X ={$'| Es gibt ' € GFORM, so dass "——I" € VER($)), und
H'=9H v {(Dom(9H), "Also IT)}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-11.

Definition 3-12. Universalquantoreinfiihrungsfunktion (UEF)
UEF ={($, X) | $H € SEQund X = {H' | Es gibt B € PAR, & € VAR und A € FORM, wobei
FV(A) < {&}, so dass
(i) [B.& A] € VER(%),
(i) B e TTEM({A} v VAN($)) und
(i)  H'=9H v {(Dom(H), "Also AEA™)}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-12.
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Definition 3-13. Universalquantorbeseitigungsfunktion (UBF)

UBF={($, X)|$H € SEQund X ={9'| Es gibt 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei
FV(A) < {&}, so dass "AEA™ € VER(9), und $' = $ u {(Dom($), "Also [6,
& A}

Vgl. Handlungsanleitung 3-13.

Definition 3-14. Partikularquantoreinfiihrungsfunktion (PEF)

PEF={(H, X)| 9 € SEQund X = {$'| Es gibt £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}
und 8 € GTERM, so dass [6, &, A] € VER($), und ' =$H u {(Dom($), "Al-
so VEA")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-14.

Definition 3-15. Partikularquantorbeseitigungsfunktion (PBF)

PBF = {($, X) | $ € SEQund X = {$'| Es gibt B € PAR, £ € VAR, A € FORM, wobei
FV(A) € {€}, T € GFORM und i € Dom($)), so dass

()  A(®9)="VEA" und (i, £:) € VERS(%),
(i) A1) = [B, & Al und (i+1, $;1) € VANS(S),
(iii)  A(Hpomy2) =T,
(iv) B¢ TTEM{A, T},
(v) Eskeinj<:gibt, sodassp € TT($,),
(vi) Eskein m miti+l <m<Dom($)-1 gibt, so dass (m, $,,) € VANS($), und
(vii)  H'=$H v {(Dom($), "Also I"")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-15.

Definition 3-16. ldentitatseinfihrungsfunktion (IEF)

IEF={(%, X) | 9 € SEQ und X ={$'| Es gibt ein 6 € GTERM, so dass
$H'=9H u {(Dom(H), "Also 6 =0")}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-16. Da die Menge der geschlossenen Terme nicht leer ist,
ergibt sich als Korollar, dass wie AF($)) auch IEF($) fur keine Sequenz $) leer ist. Diese
Sachverhalt schlagt sich weiter unten in Theorem 3-2 nieder.
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Definition 3-17. Identitatsbeseitigungsfunktion (IBF)

IBE = {(57), X) | 5,:') e SEQ und X = {f)' | Es glbt 90, 91 € GTERM, a e VAR UNd A € FORM,
wobei FV(A) < {€}, so dass {0, = 0", [0, & A]} = VER($), und
$'= 9 u {(Dom($), "Also [61, §, A]")}}}

Vgl. Handlungsanleitung 3-17.

Im Folgenden wird nun die Menge der Ableitungen, HL (Definition 3-19), und dann das
Ableitungsprédikat: .. ist eine Ableitung von .. aus .." (Definition 3-20) definiert. Dabei
soll HL neben der leeren Sequenz alle und nur die Sequenzen enthalten, zu denen sich die
leere Sequenz nach den Regeln des Kalkils fortsetzen lasst. Unter Rickgriff auf die so-
eben definierten Annahmefunktion und die soeben definierten Einfiihrungs- und Beseiti-
gungsfunktionen wird dementsprechend HL so definiert, dass HL die Menge der Sequen-
zen ist, von denen jede ihrer nichtleeren Beschrankungen eine regeltreue Fortsetzung der

néchst kleineren Beschrankung ist. Dazu wird zunachst die Funktion HAB definiert:

Definition 3-18. Zuordnung der Menge der Annahme- und Folgerungsfortsetzungen einer
Sequenz (HAB)

HAB = {(6, X) | § € SEQ und X = U{AF($), SEF($), SBF($), KEF(%), KBF($), BEF(),
BBF(%), AEF(9), ABF(%), NEF(%), NBF(H), UEF(H), UBF(9), PEF(H),
PBF(9), IEF(H), IBF(£)}}

HAB ist also so definiert, dass ein Autor, der $ € SEQ gedullert hat, $ genau dann zu &'
fortsetzen darf, wenn $' € HAB($)). Vor der Definition der Menge der Ableitungen, HL,

werden nun zundchst einige Theoreme zu HAB bewiesen.

Theorem 3-1. HAB-Fortsetzungen von Sequenzen sind Sequenzen
Wenn $ e SEQ, dann ist HAB($)) < SEQ.

Beweis: Sei $§ € SEQ. Sei ' € HAB($)). Dann gilt ' € AF() oder $' € SEF($) oder
' € SBF($) oder ' € KEF($) oder $' € KBF($)) oder $' € BEF($)) oder $' € BBF($)
oder $' € AEF($) oder ' € ABF($) oder $' € NEF() oder $' € NBF($) oder ' €
UEF($) oder $' € UBF($) oder ' € PEF($) oder $' € PBF($) oder $' € IEF($) oder
H' e IBF($). Dann ergibt sich aus Definition 3-1 bis Definition 3-17, dass $' = $ u
{(Dom($), £)} flr ein ¥ € SATZ. In allen Fallen gilt mit Definition 1-23 und Definition
1-24 ' € SEQ. O
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Als nédchstes soll gezeigt werden, dass HAB($)) flr keine Sequenz $ leer ist, dass also

jede Sequenz irgendwie verlangert werden kann.

Theorem 3-2. HAB ist fir keine Sequenz leer
Wenn $ e SEQ, dann ist HAB($) # @.

Beweis: Sei $ € SEQ. Nun gilt, dass "xo' € GTERM. Also ist nach Definition 3-16 $ u
{(Dom($)), "Also Xo = Xo")} € IEF(H). Also ist $ u {(Dom($), "Also Xo = Xo')} €
HAB(9) £0. o

Theorem 3-3. Die Elemente von HAB($) sind Fortsetzungen von $) um genau einen Satz
Wenn $ € SEQ und $' € HAB($), dann gibt es 2 € PERF und I' € GFORM, so dass ' = $
u {(Dom($), "ET")}.

Beweis: Sei $ € SEQ und ' € HAB($). Dann ist §)' € AF($) oder ' € SEF($)) oder $'
e SBF($) oder $' € KEF($) oder $' € KBF($) oder ' € BEF($) oder $' € BBF($))
oder $' € AEF($) oder ' € ABF($)) oder $' € NEF() oder $' € NBF($) oder ' €
UEF($) oder $' € UBF($) oder ' € PEF($) oder $' € PBF($) oder $' € IEF($) oder
' e IBF(H).

Sei ©' € AF($). Dann gibt es gemal Definition 3-1 I' €¢ GFORM, so dass $' = $ v
{(Dom($)), "Sei I'")}. Dann ist $H'pom(s) = "Sei I'" und damit gibtes = € PERFund I" €
GFORM, so dass $' = $ u {(Dom($), "ET7)}.

Sei ' € SEF(9) oder ' € SBF($) oder ' € KEF($) oder $' € KBF($) oder ' €
BEF($) oder $' € BBF() oder $' € AEF($)) oder $' € ABF($)) oder $' € NEF($) oder
H' € NBF($) oder ' € UEF($) oder $' € UBF($)) oder ' € PEF($)) oder $' € PBF($)
oder ' € IEF($) oder ' € IBF($). Dann gibt es gemaR Definition 3-2 bis Definition
3-17 jeweils I' e GFORM, so dass $' = $ u {(Dom($), "Also I'"")}. Dann ist §'pom(s) =
TAlso I und damit gibt es abermals € PERF und I' € GFORM, so dass $' = $) u
{(Dom(%), "EIM)}. o

Theorem 3-4. HAB-Fortsetzungen von Sequenzen sind genau um eins machtiger als die Aus-
gangssequenz

Wenn $ € SEQ und ' € HAB($), dann Dom($)") = Dom($))+1.

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € HAB($). Dann gibt es mit Theorem 3-3 = € PERF und '
e GFORM, so dass $'= 9 u {(Dom($), "E 1)} und damit Dom($)") = Dom($)+1. o
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Theorem 3-5. Eindeutige HAB-Vorganger
Wenn $ € SEQ und $' € HAB($), dann $'TDom($’)-1 = §.

Beweis: Ergibt sich unmittelbar aus Theorem 3-3 und Theorem 3-4. o

Definition 3-19. Die Menge der Ableitungen (HL)
HL = {$ | $ € SEQ und fiir alle j < Dom(9) gilt: Hj+1 € HAB($H/)}

Theorem 3-6. Eine Sequenz $ ist genau dann in HL, wenn sie leer oder HAB-Fortsetzung von
HIDom(H)-1 und HIDom($))-1 ein HL-Element ist

9 e HL
gdw
$ =0 oder $ € HAB($HIDom($)-1) und $HIDom($)-1 € HL.

Beweis: (L-R): Sei $ € HL und $ # 0. Dann ist zundchst $ € SEQ\{0}. Sodann ist
HIDom($H)-1 € SEQ. AuBerdem ist HIDom($H)-1 < $ und fur alle ; < Dom($) gilt
(HrDom($H)-1)I7 = Hij. Wegen $ e HL gilt sodann fiir alle 5 < Dom($)) nach Definition
3-19 9j+1 € HAB(HI7). Damit gilt zweierlei: Zum einen ist $ = HIDom($H)-1+1 e
HAB($HIDom($)-1). Zum anderen gilt dann fur alle j < Dom($)-1 = Dom($Dom($))-1)
ebenfalls (HIDom(H)-1)Ij+1 = Hlj+1 € HAB(HI)) = HAB((HIDom($)-1)!'7). Also ist
nach Definition 3-19 $fDom($))-1 € HL.

(R-L): Sei $ = 0 oder $H € HAB(HIDom($)-1) und HIDom(H)-1 € HL. Wenn $ = 0,
dann ist $ € SEQ und es gilt trivial, dass $Hj+1 € HAB(H[) fir alle j < Dom($)). Sei
nun $ = @ und H e HAB(HIDom($H)-1) und HIDom(H)-1 € HL. Also gilt nach
Definition 3-19 $HDom($)-1 € SEQ und (HfDom($)-1)Ij+1 € HAB(($HIDom($)-1)!7)
fur alle j < Dom($)-1 und daruber hinaus $ € HAB($IDom($)-1). Nach Theorem 3-1
und Theorem 3-4 ist dann $ € SEQ und es gilt fiir alle 5 < Dom($) $Ij = (HIDom($)-
DI und damit Hj+1 = (HIDom(H)-1)Ij+1 € HAB((HIDom($)-1)I7) = HAB(HI) fur
alle j < Dom($)-1. Wenn aber 7 = Dom($))-1, dann ist Hj+1 = HIDom($H)-1+1 = H e
HAB($Dom($)-1) = HAB($!). Also gilt insgesamt fir alle j < Dom($)), dass HIj+1 €
HAB($') und damit $) € HL. o

Das folgende Theorem wird in den weiteren Kapiteln haufig genutzt, ohne jedes Mal ex-

plizit angezogen zu werden:
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Theorem 3-7. Die regelgemaRe Fortsetzung eines HL-Elements fiihrt zu einem nicht-leeren
HL-Element

Wenn § € HL und §' € AF($) u SEF($) u SBF($) u KEF($) u KBF($) u BEF($) u
BBF(H) u AEF($) u ABF() u NEF($) u NBF($) u UEF($) u UBF($) u PEF($) u
PBF($) u IEF(H) u IBF($), dann ist $' € HL\{0}.

Beweis: Sei § e HL und $' € AF($) u SEF(H) u SBF(H) u KEF($) u KBF($) u
BEF($) u BBF($)) u AEF($) u ABF() u NEF($) u NBF($) u UEF($) u UBF(§) u
PEF($) u PBF($) u IEF($) u IBF($). Dann ist nach Definition 3-18 $' € HAB($) und
damit wegen $) € HL mit Theorem 3-6 $' € HL. Mit Theorem 3-3 ist sodann ' # @ und
damit $' € HL\{0}. o

Theorem 3-8. Nicht-leere Sequenzen sind genau dann HL-Elemente, wenn es auch alle ihre
nicht-leeren Anfangsabschnitte sind

Wenn $) € SEQ\{0}, dann: $ € HL\{0} gdw fir alle i € Dom($): $Hli+1 € HL\{0}.

Beweis: Sei $ € SEQ\{0}. (L-R): Sei $ € HL\{0}. Dann gilt nach Definition 3-19 fiir al-
le i € Dom($)), dass HI(i+1) € HAB($I4). Nun ist wegen $ € SEQ\{0} auf alle Félle O
e Dom($€). Dann ist also $I'1 € HAB($!0) = HAB(®). Nun gilt mit Theorem 3-6 @ € HL
und damit ergibt sich mit $1 € HAB(0) wiederum mit Theorem 3-6, dass $HI'1 € HL und
mit 0 € Dom($) dann auch $H1 e HL\{@}. Gelte nun fir i: wenn ¢ € Dom($)), dann
Hli+l € HL\{@}. Sei nun i+1 € Dom($)). Dann ist i € Dom($) und damit nach I.V. auch
Hli+l e HL\{0}. Nun ist aber HI(i+2) € HAB(HIi+1). Wegen $ € SEQ\{0} und i+1 €
Dom($) ist Hli+l = (HI(+2))IDom(HI(+2))-1. Mit Theorem 3-6 ist dann $Hi+2 €
HL\{0}.

(R-L): Gelte nun umgekehrt fir alle : € Dom($)): $Hli+1 € HL\{@}. Dann ist mit $ e
SEQ\{0} Dom($)-1 € Dom($)) und somit HIDom($H)-1+1 = € HL\{0}. o

Unter Rickgriff auf Definition 3-19 wird nun ein Ableitungsbegriff eingefuhrt. Darauf
aufbauend wird dann, nach einigen Theoremen und einer Beispielbetrachtung zum Ablei-

tungskonzept, ein entsprechender Konsequenzbegriff etabliert.
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Definition 3-20. Ableitung
£ ist eine Ableitung von I" aus X
gdw

(i) 9 eHL{a},

(i) T =K($)und

@iii) X =VAN(9).

Mit Blick auf Definition 3-19 sind jetzt genau diejenigen nicht-leeren Sequenzen Ablei-
tungen einer Aussage aus einer Aussagenmenge, die sich sukzessiv jeweils unter Anwen-

dung der Regeln des Redehandlungskalkdils duRern lassen.

Theorem 3-9. Eigenschaften von Ableitungen
Wenn $ eine Ableitung von T" aus X ist, dann:
(i) 9 e SEQ\{0},
(i) T € GFORM und
(i) X < GFORMund |X| € N.

Beweis: Sei $) eine Ableitung von T" aus X. Dann ist $ € HL\{0} und K($) =T und X =
VAN($). Mit Definition 3-19 ist $§ € SEQ\{0}. Nach Definition 1-25, Definition 1-24,
Definition 1-23, Definition 1-18 und Definition 1-16 ist K($)) = I' € GFORM. Darlber
hinaus ist nach Definition 1-23 Dom($)) € N. Mit Definition 2-32, Definition 2-30 und
Definition 2-29 ist damit auch X < VAN($) < GFORM und |[VAN(9)| =|X| € N. o

Theorem 3-10. In nicht-leeren HL-Elementen, sind alle nicht-leeren Anfangsabschnitte -
Ableitungen ihrer Konklusion

Wenn $ € HL\{0}, dann gilt fur alle : € Dom($): $Hli+1 ist eine Ableitung von A($;) aus
VAN(HIi+1).

Beweis: Sei $ € HL\{0}. Dann gilt mit Theorem 3-8 fiir alle i € Dom($): Hli+l e
HL\{0}. Ferner ist fur alle i € Dom($9): A($,) = K($Hli+1) und VAN($Hli+1) =
VAN($HIi+1). o
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Theorem 3-11. Eindeutigkeitssatz fiir den Redehandlungskalkiil*?
Wenn $ € SEQ, dann:
(i)  Esgibt keinT" und kein X, so dass $) eine Ableitung von T aus X ist
oder
(i)  Es gibt genau ein T" und genau ein X, so dass $) eine Ableitung von I" aus X ist.

Beweis: Sei $ € SEQ. Dann gibt es kein " und kein X, so dass $) eine Ableitung von I
aus X ist oder es gibt ein I" und ein X, so dass $ eine Ableitung von I'" aus X ist. Im ers-
ten Fall gilt die Behauptung. Gebe es nun fir den zweiten Fall ein T und ein X, so dass
eine Ableitung von I" aus X ist. Dann ist nach Definition 3-20 $ € HL\{0}, I" = K($)) und
VAN($) = X. Nun ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen, damit die Einzigkeit folgt. Seien
dazu I und X" so, dass $) eine Ableitung von I aus X" ist. DannistT" = K($) =T und X"

=VAN(H) = X. 0

Dieses Ergebnis sei zundchst illustriert. Sei dazu & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) <
{&}, und sei p € PAR\TT(A). Sei nun $* die folgende Sequenz:

Beispiel [3.1]

Sei  A&-A

Sei  VEA

Sei [B, & A]
Sei  VEA

Also  VEA A [B, &, A]
Also [B, & A]
Also  —[B, &, A]
Also  —VEA
Also  —VEA
Also  —VEA

© 00O N oo o1l A W N -, O

Kommentar: Nach Theorem 3-11 sollte sich nun eindeutig ein " und ein X finden lassen,

so dass $** eine Ableitung von I aus X ist. Dies ist tatsachlich der Fall, denn $) ist eine

12 Zur Formulierung eines entsprechenden Theorems fiir eine Regulierung des Pradikats '.. ist eine Ablei-
tung von .. aus .." bei der die an dritter Stelle genannte Aussagenmenge nicht mit der Menge der in der
an erster Stelle genannten Sequenz verfligbaren Annahmen identisch, sondern nur eine Obermenge der-
selben sein muss, siehe FuRnote 3.
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Ableitung von "—VEA™ aus {"AE—A"}. Das lasst sich durch eine informelle Betrachtung
plausibilisieren. Dazu sei die Sequenz zundchst mit einem Kommentar versehen, der an-

schlieRend erlautert wird.

Beispiel [3.2] verfg.

0 Sei A&-A (AR) 0

1 Sei  VEA (AR) 0,1

2 Sei [B, & A] (AR) 0,1,2

3 Sei \VeA (AR) 0,1,2,3

4  Also VEAAIB, & A] (KE); 2,3 0,1,2,3,4
5 Also [B, & A] (KB); 4 0,1,2,3,4,5
6 Also —[B,¢& A] (UB); 1 0,1,2,3,4,5,6
7 Also —VEA (NE);5,6 0,1,2,7

8 Also —VEA (PB);1,7 0,1,8

9 Also —VEA (NE); 1,8 0,9

Kommentar: In der zweiten Spalte von rechts sind wie ublich die Regeln (vgl. Abschnitt
3.1), nach denen der bereits gedullerte Anfangsabschnitt der Sequenz fortgesetzt werden
darf, sowie die jeweiligen Prdmissenzeilen vermerkt. Ganz rechts auRen stehen jeweils
die Zeilennummern der Zeilen, deren Aussagen in der Beschrankung von P4 auf den
Nachfolger der aktuellen Zeilennummer verfligbar sind. Man beachte, dass dabei die in
HBUN (1 < i < 10) jeweils verfiigbaren Aussagen und Annahmen eindeutig bestimmt
sind.

Sodann gilt, dass etwa die Folgerung in Zeile 8 nur nach PB und die Folgerung in Zeile
9 nur nach NE korrekt ist, wobei die Pramissenzeilen eindeutig bestimmt sind. In Zeile 8
ist NE deswegen ausgeschlossen, weil einerseits die in Zeile 2 angenommene Aussage
in$*1'8 noch verfiigbar ist, so dass 1 als >Eréffnungsannahmex fiir NE ausfallt, wahrend
andererseits 3 als Er6ffnungsannahme flr NE ausfallt, weil die dort angenommene Aus-
sage in $H8 an dieser Stelle nicht verfugbar ist. Umgekehrt ist in 9 PB ausgeschlossen
(und NE méglich), weil die Ersatzannahme in Zeile 2 in $®19 an dieser Stelle (und
uberhaupt) nicht mehr verflgbar ist.

Uberpriift man auch alle anderen Zeilen, so (iberzeugt man sich leicht davon, dass $2*
e HL. Die Menge der insgesamt in $3P*verfiigbaren Annahmen ist eindeutig bestimmt,
da man nach Definition 2-27, Definition 2-29, Definition 2-30 und Definition 2-32 fur
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jede angenommene Aussage A in § feststellen kann, ob A € VAN($P). Wie gewiinscht
zeigt sich, dass VAN($HPY) = {"Aé=A"}. Unproblematisch lasst sich $pomezap1 = Al-
so —VEA™ ablesen, so dass sich Theorem 3-11 bestétigt.

Der Kommentar dient dabei nicht zur Disambiguierung, aus welcher Aussagenklasse
die Aussage in der letzten Zeile abgeleitet wurde, sondern zur leichteren Nachvollzieh-
barkeit. Dabei ist zu bemerken, dass der Regelkommentar in $3* zufalligerweise eindeu-
tig bestimmt ist, dass sich fir andere Sequenzen jedoch unter Umstanden verschiedene
Regelkommentare angeben lassen: Unter Umstianden kann namlich ein Ubergang durch-
aus nach verschiedenen Regeln, etwa UB und PB, korrekt sein. Es ist jedoch ausgeschlos-
sen, dass die Mdglichkeit alternativer Regelkommentare Auswirkungen auf die Eindeu-
tigkeit des Verfligbarkeitskommentars hat. Die Feststellung der verfiigbaren Aussagen
bzw. Zeilen erfolgt namlich nicht Gber den Regelkommentar, sondern nach der Definition
der Verfugbarkeit und damit letztendlich nach der Definition der geschlossenen Abschnit-
te. Die gesonderte Definition der Verflgbarkeit schlie3t es nun aus, dass sich bei einem
Ubergang, der nach mehreren Regeln korrekt ist, je nach unterstellter Regelanwendung
unterschiedliche Verfligbarkeiten ergeben. Damit bleibt immer eindeutig, ob es sich bei
einer gegebenen Sequenz um die Ableitung einer bestimmten Aussage aus einer bestimm-
ten Aussagenklasse handelt.

Geschlossene Abschnitte entstehen dann und nur dann, wenn sich SE, NE oder PB an-
wenden lassen (vgl. Theorem 3-23 und Theorem 3-24). Ist ein Ubergang also etwa nach
UB und PB korrekt, dann verandern sich die Verfiigbarkeiten wie beim Ubergang nach
PB. Damit ist man als Benutzer des Redehandlungskalkiils beim Vollzug von bestimmten
Folgerungen eingeschrankt: Es steht einem etwa nicht offen, eine annahmeeliminierende
Folgerung nach PB als nicht annahmeeliminierende Folgerung nach UB zu vollziehen.
Man mag dies als Nachteil fur die Handlichkeit im Gebrauch empfinden, allerdings geht
dieser Nachteil, so es denn einer ist, mit dem Vorteil einher, dass sich fiir jede AuBerung
einer Sequenz durch einen Autor eindeutig feststellen lasst, ob damit eine Ableitung einer
bestimmten Aussage aus einer bestimmten Aussagenmenge geduflert wurde: Die Mdg-
lichkeit, die teilweise in anderen Kalkiilen besteht, die AuRerung ein und derselben Se-
quenz unterschiedlich zu beschreiben und damit etwa die AuRerung einer Sequenz §

einmal als AuBerung einer Ableitung von I' aus X und einmal als AuBerung einer Se-
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quenz, die keine Ableitung von I" aus X ist, zu beschreiben, ist im Rahmen des Rede-

handlungskalkils nicht vorgesehen. Beim Ableiten im Redehandlungskalkul ist man we-
der auf graphische Mittel zur Markierung von Unterableitungen noch auf metasprachliche
Kommentare in der Form von Regel- oder Abhangigkeitsanzeigern angewiesen: Im Rah-
men des Redehandlungskalkiils sind AuBerungen von Satzsequenzen nicht deutungsbe-
dirftig.

Nun folgt die Einflhrung eines deduktiven Konsequenzbegriffs und einiger handelsib-
licher metalogischer Begrifflichkeiten. In Kap. 4 werden dann einige Eigenschaften der
deduktiven Konsequenzschaft, wie etwa Reflexivitat, Transitivitat und Abgeschlossenheit
unter Einflhrung und Beseitigung gezeigt. Daraufhin wird dann in Kap. 6 ein Adaqua-
theitsbeweis des Kalkils bezuglich der modelltheoretischen Konsequenzschaft vorgelegt.
Diese selbst wird in Kap. 5 zur Verfligung gestellt. Nun zur Definition der Konsequenz-
schaft:

Definition 3-21. Deduktive Konsequenzschaft

XHT
gdw
X < GFORM und es gibt ein $, so dass

(i) % eine Ableitung von I" aus VAN($)) ist und

(i) VAN($H) c X.
Mit Theorem 3-9 gilt dann also wie Ublich, dass fur X < GFORM: X  I' genau dann,
wenn es endliches Y < X gibt, so dass Y  I'. Daraus ergibt sich dann mit Definition
3-23, dass X genau dann konsistent ist, wenn alle endlichen Y < X konsistent sind, und
mit Definition 3-24, dass X < GFORM genau dann inkonsistent ist, wenn es endliches Y
C X gibt, so dass Y inkonsistent ist. Das folgende Theorem ist unter Definition 3-20

aquivalent zu Definition 3-21:

Theorem 3-12. I" ist genau dann deduktive Konsequenz aus einer Aussagenmenge X, wenn es
ein nicht-leeres $ aus HL gibt, so dass I" die Konklusion von $ und VAN($) < X ist

X T gdw X < GFORM und es gibt $ € HL\{@}, so dass I" = K($)) und VAN($) < X.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Definition 3-20 und Definition 3-21. o
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Definition 3-22. Beweisbarkeit
T gdw@ T,

Definition 3-23. Konsistenz

X ist konsistent
gdw
X < GFORM und es gibt keinT' €« GFORM, sodass X —T"und X — "—I".

Definition 3-24. Inkonsistenz

X ist inkonsistent
gdw
X < GFORM und es gibteinT' € GFORM, so dass X —T und X - "—I".

Theorem 3-13. Aussagenmengen sind genau dann inkonsistent, wenn sie nicht konsistent sind
Wenn X < GFORM, dann: X ist inkonsistent gdw X ist nicht konsistent.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Definition 3-23 und Definition 3-24. o

Definition 3-25. Deduktive Konsequenz fiir Mengen
X m—=Y gdw X u Y < GFORM und fir alle A € Y gilt: X - A.

Definition 3-26. Beweisbarkeit fliir Mengen

Definition 3-27. Der Abschluss einer Aussagenklasse unter deduktiver Konsequenz
X" ={A|A e GFORM und X I A}

Bevor in Kap. 4 und 6 die Ublichen Eigenschaften fir den hier etablierten deduktiven
Konsequenzbegriff bewiesen werden, folgt nun mit Kap. 3.3 zundchst noch ein Abschnitt

zur Funktionsweise des Kalkdls.
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3.3 VERS, VANS, VER und VAN in Ableitungen und bei

einzelnen Ubergangen

Nun werden Theoreme zu den einzelnen Regeln (vgl. Kap. 3.1) beziehungsweise Opera-
tionen (vgl. Kap. 3.2) etabliert, die gewissermalien die Arbeitsweise des Redehandlungs-
kalkils beschreiben. Genauer werden Theoreme bewiesen, die die Zusammenhénge zwi-
schen der Anderung der Verfligbarkeiten (VERS, VANS, VER, VAN) beim regeltreuen
Fortsetzen eine Sequenz $) zu einer Sequenz $' einerseits und der dabei verwendeten Re-
gel oder Operation andererseits darstellen. Gleichzeitig bilden diese Theoreme die Basis
fir die in den folgenden Kapiteln bewiesenen Theoreme zur deduktiven Konsequenz-
schaft (Kap. 4) und zum Nachweis der Korrektheit und der Vollstandigkeit des Rede-
handlungskalkiils (Kap. 6). Am Abschluss des Kapitels bietet Theorem 3-30 einen Uber-
blick Uber die Gestalt von und die Verfligbarkeitsverhaltnisse in Ableitungen im

Redehandlungskalkul.

Theorem 3-14. VERS, VANS, VER und VAN in HAB
Wenn $ € SEQ und ' € HAB(%), dann:
()  VERS(%) < VERS($) u {(Dom($), H'voms)}:
(i) VANS($) = VANS(H) u {(Dom(5), H'vome))}:
(iii)  VER($H") < VER($) v {K($H"} und
(iv)  VAN(®) = VAN(H) u {K($")}.

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € HAB($)). Dann gibt es mit Theorem 3-3 E € PERFund I'
e GFORM, so dass $' = $H u {(Dom($), "'ET7)} =H"{(0, "=Z1™)} und die Behauptung
folgt mit Theorem 2-78. o

Theorem 3-15. VERS, VANS, VER und VAN bei AR
Wenn $ € SEQ und ' € AF($)), dann:
() VERS(H)NVERS(H) = {(Dom(£), 'pom(s))}
(i)  VERS(%) = VERS($) u {(Dom($), $bom(s)}
(iii)  VANS(H)\VANS($) = {(Dom(£), £'vom(s))}
(iv)  VANS($') = VANS(9H) u {(Dom($)), 9'pom))}
(V) VER(O)WVER(®) < {K(H)},
(vi)  VER($) = VER(%) v {K(H)},
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(vii)  VAN(H)IWVAN(SH) < {K($)} und
(viii)  VAN($') = VAN(9) v {K(H)}.

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € AF($). Dann gilt mit Definition 3-18 ' € HAB($)). So-
dann gilt mit Definition 3-1, dass esI' € GFORM gibt, so dass ' = $ u {(Dom($), "Sei
Iy}

Zu (i): Sei (i, $') € VERS($H')\WERS($)). Dann folgt mit Theorem 3-14-(i): (i, ") €
{(Dom($), H'bom(s))}- Sodann gilt mit Theorem 2-81: (Dom($)), H'oomn)) € VERS($')
und es gilt (Dom($), $H'oomi)) € VERS(H) < H. Also (Dom($)), H'oomes) €
VERS($')\VERS()).

Zu (ii): Mit Theorem 3-14-(i) gilt: VERS($)") < VERS(9) u {(Dom($)), $'pom(s))}- SO-
dann gilt, dass (Dom($)), H'ooms)) = (Dom($), "Sei I'") € ANS($'). Damit gilt mit
Theorem 2-29, dass es keinen SE- oder NE- oder EA-artigen und damit auch keinen ge-
schlossenen Abschnitt 98 in §' gibt, so dass min(Dom(28)) < Dom($))-1 = Dom($")-2 und
max(Dom(®B)) = Dom($)) = Dom(H)-1. Dann gilt mit Theorem 2-83
VERS(H)\WVERS($") = @ und damit VERS($) < VERS($'). Mit (i) gilt (Dom($),
$H'pom(s)) € VERS($') und mithin VERS($) u {(Dom($), H'boms))} < VERS($').

Zu (iii): Sei (4, ') € VANS(H)\VANS($). Dann folgt mit Theorem 3-14-(ii): (z, ") €
{(Dom($)), H'bom(s))}- Sodann gilt mit (i): (Dom($), H'boms)) € VERS($') und es gilt so-
dann (Dom($)), H'oom(s)) = (Dom($), "Sei I'") € ANS($') und damit (Dom($)), $'bom(s))
€ VANS($') und (Dom($)), H'oom(s)) € VANS($) < 6.

Zu (iv): Mit (iii) gilt, dass (Dom($), H'bom)) € VANS($H') = VERS(H) n ANS($").
Damit gilt mit (ii): VANS($) u {(Dom($), H'bom))} = (VERS($H) n ANS($)) u
({(Dom(8), H'vame)} N ANS(5) = (VERS($) U {(DOm(H), H'om(sy)}) n ANS($) =
VERS($') n ANS(§') = VANS($").

Zu (v), (vi), (vii), (viii): (v) ergibt sich mit Theorem 3-14-(iii) und (vii) ergibt sich mit
Theorem 3-14-(iv). (vi) ergibt sich mit (ii) und (viii) ergibt sich mit (iv). o
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Theorem 3-16. VANS-Vermehrung nur bei AR

Wenn $ € SEQ und ' € HAB(%), dann:
(i)  Wenn VANS(H) < VANS($'), dann $' € AF($) und
(i)  Wenn VAN(H) < VAN($H"), dann ' € AF($).

Beweis: Sei $§ € SEQ und ' € HAB($). Zu (i): Sei VANS($) < VANS($H'). Dann gibt
es (4, ") € VANS(H)\VANS($). Dann ist (3, ;) € ANS($). Sodann gilt mit Theorem
3-14-(ii): (3, ") = (Dom($), $'pom(s)) und somit (Dom($)), H'bom(s)) € ANS($'). Dann ist
mit Definition 3-1 ' € AF($). Zu (ii): Sei VAN($) < VAN($'). Dann ist mit Theorem
2-74 VANS($) < VANS($) und es gibt (i, ') € VANS(H)\VANS($). Damit ergibt

sich die Behauptung wie zu (i). o

Theorem 3-17. VERS, VANS, VER und VAN bei Ubergangen ohne AR
Wenn $ € SEQ und ' € HAB(H)\AF($), dann:

()  VERS(%') < VERS($) v {(Dom(£), $'pom(s))}

(i)  VANS(H') < VANS(),

(iii)  VER(®" < VER($) v {K(H"} und

(iv)  VAN(H") < VAN(H).

Beweis: Sei $' € HAB(H)\AF($)). (i) und (iii) folgen mit Theorem 3-14-(i) und -(iii). So-
dann gilt mit ' € HAB($H)\AF($) und Definition 3-1 bis Definition 3-18, dass (Dom($),
H'pom(s) = (DOM($), "Also A($H'pom(s)”) & ANS(H') und somit (Dom($), H'bom(s) &
VANS($"). Damit ist mit Theorem 3-14-(ii) VANS($') < VANS($). Mit Theorem 2-74

ergibt sich (iv) aus (ii). o

Theorem 3-18. Nicht-leeres VANS ist hinreichend fur SE
Wenn $ e SEQ und VANS($) # 0, dann ist § u {(Dom($), "Also A(HmaxDomvanss))) —
K($)")} € SEF(9).

Beweis: Sei $ e SEQ und VANS($) # @. Dann ist (max(Dom(VANS($)))),
Hmaxomvans@))) € VANS(H) und es ist A(Hoomn)-1) = K(H) und es gibt kein [ mit
max(Dom(VANS($))) < | < Dom($)-1, so dass (I, ;) € VANS(H). Damit ist mit
Definition 3-2 $ u {(Dom($)), "Also A(Hmaxomvans(s)y)) — K(H)')} € SEF(9). o
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Theorem 3-19. VERS, VANS, VER und VAN bei SE
Wenn $) € SEQ und ' € SEF($), dann:
@) {0, 9') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)} ist ein SE-geschlossener Abschnitt in
9,
(i)  VERS(HWERS($) < {(j, ") | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)},
(i) VERS($) = (VERS(OM(, 9%) | max(Dom(VANS(%))) < j < Dom(9)}) v
{(Dom($), $'poms)}
(iv)  VANS(H)\WWVANS($’) = {(max(Dom(VANS(5))), ' max@om(vans)}:
(V) VANS(H) = VANS(H') u {(max(Dom(VANS($))), 5'max@omvans)}:
(vi)  VER(®)\WER($') < {A($')) | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)},
(vii) VER(®) < {A®) | j e Dom(VERS(H)IDom($H)} v {A®) |
max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)},
(viii)  VAN(H)I\WVAN($H") < {A(S maxomvansm))
(iX)  VAN(9) = VAN($') u {A($ maxpomvans(s)))} und
() K®) = "Al maxpom(vans(s)y) = K($H)™

Beweis: Sei $ € SEQ und ' € SEF($). Dann gilt mit Definition 3-18 $' € HAB(%).
Sodann gilt mit Definition 3-2: Es gibt A, I' € GFORM und < € Dom($)), so dass A(,) =
A und (7, $;) € VANS($) und A(Hpoms)-1) = I und es kein I mit ¢ < [ < Dom($))-1 gibt, so
dass (I, ) € VANS(H) und ' = H u {(Dom($), "Also A — I'"")} und somit §' e
SEQ\{0} und $ = H'TDom($).

Sodann ist B = {(j, 9')) | i < j < Dom($)} ein Abschnitt in $' und A($";) = A und (3, $")
e VANS($'TDom($)) und A($'boms)-1) = I' und es gibt kein [ mit ¢ < [ < Dom($))-1, so
dass (I, ') € VANS(H'TDom($)) und A($'pom(s)) = "A — I''. Damit gilt mit Theorem
2-90, dass B ein SE-geschlossener Abschnitt in §)'" ist.

Da sodann max(Dom(®8)) = Dom($)) = Dom($’)-1 ergibt sich mit Theorem 2-85

VANS($'TDom($")-1)\WVANS($") = {(min(Dom(B)), $'minoom(z))} =
{(maX(Dom(VANS(fJTDom(ﬁl)'l))), 5:)'max(Dom(VANS(S’)'FDom(ﬁ')—l))))}- Da 9 = ﬁerOm(ﬁ')'l
folgt  daraus:  VANS(H)\WVANS(H) = {(Min(Dom(B)), H'minoommy))} =

{(max(Dom(VANS($))), $'max@omvansey))}- Damit ist ¢ = min(Dom(B))
max(Dom(VANS($)))) und es gilt: B = {(4, $") | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)}.
Damit gilt dann (i). Sodann gilt dann A($)'max@omvans)y)) = A($;) = A und da K($) =T
und K($") = "A — I gilt dann (x). Sodann ergibt sich mit VANS($))\VANS($)") # 0 und
Theorem 2-72 auch VERS(H)\VERS($)') # 0. Damit und mit $ = $'TDom($")-1 und B =
{(, 9')) | max(Dom(VANS(£)))) < 7 < Dom($)} ergeben sich dann mit Theorem 2-82 und
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mit der Eindeutigkeit geschlossener Abschnitte mit demselben Endglied (Theorem 2-52)

die restlichen Klauseln. o

Theorem 3-20. VERS, VANS, VER und VAN bei NE
Wenn $ € SEQ und ' € NEF($), dann:
@ {0, 9') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom(£)} ist ein NE-geschlossener Abschnitt in
5,
(i)  VERS(9)\WERS(%) < {(j. ") | max(Dom(VANS(5))) < j < Dom(H)};
(i) VERS(®) = (VERS(OM(, ) | max(Dom(VANS(H))) < j < Dom($)}) v
{(Dom(9), $'vom(s))}
(iv)  VANS(H)\WWANS($') = {(max(Dom(VANS(5))), ' maxpomvanssi)}:
(V) VANS(H) = VANS(H') v {(max(Dom(VANS($))), 'maxoomvans)};
(vi)  VER®O)\VER($) < {A(%') | max(Dom(VANS(£))) < j < Dom(£)},

(vii) VER(®H) < {A®) | j € Dom(VERS(H)Dom(5H)} v {A®") |
max(Dom(VANS($))) <j < Dom($€)},

(viii)  VAN(H)\VAN(H) < {A(S maxpomvans@))
(ix)  VAN($) = VAN(H") U {A($ maxomvans(s)))} und
(x)  K®) = "A( maxpomvans(s))) -

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € NEF($). Dann gilt mit Definition 3-18 ' € HAB($).
Sodann gilt mit Definition 3-10: Es gibt A, ' € GFORM und 7, 5 € Dom($)), so dass i < j,
A®) = A und (i, ) € VANS($), AH,) = I und A(Spom(s)1) = —I" oder A(H)) =
"—I"" und A(Hpom(s)-1) = I und (4, $;) € VERS(H) und es gibt kein [ mit ¢ < [ < Dom($))-
1, so dass (I, $;) € VANS($), und $' =  u {(Dom($)), "Also —A™")} und somit '
SEQ\{0} und $H = H'TDom($).

Sodann ist B = {(j, 9')) | i < j < Dom($)} ein Abschnitt in $' und A($";) = A und (2, 9)
e VANS($'TDom($)) und A($') = T und A(H'pom(s)-1) = I oder A($')) = =" und
A®'pomm)-1) =T und (4, ') € VERS(H'TDom($)) und es gibt kein [ mit i < [ < Dom($))-
1, so dass (I, $;)) € VANS($H'TDom(£)) und A($'bom(s)) = "—A™. Damit gilt mit Theorem
2-91, dass B ein NE-geschlossener Abschnitt in §'" ist.

Da sodann max(Dom(®8)) = Dom($)) = Dom($’)-1 ergibt sich mit Theorem 2-85

VANS($'TDom($")-1)\WVANS($") = {(min(Dom(B)), $'minoom(e))} =
{(max(Dom(VANS($'TDom(£)")-1))), 9'maxomvaNs(stpom)-1))}- Da $H = H'TDom($')-1
folgt  daraus: VANS(H)\VANS(H") = {(min(Dom(B)), $'minom(z))} =

{(max(Dom(VANS($))), $'max@omvansey)}- Damit ist ¢ = min(Dom(‘B))
max(Dom(VANS($))) und es gilt: B = {(j, ') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)}.
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Damit gilt dann (i). Sodann gilt dann A($)'max@omvanses))) = A($;) = A und da K($') =
=A™ gilt dann (x). Sodann ergibt sich mit VANS(H)\VANS($)') # @ und Theorem 2-72
auch VERS(H)\VERS($)") # 0. Damit und mit $ = $'TDom(H")-1 und B = {(j, H") |
max(Dom(VANS($)))) < j < Dom($)} ergeben sich dann mit Theorem 2-82 und mit der
Eindeutigkeit geschlossener Abschnitte mit demselben Endglied (Theorem 2-52) die rest-
lichen Klauseln. o

Theorem 3-21. VERS, VANS, VER und VAN bei PB
Wenn $ € SEQ und $' € PBF($), dann:
@ {U, 9') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($))} ist ein PB-geschlossener Abschnitt in
'
(i)  VERS(H)\WVERS($H') < {(y, ") | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)},
(i) VERS(H) = VERS(H)M(, 9) | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)} v {(Dom($),
$'pome)}
(iv)  VANS(H)\WWANS($') = {(max(Dom(VANS(5))), 5'maxomvans@mm)}:
(v)  VANS($) = VANS($') u {(max(Dom(VANS($))), $'maxoom(vans))}:
(vi)  VERM®)\WVER($") < {A(®') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)},

(viip VER(®) < {A®) | j € Dom(VERS(H)IDom(9)} v {A®) |
max(Dom(VANS($))) <j < Dom($€)},

(V|||) VAN(ﬁ)\VAN(ﬁ') < {A(f)‘max(Dom(VANS(fJ))))}y
(ix)  VAN($) = VAN(H') u {A(H maxomvanse)))} und
(x)  K(®)=K($).

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € PBF($). Dann gilt mit Definition 3-18 $' € HAB(%).
Sodann gilt mit Definition 3-15: Es gibt B € PAR, § € VAR, A € FORM, wobei FV(A)
c {&}, T € GFORM und i € Dom($)), so dass A($,) = "VEA™ und (i, $,) € VERS($),
A®iu1) = [B, & A] und (i+1, Hiu1) € VANS($), und A(Hpom(n)1) = I', wobei B ¢
TTFEM({A, I'}), und es kein j < gibt, so dass f € TT(£);), und es kein m mit i+1 <m <
Dom($)-1 gibt, so dass (m, 9,,) € VANS($), und $H' = $H u {(Dom($)), "Also I'")} und
somit $' € SEQ\{0} und $H = H'TDom($).

Sodann ist B = {(j, $") | i+1 < 7 < Dom($)} ein Abschnitt in ' und B € PAR, & €
VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {€}, T' € GFORM und A($") = "VEA™ und (4, ") €
VERS(H'TDom(£)), A(H'+1) = [B, & A] und (i+1, $'+1) € VANS($H'TDom($)-1), und
A($H'pom(s)-1) = I', wobei B ¢ TTFM({A, I'}), und es gibt kein 5 <4, so dass p € TT($"),
und es gibt kein m mit +1 < m < Dom($))-1, so dass (m, $,,) € VANS($'TDom($)), und
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A($'pom(sn)) = I'. Damit gilt mit Theorem 2-92, dass B ein PB-geschlossener Abschnitt in
£"ist.
Da sodann max(Dom(8)) = Dom($)) = Dom($')-1 ergibt sich mit Theorem 2-85

VANS($'T Dom($)")-1)\WVANS($") = {(min(Dom(B)), $'minomzy)} =
{(max(Dom(VANS($'TDom(£')-1))), $'maxomvans(stooms)-1))}- Da H = H'TDom($')-1
folgt  daraus:  VANS(H)\WANS($) = {(min(Dom(B)), H'minoomz))} =

{(max(Dom(VANS($)))), 9'maxpomvans)))}- Damit ist ¢ = min(Dom(8))
max(Dom(VANS(5)))) und es gilt: B = {(j, ")) | max(Dom(VANS(%))) < j < Dom(£)}.
Damit gilt dann (i). Sodann gilt dann K($)=A($'poms)-1) = I' = K($") und somit gilt (x).
Sodann ergibt sich mit VANS($H)\WANS($H) # 0 und Theorem 2-72 auch
VERS(H)\VERS($') # 0. Damit und mit $ = $'TDom($’)-1 und B = {(j, 9') |
max(Dom(VANS($)))) < j < Dom($)} ergeben sich dann mit Theorem 2-82 und mit der
Eindeutigkeit geschlossener Abschnitte mit demselben Endglied (Theorem 2-52) die rest-

lichen Klauseln. o

Theorem 3-22. Ist die zuletzt angenommene Aussage nur einmal als Annahme verfigbar,
dann wird sie bei SE, NE und PB eliminiert

Wenn $) € SEQ, A € GFORM und fiir alle i € Dom(VANS($)) gilt: Wenn A($);) = A, dann ¢
= max(Dom(VANS($))), dann gilt fur alle ' € SEF($) v NEF($)) u PBF($): VAN($") <
VAN(H)\{A}.

Beweis: Sei $) € SEQ, A € GFORM und gelte fir alle : € Dom(VANS($)): Wenn A($),)
= A, dann ¢ = max(Dom(VANS(5)))). Sei nun $' € SEF($H) u NEF($) u PBF($). Dann
gilt mit Theorem 3-19-(iv), -(v), Theorem 3-20-(iv), -(v) und Theorem 3-21-(iv), -(V),
dass VANS(H)\WWANS($H) = {(max(Dom(VANS($)))), 9'maxpomvans)))} und
VANS(H') < VANS($). Mit Theorem 2-74 gilt VAN($') < VAN($).

Damit gilt: A ¢ VAN($'). Ware ndmlich A € VAN($"). Dann gébe es nach Definition
2-32 i € Dom(VANS(%)")), so dass A = A($"). Dann gilt mit VANS($)) < VANS($),
dass i € Dom(VANS($)) und es ist A = A($),). Da nun fiir alle ; € Dom(VANS($)) gilt:
Wenn A($;) = A, dann ¢ = max(Dom(VANS(5)))) wére damit max(Dom(VANS($))) = ¢
e Dom(VANS($)). Mit VANS(H)I\WANS($H) = {(max(Dom(VANS($))),
$)'max@om(vans(s)))} gilt nun jedoch max(Dom(VANS($))) ¢ Dom(VANS($)')). Wider-
spruch! Also ist A ¢ VAN($') und damit VAN(H') < VAN(H)\{A}. o
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Theorem 3-23. VANS-Verringerung bei und nur bei SE, NE und PB

Wenn $ € SEQ und ' € HAB($)), dann:
VANS($") < VANS($)
gdw

VANS(H)I\WANS($) = {(max(Dom(VANS())), Hmaxpomvansey)} und $'e SEF(H) u
NEF($) u PBF().

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € HAB($). Die Rechts-Links-Richtung ergibt sich jeweils
mit den Klauseln (iv) und (v) von Theorem 3-19, Theorem 3-20 und Theorem 3-21.

Sei nun fur die Links-Rechts-Richtung VANS($)') < VANS($)). Zunéchst ist mit §' e
HAB($) und mit Theorem 3-3 ) € SEQ\{0}. Mit Theorem 3-5 ist dann $'TDom($)")-1 =
$ und damit Dom($) = Dom($)")-1. Damit gilt wegen VANS($)) < VANS($) mit
Theorem 2-84, dass es einen geschlossenen Abschnitt 2( in $' gibt, so dass min(Dom(%())
< Dom($)-2 = Dom($)-1 und max(Dom(2()) = Dom($£')-1 = Dom($) und
VANS($)WANS($) = {(min(Dom(2)), Hminwom@)} = {(Max(Dom(VANS(5))),
$)'max@om(vaNs(s)) }- ZU zeigen ist nun noch, dass $'e SEF($) u NEF($)) u PBF($)). Nun
gilt:

VANS($'Tmax(Dom(21))) = VANS($' Dom($)) = VANS(S).

Ferner gilt mit Theorem 2-60, dass 2 ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener Abschnitt
in $'ist. Sei nun 2A ein SE-geschlossener Abschnitt in §'. Dann gilt mit Theorem 2-90:

a)  (min(Dom(2A)), H'minomey) = (MiN(DoM(A)), Hminomey)) € VANS($),

b) A pom(s)-1) = A(Hpom(s)-1) = K($),

c) Es gibt kein » mit min(Dom(%()) < » < Dom($)-1, so dass (r, $') = (r, $,) €
VANS($) und

d)  H'boms) = "AlSO A(Hminomey)) — K(H)™.

Damit ist nach Definition 3-2 ' € SEF($)). Sei nun 2l ein NE-geschlossener Abschnitt in
$'. Dann gilt mit Theorem 2-91, dass es ein : € Dom($") und I' € GFORM gibt, so dass:

a) min(Dom(2()) <i< Dom($)),
b) (min(Dom(2()), H'minomey)) = (MIN(DoM(A)), Himinoomey) € VANS(H),

c) AWM =A%) =T und A9 boms)-1) = AlHoom(g)-1) = I
oder
A($) = A($H) = I und A($'bom(s)-1) = A(Spoms)1) =T,



d)
e)

f)
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(z, $:)) € VERS(9),
Es kein » mit min(Dom(()) < r» < Dom($)-1 gibt, so dass (r, H',) = (r, H,) €
VANS($) und

'pom(s = "AISO =A(H minom@y))” = "AISO =A(Hminoomey) " -

Dann ist nach Definition 3-10 $' € NEF($)). Sei nun 2 ein PB-geschlossener Abschnitt in
$'. Dann gilt mit Theorem 2-92, dass es { € VAR, B € PAR, A € FORM, wobei FV(A)
c {&},T € GFORM und B € ABS(%)') gibt, so dass:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

A9 minom(sy) = "VEA™ und (min(Dom(B)), 'minpom(zy) € VERS(H),

A minomez)+1) = [B, & A] und (min(Dom(2B))+1, H'minwomes)+1) € VANS(SH),
A maxpom(m)-1) =T,

' max(pom(sy) = "Also I,

B e TTFM({A, T}),

es kein j < min(Dom(®8)) gibt, so dass p € TT(H'")),

2L = B\{(min(Dom(*B)), $'minoom(zy)} und

es kein  mit min(Dom(2()) < r < Dom($))-1 gibt, so dass (r, $',) € VANS(5)).

Dann gilt mit g): min(Dom(2A)) = min(Dom(®8))+1 und Dom($)) = max(Dom(2()) =
max(Dom(®8)). Damit gilt dann min(Dom(28)) < min(Dom(2()) < Dom($)-1 und also
insgesamt min(Dom(*8)), min(Dom($8))+1 € Dom($)) und max(Dom(®5))-1 = Dom($))-
1. Damit gilt dann:

A(Hminoomesy) = "VEAT und (min(Dom(B)), Hminpomezy) € VERS(),
A(Ominoms))+1) = [B, & A] und (min(Dom(B))+1, Himinpomemy+1) € VANS($),
A($pom)-1) =T,

$'om(s) = "Also I,

B g TTFM({A, T3}),

Es gibt kein j < min(Dom(®8)), so dass B € TT(%,),

Es gibt kein » mit min(Dom(B))+1 < r < Dom($)-1, so dass (r, $,) €
VANS(9).

Dann ist nach Definition 3-15 §' € PBF($)). Also ist $)' € SEF($) u NEF($) u PBF(5)).

O
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Theorem 3-24. VERS-Verringerung bei und nur bei SE, NE und PB

Wenn $ € SEQ und ' € HAB($)), dann:

VERS($) ¢ VERS($)

gdw

{(G, 9') | max(Dom(VANS($))) < j < Dom($)} ist ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener
Abschnitt in $' und $'e SEF($) u NEF($) u PBF(%).

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € HAB($). Die Rechts-Links-Richtung ergibt sich mit den
Klauseln (iii) und (iv) von Theorem 3-19, Theorem 3-20 und Theorem 3-21 sowie
Theorem 2-69. Sei nun fur die Links-Rechts-Richtung VERS($)) ¢ VERS($'). Dann ist
VERS($H)\WVERS($') # 0. Sodann ist mit $' € HAB($)) und Theorem 3-3 ) € SEQ\{0}
und mit Theorem 3-5 ist $'TDom($')-1 = §. Mit Theorem 2-82-(vi) und -(vii) gilt dann
VANS($)) = VANS($). Mit Theorem 3-23 gilt: $'e SEF($) u NEF($) u PBF(5).
Damit ergibt sich mit Theorem 3-19-(i), Theorem 3-20-(i) und Theorem 3-21-(i), dass {(,
$';) | max(Dom(VANS($)))) < j < Dom($)} ein SE- oder NE- oder PB-geschlossener Ab-

schnitt in ' ist. o

Theorem 3-25. VERS unter Ausschluss von SE, NE und PB
Wenn $ € SEQ und ' € HAB(H)\(SEF($) u NEF($)) u PBF($)), dann:
VERS($') = VERS($) u {(Dom($), $'bom(s))}-

Beweis: Seien $ € SEQ und $' € HAB(H)\(SEF($) u NEF($) u PBF($)). Wegen
Theorem 3-14-(i) ist VERS($)') < VERS($)) u {(Dom($), $'om(s))}- Mit Theorem 2-81
ist K(9') = A(H'bom(s)) In H' bei Dom($')-1 verfugbar. Mit Theorem 3-4 ist Dom($')-1 =
Dom($). Also (Dom($)), H'ooms) € VERS($'). Ware VERS($) < VERS(H'), so ware
mit Theorem 3-24 entgegen der Voraussetzung $' € SEF($) u NEF($) u PBF($). Also
VERS($) < VERS($)'). Also VERS($) u {(Dom($)), $H'bom(s))} = VERS($'). O

Theorem 3-26. VERS, VANS, VER und VAN bei KE, BE, AE, UE, PE, IE
Wenn $ € SEQ und $' € KEF($) u BEF($)u AEF($) u UEF($) u PEF(H)u IEF(H), dann:
(i)  VERS($) < VERS($) u {(Dom($), 'oms)},
(i)  VANS($') < VANS($),
(iii)  Wenn VANS(9') < VANS($), dannist ' € PBF(%),
(iv)  VER(%') = VER(9) v {K(%)},
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(v)  VAN($") < VAN($) und
(vi)  Wenn VAN($") < VAN(9), dann ist $' € PBF($).

Beweis: Sei $ € SEQ und $' € KEF($) u BEF($)u AEF($) u UEF($H) u PEF($H)u
IEF($). Dann gilt mit Definition 3-18 $' € HAB($). Sodann gilt mit Definition 3-4,
Definition 3-6, Definition 3-8, Definition 3-12, Definition 3-14 und Definition 3-16: Es
gibt A, B € GFORM und 6 € GTERM und B € PAR und £ € VAR und A € FORM, wo-
bei FV(A) < {&}, so dass ' = $H u {(Dom($), "Also A A B")} oder ' = H v
{(Dom($)), "Also A «— B™")} oder ' = $H u {(Dom($)), "Also A v B")} oder H' = H v
{(Dom($), "Also NEA™)} oder ' = $H u {(Dom($), "Also VEA™)} oder ' = § u
{(Dom($)), "Also 6 = 67)}. Dann ist mit eindeutiger Lesbarkeit (Theorem 1-5, Theorem
1-6 und Theorem 1-7) (Dom($)), $H'bom)) € ANS(H') und damit (Dom($), H'oomes)) €
VANS($') und damit nach Definition 3-1 $' ¢ AF($). Dann ergeben sich (i), (ii) und (iv)
mit Theorem 3-14-(i), -(ii) und -(iii). Sodann ergibt sich mit Theorem 3-19-(x), Theorem
3-20-(x) und eindeutiger Lesbarkeit, dass $' ¢ SEF($)) u NEF(£€). Damit gilt mit
Theorem 3-23: Wenn VANS($)') < VANS($), dann ' € PBF($) und somit (iii). (v)
ergibt sich mit (ii) und Theorem 2-74. Sei nun fur (vi): VAN($H") < VAN($). Dann gilt
VAN($) < VAN($") und damit mit Theorem 2-74. VANS($) < VANS(H"). Damit gilt
mit (ii): VANS($)') < VANS($) und damit mit (iii), dass ' € PBF(9). o

Theorem 3-27. VERS, VANS, VER und VAN bei SB, KB, BB, AB, NB, UB, IB

Wenn $ € SEQ und $' € SBF($) u KBF($) u BBF($H)u ABF($H)u NBF($H)u UBF($) u
IBF($), dann:

() VERS(H) = VERS($) u {(Dom(), H'oons)},
(i)  VANS($') < VANS($),

(i)  Wenn VANS($") < VANS($), dann ist $)' € SEF($) u NEF($)) u PBF(£)),
(iv)  VER(%') = VER(9) v {K(9)},

(v)  VAN($H") < VAN(H) und

(vi)  Wenn VAN(H') < VAN($), dannist $)' € SEF($)) u NEF($)) u PBF(9).

Beweis: Sei $ € SEQ und §' € SBF($) u KBF($)) u BBF($)u ABF(H)u NBF()u
UBF($) u IBF($). Dann gilt mit Definition 3-18 $' € HAB($). Sodann gilt mit
Definition 3-3, Definition 3-5, Definition 3-7, Definition 3-9, Definition 3-11, Definition
3-13 und Definition 3-17: ' = H u {(Dom($), "Also A($H'pom(s)) ")} Dann ist (Dom($),
H'bom(s)) € ANS($') und damit (Dom($), H'bom(s)) € VANS($H') und ' ¢ AF($). Dann
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ergeben sich (i), (if) und (iv) mit Theorem 3-14-(i), -(ii) und -(iii). Sodann ergibt sich (iii)
mit Theorem 3-23. (V) ergibt sich mit (ii) und Theorem 2-74. Sei nun fur (vi) VAN($") <
VAN($). Dann gilt VAN($H) < VAN($') und damit mit Theorem 2-74 VANS(H) <
VANS($"). Damit gilt mit (ii): VANS($') < VANS($) und damit mit (iii), dass ' €
SEF($) u NEF($)) u PBF(§). o

Theorem 3-28. Ohne AR, SE, NE oder PB gibt es keine VAN-Veranderung

Wenn $) € HL\{0} und $ ¢ AF($HIDom($)-1) u SEF(HIDom($)-1) u NEF($HIDom($)-1) u
PBF($HIDom($))-1), dann VAN($) = VAN($HIDom($)-1).

Beweis: Sei $ € HL\{0} und $» ¢ AF(®HIDom($)-1) u SEF(HIDom($H)-1) u
NEF($HIDom($)-1) u PBF($IDom($)-1). Nach Theorem 3-6 und Definition 3-18 gilt
dann erstens $ e KEF(HIDom($)-1) oder $ e BEF($HIDom($)-1) oder § e
AEF($HIDom($€)-1) oder $ € UEF($IDom($))-1) oder $ € PEF($HIDom($))-1) oder $ €
IEF($HIDom($)-1) oder zweitens $) € SBF(HIDom($)-1) oder $H € KBF(HIDom($)-1)
oder $ € BBF($HIDom($)-1) oder $§ € ABF($HDom($)-1) oder $ € NBF($IDom($)-
1) oder $ € UBF(HIDom($)-1) oder $ € IBF($HIDom($)-1). In den ersten sechs Féllen
folgt VAN($) = VAN($HIDom($))-1) aus Theorem 3-26-(v) und -(vi). In den restlichen
Féllen folgt VAN($) = VAN($HIDom($))-1) aus Theorem 3-27-(v) und -(vi). O

Theorem 3-29. VAN und VANS bleiben aus Beschrankungen, deren Konklusion verfligbar
bleibt, in der unbeschrankten Sequenz erhalten.

Wenn $ € HL und I" in $ bei ¢ verfligbar ist, dann:
(i) VERS($H!i+1) < VERS(%),
(i)  VANS($H!i+1) < VANS(9),
(iii)  VER($!i+1) < VER($) und
(iv)  VAN(Hli+1) < VAN(H).

Beweis: Sei $§ € HL und I" in $ bei ¢ verflgbar. Dann gilt nach Definition 2-27: i e
Dom($) und I' = A($,) und es gibt keinen geschlossenen Abschnitt 2 in ), so dass
min(Dom(2A)) < i < max(Dom(%)).

Zu (i): Sei zum Nachweis von VERS(H[i+1) < VERS($) (j, X) € VERS(H[i+1). Also
mit Definition 2-29: j € Dom(Hli+1) und (HIi+1); = X und A(Z) ist in Hli+1 bei j ver-
fugbar. Damit gibt es nach Definition 2-27 keinen geschlossenen Abschnitt 2( in $li+1,
so dass min(Dom(%A)) < j < max(Dom(2()). Ware nun (j, £) ¢ VERS($)), dann wére j ¢
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Dom($) oder $; #+ X oder A(X) ist in $ bei j nicht verfugbar. Da $[i+1 eine Beschran-
kung von $ ist und j € Dom($li+1), kann nur letzteres zutreffen. Es gilt also j e
Dom($) und $; =X und A(X) ist in $ bei j nicht verfugbar. Damit gibt es nach Definition
2-27 einen geschlossenen Abschnitt 2( in §, so dass min(Dom(2()) < j < max(Dom(2()).
Nach Theorem 2-63-(vii) ist 2 auch ein geschlossener Abschnitt in $HImax(Dom(2())+1.
Ware nun i < max(Dom(2()), so ware wegen j; € Dom($li+1) und damit j < ¢ auch
min(Dom(2A)) <4 < max(Dom(2()). Damit wére entgegen der Annahme A($);) = T nicht in
$ bei 4 verfugbar. Also max(Dom(2()) < ¢ und damit max(Dom(2))+1 < +1. Also
Himax(Dom(A)+1 < Hli+1l. Mit Theorem 2-61-(vii) ist 2 dann auch ein geschlossener
Abschnitt in $H[i+1. Also gibt es einen geschlossenen Abschnitt 21 in $li+1, so dass
min(Dom(2A)) < j < max(Dom(%A)). Widerspruch! Also (7, £) € VERS(9).

Zu (ii), (iii) und (iv): Mit Theorem 2-71 ergibt sich (ii) aus (i). Mit Theorem 2-73 ergibt
sich (iii) aus (i) Mit Theorem 2-74 ergibt sich (iv) aus (ii). o

Theorem 3-30. VERS, VANS, VER und VAN in Ableitungen

Wenn $ € SEQ, dann:

$H e HL

gdw

fir alle ¢ € Dom($):

(i) 9N+l e AF(Hl) und

a)  VERS(HI+1)\WVERS($H1) = {(i, 9.},
b)  VERS($Hli+1) = VERS(H1i) u {(i, $)},
¢)  VANS(HH+1)\WANS(H) = {(i, $)},
d)  VANS(Hi+1) = VANS(H14) u {( H)},
e)  VER(®N+L\WER(H!) < {A®)},
f)  VER($i+1) = VER(H1) u {A®)},
g)  VAN(HI+L)\WAN($H) < {A($)} und
h)  VAN($[i+1) = VAN(HI) u {A($H)}

oder

(i)  $Hr+1 e SEF(H!) und
a)  {( %) | max(Dom(VANS($I1))) < j < ¢} ist ein SE-geschlossener Abschnitt
in $Hli+1,
b)  VERS(®HI)\WERS(Hi+1) < {(j, H,) | max(Dom(VANS(H!1))) < j <},
c) VERS($Hli+1) =
(VERS(HI)\(, 9,) | max(Dom(VANS(§4))) < j < }) v {( H)},

d)  VANS(HI)\WANS(H+1) = {(max(Dom(VANS($14))), Hmaxoomvansistn}
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oder

(iii)

oder

(iv)
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9)
h)
i)
)

VANS(5) =

VANS($HIi+1) u {(max(Dom(VANS(1))), Hmaxpomvansstin}
VER(SHN)\WER($1+1) < {A(5,) | max(Dom(VANS(H1)) < j < i},
VER(HM) < {A®) | j e Dom(VERS(HI+LI)} u {A®,) |
max(Dom(VANS(H1))) < j < i}

VAN(SI)\WVAN($HIi+1) < {A(Omaxpomvanssin)

VAN($I4) = VAN(HI'+1) U {A(Hmaxpomvansitan)} und

A($i) = "A(Omaxpomvanstiy) — A($ia)"

S+l e NEF($H!7) und

a)

b)
c)

d)
e)

f)
9)

h)
i)
)

{(4, 9,) | max(Dom(VANS(H114))) < j <} ist ein NE-geschlossener Abschnitt
in Hl+1,

VERS(HM)\WERS($H1i+1) < {(j, ;) | max(Dom(VANS(HI14))) < j < i},
VERS($li+1) =

(VERS(HI)M(, 9,) | max(Dom(VANS(§4))) < j < }) v {(i, H)},
VANS(H17)\VANS($H1i+1) = {(max(Dom(VANS($11))), Hmaxpomvansii)ts
VANS($) =

VANS(§Ii+1) u {(max(Dom(VANS(£14))), Hmaxomvanssiin)}
VER($HM)\VER($H!i+1) < {A(H;) | max(Dom(VANS(H14))) < j < i},
VER(H!) < {A®,) | j € Dom(VERS(HI+1))} u {A®)) |
max(Dom(VANS(H1))) < j < i}

VAN($)\WVAN$+1) < {Amaxomvans@i)

VAN($HI17) = VAN(HI+1) U {AHmaxoomvanssioy)} und

A(9:) = "A(D max@omvanss 1))

S+l e PBF($H!) und

a)

b)
c)

d)
e)

f)
9)

h)

{(J, $;) | max(Dom(VANS($[4))) < j <} ist ein PB-geschlossener Abschnitt
in Hli+1,

VERS(HM)\WVERS($H1i+1) < {(j, ;) | max(Dom(VANS($1))) < j < i},
VERS($H!i+1) =

(VERS(HI)M(, 9,) | max(Dom(VANS(§4))) <j <}) v {( H)},
VANS(HI)\WANS(Hi+1) = {(max(Dom(VANS($14))), Hmaxoomvanssin)}:
VANS($1i) =

VANS(HIi+1) u {(max(Dom(VANS(H11))), Hmaxpomvansiin)}
VER(HI)\WER($i+1) < {A($;) | max(Dom(VANS($14))) < j < i},
VER(H!) < {A®) | j € Dom(VERS(HI+1L)I)} u {A®)) |
max(Dom(VANS($117))) < j <}

VAN(HI)\WWAN($i+1) = {A(Dmaxoomvansitin)}s
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i) VAN = VAN(HIi+1) U {A(Hmaxpomvans(siiy)} und
) A®) = "A(9A)"
oder
(v) 9+l e KEF(H1) u BEF(H)u AEF($H)u UEF(H19)u PEF(HI) U IEF($H!) und
a) VERS(H+1) < VERS(HM) u {(, H)}.
b)  VANS($li+1) = VANS($!),
c)  Wenn VANS($Hli+1) < VANS(HI7), dann ist Hli+1 € PBF($I9),
d) VER(®+1) < VER(HI) u {A(H)}
e) VAN($Hli+1) < VAN(HI4) und
f)  Wenn VAN(9Ii+1) = VAN(H!1), dann ist Hi+1 € PBF($1)
oder

(vi) $IM@E+l) e SBF(HI) u KBF(HI) u BBF®I) u ABF($) u NBF($Hl) u
UBF(!i)u IBF($!) und
a)  VERS(Hli+1) = VERS(H19) u {G, H)}
b)  VANS(Hli+1) < VANS($11),
c)  Wenn VANS(HIi+1) <« VANS(H14), dann ist Hli+1 € SEF($H17) u NEF($1)
u PBF($1),

d) VER(®+1) < VER(H) u {A(H)},

e) VAN($HIi+1) < VAN($I4) und

f)  Wenn VAN(HI(+1)) < VAN(HIE), dann ist HI(i+1) e SEF(H) U
NEF($!i) u PBF($14).

Beweis: Sei $ € SEQ. (L-R): Sei nun $ € HL. Dann gilt mit Definition 3-19 fir alle 7 €
Dom($): Hli+l € HAB(HI7). Dann gilt mit Definition 3-18 fir alle 7 € Dom($): $Hli+1
e AF(91i) u SEF(H4) u NEF(H4) u PBF(HI4) u KEF(H14) u BEF(Hi)u AEF(H17) U
UEF($1i) u PEF($H1i) u IEF(H19) u SBF(H14) u KBF(H17) u BBF($14) u ABF($4) u
NBF(H!7) u UBF(H!7) u IBF(H!4). Dann ergibt sich fir $Hi+1 € AF($!i) mit Theorem
3-15, dass (i) gilt, fir $Hi+1 € SEF(HI7) mit Theorem 3-19, dass (ii) gilt, fir Hli+1l e
NEF($7) mit Theorem 3-20, dass (iii) gilt, fur Hli+1 € PBF($!7) mit Theorem 3-21,
dass (iv) gilt, fur Hi+1 € KEF($H3) v BEF(H7)u AEF(H)u UEF(H)u PEF(HI)U
IEF($17) mit Theorem 3-26, dass (V) gilt und zuletzt fur $Hli+1 € SBF(H[7) u KBF(HI17)
u BBF(H17) u ABF(HI4) u NBF($i) u UBF($) u IBF($HI:) mit Theorem 3-27, dass
(v) gilt.

(R-L): Gelte nun fur alle ¢« € Dom($)) einer der Félle (i) bis (vi). Dann gilt mit
Definition 3-18 fiir alle i € Dom(9): Hli+1l € HAB($!7). Mit Definition 3-19 ist § <
HL. o






4 Theoreme zur deduktiven Konsequenzschaft

Im Folgenden werden Theoreme zur deduktiven Konsequenzschaft bewiesen, die zum
einen aufzeigen, dass ubliche Eigenschaften wie etwa Reflexivitat, Monotonie, die Abge-
schlossenheit unter Einfihrung und Beseitigung der logischen Operatoren und Transitivi-
tat fir diese gelten und die zum anderen als Vorbereitung auf den Nachweis der Vollstan-
digkeit in Kap. 6.2 dienen. Dazu sind zunéchst einige VVorbereitungen zu erbringen (4.1).
Sodann werden die gewinschten Eigenschaften der deduktiven Konsequenzrelation ge-
zeigt (4.2).

4.1 Vorbereitungen

Zunéachst werden Vorbereitungen getroffen, um zeigen zu konnen, dass die deduktive
Konsequenzschaft unter SE abgeschlossen ist. Dazu wird zundchst gezeigt, dass es zu
jeder Ableitung $ eine Ableitung $* mit VAN(H*) < VAN($) und K(H*) = K($) gibt,
in der keine der angenommenen Aussagen an zwei Stellen verfligbar ist (Theorem 4-1).
Theorem 4-2 zeigt dann, dass es zu jeder Ableitung $ und jedem I' € GFORM eine Ab-
leitung $H* mit VAN(H*) < VAN(H) und K(H*) = K($) gibt, so dass I" wenn Uberhaupt
nur als letzte Annahme verfligbar ist. Dieses Theorem bildet die Basis fur die Abge-
schlossenheit unter SE.

Die restlichen Theoreme zielen auf die Abgeschlossenheit unter Einfiihrungen und Be-
seitigungen ab, bei denen die Antezedentia der Abgeschlossenheitsklauseln (vgl.

Theorem 4-18) die Form X - Ay, ..., X1 = A, haben. Hier ist es nicht einfach mog-

lich, beliebige Ableitungen einfach zu verketten, da es unter Umsténden durch die Entste-
hung geschlossener Abschnitte oder durch Verletzung von Parameterbedingungen zu
Problemen kommen kann. Daher muss gezeigt werden, dass sich Ableitungen durch die
Hinzuftgung von blockierenden Gliedern, die Substitution von Parametern und die mehr-
fache Anwendung von UE und UB so umformen lassen, dass die gewiinschten Verket-
tungen maoglich sind.

Hierzu wird zundchst gezeigt, dass sich parameterfremde Ableitungen unter Einschub
einer die Entstehung von geschlossenen Abschnitten blockierenden Annahme (Theorem
4-3) miteinander verbinden lassen (Theorem 4-4), wobei die blockierende Annahme wie-
der entfernt werden kann (Theorem 4-7). Sodann wird gezeigt, dass die einfache Substitu-

tion eines neuen Parameter flir einen moglicherweise bereits verwendeten Parameter HL-



154 4 Theoreme zur deduktiven Konsequenzschaft

treu ist (Theorem 4-8). Der dazu gehdrige Beweis dient als VVorlage fur den Beweis des
Folgetheorems (Theorem 4-9), das seinerseits das Generalisierungstheorem (Theorem
4-24) vorbereitet. Zudem wird gezeigt, dass die simultane Substitution mehrerer neuer
und paarweise verschiedener Parameter fiir paarweise verschiedene Parameter HL-treu ist
(Theorem 4-10). Sodann werden Eigenschaften von UE- und UB-Fortsetzungen von Ab-
leitungen etabliert, bis dann schlussendlich mit Theorem 4-14 gezeigt werden kann, dass
sich je zwei beliebige Ableitungen so verbinden lassen, dass einerseits die verfugbaren
Annahmen insgesamt nicht mehr werden und andererseits die Konklusionen beider Ablei-

tung noch verfugbar sind.

Theorem 4-1. Non-redundantes VANS

Wenn $ € HL\{0} dann gibt es ein $* € HL\{0}, so dass:
()  VAN(H*) < VAN(S)
(i) K(H*) = K(H) und
(iii)  [VANS(H*)| = [VAN(H*)|.

Beweis: Sei $ € HL\{0}. Der Beweis wird mittels Induktion Gber |[VANS($)| gefuhrt. Sei
[VANS($)| = 0. Offenbar gilt VAN($H) < VAN($) und K($) = K($) und mit Theorem
2-76 folgt auch [VAN($)| = 0.

Sei nun [VANS($)| = £ # 0. Gelte die Behauptung fir alle ' € HL\{0} mit [VANS($")|
< k. Dann ist mit Theorem 2-75 |[VAN($)| < [VANS($)|. Sei nun [VAN($)| # [VANS($)|.
Dann ist [VAN($)| < [VANS($)|. Sodann ist VANS($)) # @. Damit ist mit Theorem 3-18
9 =9 u {(Dom($), "Also A(Hmaxpomvanssy) — K($))} € SEF($). Dann ist mit
Theorem 3-19-(ix) VAN($Y) < VAN($) und mit Theorem 3-19-(iv) und (v) ergibt sich
IVANS($Y)| < k. Dann gibt es nach 1.V. $% € HL\{0}, so dass VAN($?) < VAN(HY),
K($% = K(HY) und [VANS($H?)| = [VAN($H?)]. Dann ist VAN(H) < VAN(HY) <
VAN(®) und K($H?) = K®Y) = "A@mx@omvanssy) — K®)'. Nun st
A(Hmaxomvansy) € VAN(H) oder A(Hmaxpomvans@y) € VAN(H?).

Sei A(Hmaxpomvansey) € VAN($H?). Dann ist $° = $°7{(0, "Also K($)")} € SBF(H?)
und mit Theorem 3-27-(v) VAN($®) < VAN($?) < VAN(HY) < VAN($) und es ist
K($% = K($) und [VANS($%)| = [VAN($?)|. Letzteres ergibt sich wie folgt:

Wire [VANS($?)| > [VAN($®)|. Dann gabe es i, j € Dom($% mit i # j und A €
GFORM, so dass (i, "Sei A") € VANS($% und (j, "Sei A") € VANS($®). Da mit
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Theorem 3-27-(ii) VANS($%) < VANS(§?) gabe es damit i, j € Dom($?) mit i # j und
A e GFORM, so dass (i, "Sei A") € VANS($?) und (j, "Sei A") € VANS($?). Dann
wire jedoch auch [VANS($?)| > [VAN($?)]. Also ist [VANS($%)| < [VAN($®)| und damit
mit Theorem 2-75 insgesamt [VANS($%)| = [VAN($)|.

Sei A(Hmaxpomvans(syy) € VAN(H?). Sei nun % = $§°{(0, "Sei A(Hmaxpomvansy)’)}-
Dann ist $* € AF($?. Dann ist mit Theorem 3-15-(viii) VAN($?) = VAN(H?) u
{AOmaxomvans@y)} < VAN($H) und es ist K(H) = A(Hmaxpomvansey) und
IVANS($%)] = [VAN(H?)!.

Zunichst ist ndmlich [VAN($?)| = [VANS($%)| und [{ASmaxpomvansey)} =
{(Dom($%), "Sei A(Hmaxomvansmy) )}- Ferner ist VANS(H?) n {(Dom($?), Sei
A($ maxpomvanss)y) )} = 0 und VAN($? n {AOmax@omvans(y))} = 9. Damit ist dann
mit Theorem 3-15-(iv) und -(viii):

IVANS($%)| = [VANS($?) u {(Dom(£?), "Sei A($maxpomvansey) )}

= [VANS(§?)| + {(Dom(7), "Sei A(Hmaxpomvansesy) )3

= [VAN(H?)] + KA maxomvans@) H

= |VAN(552) U {AS maxomvans@sy)) H

= [VAN(H*)!.

Sodann gilt mit Theorem 3-15-(vi), dass {A(Hmaxoomvans®))): A max@omvans@))) —
K($)'} < VER($%. Damit ist $° = $* {0, "Also K($)")} € SBF(H* und mit
Theorem 3-27-(v) VAN(H°) < VAN(H*) < VAN($H) und K($°) = K(£) und [VANS($°)|
= [VAN($°)|. Letzteres ergibt sich wie oben fiir VANS($%)| = [VAN($?)| unter Rickgriff
auf [VANS($Y)| = [VAN($HY). o

Das folgende Theorem dient insbesondere der Vorbereitung der Abgeschlossenheit unter
SE (Theorem 4-18-(i)).
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Theorem 4-2. SE-Vorbereitungstheorem
Wenn $) € HL\{0} und I' € GFORM, dann gibt es ein $H* € HL\{@}, so dass:
()  VAN(H*) < VAN($)
(i) K(H*)=K(®H) und
(iii)  Fdr alle i € Dom(VANS($*)): Wenn A($H*;) =T, dann ¢ = max(Dom(VANS($*))).

Beweis: Sei $ € HL\{0} und I' € GFORM. Dann ist ' ¢ VAN($)) oder I" € VAN(5)).
Sei I' ¢ VAN($), dann ist § selbst ein solches $* € HL\{@}, so dass (i), (ii) und trivial-
erweise (iii) gelten. Sei nun I' € VAN($). Der Beweis wird mittels Induktion tber
[VANS($)| gefuhrt. Sei [VANS($)| = 0. Mit Theorem 2-76 folgt entgegen der Annahme
[VAN($)| = 0, womit die Behauptung trivial gilt.

Sei nun [VANS($)| = k£ # 0. Gelte die Behauptung fir alle ' € HL\{0} mit [VANS($")|
< k. Dann gibt es mit Theorem 4-1 ein $* € HL\{0}, so dass VAN($') < VAN($),
K($') = K($) und [VANS(HY)| = [VAN(HY| < [VAN(®)| < [VANS($)|. Dann ist
VAN(HY) = 0 oder VAN($?) # 0. Wenn VAN($Y) = 0, dann gilt die Behauptung fir $*
wiederum trivialerweise und $* ist das gesuchte Element von HL\{@0}. Sei nun VAN($")
# 0. Dann ist auch VANS($') # 0. Sodann gilt mit [VANS($HY)| = [VAN($HY)| fir alle B €
VAN(HY): Es gibt genau ein i € Dom(VANS($Y), so dass B = A($),). Angenommen, fiir
alle i € Dom(VANS($%): Wenn A($%) =T, dann i = max(Dom(VANS($%)). Dann ist
%' das gesuchte Element von HL\{@}.

Gelte nun nicht fiir alle i € Dom(VANS($Y)): Wenn A(HY) = T, dann i =
max(Dom(VANS($'))). Dann gibt es ein i ¢ Dom(VANS($%), so dass A($H;) =T und i
# max(Dom(VANS($%)). Dann ist zum einen T' € VAN($Y) und es gilt fur alle j
Dom(VANS($Y)): Wenn A(H,) = I, dann j = i und damit auch ; #
max(Dom(VANS($)"))). Damit ist A($ maxomvans(siy) # I'- Sodann gilt mit VANS($")
# 0 und Theorem 3-18: $2? = $H{(0, "Also A(H maxomvanseny) — K($))}
SEF($%). (Man beachte, dass K($1) = K().) Dann gilt mit Theorem 3-22, dass VAN($)?)
< VAN YA (O maxpomvanssy)} S VAN($). Mit Theorem 3-19-(iv) und (v) gilt so-
dann [VANS($?)| < [VANS(HY)| < [VANS($)| und es gilt: [VANS($%)| = [VAN(HI)|.
Letzteres ergibt sich wie folgt:

Wire [VANS($?)| > [VAN($?)|. Dann gabe es i, j € Dom($%) mit i # j und A €
GFORM, so dass (i, "Sei A") € VANS($% und (j, "Sei A") € VANS(HH?). Da mit
Theorem 3-19-(v) VANS($?) < VANS($?) gabe es damit i, j € Dom($)') mit i # jund A
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e GFORM, so dass (5, "Sei A™) € VANS($") und (j, "Sei A") € VANS($?). Dann wére
jedoch auch [VANS($Y)| > [VAN(HY)]. Also ist [VANS($?)| < [VAN($H?)| und damit mit
Theorem 2-75 insgesamt [VANS($?)| = [VAN($)!.

Angenommen I' ¢ VAN($?). Nun ist mit Theorem 3-19-(ix) VAN($') = VAN($?) u
{A(H maxomvanseny)}- Wegen A($'maxpomvanseyy) # I wirde damit auch T' ¢
VAN($?) gelten. Also ' € VAN($?). Nun ist VANS($?)| < [VANS($Y)| < [VANS($)| =
k. Damit gibt es nach 1.V. ein $° € HL\{0}, so dass VAN($®) < VAN($?) und K(£°) =
K($?%) und [VANS($?)| = [VAN($%)| und fiir alle i € Dom(VANS($%): Wenn A($*) =T,
dann i = max(Dom(VANS($?)). Dann ist VAN($®) < VAN($H?) < VAN®HYH <
VAN($), A(H'maxpomvanssyy) € VAN(H®) und K($%) = "A(S maxomvanssyy) —
K($)". Dann lassen sich mit ' € VAN($®) oder I' ¢ VAN($®) zwei Falle unterscheiden:

Erster Fall: T e VAN($®. Dann ist I' = A($’mnax@omvanssay) und fiir alle i e
Dom(VANS($%): Wenn T = A($,), dann i = max(Dom(VANS($%)). Dann ist mit
Theorem 3-18 $* = $*7{(0, "Also T — (A($H maxomvans@y) — K($)'} € SEF(5°).
Dann ergibt sich mit Theorem 3-22, dass I' ¢ VAN($*) und damit, dass fir alle i e
Dom(VANS($H%): A($*) # I'. Ferner ist mit Theorem 3-19-(ix) VAN(§?) < VAN($®) <
VAN($).

Sei nun £° = §*°{(0, "Sei A(H' maxpomvansyy) ), (1, "Sei I™)}. Dann ist zunéchst $°
e AF(H*{(0, "Sei A(H ' maxpomvans@y) ")) und H*7{(0, "Sei A($H maxomvanssyy) )}
e AF($%. Sodann gilt wegen A($*) # I fur alle i € Dom(VANS($%) und T #
A($ maxomvans(syy) Mit Theorem 3-15-(iv) fiir alle i € Dom(VANS(£°%): A($%) =T
gdw i = max(Dom(VANS($°)). Sodann ist mit Theorem 3-15-(viii) VAN(§°) <
VAN(H*) U {T, A(H maxpomvanssy)} S VAN($). Ferner ist mit Theorem 3-15-(vi) {T,
A maxomvanson))s T = (A(H maomvanseony) — K($))'} = VER(H).

Dann ist $° = $°{(0, "Also A(H maxomvansiy) — K($))} € SBF($°) und mit
Theorem 3-27-(v) gilt VAN($®) < VAN($®) < VAN($). Sodann gilt fiir alle i
Dom(VANS($°): Wenn A($°) =T, dann i = max(Dom(VANS($%))).

Gabe es namlich ein i ¢ Dom(VANS(£%), so dass A(®% = T und i #
max(Dom(VANS(£%)). Mit Theorem 3-27-(ii) gilt dann s € Dom(VANS($°)). Dann ist i
= max(Dom(VANS($%)) = Dom($*)+1. Nach Konstruktion von $°® ist jedoch
max(Dom(VANS(£%)) < Dom($*)+1 = i und also mit i # max(Dom(VANS($°))) insge-
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samt max(Dom(VANS($®)) < i. Andererseits ist mit i € Dom(VANS($°%)) jedoch i <
max(Dom(VANS($°))). Widerspruch!

Sodann ist "A(H'maxpomvanseyy) — K(©) = K% e VER(®®. Ware nun
A(H maxpomvanseny) € VER(H°). Dann ware (Dom($*), "Sei A(H maxpomvanssyy) ') €
VANS($°) und damit (Dom($*), "Sei A(H maxpomvans@ny) ') € VANS(H?)\WANS($°).
Mit  Theorem 2-84 widre dann allerdings VANS($°)\WANS($°) =
{(max(Dom(VANS($%))), $Hmaxpomvanssy)} = {(Dom(H*)+1, "Sei I)} und also
Dom($*) = Dom($*)+1. Widerspruch!

Daher ist ' = $°°{(0, "Also K($)")} € SBF($°) und mit Theorem 3-27-(v) gilt
VAN(H) < VAN(H®) < VAN($H). Ferner gilt mit Theorem 3-27-(ii) fir alle i
Dom(VANS($'): Wenn A($H’;) = T, dann i = max(Dom(VANS($’))). Damit ist $" das
gesuchte Element von HL\{0}.

Zweiter Fall: T ¢ VAN($%). Sei nun $° = $>{(0, "Sei A(H max@omvansiy) ')} Dann
ist zundchst $® € AF($®). Sodann ist mit Theorem 3-15-(viii) VAN($®) < VAN($?) u
{A(® maxpomvanss))y S VAN($H).  Ferner ist  mit  Theorem  3-15-(vi)
{A($ maxomvansn)): A maxpomvansey) = K($)'} = VER($®). Sodann gilt mit I
¢ VAN(H®) und A(H maxpomvanseiy) # T auch T' ¢ VAN($®) und damit fur alle i e
Dom(VANS(H®): A($H®) # I'. Dann gilt trivialerweise fir alle i € Dom(VANS(§®)):
Wenn A($%) =T, dann i = max(Dom(VANS($%))). Dann ist 5° = $®{(0, "Also K($)")}
e SBF($°®) und mit Theorem 3-27-(v) gilt VAN($°) < VAN(H®) < VAN($). Ferner gilt
fur alle i € Dom(VANS($®) wiederum trivialerweise: Wenn A($%) = I, dann i =
max(Dom(VANS($%)). Damit ist $° das gesuchte Element von HL\{0}. o

Theorem 4-3. Blockierende Annahmen

Wenn 2/ ein geschlossener Abschnitt in § ist, i € Dom(2() n Dom(ANS($)), A = A($;) und
PAR n TT(A) =0, dann gibt es ein j € Dom($)), so dass i # jund A € TA($)).

Beweis: Sei 2 ein geschlossener Abschnitt in $, ¢ € Dom(2() n Dom(ANS(9)), A =
A(H;) und PAR n TT(A) = @. Mit Theorem 2-46 gilt dann, dass es einen geschlossenen
Abschnitt 95 in $ mit B < 2 gibt, so dass ¢ = min(Dom(8)). Mit Theorem 2-42 ist B
dann ein SE- oder ein NE- oder ein EA-artiger Abschnitt in §. Sei 25 ein SE- oder ein
NE-artiger Abschnitt in $. Dann gilt mit Definition 2-13 und Definition 2-14, dass
max(Dom(®8)) € Dom($)), max(Dom(B)) # ¢ und A € TA(Hmax@ommy)- Sei nun B ein
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EA-artiger Abschnitt in §. Dann gilt mit Definition 2-15: min(Dom(8))-1 € Dom($))
und min(Dom(B))-1 # 4. Sodann gibt es £ € VAR, A" € FORM, wobei FV(A") < {&}
und B e PAR, so dass A(Hminpomezy-1) = "VEA™ und A = A(Hminpomezy) = [B, & A']. Da
nun nach Annahme PAR n TT(A) = 0, ist dann B ¢ TT([B, &, A™]) und mit Theorem 1-9-
(i) A = [B, & A'] = A". Damit ist dann A(Hminom(y-1) = VEAT und somit A e
TA($Hminom(s))-1) Und die Behauptung gilt. o

Theorem 4-4. Verkettung parameterfremder HL-Elemente mit eingeschobener blockierender
Annahme

Wenn $, ' € HL, PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($') = 0 und a € KONST\(TTSEQ($) u
TTSEQ($"), dann gibt es ein H* € HL\{@}, so dass

(i) Dom($H*) = Dom(H)+1+Dom(H"),

(i)  H*IDom(H) = 9,

(i) $H*pom) = "Seia=a’,

(iv) Fdralle s e Dom($)') ist 9'; = $H*bom(s)+1+is

(v) Dom(VERS($*)) = Dom(VERS($)) u {Dom(9)} u {(Dom(H)+1+l | [ €
Dom(VERS($)},

(vi) VER($H*)=VER($) u {"a=a"} u VER($') und

(vii)  VAN(H*) = VAN($H) u {"a=a"} u VAN(H".

Beweis: Durch Induktion tber Dom($)") wird gezeigt, dass es unter den entsprechenden
Voraussetzungen immer ein $* gibt, dass (i) bis (v) erfllt. (vi) und (vii) ergeben sich aus

den vorhergehenden Klauseln. Mit (i) bis (v) gilt ndmlich mit Definition 2-31:

B € VER($*)

gdw

es gibt ein 1 € Dom(VERS($)*)), so dass B = A($*))

gdw

es gibt ein i € Dom(VERS(9)) u {Dom($)} v {(Dom($)+1+] |l € Dom(VERS($"))},
so dass B = A(H*))

gdw

B e VER(®) u {"a=0a"} u VER($).

Sodann ergibt sich (vii) aus (i) bis (v) mit Definition 2-32 wie folgt:

B € VAN($%)
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gdw

es gibt ein s € Dom(VANS($*)), so dass B = A(H*))

gdw

es gibt ein s € Dom(VERS($*)) n Dom(ANS($*)), so dass B = A($H*))

gdw

es gibt ein i € (Dom(VERS($)) u {Dom($)} u {(Dom(9)+1+l |l € Dom(VERS($"))})
n Dom(ANS($*)), so dass B = A($H*))

gdw

es gibt ein 1 € Dom(VERS($))) n Dom(ANS($*)) u ({Dom($)} n Dom(ANS(H*))) u
{(Dom($H)+1+l |l € Dom(VERS(5"))} n Dom(ANS($*))), so dass B = A($H*))

gdw

es gibt ein 7 € Dom(VERS($))) n Dom(ANS($))) u ({Dom($)} n Dom(ANS(H*))) u
(Dom(VERS($')) n Dom(ANS($)")), so dass B = A($H*))

gdw

es gibt ein s € Dom(VANS($))) u {Dom($)} u Dom(VANS(%')), so dass B = A($H*))
gdw

B € VAN(H) u {"a=a'} u VAN(H).

Nun zum Induktionsbeweis: Gelte die Behauptung fur £ < Dom($)") und seien $, $' wie
gefordert und sei o € KONST\(TT($) u TT($'"). Angenommen Dom($)") = 0. Dann ist
$H' =0 und mit H* = H{(0, "Sei o = o)} gilt die Behauptung. Sei nun Dom($)") > 0.
Dann ist ' € HL\{0}. Dann ist mit Theorem 3-6 $' ¢ HAB($'Dom($)-1) und
$H'TDom($)-1 € HL. Sodann ist mit PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($') = @ auch PAR n
TTSEQ($H) n TTSEQ($H'TDom($H")-1) = @ und mit a € KONST\(TT(H) u TT($") ist
auch a € KONST\(TT($) u TT(H'TDom($")-1)). Dann gibt es nach LV. fir $,
$H'TDom($")-1 und o ein $H* e HL, flr das i) bis v) gelten. Dann gilt:

i) Dom($*) = Dom($€)+1+Dom($")-1 = Dom($)+Dom($"),

ii') H*Dom($) = 9,

iii") 9*pomem) = "Seia=ao’,

iv') Fir alle ¢ € Dom($)’)-1 ist $'; = H*pom(s)+1+4

V) Dom(VERS($*)) = Dom(VERS($)) u {Dom($)} u {(Dom(H)+1+l | [ €
Dom(VERS($'TDom($")-1))}.
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Sodann ergibt sich aus $' € HAB($'TDom($)-1) mit Definition 3-18, dass $' e
AF($H'TDom($")-1) oder $' € SEF($H'TDom($")-1) oder $' € SBF($H'TDom($")-1) oder '
e KEF($H'TDom($")-1) oder ' € KBF($H'TDom($')-1) oder $' € BEF($H'TDom($")-1)
oder $' e BBF($'TDom($H)-1) oder $' e AEF($HTDom($H")-1) oder $' €
ABF($'TDom($")-1) oder $' € NEF($H'TDom($")-1) oder ' € NBF($'TDom($")-1) oder
' e UEF(H'IDom($')-1) oder ' € UBF(H'IDom($')-1) oder $' € PEF($)'TDom($')-1)
oder ' € PBF($H'TDom($")-1) oder ' € IEF($'TDom($")-1) oder $' € IBF(H'TDom(H")-

1). Nun sei vereinbart:
vi') " = 9* u {(Dom($H)+1+Dom(H')-1, H'bom(s)-1)}-

Dann gilt fir $* bereits $* # 0 und i) bis iv). Nun wird gezeigt, dass sich fiir die einzel-
nen Félle AF ... IBF jeweils ergibt, dass $* € HL\{0} und auch v) gilt, womit $* dann
jeweils das gesuchte HL-Element ist. Zundchst ist zu bemerken, dass wegen o e
KONST\(TT($) u TT($") gilt, dass es kein | € Dom($") gibt, so dass I # Dom($)) und
"o=a' € TA(H"). Damit gilt mit H*pomes) = 9 bomem) = "Sei a = " und Theorem 4-3:

vii') Es gibt keinen geschlossenen Abschnitt 2( in $§* und es gibt keinen geschlossenen
Abschnitt 2( in $*, so dass min(Dom(2()) < Dom($)) < max(Dom(%)).

Damit gilt dann auch:

viii') Dom($)) e Dom(VANS($")), Dom($) e Dom(VANS($H*)) und Dom($)) <
max(Dom(VANS($*))).

Um Sonderbetrachtungen bei SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF, UEF, UBF,
PEF, IEF und IBF zu vereinfachen wird nun noch vorbereitend gezeigt:

ix) Wenn §* e SEF(H*) u NEF($*) u PBF(H*), dann $' € SEF($'TDom($)-1) u
NEF($'TDom($)-1) u PBF($'TDom(§)-1).

Vorbereitungsteil: Sei zunachst §* e SEF($*). Dann gibt es nach Definition 3-2,
Theorem 3-19-(i) und vii') und viii) Dom($)+1+i € Dom(VANS($*)), so dass mit i')
und ivY) A(H*pome)+1+) = A®") und K(H*) = A(H*poms)+1+bome)-2) = A 'bom(s)-2) =
K($'TDom($")-1) und es kein [ mit Dom($)+1+i < [ < Dom($)+1+Dom($')-2 gibt, so
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dass I € Dom(VANS($H*)) und $H* = $* u {(Dom($)+1+Dom($')-1, "Also
A *pom@)+1+) — K®*)'} = H* u {(Dom($)+1+Dom(£’)-1, "Also A(H) —
K($'TDom($")-1)"}. Dann gilt mit i), iv') und Vv'): i € Dom(VANS($'TDom($")-1)) und
es gibt kein [ mit i < [ < Dom($")-2, so dass | € Dom(VANS($)'TDom($")-1)). Damit gilt
H' = HTDom($H")-1 u {(Dom(H)-1, "Also A($H") — K(H'TDom($")-1)"} und damit ist
dann insgesamt $' € SEF($)''Dom($")-1). Fur den Fall, dass $* € NEF($*), zeigt man
analog, dass dann auch $' € NEF($'TDom($)")-1).

Sei nun $° e PBF($H*). Dann gibt es nach Definition 3-15, Theorem 3-21-(i),
A($H " bom(s)) = "o = a” und vii), viii') B € PAR, £ € VAR, A ¢ FORM, wobei FV(A)
{&}, und Dom($)+1+i e Dom(VERS(£*)), so dass mit i) und iv) "VEA" =
A(H*pom(ey+1+:) = A(H") und [B, & A] = A(H*pom(s)+2+) = A(H'i+1), wobei Dom($)+2+: €
Dom(VANS($*)) und K($*) = A($H*pom(s)+1+Dom(5)-2) = A($ 'pom(sy)-2) = K($H'TDom($')-1)
und H° = H* u  {(Dom(H)+1+Dom(H)-1, "Also K(H*)'} = H* v
{(Dom($)+1+Dom($")-1, "Also K(H'TDom($")-1)"} und B ¢ TTFM{A, K($H*)}) und es
kein j < Dom($))+1+: gibt, so dass B € TT($*;) und es kein [ mit Dom($)+2+i < [ <
Dom($)+1+Dom($)")-2 gibt, so dass I € Dom(VANS($*)). Dann gilt mit i*), iv') und v'): ¢
e Dom(VERS($'TDom($")-1)) und i+1 e Dom(VANS($H'TDom(£H)-1)) und B ¢
TTEM{A, K(5'TDom($')-1)}) und es gibt kein j <4, so dass B € TT(£)"), und es gibt
kein [ mit +1 <[ < Dom($€")-2, so dass | € Dom(VANS($'TDom($)-1). Damit gilt $' =
H'TDom($H")-1 u {(Dom(H)-1, "Also K($H'TDom($H")-1)"} und damit ist dann insgesamt
§' e PBF($'TDom($)")-1).

Hauptteil: Nun zum Nachweis, dass sich fir die einzelnen Falle AF ... IBF jeweils
ergibt, dass $* € HL\{0} und v) gilt:

(AF): Sei nun $' € AF($H'TDom($")-1). Dann ist nach Definition 3-1 $' = $'IDom($’)-1
u {(Dom($")-1, "Sei A(H'bom(ss)-1)" )} und mit viY) H* = H* v {(Dom(H)+1+Dom(H')-1,
"Sei A(H'bom(my-1)' )} € AF(H*) < $H° € HL\{0}. Sodann ergibt sich mit Theorem 3-15-
(ii), dass VERS($)) = VERS($H'TDom($')-1) u {(Dom($')-1, "Sei A(H'bom(s)-1)")} und
VERS(H") = VERS($*) u {(Dom(H)+1+Dom(H’)-1, "Sei A(H'bomes)-1)' )} Mit
Dom(VERS($H*)) = Dom(VERS($)) u {Dom($H)} u {(Dom(H)+1+l | [ €
Dom(VERS($'TDom($")-1))} ergibt sich dann:

i € DOm(VERS(6™)
gdw
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i € Dom(VERS($*)) u {Dom($)+1+Dom($’')-1}

gdw

i € Dom(VERS(9)) u {Dom($)} u {(Dom($)+1+l | I € Dom(VERS($'IDom($")-1))}
v {Dom($)+1+Dom($")-1}

gdw

1 € Dom(VERS(9)) u {Dom($)} u {(Dom($)+1+] |l € Dom(VERS($")}

und damit, dass Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)) u {Dom($)} u {(Dom($)+1+|]
Dom(VERS(£")} und somit v) gilt.

(SEF, NEF): Sei nun ' € SEF($'TDom(5")-1). Dann gibt es nach Definition 3-2 i
Dom($)")-1, so dass mit iv) A($')= A($H*pom(s)+1+) und ¢ € Dom(VANS($'TDom($')-1))
und K($H'TDom($)')-1) = A($*pom(s)+1+bom(sy)-2) = K($*) und es kein I mit i < [ < Dom($')-
2 gibt, so dass [ € Dom(VANS($H'TDom($')-1)) und ' = HTDom($")-1 u {(Dom($H')-1,
TAlso A(5;) — K(H*)")}. Mit vi') ergibt sich dann: $* = $* u {(Dom(H)+1+Dom($')-1,
TAlso A($,) — K($H*)")}. Sodann gilt mit iv') und v'): Dom($))+1+i € Dom(VANS($H*))
und es gibt kein [ mit Dom($)+1+: < [ < Dom($)+1+Dom(HH")-2, so dass [ e
Dom(VANS($*)). Damit ist dann auch $* € SEF($H*) < HL\{0}. Sodann ergibt sich mit
Theorem 3-19-(iii), dass VERS($)') = (VERS(H'TDom(9")-1)\{(j, ') | ¢ < j < Dom($)')-
13) v {(Dom($)-1, H'bom(s)-1)} und VERS(H') = (VERS(H*IM(r, H7,) | Dom($H)+1+i <
r < Dom(9)+1+Dom($’)-1}) u {(Dom($H)+1+Dom($’)-1, $H'oom)1)}. Mit
Dom(VERS($H*)) = Dom(VERS(9)) u {Dom($H)} u {(Dom(H)+1+l | [ €
Dom(VERS($'TDom($")-1))} und i') und iv') ergibt sich dann:

k € Dom(VERS($"))

gdw

ke (Dom(VERS(H*)\{r | Dom($H)+1+i < r < Dom($)+1+Dom($’)-1}) u
{Dom($)+1+Dom($’)-1}

gdw

k € Dom(VERS($*)) und k < Dom($))+1+: oder k£ = Dom($)+1+Dom($')-1

gdw

ke Dom(VERS($H)) v {Dom($)} oder k e {(Dom(H)+1i+l | [ €
Dom(VERS($'Dom($')-1))} und k& < Dom($))+1+: oder k£ = Dom($)+1+Dom($")-1
gdw
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k < Dom($)+1 und & € Dom(VERS($)) v {Dom($)} oder £ > Dom($)+1 und k-
Dom($)+1 € Dom(VERS($'Dom($')-1)) und k-Dom($))+1 < i oder k-Dom($)+1 =
Dom($')-1

gdw

k < Dom($)+1 und & € Dom(VERS($)) u {Dom($)} oder k£ > Dom($)+1 und k-
Dom($)+1 € Dom(VERS($'TDom($H")-1))\{j | i < j < Dom($')-1} oder k-Dom($)+1 =
Dom($)-1

gdw

k < Dom($)+1 und & € Dom(VERS($)) u {Dom($)} oder k£ > Dom($)+1 und k-
Dom($)+1 € Dom(VERS($")

und somit, dass Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)) u {Dom($)} u {(Dom(H)+1+l |l e
Dom(VERS($")} und damit v) gilt. Fur den Fall, dass $' € NEF($'IDom($)")-1), zeigt
man analog, dass dann auch $* € NEF($*) < HL\{0} und v) gilt.

(PBF): Sei nun ' € PBF($'TDom($)")-1). Dann gibt es nach Definition 3-15 B € PAR,
& € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und i € Dom(VERS($'TDom(£")-1)), so
dass mit iv) "VEAT = A(9") = A(H*poms)+1+) und [B, & A] = A($H'+1) = A(H*pom(s)+2+i),
wobei i € Dom(VANS($'TDom(97)-1)) und K($H'TDom($)-1) = A(H'bom)-2) =
A *pom(@)+1+Dom(m)-2) = K(H*) und ' = HTDom(9H)-1 u {(Dom($H)-1, "Also
K($'TDom($")-1)} und B ¢ TTFM({A, K($H'TDom($")-1)}) und es gibt kein j <, so dass
B e TT(H,), und es gibt kein [ mit +1 < [ < Dom($)-2, so dass [ e
Dom(VANS($'TDom(H")-1).

Dann gilt mit iv') und Vv'): Dom($)+1+i € Dom(VERS($*)) und Dom($)+2+i €
Dom(VANS($*)) und es gibt kein [ mit Dom($)+2+:; < [ < Dom($)+1+Dom($)")-2, so
dass I € Dom(VANS($*)). Sodann gilt mit vi'), dass H* = H* u {(Dom($H)+1+Dom(')-
1, "Also K($'TDom($")-1)} = $H* u {(Dom(H)+1+Dom($')-1, "Also K($H*)"}.

Sodann ist & € FV(A) oder & ¢ FV(A). Sei nun & € FV(A). Dannist B € TT([B, & A])
< TTSEQ(%'). Da nun nach Voraussetzung PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($H') = 0 ist
damit B ¢ TTSEQ($). Damit ergibt sich mit i') bis iv') daraus, dass p ¢ TTFM({A,
K($'TDom(£")-1)}) und es kein j < ¢ gibt, so dass B € TT($')), dass B ¢ TTFM({A,
K($*)}) und es kein j < Dom($))+1+: gibt, so dass B € TT(H*,). Damit ist dann $* e
PBF($*). Sei nun & ¢ FV(A). Nun gibt es ein p* € PAR\(TTSEQ(H) u TTSEQ(5)).
Dann ist mit Theorem 1-9-(ii) [B*, &, A] = A = [B, & A] = A(9'i+1) = A(H*pom(s)+2+:)- SO-
dann gilt dann, dass p* ¢ TTFM({A, K($*)}) und es kein j < Dom($)+1+: gibt, so dass
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B* e TT(H*,). Damit ist dann wiederum $* € PBF($*). Es gilt also insgesamt, dass $°
e PBF($H*) < HL\{0}. Dass auch v) gilt, ergibt sich dann mit i'), iv') und Theorem 3-21-
(iii) analog zu SEF und NEF.

(SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF, UBF, PEF, IEF, IBF): Sei nun '
SBF($'TDom($")-1). Dann gibt es nach Definition 3-3 A, I' € GFORM, so dass A, "A —
I € VER(H'TDom(H)-1) und H' = H'TDom($")-1 u {(Dom(5')-1, "Also I'")}. Dann gilt
mit vi): 5 = H* u {(Dom($H)+1+Dom($')-1, "Also I'")}. Sodann gilt mit A, "A - T €
VER($'TDom($)-1), Definition 2-31 und iv'), dass es 4, j € Dom(VERS($'TDom($")-1))
gibt, so dass A = A(9") = A(H*pom(g)+1+i) Und "A — T = A(H'}) = A(H*pom(s)+1+7)- SO-
dann gilt mit v'), dass Dom(9)+1+:, Dom($)+1+; € Dom(VERS($*)). Damit ist dann
insgesamt $* € SBF($H*) < HL\{0}.

Sodann ist $' € SEF($H'TDom($')-1) u NEF($'IDom($)-1) u PBF($H'TDom($'")-1)
oder ' ¢ SEF($H'TDom(H")-1) u NEF($'TDom($")-1) u PBF($H'TDom($")-1). Im ersten
Fall ergibt sich die Gultigkeit von v) wie unter den jeweiligen Fallbetrachtungen. Sei nun
$H' ¢ SEF(HTDom(H")-1) u NEF(H'TDom(H")-1) u PBF($H'TDom($")-1). Dann gilt mit
ix), dass auch ©§* ¢ SEF($*) u NEF(H*) u PBF($*). Dann gilt mit Theorem 3-25, dass
VERS($') = VERS($Dom($)-1) u {(Dom($)-1, "Also I)} und VERS($H') =
VERS($H*) u {(Dom($€)+1+Dom($’)-1, "Also I)}. Mit V'), also Dom(VERS($*)) =
Dom(VERS($)) u {Dom($€)} u {(Dom($H)+1+l | | € Dom(VERS($'TDom($")-1))},
ergibt sich dann wie bei AF, dass VERS($") = Dom(VERS($)) u {Dom($)} u
{(Dom(9H)+1+l |l € Dom(VERS($"))} und folglich v) gilt.

Fir den Fall, dass ©' e KEF($'TDom($H)-1) uv KBF($HTDom(9H)-1) u
BEF($'TDom($)-1) u BBF($'TDom($')-1) u AEF($'TDom($")-1) u ABF($'TDom($")-
1) u NBF(®HTDom($")-1) u UBF($H'TDom($)-1) u PEF($TDom(H)-1) u
IEF($H'TDom($)-1) u IBF($H'TDom($)-1), zeigt man analog, dass dann auch $* e
KEF($*) u KBF($*) u BEF($*) u BBF(H*) u AEF($*) u ABF($*) u NBF(§*) u
UBF(9*) u PEF($H*) u IEF(H*) u IBF($H*) < HL\{0} und jeweils v) gilt.

(UEF): Sei nun ' € UEF($H'TDom($")-1). Dann gibt es nach Definition 3-12 B € PAR,
& e VAR und A € FORM, wobei FV(A) < {&}, so dass [B, & A] € VER($'TDom(H')-1),
B ¢ TTFM({A} u VAN($'TDom($)-1)) und ' = HTDom($")-1 u {(Dom($")-1, "Also
AEA™)}. Dann gilt zunachst mit vi'): $* = H* u {(Dom($H)+1+Dom($’)-1, "Also AEA™)}.
Sodann gilt mit [B, & A] € VER($H'TDom($)-1), Definition 2-31 und iv'), dass es i e
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Dom(VERS($'IDom($)")-1)) gibt, so dass [B, & A] = A($') = A(H*pom(s)+1+)- Sodann gilt
mit v'), dass Dom($))+1+i € Dom(VERS($%*)).

Sodann ist & € FV(A) oder & ¢ FV(A). Sei nun & € FV(A). Dannist B € TT([B, & Al)
C TTSEQ($"). Da nun nach Voraussetzung PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($H) = @ ist
damit B ¢ TTSEQ(%). Damit ergibt sich mit i') bis v') daraus, dass p ¢ TTFM({A} v
VAN($'TDom(£')-1))), dass p ¢ TTFM({A} u VAN($H*)). Damit ist dann §* e
UEF($5H*). Sei nun & ¢ FV(A). Sei nun f* € PAR\(TTSEQ($) u TTSEQ(%")). Dann ist
mit Theorem 1-9-(ii) [B*, & A] = A = [B, & A] = A(9") = A(H*pom(s)+1+). Sodann gilt
dann, dass B* ¢ TTFM({A} u VAN($*)). Damit ist dann wiederum §* € UEF($H*). Es
gilt also insgesamt, dass $* € UEF($*) < HL\{0}. v) ergibt sich dann mit Theorem 3-25
analog zum Vorgehen bei SBF ... IBF. o

Theorem 4-5. Gegliickte KB-Fortsetzung

Wenn $ € HL\{@0} und "A A B" € VER($)), dann gibt es ein $* € HL\{@}, so dass
()  VAN(H*) = VAN(H),
(i) A, B e VER(H*) und
(iii)  K(9H*) =B.

Beweis: Seien € HL\{0} und "A A B" € VER(%). Dann gibt es ein : € Dom($)), so
dass A($;) = "A A B und (z, ;) € VERS(%)). Folgende Sequenzen seien definiert, wobei
a € KONST\TTSEQ(%):

-
|

v {(Dom($)), "Also a =a’)}
{(Dom(H"), "Also A"}
{Oom($?),  Also a=a")}
{(Dom($°®), T"AlsoB")}

w
|
N

C

N
|
w

55 5 S
1
SR
C

C

Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 sind zundchst K($®) und K($®) keine Negationen
oder Subjunktionen und auch nicht identisch mit K($3) resp. K(£?), weil sonst o €
TTSEQ($) resp. a € TT($,) < TTSEQ($). Also $H' ¢ SEF($H) u NEF($) u PBF($) und
9 ¢ SEF(H?) u NEF($?) u PBF($?). Ware "o.= o € TF(A) u TF(B), dann wére a
TT($) < TTSEQ($). Also ist "o = o ¢ TF(A) und "a = o ¢ TF(B) und damit $* ¢
SEF(HY) u PBF($HY) und H* ¢ SEF(H°) u PBF($°). Ware $? € NEF(H?) oder ©* €
NEF(£%), dann gébe es ein j € Dom($°), so dass A($,) = "—a = a”. Mit Theorem 1-5
und Theorem 1-6 ist j ¢ {Dom($*)-1, Dom($°)-3}. Wegen "o = " ¢ TF(A) ist aber
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auch j = Dom($°-2. Also j € Dom(H*)\{Dom($%-1, Dom($°)-2, Dom($°%-3} =
Dom($). Mit a € TT($);) wére dann aber auch a € TTSEQ($)). Widerspruch. Also $? ¢
NEF($'Y) und $* ¢ NEF($%).

Hingegen ist damit erstens nach Definition 3-16 $* € IEF($), damit $' € HL\{0} und
mit Theorem 3-25 VERS($') = VERS($) u {(Dom($), "Also a = a)}. Damit gilt
VANS($H') = VANS($H) und "A A B' e VER($) < VER(H%). Also ist zweitens
Definition 3-5 $* € KBF($") < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($%)
u {(Dom($%), "Also A™)}. Damit gilt VANS($?) = VANS($'), "A A B* € VER(H') <
VER($?) und A € VER($?). Sodann ist drittens nach Definition 3-16 $° € IEF($?), $°
€ HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($°) = VERS($?) u {(Dom($?), "Also a = a™)}.
Damit gilt VANS($®) = VANS($?) und A, "A A B™ € VER($?) < VER($®). Viertens ist
damit nach Definition 3-5 $* € KBF($% < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS(§") =
VERS($%) u {(Dom($%), "Also B)}. Damit gilt VANS($*) = VANS($%), A € VER(§?)
< VER($?) und B € VER(H%). Insgesamt ist damit $* € HL\{0}, VAN(§?) = VAN(8®)
= VAN($?) = VAN(H) = VAN($), A, B € VER(H?) und K(H*) =B. o

Theorem 4-6. Verflighare Aussagen als Konklusionen

Wenn $) € HL\{0} und A € VER($)), dann gibt es ein $* € HL\{0}, so dass
()  VAN(S*) = VAN($),
(i)  VER(®) < VER(H*) und
(i) K(9H*) =A.

Beweis: Seien $ € HL\{0} und A € VER($). Dann gibt es ein © € Dom($)), so dass
A(5H) = A und (4, ;) € VERS($). Folgende Sequenzen seien definiert, wobei o e
KONST\TTSEQ(%):

,_‘
|

o {Dom(®), Alsoa=da)}
! {(Dom($"), TAlso AAA")}
{(Dom($?), T"Alsoo=a")}
{(Dom($H®), "Also A™)}

N
C

C

SN
|
R

S
|
w

C

Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 sind zunachst K($31), K(£?) und K($°%) keine Negati-
onen oder Subjunktionen und auch nicht identisch mit K() resp. K($') und K($?). Ins-
besondere ist K($3) nicht identisch mit K($%), weil sonst o € TTSEQ($). Also $' ¢
SEF($)) u NEF($9) u PBF($), H° ¢ SEF(HY) u NEF($Y) u PBF(HY) und $° ¢ SEF(5?)
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u NEF($?) u PBF($?%). Wére "o = a” e TF(A), dann ware a € TT($,) < TTSEQ().
Also ist "a = o ¢ TF(A) und damit $§* ¢ SEF($°) u PBF($°). Ware $* € NEF(§°),
dann gabe es ein j € Dom(H°), so dass A($,) = —a = «". Mit Theorem 1-5 und Theorem
1-6 ist 7 ¢ {Dom(£%-1, Dom($%-2, Dom($*)-3}. Also j € Dom($H*)\{Dom($°%-1,
Dom($%-2, Dom($%-3} = Dom(H). Mit o € TT($,) ware dann aber auch o e
TTSEQ($). Widerspruch. Also $* ¢ NEF($%).

Hingegen ist damit erstens nach Definition 3-16 $' € IEF($), damit $' € HL\{0} und
mit Theorem 3-25 VERS($') = VERS($) u {(Dom($), "Also a = a)}. Damit gilt
VANS($') = VANS($) und A € VER($) < VER($'). Also ist zweitens nach Definition
3-4 9% € KEF(HY) < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($') u
{(Dom($Hh), "Also A A A™)}. Damit gilt VANS($?) = VANS($'), VER(H'Y) < VER(§?)
und "A A A" e VER($?. Sodann ist drittens nach Definition 3-16 $° € IEF($%) <
HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($®) = VERS(£%) u {(Dom($?), "Also a = o)}
Damit gilt VANS($®) = VANS($%) und "A A A” € VER($?) < VER($?). Viertens ist
damit nach Definition 3-5 $* € KBF($% < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS(§") =
VERS($% u {(Dom($°), "Also A™)}. Damit gilt VANS($?) = VANS($°) und VER($°)
< VER($%. Insgesamt ist damit $* € HL\{0}, VAN($H*) = VAN(§®) = VAN(H?) =
VAN(HY) = VAN($), VER(H) < VER($) und K(%) = A. o

Theorem 4-7. Eliminierbarkeit einer Annahme von "o = o

Wenn $ € HL\{0}, a € KONST und A, B € VER(%), dann gibt es ein $* € HL\{@}, so dass
()  VAN($H*) < VAN@®)\{a=a"},
(i) A, B e VER($H*) und
(i) K(9H*)=B.

Beweis: Seien $ € HL\{0}, o« € KONST und A, B € VER($). Angenommen "o = o’ ¢
VAN($). Dann ist VAN($) < VAN(H)\{ "o = a'}. Mit Theorem 4-6 gibt es zudem ein
H* e HL\{0}, so dass VAN(H*) = VAN($) < VANH)\ e = a'}, A, B € VER(H) <
VER($*) und K($H*) = B.

Sei nuno. = a’ € VAN($). Dann ist ' = $ u {(Dom($), "Also A A B")} € KEF($),
wobei $* € HL\{0} und nach Theorem 3-26-(iv) und -(v) "A A B* € VER($') und
VAN($HY) < VAN($). Nun gibt es nach Theorem 4-2 ein $* e HL\{0}, so dass
VAN($H") < VAN(H") = VAN(®), K(®") = K®") = "A A B und fir alle k <
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Dom(VANS($")): Wenn A($H") = "o = a”, dann k& = max(Dom(VANS($"))). Dann ist "a
=a' € VAN(H") oder "o = o ¢ VAN(H").

Erster Fall: Angenommen "o, = " € VAN($"). Dann ist A($)" maxom(vans(+)) = "0 =
o' und fur alle & € Dom(VANS($H')): Wenn A(H") = "a = o', dann k =
max(Dom(VANS($"))). Dann seien folgende Sequenzen definiert:

2 9 u {(Dom($"), T"Alsoa=0— (AAB))}
$° 9% u {(Dom($H?), TAlsooa=o0o")}
H* 9 u {(Dom($*), "Also A AB")}

Nach Definition 3-2 ist $* € SEF($), damit $* ¢ HL und mit Theorem 3-19-(ix)
VAN($?) < VAN($") < VAN($). Sodann gilt mit Theorem 3-22, dass "o = o ¢
VAN($?) und damit VAN($?) < VAN(H)\{ @ = a'}. Zudem ist "o = o — (A A B)" €
VER($?).

Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 sind K($°) und K(£)*) keine Negationen oder Sub-
junktionen und auch nicht identisch mit K($?) resp. K(°). Also $° ¢ SEF(§$?) u
NEF($%) u PBF($?) und $* ¢ SEF($°) u NEF($% u PBF($®. Hingegen ist nach
Definition 3-16 $° € IEF($H) < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($°%) = VERS($%)
u {(Dom($H?), "Also a = o)}. Damit gilt VANS($®) = VANS(H'), ‘a=a — (A AB)" €
VER($? < VER($% und "o = o' € VER($%. Also ist nach Definition 3-3 $*
SBF($% < HL\{0} und mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($®) u {(Dom($?), "Also
A A B} Damit gilt VANS($*) = VANS($®. Insgesamt ist damit $* € HL\{0},
VAN(H* = VAN($®) = VAN(H?) < VAN "a =o'} und "A A B* € VER($%). Mit
Theorem 4-5 gibt es dann das gesuchte H* € HL\{0}, so dass VAN($*) = VAN($*) <
VAN($H){ "o =a"}und A, B € VER(H*) und K(H*) = B.

Zweiter Fall: Angenommen "o = o ¢ VAN($") und mithin VAN($H") < VAN(H)\ "o
=a'}. Nunist "A A B" = K(§") € VER(H"). Mit Theorem 4-5 gibt es dann das gesuchte
$H* e HL\{0}, so dass VAN(H*) = VAN(H") < VAN(®H){a = o’} und A, B €
VER($H*) und K(H*) =B. o
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Theorem 4-8. Einfache Substitution eines neuen Parameters fiir einen Parameter ist HL-treu

Wenn § e HL, und p* € PAR\TTSEQ($) und B € PAR\{B*}, dann ist [B*, B, $] € HL und
Dom(VERS([B*, B, $1)) = Dom(VERS($)).

Beweis: Durch Induktion tber Dom($)). Sei $ € HL, und p* € PAR\TTSEQ($)) und B €
PAR\{p*} und gelte die Behauptung flr alle £ < Dom($)). Sei Dom($) = 0. Dann ist $) =
@ = [B*, B, H] und damit [B*, B, $H] € HL und es ist Dom(VERS([p*, B, H]) = 0 =
Dom(VERS($))). Sei nun 0 < Dom($)). Dann ist $§ € HL\{@}. Dann ist mit Theorem 3-8
$H € HAB($HIDom($)-1). Dann ist nach 1.V.:

a) H* = [B*, B, HIDom($H)-1] € HL und Dom(VERS(H*)) = Dom(VERS($Dom($))-1)).

Sodann ergibt sich mit $ € HAB($HIDom($)-1) mit Definition 3-18, dass $ e
AF(HIDom($)-1) oder $ e SEF($IDom($)-1) oder 5 e SBF($5IDom(H)-1) oder § e
KEF($HIDom($)-1) oder $ € KBF($HIDom($))-1) oder $) € BEF($IDom($)-1) oder $ €
BBF(HDom($)-1) oder $ € AEF($HIDom($))-1) oder ) € ABF($HIDom($))-1) oder $) €
NEF($HIDom($)-1) oder $ € NBF($H[Dom($))-1) oder ) € UEF(HIDom($)-1) oder § €
UBF($IDom($)-1) oder $ € PEF($HIDom($)-1) oder $ € PBF($HIDom($))-1) oder $ €
IEF(5IDom($)-1) oder $ e IBF($HDom($)-1).
Da sich Operatoren durch die Substitution nicht veréndern, gilt nun zunéchst:

b) Fir alle i € Dom($)-1: A($H*) = [B*, B, A(H)] und $H*; = "= [B*, B, A($:)]", wobei §;
= "EA(H,)" furein Z.

Sodann gilt mit B* € PAR\TTSEQ($) und B € PAR\{p*}:
c) Fur jedes i € Dom($): B* ¢ TT(A($,)) und B ¢ TT([B*, B, A(H)]),

da sonst im Gegensatz zur Voraussetzung * € TTSEQ($) oder B = p*. Sodann sei ver-

einbart;

d) " = H* u {(Dom($)-1, [B*, B, Hooms)1])}-

Nun wird gezeigt, dass sich fur die einzelnen Falle AF ... IBF jeweils ergibt, dass $*
HL und Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)), womit $§* dann jeweils das gesuchte HL-

Element ist.
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Um Sonderbetrachtungen bei SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF, UEF,

UBF, PEF, IEF und IBF zu vereinfachen wird nun noch vorbereitend gezeigt:

e) Wenn §* e SEF($H*) u NEF($H*) u PBF($*), dann $ e SEF($HIDom($)-1) u
NEF($HIDom($-1) u PBF($HDom($-1).

Vorbereitungsteil: Sei $H* e SEF($H*). Dann gibt es nach Definition 3-2 i e
Dom(VANS($*)), so dass mit b) und d) A($H*) = [B*, B, A(5;)] und K(H*) = [B*, B,
A($Hpom(s)-2)] und es kein I mit 7 < [ < Dom($))-1 gibt, so dass [ € Dom(VANS($*)) und
"= H* u {(Dom(H)-1, "Also A(H*) — A(H*pom(s)2)")} = H* u {(Dom(H)-1, "Also
[B*, B, A()] — [B* B, Alfoome)2)]")} Mit d) ist "Also [B*, B, A($H:)] — [B*, B,
A$pome)2)]" = [B*, B, "Also A($:) — A(Hpom()-2) '] = [B*, B, Hoom(s)-1]. Theorem 1-16
ergibt "Also A($:) — A(®bom)-2)’ = Hoom)1 und mithin H = HfDom(H)-1 v
{(Dom($)-1, "Also A($;) — A(Hooms)2)')} Sodann gilt mit a) und b): 7 €
Dom(VANS($HIDom($)-1)) und es gibt kein [ mit : < [ < Dom($))-2, so dass [ €
Dom(VANS($IDom($)-1)). Damit ist dann auch $ e SEF($IDom($)-1). Fur den Fall,
dass " € NEF($*), zeigt man analog, dass dann auch § € NEF($Dom($)-1).

Sei nun $* e PBF($H*). Dann gibt es nach Definition 3-15 mit b) und d), B* € PAR,
VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {C} und i € Dom(VERS($%*)), so dass A($H*;) = V(A
= [B* B AM®)] und A(9*w1) = [B" G Al = [B*, B, A(Hi1)], wobei i+l e
Dom(VANS($*)), [B*, B, A(©pom(s)2)] = K(H*), B* & TTFM{A, [B*, B, A($oom(s)-2)1}),
es kein j < gibt, so dass B* € TT(*), es kein [ mit i+1 < [ < Dom($))-2 gibt, so dass [ €
Dom(VANS($*)) und $* = H* u {(Dom($)-1, "Also K(H*))} = H* u {(Dom(H)-1,
"Also [B*, B, A(Siam(e)2)]")} = H* U {(Dom(H)-1, [B*, B, "Also A(Hpom(s)2)"D}. Mit d)
ist [B*, B, "Also A(Hooms)-2)"] = [B*, B, Hoom(s)-1]. Theorem 1-16 ergibt "Also A($Hpom(s)-
2)" = Hoom(sy-1 Und mithin $H = HFDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also A(Hpom(s)-2)")}-

Damit ergibt sich dann mit a), b) und d) zunachst: i € Dom(VERS($)fDom($)-1)), i+1
e Dom(VANS($HIDom($)-1)), K(HIDom($)-1) = A(Hoom(s)-2) und es gibt kein [ mit 7+1
<[ < Dom($)-2, so dass | € Dom(VANS($HIDom($)-1)). Zu zeigen ist nun noch, dass
A($;) und A($+1) die Voraussetzungen fir $ € PBF($IDom($))-1) erfillen.

Nun ist [B*, B, A(5)] = A(5*) = "VCA™ und [B*, B, A(Hi1)] = A(H*:1) = [B, ¢, A]. Da
Operatoren durch die Substitution nicht verandert werden, gilt damit wegen [B*, B, A(9,)]
= VLA™ A($),) = "VEA™ flr ein AT € FORM, wobei p* ¢ TT(A") und FV(A") < {(}.
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Damit ist "VEA™ = [B*, B, A(H)] = [B*, B, "VCA™] = "V[B*, B, AT]" und somit A = [B*, B,
A"]. Damit gilt wiederum: [B*, ¢, A] = [B", &, [B*, B, A']] und B* ¢ TT([p*, B, A™]). So-
dann gilt * = B* oder B* # B".

Erster Fall: Sei p* = B*. Dann ist B* ¢ TT([B*, B, A™]) und damit B ¢ TT(A"). Dann ist
A =[B*, B, AT = A" und wegen B* = B* ist dann [B*, B, A(Hi+1)] = [B", & A] = [B*, ¢, A™].
Sodann ist p* ¢ TT(A") und B* ¢ TT(A($H:1)) und damit gilt mit Theorem 1-18 wegen
[B*, B, A(H=1)] = [B*, ¢ A'], dass A($H1) = [B, { A']. Ware nun B € TTFM({A",
A($Hpom(s)-2)}) oder gébe es ein j <1, so dass B € TT($);). Dann ergabe sich mit b) und p*
=B*, dass B* € TTFM{[B*, B, A'], [B*, B, A(Hpom(s)-2)]}) oder dass es j < i gébe, so dass
B* e TT(H*;). Widerspruch! Also ist A($;) = "VCA™ und A($Hi1) = [B, ¢, AJ und B ¢
TTFM{A", A(Hpom(s)-2)}) und es gibt kein j <4, so dass B € TT($,) und somit insgesamt
$ € PBF(HIDom($)-1).

Zweiter Fall: Angenommen, B* # B*. Dann lassen sich mit B* € TT([B*, B, A(H:1)) und
B* ¢ TT([B*, B, A($H:1)) zwei Unterfalle unterscheiden. Erster Unterfall: Angenommen
B e TT([B*, B, A(Hi+1)). Dann ist B* # B und damit B ¢ TT(B"). Dann ist mit A = [B*, B,
A'] und Theorem 1-20-(ii): [B*, B, A(H»1)] = [B", ¢, Al = [B", & [B*, B, ATl = [B*, B, [B",
¢, A']]. Sodann ist p* ¢ TT(A($:1)) und wegen B* # B und B* ¢ TT(A") auch B* ¢
TT([B*, ¢ A']) und damit mit Theorem 1-15 A($1) = [B", { A']. Wére nun B* e
TTFM{A", A(Hpom(s)-2)}) oder gébe es ein j <4, so dass B* € TT($);). Dann ware wegen
B* # B mit b) auch B* e TTEM({[B*, B, A"], [B*, B, A(Hpom(s)-2)1}) oder es gabe j <, s0
dass B e TT($H*,). Also ist im ersten Unterfall die Parameterbedingung fiir B* auch in
HIDom($H)-1 erfullt und damit wiederum insgesamt $ € PBF($H[Dom($))-1).

Zweiter Unterfall: Sei nun B* ¢ TT([B*, B, A(Hi+1)]). Dann ist mit [B*, B, A(Hi+1)] = [B",
G [B*, B, AT € & FV([B*, B, A"]). Dann ist [B*, B, A(H:+1)] = [B", &, [B*, B, ATl = [B*, B,
A’] und damit mit B* ¢ TT(A(Hi+1)) v TT(AY) wiederum mit Theorem 1-15 A(;.1) = A”,
wobei mit { ¢ FV([B*, B, A*]) auch ¢ ¢ FV(A"). Sei nun p® € PAR\TTSEQ($! Dom($))-
1). Dann ist mit { ¢ FV(A") A(®m1) = A" = [B%, ¢, A"] und es gilt: B¢ ¢ TTFM{A",
A($Hpom(s)-2)}) und es gibt kein 5 <7, so dass B® € TT($,). Damit ist dann ebenfalls insge-
samt auch $) € PBF($HIDom($)-1). Also gilt in beiden Unterfallen und damit insgesamt
in beiden Féllen, dass $ € PBF($IDom($))-1).

Hauptteil: Nun zum Nachweis, dass sich fir die einzelnen Falle AF ... IBF jeweils
ergibt, dass $" € HL und Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)). Zunachst werden SEF,



4.1 Vorbereitungen 173

NEF und PBF behandelt. Nach einer Ausschlussannahme fiir alle anderen Falle kann mit
e) sofort Dom(VERS($")) bestimmt werden.

(SEF, NEF): Sei nun $ € SEF($!Dom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-2 i e
Dom(VANS($HIDom($)-1)), so dass es kein [ € Dom(VANS($HIDom($)-1)) miti <[ <
Dom($)-2 gibt und $ = HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also A(H;) — K(HIDom($)-
1)")}. Dann gilt mit a), b) und d): ¢ € Dom(VANS($*)) und es gibt kein [ mit i <[ <
Dom($))-2, so dass I € Dom(VANS($*)), und A($H*) = [B*, B, A(H,)] und K(H*) = [B*,
B, K(HIDom($H)-1)] und H* = H* u {(Dom($)-1, [B*, B, "Also A(£;) — K(HIDom($)-
1)"D¥= H* u {(Dom($)-1, "Also A(H*) — K(H*)")}. Damit ist dann H* € SEF(H*)
und damit $* € HL.

Sodann ergibt sich mit Theorem 3-19-(iii), dass VERS($)) = VERS(HIDom($)-1)\{(y,
$;) i< j < Dom($)-1} v {(Dom(H)-1, "Also A($H;) — K(HIDom($)-1)")} und dass
VERS($") = VERS(H* M, H7) | i < j < Dom($)-1} v {(Dom(%)-1, "Also [B*, B,
A$)] — [B*, B, K(HIDom($)-1)]")}. Mit Dom(VERS($*)) = Dom(VERS($IDom($)-
1)) ergibt sich dann auch Dom(VERS($")) = Dom(VERS($))). Fur den Fall, dass $ <
NEF($Dom($)-1), zeigt man analog, dass dann auch $* € NEF($*) < HL und
Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)).

(PBF): Sei nun $ € PBF($IDom($))-1). Dann gibt es nach Definition 3-15 B* € PAR, {
e VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {(}, und i € Dom(VERS($Dom($))-1)), so dass
A($) = VAT, A(®:1) = [BY, ¢ Al, wobei i+1 € Dom(VANS($IDom($)-1)), p* ¢
TTFM{A, A($pom(s)-2)}), €s kein j < i gibt, so dass B* € TT(9,), es kein [ mit i+1 <[ <
Dom($)-2 gibt, so dass I € Dom(VANS($HIDom($)-1)) und $ = $HfDom($)-1 u
{(Dom($)-1, "Also A(Spam(s)-2)")}-

Damit ergibt sich dann mit a), b) und d) zunéchst: : € Dom(VERS($*)) und A($H*;) =
[B*, B, A($)] = [B*, B, "VCA™] = "VC[B*, B, A]", i+1 € Dom(VANS($*)) und A($*:+1) =
[B*, B, A(H+)] = [B*, B, [B", & ATl K(5*) = A(9*pom(s)-2) = [B*, B, A(Hpom(s)-2)] und H°
= H* v {(Dom(H)-1, [B*, B, "Also K(HIDom(H)-1)"]} = H* u {(Dom($)-1, "Also
K($*)]")} und es gibt kein [ mit ++1 <[ < Dom($))-2, so dass [ € Dom(VANS($*)). So-
dann lassen sich mit " = B und B* # B zwei Falle unterscheiden.

Erster Fall: Sei B = p. Dann ist A($::1) = [B*, B, [B", &, All = [B*, B, [, C, A]] und mit
B* ¢ TT(A) auch B ¢ TT(A) und somit mit Theorem 1-19-(ii) A(9:1) = [B*, B, [B, & All
= [B*, ¢, A]. Mit B ¢ TT(A) ist sodann [B*, B, A] = A und damit A($H*;) = "V([B*, B, A]" =
"VCA™. Sodann gilt mit B = B* und B* ¢ TTSEQ(H): B, B* ¢ TTFM{A, A(Hpom(s)-2)})
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und damit auch p* ¢ TTEM({A, [B*, B, A(Hpom(s)-2)]}). Gébe es nun ein j <4, so dass p*
e TT(H*,) und sei j so. Dann ist mit b) B* € TT(H*;) = [B*, B, H;]. Sodann ist mit f* ¢
TTSEQ($) auch B* ¢ TT($,). Damit gilt mit p* € TT($H*;) dann aber B € TT($;) und
andererseits nach Voraussetzung B = B ¢ TT($,). Widerspruch! Also gilt, dass es kein j
<1 gibt, so dass p* e TT($*;). Damit ist dann insgesamt * € PBF($*).

Zweiter Fall: Sei nun B* # B. Dann lassen sich mit ™ # p* und B* = B* zwei Unterfalle
unterscheiden. Erster Unterfall: Sei p* # B*. Dann ist mit Theorem 1-20 und B # B:
AS*1) = [B*, B, [B", & Al = [B", &, [B*, B, A]]. Sodann ist A(§*;) = "VE[B*, B, AT". Wé-
re nun B* e TTFM{[B*, B, Al, [B*, B, A($pom(s)-2)]}) oder gébe es ein j <4, so dass B* e
TT(H™*;), dann wére wegen B* # B* mit b) auch B* € TTFM({A, A(Hpom(s)-2)}) oder es
gdbe j <, so dass B* e TT($,). Widerspruch! Also ist B* ¢ TTFM{[B*, B, Al, [B*, B,
A(Hpom(s)-2)1}) und es gibt kein j < 4, so dass B* e TT($H*;) und damit wiederum insge-
samt §* € PBF(H*).

Zweiter Unterfall: Sei nun B* = p*. Dann ist { ¢ FV(A), da sonst p* € TT([B", ¢, A]) <
TTSEQ($). Mit Theorem 1-9-(ii) ist dann [B*, {, A] = A und damit A(H*1) = [B*, B, [B",
¢, A]l = [B*, B, A] und sodann ist A(H*) = "VB* P, A]'. Sei nun B° e
PAR\TTSEQ($*). Dann ist mit { ¢ FV(A) auch ¢ ¢ FV([B*, B, A]) und damit A($*;+1) =
[B*, B, A] = [ ¢, [B*, B, A]l und es gilt: B* ¢ TTFM{[B*, B, Al, [B*, B, A(Hooms)2)]})
und es gibt kein j <4, so dass p° € TT($*,). Damit ist dann wieder insgesamt auch $* e
PBF($*). Damit gilt in beiden Unterfallen und somit insgesamt in beiden Fallen, dass $*
e PBF($*) und damit " € HL.

Sodann ergibt sich mit Theorem 3-21-(iii), dass VERS($) = VERS($HDom($)-1)\{(j,
9)) | i+1 < j < Dom($)-1} u {(Dom($)-1, "Also A(Hpom(s)-2)")} und dass VERS(H") =
VERS(HMM(, $7) | #+1 < j < Dom($)-1} u {(Dom($)-1, "Also [B*, B, A(Sipom(s)-
)"} Mit Dom(VERS($H*)) = Dom(VERS($Dom($)-1)) ergibt sich dann wieder
Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)).

Ausschlussannahme: Fur die verbleibenden Schritte sei $ ¢ SEF($HIDom($)-1) u
NEF($Dom($)-1) u PBF($IDom($)-1). Mit e) ist dann $H* ¢ SEF(H*) u NEF(H*) u
PBF($*). Damit ergibt sich flr die folgenden Falle dann jeweils mit Theorem 3-25, dass
VERS($H) = VERS(HIDom($)-1) u {(Dom($)-1, K($))} und dass VERS(H") =
VERS(H*) u {(Dom($)-1, K(£*))}. Mit Dom(VERS($*)) = Dom(VERS($!Dom($)-
1)) ergibt sich dann Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)) fr alle verbleibenden Félle.
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(AF): Sei nun ) € AF(HIDom($)-1). Dann ist $ = HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Sei
A(Hpom(s)-1)")- Dann ist mit d) H* = H* u {(Dom($)-1, "Sei [B*, B, A(Hpom)-1)]")} €
AF($H*) und damit H* € HL.

(SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF): Sei nun $) € SBF($/Dom($)-1). Dann
gibt es mit Definition 3-3 A, B € GFORM, so dass A, "A — B" € VER($IDom($)-1)
und © = HiDom($H)-1 u {(Dom($H)-1, "Also B™)}. Mit d) gilt dann: §" = H§* U
{(Dom($)-1, "Also [B*, B, B]". Sodann gibt es mit A, "A — B" € VER($IDom($))-1)
und Definition 2-31 4, j € Dom(VERS($IDom(£))-1)), so dass A($);) = A und A($,) = "A
— B™. Mit a) und b) ergibt sich dann, dass i, ; € Dom(VERS($*)) und A($H*;) = [B*, B,
A] und A(H*;) = "[B*, B, A] — [B*, B, B]". Damit gilt dann §* = H* u {(Dom($)-1,
"Also [B*, B, B]")} € SBF($*) und damit §* € HL. Fir KEF, KBF, BEF, BBF, AEF,
ABF und NBF ist analog vorzugehen.

(UEF): Sei nun $) e UEF($Dom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-12 B* € PAR,
{ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {(}, so dass [B*, ¢, A] € VER(HIDom($)-1), B*
g TTFM({A} v VAN($HIDom($)-1) und $ = $HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also
AEA™)}. Dann gilt mit d): H* = H* u {(Dom(H)-1, [B*, B, "Also AEA™])} = H* u
{(Dom($)-1, "Also AE[B*, B, A]")}. Sodann gibt es mit [B*, {, A] € VER($HDom($)-1)
und Definition 2-31 7 e Dom(VERS($)! Dom($)-1), so dass [B", ¢, A] = A($,). Mit a) und
b) gilt dann, dass i € Dom(VERS($%*)) und A($H*) = [B*, B, A(H)] = [B*, B, [B", & All.
Sodann lassen sich mit p* = B und B* # B zwei Félle unterscheiden.

Erster Fall: Sei B* = B. Dann ist A($.) = [B*, B, [B", & Al]l = [B*, B, [B, &, A]] und mit B*
¢ TT(A) auch B ¢ TT(A) und mit Theorem 1-19-(ii) A(9,) = [B*, B, [B. C, All = [B*, , A].
Mit B ¢ TT(A) ist sodann [B*, B, A] = A und damit K($%) = "AL[B*, B, A]" = "A{A™. So-
dann gilt mit " = B und B* ¢ TTSEQ($): B, B* ¢ TTFM({A} u VAN(HIDom($)-1))
und damit mit a) und b) auch p* ¢ TTFM({A} u VAN(H*)). Wére namlich p* e
TTFM{A} u VAN(H*)). Dann ist p* ¢ TT(A), da sonst p* e TT(A) < TT("ALAT) =
TT(K($)) < TTSEQ($), was wegen B* ¢ TTSEQ($)) ausgeschlossen ist. Also gébe es
dann B € VAN($*), so dass p* € TT(B). Damit gébe es mit Definition 2-32 j €
Dom(VANS($*)), so dass p* € TT(A(H*;)). Dann ist mit b) A(H*)) = [B*, B, A($H)]
Sodann ist mit * ¢ TTSEQ($)) auch B* ¢ TT(A(%;)). Damit gilt mit p* € TT(A(H*)
und A(H*)) = [B*, B, A($,)] dann aber B € TT(A($,)). Sodann ergibt sich mit a) und b)
aus j € Dom(VANS($*)), dass j € Dom(VANS($IDom($)-1)) und somit A($,) €
VAN($HIDom($)-1). Damit ware aber B € TTFM(VAN($HIDom($)-1) und andererseits
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nach Voraussetzung B = B* ¢ TTFM(VAN($HIDom($)-1). Widerspruch! Also ist B* ¢
TTEM({A} v VAN($*)). Da sodann A($H*) = [B*, {, A], i € Dom(VERS($H*)) und
K($") = "ALA" ist damit dann insgesamt $* € UEF($*).

Zweiter Fall: Sei nun B* # B. Dann lassen sich mit * # p* und B* = B* zwei Unterfalle
unterscheiden. Erster Unterfall: Sei B* # p*. Dann ist mit Theorem 1-20-(ii) und B* # B:
AG*) = [B* B, [B", & All = [B", &, [B*, B, A]]. Sodann ist K(&") = "AL[B*, B, A]". Ange-
nommen B* € TTFM{[B*, B, A]} u VAN($*)). Da B’ # B* und B* ¢ TT(A) ist zunachst
B* ¢ TT([B*, B, A]). Also ware B* € TTFM(VAN($*)) und somit gabe es mit Definition
2-32 ein j € Dom(VANS(£*)), so dass B* € TT(A($H*)). Da mit b) A(H*)) = [B*, B,
A($,)] und B # B* wére damit aber bereits B* € TT(A($,). Mit a) und b) ergabe sich so-
dann aus j € Dom(VANS($*)), dass j € Dom(VANS($IDom($)-1)) und somit A($),) €
VAN($HIDom($)-1) und B* € TTFM(VAN($HIDom($)-1) und andererseits nach Voraus-
setzung B* ¢ TTFM(VAN($HIDom($)-1). Widerspruch! Also ist B* ¢ TTFM{[p*, B, A]}
u VAN($*)) und damit wiederum insgesamt $* € UEF($*).

Zweiter Unterfall: Sei nun B* = B*. Dann ist { ¢ FV(A), da sonst B* e TT([B", , A]) <
TTSEQ($). Damit ist dann [B*, ¢, A] = A und damit A($H*) = [B*, B, [B", & All = [B*, B,
A] und sodann ist K(£5*) = "AL[B*, B, A]". Sei nun B° € PAR\TTSEQ($™*). Dann ist mit {
¢ FV(A) auch ¢ ¢ FV([B*, B, A]) und damit A($H*) = [B*, B, Al = [B%, ¢, [B*, B, A]] und
es gilt: B° ¢ TTFM{[B*, B, A} u VAN($H*)) und damit wiederum insgesamt §*
UEF($*). Damit gilt in beiden Unterfallen und somit insgesamt in beiden Fallen, dass $*
e UEF(9*) < HL.

(UBF): Sei nun $ € UBF($HIDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-13 6 €
GTERM, { e VAR, A e FORM, wobei FV(A) < {(}, so dass "ALA" e
VER($HDom($)-1), und $ = $HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also [6, {, A]")}. Mit d) ist
dann $" = §* u {(Dom($)-1, [B*, B, "Also [0, {, A]'])}. Sodann gibt es mit "ALA™ e
VER($HDom($)-1) nach Definition 2-31 : € Dom(VERS($IDom($))-1)), so dass A($;)
= "ACA". Mit a) und b) ist dann i € Dom(VERS($H*)) und A($H*) = [B*, B, "ACA"] =
"A{[B*, B, A]". Sodann ist mit Theorem 1-21-(ii) K($") = [B*, B, [0, ¢, A]] = [[B*, B, 0], ¢,
[B*, B, A]], wobei mit & € GTERM auch [B*, B, 6] € GTERM und mit FV(A) < {C} auch
FV([B*, B, A]) < {C}. Damit ist dann insgesamt $* € UBF($*) < HL.

(PEF): Sei nun $H e PEF($HIDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-14 6 €
GTERM, { € VAR, A e FORM, wobei FV(A) < {¢}, so dass [0, {, A] e
VER($HIDom(H)-1), und $H = HIDom($)-1 u {(Dom($H)-1, "Also VCA™)}. Mit d) ist dann
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9" = H* v {(Dom(H)-1, [B*, B, "Also VCA'])} = H* u {(Dom($H)-1, "Also V[B*, B,
A]")}. Sodann gibt es mit [0, {, A] € VER($HIDom($)-1) nach Definition 2-31 i e
Dom(VERS($IDom($)-1)), so dass A($,) = [0, {, A]. Mit a) und b) ist dann i e
Dom(VERS($*)) und A($H*) = [B*, B, A(H,)]. Dann ist mit Theorem 1-21-(ii) A(H*;) =
[B*, B, A(9:)] = [B*, B, [6, C, All = [[B*, B, 6], G, [B*, B, A]], wobei mit 6 ¢ GTERM auch
[B*, B, 6] € GTERM und mit FV(A) < {C} auch FV([p*, B, A]) < {{}. Damit ist dann
insgesamt $* € PEF(H*) < HL.

(IEF): Sei nun e IEF($HIDom($)-1). Mit Definition 3-16 gibt es dann 6 € GTERM,
so dass = H/Dom(H)-1 u {(Dom($)-1, "Also 6 = 67)}. Dann ist mit d) H* = H* u
{(Dom(%)-1, [B*, B, "Also 6 = 67])} = H* u {(Dom(5)-1, "Also [B*, B, 6] = [B*, B,
0]")}, wobei mit 8 € GTERM auch [B*, B, 0] € GTERM. Damit ist dann $* e IEF($*)
< HL.

(IBF): Sei nun $ e IBF($HIDom($)-1). Dann gibt es mit Definition 3-17 6o, 0, €
GTERM, { € VAR und A € FORM, wobei FV(A) < {(}, so dass "0y = 6,7, [00, {, A] €
VER($HDom($)-1), und $ = HIDom($)-1 u {(Dom($H)-1, "Also [61, {, A]")}. Dann ist
mit d) §* = H* u {(Dom(H)-1, [p*, B, "Also [01, {, A]'])}. Sodann gibt es mit "0, = 0,
[00, C, A] € VER(HIDom($)-1) und Definition 2-31 i, ; € Dom(VERS($IDom($)-1)),
so dass A($;) = 6o = 6" und A($;) = [00, {, A]. Dann gilt mit a) und b): 4, j €
Dom(VERS($*)) und A($H*) = [B*, B, A(H)] = [B*, B, "60 = 611 = "[B*, B, 6] = [B*, B,
01]" und A(H*)) = [B*, B, A(5H,)]. Dann ist mit Theorem 1-21-(ii) A(H*)) = [B*, B, A(9H))]
= [B*, B, [0o, &, ATl = [[B*, B, O], & [B*, B, All und K(%") = [B*, B, [01, &, AIl = [[B*, B,
01], &, [B*, B, A]], wobei mit 6y, 6; € GTERM auch [B*, B, 6o], [B*, B, 61] € GTERM und
mit FV(A) < {C} auch FV([p*, B, A]) < {¢}. Damit gilt dann insgesamt $* e IBF($H*) <
HL. o

Das folgende Theorem dient der Vorbereitung des Generalisierungstheorems (Theorem

4-24). Der Beweis &hnelt stark dem Beweis zu Theorem 4-8.
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Theorem 4-9. Einfache Substitution eines neuen Parameters fiir eine Indiviuenkonstante ist
HL-treu

Wenn $ € HL, a € KONST und B € PAR\TTSEQ($)), dann gibt es §* € HL\{@}, so dass:
(i) a¢TTSEQ(HY),
(i)  TTSEQ(H") < TTSEQ(H) u {B},
(iii)  VAN(9) = {[a, B, B] | B € VAN($")} und
(iv)  Wenn $ # 0, dann K(9) = [a, B, K(5")].

Beweis: Sei $ € HL, a € KONST und B € PAR\TTSEQ($). Das gesuchte $* sei wie
folgt definiert:

) 9" ={(0, "Also B = p")}[B, o, H].

Zunachst gelten dann (i) und (ii). Fir $* kann nun mittels Induktion tiber Dom($)) gezeigt

werden, dass $* € HL und
b) Dom(VERS($%) = {(i+1 | I € Dom(VERS())} u {0}

Aus b) folgen dann auch (iii) und (iv). Zu (iii): Sei ndmlich A € VAN($). Dann gibt es
ein i € Dom(VERS(5))), so dass $; = "Sei A™. Also ist mit b) i+1 € Dom(VERS($")) und
mit a) $7:1 = "Sei [B, o, A]". Also ist [B, a, A] € VAN($") und damit [a, B, [B, a, A]] €
{[a, B, B] | B € VAN($H")}. Nun ist B ¢ TTSEQ($) und damit p ¢ TT(A) und mit
Theorem 1-19-(ii) [a, B, [B, @, A]] = [a, o, A] = A. Also A € {[o, B, B]| B € VAN(H")}.
Seinun A € {[a, B, B] | B € VAN($")}. Dann gibt es ein A* € VAN($"), so dass A = [a,
B, A*]. Wegen A* € VAN($H") gibt es ein i+1 € Dom(VERS($")) mit H*+1 = "Sei A*™.
Nun ist mit b) 7 € Dom(VERS($)) und mit a) $"+1 = [B, a, H;] und damit [B, a, H;] = "Sei
A*" und weiter [a, B, [B, o, $H:]] = [a, B, "Sei A*"]. Wie zuvor ist mit Theorem 1-19-(iii)
[a, B, [B, o, H] = [, a, H;] = $H;und [a, B, "Sei A*"] = "Sei A". Also A($;) = A. Damit
ist A € VAN($). Damit gilt (iii).

Zu (iv)Angenommen § # 0. Wegen ¢ TTSEQ($) ist wieder mit Theorem 1-19-(ii) [a,
B, K9] = [o, B, A9 boms-1)] = [0, By [B, o A(Spom(sn-2)1] = [o, o A(Spom(sn-2)] =
A(Hpoms+-2)- Nun ist Dom(H") = Dom($H)+1. Damit gilt weiter [a, B, K(H")] =
A($Hpom(s+)-2) = AlHbom(s)-1) = K().

Nun zum Induktionsbeweis: Gelten nun $* € HL und b) fir alle £ < Dom($). Sei
Dom($) = 0. Dann ist $ = @ = {(I+1 | [ € Dom(VERS(%)))}. Mit a) und Definition 3-16
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ist 5 = {(0, "Also B = B")} e HL. Offenbar gilt Dom(VERS($")) = {0} = {(i+1 | [ <
Dom(VERS($))} v {0}. Sei nun 0 < Dom($)). Dann ist $§ € HL\{0}. Dann ist mit
Theorem 3-6 $ € HAB($HDom($)-1). Dann ist nach I.V.:

¢) 5* ={(0, "Also B = B7)}"[B, a, HIDom($)-1] € HL und Dom(VERS(H*)) = {(I+1 ]!
e Dom(VERS($HIDom($))-1))} u {0}.

Sodann ergibt sich mit § e HAB($HIDom($)-1) mit Definition 3-18, dass $ e
AF(HIDom($)-1) oder $ € SEF(HIDom(H)-1) oder $H € SBF(HIDom($))-1) oder § €
KEF($Dom($)-1) oder € KBF($IDom($)-1) oder $ € BEF($HIDom($)-1) oder ) €
BBF($HIDom($)-1) oder $ € AEF($HIDom($)-1) oder $ € ABF(HIDom($)-1) oder § €
NEF($HIDom($)-1) oder $ € NBF($H[Dom($))-1) oder ) € UEF(HIDom($))-1) oder § €
UBF($HIDom($))-1) oder $ € PEF($IDom($)-1) oder $ € PBF($HIDom($))-1) oder § €
IEF($IDom($))-1) oder § e IBF($3IDom($)-1).

Da sich Operatoren durch die Substitution nicht verandern, gilt nun zunéchst:

d) Fir alle 7 € Dom($)-1: A(H*:1) = [B, a, A(H)] und H*1 = "= [B, a, A(H;)]", wobei
;= "ZA®H,)" furein E.

Sodann gilt mit p € PAR\TTSEQ($) und oo € KONST:
e) Fir jedes i € Dom($): B ¢ TT(A($,)) und o ¢ TT([B, o, A(H)]),
da sonst im Gegensatz zur Voraussetzung p € TTSEQ($). Mit a) gilt:
f) $" = 9* u {(Dom($), [B, & Hoom(s)1])}-

Nun wird gezeigt, dass sich fir die einzelnen Félle AF ... IBF jeweils ergibt, dass $*
HL und b), womit $* dann jeweils das gesuchte HL-Element ist. Um Sonderbetrachtun-
gen bei SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF, UEF, UBF, PEF, IEF und IBF zu

vereinfachen wird nun noch vorbereitend gezeigt:

g) Wenn " e SEF($H*) u NEF($H*) u PBF($H*), dann $ e SEF($HIDom($)-1) u
NEF($HIDom($-1) u PBF($HDom($-1).
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Vorbereitungsteil: Sei ©* e SEF($H*). Dann gibt es nach Definition 3-2 i e
Dom(VANS($*)), so dass es kein [ mit ¢+ < [ < Dom($)-1 gibt, so dass | e
Dom(VANS($H*)) und $H* = $H* u {(Dom(H*)-1, "Also A(H*;) — K(H*)")}. Nun ist $H*,
= "Also B = B ¢ VANS($*). Also ist 7 #= 0 und mit d) und f) A(H*) = [B, o, A($H;1)]
und K($*) = [B, o, A(Hpom(s)2)]. Also H” = H* u {(Dom(£), "Also [B, o, A($H:1)] — [B,
o, A(Hpom()-2)] ")} Mit f) ist "Also [B, a, A(Hi1)] — [B, &, A(Hpoms)-2)]" = [B, o, "Also
A($i1) — Apbom)-2)'] = [B, o $Hooms)-]. Theorem 1-16 ergibt "Also A($.1) —
A(Hpom@)2)" = Hoomm)-1 Und mithin H = HIDom(H)-1 u {(Dom($)-1, "Also A(Hi1) —
A($Hpom(s)-2) ")} Sodann gilt mit a), d) und i # 0: -1 € Dom(VANS($[Dom(5))-1)) und
es gibt kein [ mit -1 < [ < Dom($))-2, so dass [ € Dom(VANS($)Dom($))-1)). Damit ist
dann auch $ e SEF($HIDom($)-1). Fur den Fall, dass $* € NEF($H*), zeigt man analog,
dass dann auch $y € NEF($IDom($)-1).

Sei nun $* € PBF($H*). Dann gibt es nach Definition 3-15 mit d) und f), B* € PAR, {
VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {C} und i € Dom(VERS($*)), so dass A($H*;) = V(A
und A(H*) = [B* & Al = [B, o, A($H)], wobei i+1 € Dom(VANS($H*)), [B, a,
A(Hpom)-2)] = KH*), p* ¢ TTEFM{A, [B, o, A(Hoom(s)-2)]}). €s kein j < < gibt, so dass
B* e TT(H*)), es kein [ mit i+1 < < Dom($))-1 gibt, so dass | € Dom(VANS($*)) und
9" =95* v {(Dom($), "Also K(£5*)")} = H* u {(Dom($H), "Also [B, o, A(Homs)2)]")}
= H* u {(Dom(H), [B, a, "Also A(Hooms)-2)" 1)} Mit f) ist [B, o, "Also A(Hooms)-2)'] =
[B, @, Hoom(s)-1]. Theorem 1-16 ergibt "Also A(Hpoms)-2)’ = Hoom(s)-1 Und mithin $H
Hibom(H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also A(Hpom)-2)')}- Mit A(H*) = VEA = B = p°
A($H*o) ist i # 0 und daher A($H*;) = VCA = [B, a, A(H:1)].

Damit ergibt sich dann mit c), d) und f) zunachst: i-1 € Dom(VERS($HIDom($))-1)), i €
Dom(VANS($IDom($)-1)), K(HIDom($)-1) = A(Hpom(s)-2) und es gibt kein [ miti <<
Dom($)-2, so dass [ € Dom(VANS($HIDom($))-1)). Zu zeigen ist nun noch, dass A($.1)
und A($,) die Voraussetzungen fiir $ € PBF($HDom($)-1) erfillen.

Nun ist [B, a, A($:)] = A(H*) = "VEA™ und [B, o, A(H)] = A(H*i1) = [B*, & A]. Da
Operatoren durch die Substitution nicht verandert werden, gilt damit wegen [B, a, A($:1)]
= "VCA™: A($i1) = "VEA™ fir ein AT € FORM, wobei B ¢ TT(A") und FV(AY) < {¢}.
Damit ist "VCA™ = [B, o, A(Hi)] = [B, @, "VEAT] = V[P, a, AT]" und somit A = [B, a,
A*]. Damit gilt wiederum: [B*, ¢, A] = [B*, &, [B, o, A*]] und B* ¢ TT([B, a, A*]). Sodann
gilt B = B* oder B # B*. Ware = p*, dann gébe es kein j < ¢ gibt, so dass B € TT(9*)).
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Nun ist aber B € TT("Also B = ") = TT($H*) und 0 <. Also ist p # p*. Dann lassen sich
mit B* € TT([B, o, A($,)) und B* ¢ TT([B, a, A($;)) zwei Falle unterscheiden.

Erster Fall: Angenommen pB* e TT([B, o, A($;)). Dann ist mit A = [B, a, A*] und
Theorem 1-20-(ii): [B, o, A($9)] = [B*, &, Al = [B*, &, [B, o, AT] = [B, o, [B*, &, A']]. So-
dannist B ¢ TT(A($,)) und wegen B # B* und B ¢ TT(A") auch B ¢ TT([p*, ¢, A™]) und
damit mit Theorem 1-15 A($,) = [B*, ¢, A"]. Ware nun B* € TTFM{A", A($pom)-2)})
oder gabe es ein j < -1, so dass f* € TT(%;). Dann ware wegen B* # o mit d) auch B* €
TTFM{{[B, o, A™], [B, o, A($pom(s)-2)]}) oder es gabe j < i, so dass B* € TT(H*;). Also ist
im ersten Unterfall die Parameterbedingung fir p* auch in $fDom($))-1 erfillt und damit
wiederum insgesamt ) € PBF($IDom($))-1).

Zweiter Fall: Sei nun B* ¢ TT([B, a, A(5:)]). Dann ist mit [B, a, A(H)] = [B*, , [B, a,
A1 ¢ & FV([B, a, A™]). Dann ist [B, a, A($:)] = [B*, ¢ [B, a, A']] = [B, o, A*] und damit
mit B ¢ TT(A($,)) v TT(A") wiederum mit Theorem 1-15 A($);) = A", wobei mit { ¢
FV([B, a, A']) auch { ¢ FV(A™). Sei nun B* € PAR\TTSEQ($HIDom($))-1). Dann ist mit {
g FV(A") A(®) = A" =[B%, ¢, ATlund es gilt: B* ¢ TTFM({A", A(Hpom(s)-2)}) und es gibt
kein j < 4, so dass B* e TT($,). Damit ist dann ebenfalls insgesamt auch $ e
PBF($HDom($)-1). Also gilt in beiden Fallen $ € PBF($IDom($))-1).

Hauptteil: Nun zum Nachweis, dass sich fur die einzelnen Falle AF ... IBF jeweils
ergibt, dass $* € HL und Dom(VERS($") = {(I+1 | | € Dom(VERS($))} u {0}. Zu-
nachst werden SEF, NEF und PBF behandelt. Nach einer Ausschlussannahme fur alle an-
deren Falle kann mit g) sofort Dom(VERS($")) bestimmt werden.

(SEF, NEF): Sei nun $ € SEF($IDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-2 i e
Dom(VANS($HIDom($)-1)), so dass es kein [ € Dom(VANS($HDom($)-1)) mit i <[ <
Dom($)-2 gibt und $ = HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also A(H,) — K(HIDom($)-
1)")}. Dann gilt mit a), d) und f): i+1 € Dom(VANS($*)) und es gibt kein [ mit i+1 <[ <
Dom($)-1 = Dom($*)-1, so dass [ € Dom(VANS(£?*)), und A($H*+1) = [B, o, A($;)] und
K($*) = [B, a, K(HIDom($)-1)] und H* = H* u {(Dom($), [B, o, "Also A($H;) —
K($IDom(H)-1)"D}= 9* u {(Dom($), "Also A(H*)) — K(H*)")}. Damit ist dann H*
SEF($*) und damit $* € HL.

Sodann ergibt sich mit Theorem 3-19-(iii), dass VERS($)) = VERS($HIDom($)-1)\{(y,
$;) i< j < Dom($)-1} v {(Dom(9)-1, "Also A($;) — K(HIDom($)-1)")} und dass
VERS($") = VERS(H*)M(j, H7) | i+1 < j < Dom($)} u {(Dom($H), "Also [B, o, A($))]
— [B, o K®IDom($)-1)]")} Mit Dom(VERS($H*) = {(+1 | [ €
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Dom(VERS($HIDom($)-1))} u {0} ergibt sich dann auch Dom(VERS($")) =
Dom(VERS($)) v {0}. Fur den Fall, dass $ € NEF($HIDom($)-1), zeigt man analog,
dass dann auch $* € NEF($*) < HL und Dom(VERS($")) = Dom(VERS($)) u {0}.

(PBF): Sei nun $ € PBF($Dom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-15 p* € PAR,
{ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {¢}, und i € Dom(VERS($IDom($)-1)), so dass
A($:) = VAT, A(H+1) = [B*, ¢, A], wobei i+1 € Dom(VANS(HIDom($)-1)), p* ¢
TTEM{A, A(Hpom(e)-2)}), €s kein j <7 gibt, so dass B* € TT(%;), es kein [ mit +1 <[ <
Dom($)-2 gibt, so dass I € Dom(VANS($IDom($)-1)) und $ = $HIDom($)-1 u
{(Dom($)-1, "Also A(SHpom(s)-2)")}-

Damit ergibt sich dann mit c), d) und f) zunéchst: +1 € Dom(VERS($*)) und A($*:+1)
= [B, o, A(9)] = [B, an "VEA™] = "VC[B, @, AT, i+2 € Dom(VANS(H*)) und A($H*i2) =
[B, o, A(9is)] = [B, 0, [B*, G, All, K(5*) = A(H*pom(s#-2) = [B, ot A(Spom(n)-2)] und §* =
$* u {(Dom(%), [B, e, "Also K(HIDom(£)-1)"])} = H* u {(Dom($), "Also K(£H*)")}
und es gibt kein [ mit +2 < < Dom($)-1 = Dom($*)-1, so dass [ € Dom(VANS($*)).
Sodann lassen sich mit B* #  und B* =  zwei Félle unterscheiden.

Erster Fall: Sei B* # . Dann ist mit Theorem 1-20: A($*:.2) = [B, o, [B*, ¢, Al] = [B*,
¢ [B, a, A]]. Sodann ist A($H*+1) = "V[B, a, A]". Ware nun * € TTFM({[B, o, A], [B, a,
A($Hpom(s)-2)]}) oder gébe es ein j < i+1, so dass B* € TT(H*;), dann ware wegen * #
mit d) auch B* € TTFM({A, A(Hoom(s)-2)}) oder es gabe j < i, so dass B* € TT(H;). Wi-
derspruch! Also ist * ¢ TTEM({[B, a, A, [B, o, A(Hpom(s)-2)]}) und es gibt kein j <7+1,
so dass B* € TT($H*;) und damit ist H* € PBF($3*) und damit $* e HL.

Zweiter Fall: Sei nun B* = B. Dann ist { ¢ FV(A), da sonst B € TT([p*, &, A]) <
TTSEQ($). Mit Theorem 1-9-(ii) ist dann [B*, , A] = A und damit A(H*:+2) = [B, a, [B*,
¢, All = [B, o, A] und sodann ist A($*:+1) = "VE[PB, o, A]". Sei nun B* € PAR\TTSEQ($*).
Dann ist mit { ¢ FV(A) auch £ ¢ FV([B, a, A]) und damit A($H*.2) = [B, o, Al =[B", &, [B,
a, A]] und es gilt: B* ¢ TTEFM({[B, o, A], [B, o, A($pom(s)-2)]}) und es gibt kein j <i+1, so
dass B € TT($*;). Damit ist dann wieder $* € PBF($)*) und damit $* € HL. Damit gilt
in beiden Fallen $* € PBF($H*) und damit $* e HL.

Sodann ergibt sich mit Theorem 3-21-(iii), dass VERS($) = VERS($Dom($)-1)\{(j,
9)) | i+1 < j < Dom($)-1} u {(Dom($)-1, "Also A(Hbom(s)-2)")} und dass VERS($H") =
VERS(5*)M(j, $7) | #2 < j < Dom(%)} v {(Dom(8), "Also [8*, B, A(Sooms-2)]")}-
Mit Dom(VERS(9H*)) = {(I+1 | [ € Dom(VERS($IDom($)-1))} u {0} ergibt sich dann
wieder Dom(VERS($")) = {(i+1 |l € Dom(VERS())} u {0}.
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Ausschlussannahme: Fiur die verbleibenden Schritte sei $ ¢ SEF($HIDom($)-1) u
NEF($Dom($)-1) u PBF($HIDom($)-1). Mit g) ist dann $* ¢ SEF(H*) u NEF(H*) u
PBF($*). Damit ergibt sich fur die folgenden Falle dann jeweils mit Theorem 3-25, dass
VERS($H) = VERS(HIDom($)-1) u {(Dom($)-1, K($))} und dass VERS($")
VERS(H*) u {(Dom($H)-1, K(H*)}. Mit Dom(VERS(H*) = {(+1 | I
Dom(VERS($IDom($)-1))} u {0} ergibt sich dann Dom(VERS($")) = {(I+1 | I
Dom(VERS(%))} u {0} fir alle verbleibenden Félle.

(AF): Sei nun $H € AF(HIDom($)-1). Dann ist $ = HIDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Sei
A(Spon(o1)"). Dann ist mit f) §° = §* u {(Dom($), "Sei [B, o, A(poms))")} €
AF($H*) und damit $* e HL.

(SBF, KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF, NBF): Sei nun $ € SBF($IDom($)-1). Dann
gibt es mit Definition 3-3 A, B € GFORM, so dass A, "A — B" € VER($IDom($))-1)
und $H = HDom(H)-1 u {(Dom($H)-1, "Also B")}. Mit f) gilt dann: " = H* u
{(Dom($), "Also [B, a, B]". Sodann gibt es mit A, "A — B" € VER($Dom($)-1) und
Definition 2-31 i, j € Dom(VERS($Dom($))-1)), so dass A($;) = A und A(H,) = "A —
B™. Mit a) und d) ergibt sich dann, dass +1, j7+1 € Dom(VERS($*)) und A($*:1) = [B,
a, Al und A(H* 1) = "[B, a, A] — [B, a, B]". Damit gilt dann $* = H* u {(Dom($), "Al-
so [B, @, B]")} € SBF($*) und damit $* e HL. Fiir KEF, KBF, BEF, BBF, AEF, ABF
und NBF ist analog vorzugehen.

(UEF): Sei nun $ € UEF($HIDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-12 B* € PAR,
{ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {(}, so dass [B*, ¢, A] € VER(HIDom($))-1), p*
g TTFM({A} u VAN(®HIDom($H)-1) und $H = HIDom(H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also
NeA™)}. Dann gilt mit f): §* = §* u {(Dom(9H), [B, a, "Also AEA™])} = H* u {(Dom($))-
1, "Also AE[B, a, A]')}. Sodann gibt es mit [B*, {, A] € VER($HIDom($)-1) und
Definition 2-31 i € Dom(VERS($HIDom($)-1), so dass [B*, ¢, A] = A($,). Mit a) und d)
gilt dann, dass i+1 € Dom(VERS($H*)) und A(H*+1) = [B, a, A($)] = [B, o, [B*, { Al
Sodann lassen sich mit B* # 3 und p* =  zwei Félle unterscheiden.

Erster Fall: Sei p* # . Dann ist mit Theorem 1-20-(ii): A(H*+1) = [B, a, [B*, {, A]] =
[B*, ¢ [B, a, A]l. Sodann ist K(%) = "AL[B, a, A]". Angenommen B* € TTFM({[B, o,
Al} u VAN($*)). Da p* # B und B* ¢ TT(A) ist zundchst p* ¢ TT([B, a, A]). Also wére
B* € TTEM(VAN($*)) und somit gdbe es mit Definition 2-32 ein j € Dom(VANS($*)),
so dass B* € TT(A($H*)). Mit H*y € FSATZ ist j = 0. Da mit d) dann A($H*)) = [B, «,
A($;1)] und B* # B ware damit aber bereits p* € TT(A($,-1)). Mit a) und d) ergébe sich

m

m
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sodann aus ;7 € Dom(VANS(H*)), dass j-1 € Dom(VANS($HIDom($)-1)) und somit
A(®;1) € VAN®IDom(H)-1) und B* € TTFM(VAN(HIDom($)-1) und andererseits
nach Voraussetzung B* ¢ TTFM(VAN($HIDom($)-1). Widerspruch! Also ist p* ¢
TTEM{[B, o, A]} u VAN($H*)) und damit wiederum insgesamt $* € UEF(H*).

Zweiter Fall: Sei nun B* = B. Dann ist { ¢ FV(A), da sonst B € TT([p*, &, A]) <
TTSEQ($). Damit ist dann [B*, {, A] = A und damit A($H*:11) = [B, a, [B*, &, A]]l = [B, a,
A] und sodann ist K($") = "A{[B, a, A]". Sei nun B* € PAR\TTSEQ($*). Dann ist mit {
g FV(A) auch ¢ ¢ FV([B, a, A]) und damit A(H*:+1) = [B, a, A] = [B", ¢, [B, o, A]] und es
gilt: p* ¢ TTFM{[B, o, A]} u VAN(H*)) und damit wiederum insgesamt $H* e
UEF($*). Damit gilt in beiden Fallen, dass $" € UEF($*) < HL.

(UBF): Sei nun $ e UBF($HIDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-13 6 ¢
GTERM, { € VAR, A e FORM, wobei FV(A) < {C}, so dass "ACA" e
VER($HIDom(H)-1), und $ = HIDom(H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also [0, ¢, A]")}. Mit f) ist
dann $* = $H* u {(Dom($), [B, a, "Also [0, {, A]'])}. Sodann gibt es mit "ALA" e
VER($HIDom($))-1) nach Definition 2-31 i € Dom(VERS($HIDom($)-1)), so dass A($.)
= "ALA™. Mit a) und d) ist dann i+1 € Dom(VERS($*)) und A($H*:+1) = [B, a, "ALA™] =
"A[B, o, A]". Sodann ist mit Theorem 1-21-(ii) K(5") = [B, a, [0, {, A]] = [[B, a, 6], &, [B.
a, A]], wobei mit 6 € GTERM auch [B, a, 8] € GTERM und mit FV(A) < {(} auch
FV([B, a, A]) < {¢}. Damit ist dann insgesamt $§* € UBF($*) < HL.

(PEF): Sei nun $H e PEF($HIDom($)-1). Dann gibt es nach Definition 3-14 6 €
GTERM, { € VAR, A e FORM, wobei FV(A) < {¢}, so dass [0, {, A] e
VER($HIDom(H)-1), und $ = HIDom(H)-1 u {(Dom($)-1, "Also VLA™)}. Mit f) ist dann
9" =9* v {(Dom(), [B, &, "Also VCA™])} = H* u {(Dom($), "Also VC[B, a, A]")}. So-
dann gibt es mit [0, {, A] € VER($HIDom($)-1) nach Definition 2-31 i €
Dom(VERS($HIDom($)-1)), so dass A($;) = [6, ¢, A]l. Mit a) und d) ist dann +1 €
Dom(VERS($*)) und A($H* 1) = [B, o, A($Hi+1)]. Dann ist mit Theorem 1-21-(ii) A($H*+1)
=B, o, A(H)] =[B, o, [6, &, AI] = [[B, a, 6], C, [B, o, A]], wobei mit 6 € GTERM auch [f,
a, 0] € GTERM und mit FV(A) < {C} auch FV([B, a, A]) < {C}. Damit ist dann insge-
samt §* e PEF($H*) < HL.

(IEF): Sei nun $ € IEF($HIDom($)-1). Mit Definition 3-16 gibt es dann 6 € GTERM,
so dass § = HIDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also 6 = 07)}. Dann ist mit f) H* = H* u
{(Dom($), [B, a, "Also 6 =67])} = H* u {(Dom($), "Also [B, a, 6] = [B, a, 6]")}, wobei
mit © € GTERM auch [B, a, 8] € GTERM. Damit ist dann " € IEF($*) < HL.



4.1 Vorbereitungen 185

(IBF): Sei nun $ e IBF($HIDom($)-1). Dann gibt es mit Definition 3-17 6o, 0, €
GTERM, ¢ € VAR und A € FORM, wobei FV(A) < {(}, so dass 0o = 6,7, [00, {, A] €
VER($H[Dom($)-1), und $H = HIDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also [04, {, A]")}. Dann ist
mit f) = H* u {(Dom($), [B, a, "Also [01, , A]"])}. Sodann gibt es mit "0y = 0", [0o,
¢, A] € VER($IDom($)-1) und Definition 2-31 i, j € Dom(VERS($Dom($))-1)), so
dass A($;) = "6 = 0. und A(H;) = [60, { A]. Dann gilt mit a) und d): +1, j+1 €
Dom(VERS(H*)) und A($*:+1) = [B, o, A($H)] = [B, @, 6o = 6171 = "[B, o, 6] = [, 0,
01]" und A(H*;11) = [B, o, A(H,)]. Dann ist mit Theorem 1-21-(ii) A(H*;:1) = [B, «,
A®)] = [B, o, [60, &, ATl = [[B, @, Oc], &, [B, o, A]] und K(H") = [B, @, [0, & ATl = [[B, o,
01], ¢, [B, a, A]], wobei mit 6, 6; € GTERM auch [B, a, o], [B, a, 61] € GTERM und mit
FV(A) < {C} auch FV([B, a, A]) < {C}. Damit gilt dann insgesamt $*  IBF($*) < HL.

O

Im Beweis des folgenden Theorems dient Theorem 4-8 als Induktionsbasis und als Hilfs-
mittel im Induktionsschritt. Das Theorem dient zur Vorbereitung der HL-treuen Verket-

tung zweier HL-Elemente, die nicht parameterfremd sind.

Theorem 4-10. Mehrfache Substitution von neuen und paarweise verschiedenen Parametern
flr paarweise verschiedene Parameter ist HL-treu

Wenn $ € HL, k € N\{0} und {B*o, ..., B*r1} < PAR\TTSEQ($), wobei flr 4, j < kundi# j
B*; # B*j, und {Bo, ..., Br-1} & PAR{B*o, ..., B*1}, wobei fir 4, j < kund ¢ # j B; # B;, dann ist

[(B*0, ---s B*r2)s (Boy --+» Bra)y H] € HL und Dom(VERS([(B*o, ..., B*r-1), Bo, ..., Brn)y H])) =
Dom(VERS(%)).

Beweis: Durch Induktion uber k. Die Behauptung gilt mit Theorem 4-8 fur £ = 1. Gelte
die Behauptung nun fir k. Sei nun $ € HL, k+1 e N\{O} und{p*o, ..., B*i} <
PAR\TTSEQ($)), wobei fiir 4, j < k+1 und i # j p*; # B*;, und {Bo, ..., Br} = PAR, wobei
fur 4, j < k+1 und i # 5 B; # B;. Dann gilt mit LV. [(B*o, ..., B*.1), Po, -.., Pra) H] € HL
und Dom(VERS([{B*o, ---» B*t1)s Bos ---» Brr), H])) = Dom(VERS($))). Sodann ist mit
Theorem 1-22-(iv) [B*x, Br [B*0s ---r B*x1)y Bos ---» Br1)y HI] = [B*0r ---, B*1) Bos -+,
Bw, ] und mit Theorem 4-8 dann [{B*o, ..., B*x, Po, ..., Pr, H] € HL und
Dom(VERS([(B*o, ---, B*r, Bos -+ By 9])) = DOom(VERS([(B*o, ..., B*r-1), Bos --+» Br-1),
$])) = Dom(VERS($)). O
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Theorem 4-11. UE-Fortsetzung einer Sequenz

Wenn $ € HL\{0}, k& # 0, {&, ..., &1} < VAR, wobei flr ¢, j < kmiti# jgelte: & #&;, A €
FORM, wobei FV(A) < {&, ..., &3 und {Bo, ... Bri} € PARNTTFM({A} u VAN($)), wo-
bei fur ¢, j < k mit < # 7 gilt: B; # B;, und K(9) = [(Bo, ..., Br-1)» o, .-, Ek-1), A], dann gibt es ein
H* e HL\{@}, so dass

(i) PAR n TTSEQ($*) = PAR n TTSEQ(S),
(i)  VAN(H*) € VAN($) und
(|||) K(ﬁ*) = r/\éo.../\&k_lA-l.

Beweis: Durch Induktion uber k. Sei k£ =1 und $ € HL\{0}, sei & € VAR, A € FORM,
wobei FV(A) < {&} und B € PAR\TTEM({A} u VAN($)) und K($) = [B, &, A]. Da dann
mit Theorem 2-81 [B, & A] = K() € VER($), ist nach Definition 3-12 $* = § u
{(Dom($), "Also AEA™) e UEF($) < HL\{0} und K($H*) = "AEA™. Sodann ist PAR n
TTSEQ(H*) = (PAR n TTSEQ(9)) u (PAR n TT("AEA™)) = PAR n TTSEQ($) und mit
Theorem 3-26-(v) ist VAN(H*) < VAN($).

Gelte die Behauptung nun fur £ und sei $ € HL\{@}, {&o, ..., &} < VAR, wobei fir ¢, j
< k+1 miti# jgelte: & # &, A € FORM, wobei FV(A) < {&, ..., &} und {Bo, ... B} <
PAR\TTFM({A} u VAN($)), wobei fur ¢, j < k+1 mit ¢ # j gelte: B; # B;, und K($)) =
[Bo, ---» Bi)s oy ---, &y A]. Mit Theorem 1-23-(ii) ist dann K(9) = [(Bo, ---, Br), Eos ---
& Al = [Br & [Bos --vs Bra)s (G0 -ovs Ea)y Al Mit FV(A) < {&, ..., &7 ist dann
FV{{Bo, ---s Pr-1)s Eos ---» Ex1)y A]) < {&:} und mit der paarweisen Verschiedenheit der B;
und {Bo, ... B} < PAR\TTFM({A} u VAN($)) ist dann B, € PARTTFM{[(Bo, .., Pr-
D (&, ++or &)y Al} U VAN($)). Da sodann [Bg, &, [Pos ---, Br-1)s o -y Err)y Al] = K($)
e VER($) ist nach Definition 3-12 $' = $ u {(Dom($), "Also A& [{Bo, ---» Pr-1)s Eos ---»
&y A]Y) € UEF($H) < HL\{0} und K($") = "A&[Bo, ---r By Eov ---y Epr)y AT und
PAR n TTSEQ(H) = (PAR n TTSEQ($)) u (PAR n TT("A&L(Bo, ..., Brs), Eor -, &t
A]")) = PAR n TTSEQ($) und mit Theorem 3-26-(v) ist VAN($') < VAN($)). Wegen
der paarweisen Verschiedenheit der &; ist sodann fur alle i < & &; # & Damit ist dann K($))
= "A&[Bo, s Br1)y os +ves Ex-)y AT = [Bos -y Bra)y (Gov -oes Ea)y AGAT] Mit FV(A) €
{&, ..., &} ist dann FV("AEAY) < {&o, ..., i1}, Wobei die & mit ¢ < k& paarweise ver-
schieden sind. Sodann ist mit {Bo, ... B} < PAR\TTFM({A} u VAN($)) dann {Bo, ...
Br1} < PAR\TTFM{"AEA™ Y u VAN($)), wobei die B; mit 7 < k& ebenfalls paarweise
verschieden sind. Nach 1.V. gibt es damit mit K($") = [Bo, ..., Br-1), o, ---» 1)y NEAT]
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ein H* e HL(H)\{0}, so dass PAR n TTSEQ(H*) = PAR n TTSEQ($) = PAR n
TTSEQ($), VAN(H*) < VAN($') < VAN($) und K(5*) = "Aé...AEA™. o

Theorem 4-12. UB-Fortsetzung einer Sequenz
Wenn $ € HL\{0}, {0, ..., 0,1} = GTERM, {&, ..., &-1} < VAR, wobei fir alle 7, 7 < £ mit
i#j&#&, A e FORM, wobei FV(A) < {&, ..., &1} und "Ag ... Ag1A™ € VER($), dann
gibt es ein $* € HL\{0}, so dass:

()  Dom($*) = Dom($)+k,

(i)  H*Dom(H) = 9,

(i)  VAN($H*) < VAN(H),

(iv)  Faralle s mit 0 <i< k-1 gilt: K(9*IDom(9H)+i+1) = "N ... A&a[(Oo, .., 05, Eo, .-,

&), A]" und

v)  K®*) =10, ..., 0r0), &o, ..., &1y Al

Beweis: Durch Induktion tber k: Sei k= 1. Seien $) € HL\{0}, 6 € GTERM, £ € VAR, A
e FORM, wobei FV(A) < {&} und "AEA™ € VER($). Dann gilt mit Definition 3-13: H*
= 97{(0, "Also [0, & A]")} € UBF($H) < HL\{0} und es ist Dom($*) = Dom($)+1 und
$H*IDom($H) = $H und mit Theorem 3-27-(v) ist VAN(H*) < VAN($), (iv) ist wegen k =
1 trivialerweise erflllt und K($") = [0, &, A].

Gelte die Behauptung nun fir k£ und sei $ € HL\{0}, {60, ..., 6:} < GTERM, {&, ...,
&} < VAR, wobei fir alle 4, j < k+1l mit ¢ # j & # &, A € FORM, wobei FV(A) < {&,
s & und TAE L AGAT e VER($). Dann gilt mit FV(A) < {&, ..., &}, dass FV(A&
o NEA) < {Eo} und mit By € GTERM und "Ag ... AEA™ € VER($) gilt mit Definition
3-13: ' = 97{(0, "Also [00, &, A& ... N&AT)} € UBF(H) < HL\{0}. Dann ist
Dom($") = Dom($)+1 und $'TDom($) = $ und mit Theorem 3-27-(v) ist VAN($") <
VAN($). Wegen der paarweisen Verschiedenheit der &; ist sodann fir alle  mit 0 <4 < k:
Eo # &, Damit ist dann K(§') = [00, &, A& ... AGAT] = TAE ... A&[B0, &, AT

Sei nun §; = &+ und 0'; = 0,41 fur alle ¢ € k. Dann gilt {6, ..., 0.1} < GTERM, {C, ...,
Cr-1} < VAR, wobei fir alle 4, 7 < k mit ¢ # j § # §;, [00, &, A] € FORM, wobei mit
FV(A) < {&, ..., &} und 6, € GTERM gilt: FV([60, &, Al) < {&1, ..., &} = {Co, ..., G
1}, und mit Theorem 2-81 gilt: "Aly ... Ale-1[B0, Eo, A]" = "A&1 ... A&[B0, &0, AT = K($)
€ VER($"). Dann gilt mit 1.V, dass es ein $* € HL\{0} gibt, so dass:
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a) Dom($H*)=Dom($H")+k-1,

b) $H*Dom($") = H'

c)  VAN(H*) < VAN(H),

d)  Firalle s mit 0 <i < k-2 gilt: K(H*'Dom($")+i+1) = "Alu1... AGo[(0, ..., 0%,
(Cos -1 &, [00, &0, A]]" und

e)  K(®*) =[0%, ..., 0'%2), Loy -y Ci2)y [00, Eo, Al

Dann ergibt sich mit a) wegen Dom($") = Dom($))+1: Dom($*) = Dom($)+k+1. Sodann
ergibt sich mit b) wegen $'fDom($) = $ auch $H*IDom($) = §H. Mit e) ergibt sich wegen
VAN(H") < VAN($), dass VAN(H*) < VAN($H). Damit gelten flr $H* bereits, dass $H*
e HL\{@} und die Klauseln (i) bis (iii). Aus d) ergibt sich sodann mit {; = &, und 0'; =
0is1:

Fur alle i mit 0 < ¢ < k-1 gilt: K(9*TDom($)")+i+1) = "Nz ... A&a[(Oy, ..., 0:1), &, ..,
Eis1), [00, &0, Al]"

Mit Dom($)") = Dom($)+1 gilt damit:

f) Fur alle i mit 0 < < k-1 gilt: K(§*1Dom()+i+1+1) = A&z ... A&ral(Oy, ..., 0a2), En,
coey Gie1)y [00, Go, AT

Damit gilt:

g) Firalle i mit 0 <4 < k-1: K(ﬁ*[Dom(ﬁ)+z+1) = I—/\Z:,Z'J,]_ /\é’;k.l[<61, ceny GZ->, <{;1, ceny Eﬂj),
[60, &, Al]".

Sodann gilt:

h) Fiir alle i mit 0 < i < k-1 [0y, ..., 0, 1, -, &, [00, Eon ATl = [Oor .., 0, (o, ..., E,
Al

h) kann mittels Induktion Uber ¢ gezeigt werden. Es gilt ndmlich zundchst mit Theorem
1-23, dass [01, &1, [0, &, Al = [{Bo, 01), (Eo, &1), A]. Gelte nun fur i Wenn 0 < i < k-1,
dann [(64, ..., 0, &1, .-, &, [00s Eo, A]] =[O, ---, 0, o, ---, &, A]. Sei nun 0 < ¢+1 < k-
1. Dann ergibt sich wieder mit Theorem 1-23: [(0y, ..., 0:1), &1y +-.y E1)y [00, Eoy A]] =
[0i+1, Eir1y [B1, ..., 05, &1, ..., &), [B0, Eo, A]]]. Mit LV. gilt dann [6,41, &1, [O1, ..., 02, &1,
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a2 &)y [0, €0y AINT = [0i+1, Eivts [Oo, ..., 02, Eo, ..., E), A]] und wiederum mit Theorem
1-23: [041, Eiva, [(O0, ---, 05, oy -y &)y A]] = [0, .., 0is1), (&0, ..., 1), A] Und damit ins-
gesamt: [0y, ..., Oi1), &1, .-, &)y [O0, &0 A]l = [B0, ..., 0ir1), (o, .., Eir1), A]. Also gilt
h).
Sodann gilt mit Dom($)") = Dom($)+1 und K($*IDom($")) = K($") = "A&; .... A& 0o, &o,
AT, dass K(H*IDom($)+0+1) = "A&; .... A& 0o, &, A]™. Mit g) und h) gilt dann insge-
samt Klausel (iv):

Fir alle 0 << k-1 gilt: K(O*IDom($)+i+1) = "A&iq ... A&pa[(Bo, ..., 05, o, ..., ED, A"
Zuletzt gilt mit e), h) und 6", = 0,4, und §; = &i4q:

K($H*) = [0, ..., 0'%2), Co, ---, T2, [0, Eo, All

[01, ..., Or0), (€1, ..., Epa), [O0, &0, A]]

[(6o, ..., Ox-1), (Eo, ++vy &)y A]

und damit Klausel (v), womit $* insgesamt das gesuchte Element von HL ist. o

Theorem 4-13. Induktionsbasis fiir Theorem 4-14

Wenn $, $' € HL\{@} und VANS($") = @, dann gibt es ein $* € HL\{@}, so dass
() K®), K(®’) € VER(H*) und
(i)  VAN(H*) < VAN(9).

Beweis: Seien $), $' € HL\{0} und sei VANS(H') = 0. Wenn K($) = K(£"), kbnnen so-
wohl $ als auch ' fir $* gewéhlt werden. Sei nun K($) # K($'"). Dann lassen sich mit
PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($') = 0 und PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($') # @ zwei
Félle unterscheiden.

Erster Fall. Sei PAR n TTSEQ($H) n TTSEQ(®) = @. Dann gibt es ein a €
KONST\(TTSEQ($) u TTSEQ($"). Dann gibt es mit Theorem 4-4 $* € HL\{0}, so
dass VER($") < VER($) u VER($') und VAN(H') = VAN(®H) u {To = o'} U
VAN($"). Nun ist mit Theorem 2-81 K($)) € VER($) und K($") € VER($") und damit
sind dann K($), K($) € VER($"). Sodann gibt es mit Theorem 4-7 $* e HL\{0}, so
dass VAN(9H*) < VAN(HINa=0"} = (VAN®H) u {"o=a"} u VANO){ o =a"}
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< VAN($H) u VAN(H) und K($), K(H") € VER(H*), womit $H* das gesuchte HL-
Element ist.

Zweiter Fall: Sei nun PAR n TTSEQ(H) n TTSEQ($') # 0. Dann kommen in ' k
paarweise verschiedene Parameter fir ein £ € N\{@} vor. Sei nun {Bo, ..., Br-1} = PAR n
TTSEQ($') und fiir alle 4, j < k mit 7 # j sei p; # B;. Nun gibt es {B*o, ..., P*r1} <
PAR\(TTSEQ() u TTSEQ(%"), wobei firr alle 4, j < k: Wenn i # j, dann p*;# $*;. So-
dann gibt es &, ..., &1 € VAR\(TTSEQ($) u TTSEQ($"), wobei fir alle 4, j < k: Wenn
1 # j, dann & # &;.

Nun gilt mit Theorem 2-76 wegen VANS($") = @ auch VAN($') = @. Sodann gibt es
mit Theorem 1-11 ein A € FORM, wobei FV(A) < {&, ..., &1} v FV(K($)) = {&, .-,
Er1} und TT(A) n {Bo, ..., Br-1} = 0, so dass K(') = [(Bo, ..., Br-1)» o, .-+ 1)y Al Mit
Theorem 4-11 gilt dann, dass es ein $* € HL\{0} gibt, so dass PAR n TTSEQ(H') =
PAR n TTSEQ($"), VAN(H') < VAN($H") = 0 und damit auch VANS($?) = 0 und K(H")
= "N&...Ag1A™. Sodann gilt dann mit K($") = [Bo, -.., Pr-1)s o, ---» Er1), A], dass PAR
n TT(A) < PAR n TTSEQ($") = {Bo. ..., Brs} und mit TT(A) n {Bo. ..., Pri} = 0, dass
PAR n TT(A) = PAR n TT("A&...A&1A") = PAR n TT(K($Y) = 0.

Sodann gilt mit Theorem 4-10: $2 = [(B*o, ..., B*r1) Bor -.vr Pra)y H'] € HL und
Dom(VERS($?) = Dom(VERS($%) und damit Dom(VANS($?)) = Dom(VANS($Y) =
@ und somit auch VAN($?) = 0. Sodann ist dann PAR n TTSEQ($) n TTSEQ($?) =
PAR n TTSEQ($) n {B*o ..., P*1.1} = 0. Ferner gilt wegen PAR n TT(K($") = 0, dass
K($?) = [(B*o, ..., B0 Poy ---, Br), KHOH] = K(HY) = "A&...A&1A™. Nun gibt es ein a
e KONST\(TT($H) u TT($?). Mit Theorem 4-4 gibt es dann wegen PAR n TTSEQ($)
n TTSEQ($?) = 0 ein $° € HL\{0}, so dass:

a) Dom($°) = Dom($))+1+Dom($?),

b)  ©°'Dom(9) = 9,

c) ﬁgoom(ﬁ) ="Seia=a’,

d)  Firalle i e Dom($°) ist $% = H°bom(s)+1+i

e) Dom(VERS(£%) = Dom(VERS($)) u {Dom(5)} u {(Dom(H)+1+l | I €
Dom(VERS($7))},
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f)  VER($® = VER($) u {a = a} u VER(H?) und
g9)  VAN($® = VAN($) u {a = a} u VAN($?) = VAN($) u {a = a}.

Nun ist mit Theorem 2-81 K($) e VER($) und somit mit f) K($)) € VER($®). Sodann
ist "A&...A&aAT = K(H?) = K(©%). Mit Theorem 4-12 gibt es dann ein $* € HL\{0}, so

dass

hy  Dom(*) = Dom($°)+£,

) HTDom(H%) = H°,

) VAN($®) < VAN(H®) = VAN($) u {o = o},

k) Firalle 0 <i< k-1 gilt: K(H*TDom($%)+i+1) = "A&is ... A&ra[Bor -..r B Eo,
., &), A" und

D K& =[Bos -y Brads Eor ooy Exa)y AL

Dann gilt zum einen, dass K(") = [(Bo, ---» Pr-1)s Eor --ny Exa)y A] = K(HY) € VER(HY.
Sodann gilt: $*bomes) = H°poms) = "Sei o = a’. Da sodann o € KONST\(TT($) u
TT($H?) und damit a ¢ TT(A) und PAR n KONST = @, ergibt sich mit h), i), k) und ),
dass fiir alle [ € Dom($?) gilt:

o e TT(H*) gdw [ = Dom($).

Damit gilt mit $*poms) € ANS($?) und Theorem 4-3: Es gibt keinen geschlossenen Ab-
schnitt 2 in $* so dass min(Dom(2A)) < Dom($) < max(Dom(2)). Nach Theorem 2-42
ist nun jeder geschlossene Abschnitt 2( in $j ein SE- oder NE- oder EA-artiger Abschnitt
in $. Damit gibt es dann wegen $’pboms) € ANS($*) keinen geschlossenen Abschnitt 2
in §, so dass min(Dom(2()) < Dom($)-1 < max(Dom(2()). Wére n&mlich 2 ein solcher
Abschnitt in §, dann wére min(Dom(2()) < Dom($)) < max(Dom(2A)) und wegen $”poms)
e ANS($H*) ware dann nach Theorem 2-28 Dom($;) # max(Dom(2()) und damit
min(Dom(2()) < Dom($)) < max(Dom(%()). Widerspruch! Also gibt es keinen geschlosse-
nen Abschnitt 2 in $), so dass min(Dom(2()) < Dom($))-1 < max(Dom(%()) und damit ist
dann A($*bome)1) = K($) € VER($?). Ferner ist mit Theorem 2-81 K(§') = K(©%) «
VER($). Damit gibt es mit Theorem 4-7 ein $° e HL\{0}, so dass VAN($°) <
VANHIN"a = a'} < (VAN($) u {a = aP)\{ o = o'} < VAN($) und K($), K(9) €
VER($°). o
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Theorem 4-14. SB-, KE-, BE-, BB- und IB-Vorbereitungstheorem
Wenn 9, $' € HL\{0}, dann gibt es ein H* € HL\{0}, so dass

() K(®), K%' e VER(H*) und

(i)  VAN(H*) < VAN(H) u VAN(H).

Beweis: Beweis durch Induktion tber [VANS($")|. Fur [VANS($")| = @ gilt die Behaup-
tung mit Theorem 4-13. Gelte die Behauptung nun fur » und seien §, ' € HL\{0} und
IVANS($))| = n+1. Dann ist mit Theorem 3-18 $' = $'~{(0, "Als0 A($)'maxDom(VANS(sy)) —
K($)")} € SEF($") < HL\{0} und mit Theorem 3-19-(iv) und (v) ist [VANS(H)| = n
und mit Theorem 3-19-(ix) ist VAN($?) < VAN($"). Mit 1.V. gilt dann, dass es ein % €
HL\{0} gibt, so dass:

a)  K(®), K(®" e VER($H? und
b)  VAN($?) < VAN(H) u VAN(H) < VAN($H) u VAN(H").

Folgende Sequenzen seien definiert, wobei o € KONST\TTSEQ($?):

9’ = 9 U {(Dom($%), "Sei A($' max@omvanss))) )}
H* = 9u {(Dom($®), T"Alsooa=o0o")}
9° = 9y {(Dom(H%,  "Also K(H")")}

Mit Theorem 1-7 ist zunachst K($3®) ¢ FSATZ und daher $° ¢ SEF($?) u NEF($?) u
PBF($%). Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 ist auBerdem K($?) keine Negator- oder
Subjunktorformel und daher $* ¢ SEF($°) u NEF(£°). Wére A($'maxomvans(y)) = "o
= o, dann wére a € TT(A® max@omvans@y))) < TT(K(HY) < TTEM(VER($?) <
TTSEQ(H?). Widerspruch! Also $* ¢ SEF($®) u NEF($®) u PBF(§%). Ware $° ¢
SEF($*) u NEF($%) u PBF($*"), dann wire o € TT(A(S maxpomvans@y)) U TTK($")
< TT(K(HY) < TTSEQ($H?). Widerspruch! Also $° ¢ SEF(6H*) u NEF($*) u PBF($?).
Hingegen ist $° € AF($?%) und damit $* € HL und mit Theorem 3-15-(vi) K(£3), K($1),
A($) ' maxpomvans()) € VER(H%) U {A(S maxpomvansy)} = VER($®) und mit Theorem
3-15-(viii) VAN($?) = VAN($?) U {A(S maxpomvans@)} S VAN($H) u VAN($). So-
dann ist $* e IEF($®) und damit $* € HL und mit Theorem 3-25 VERS($*) =
VERS($?% u {(Dom($%), "Also a = o)}. Damit gilt VAN($H*) = VAN($®) < VAN($)
u VAN(H') und K($), K($Y, A maxmomvans@y) € VER(®?) < VER(H®). Wegen
K(®Y = A maxpomvansey — K@) ist $° e SBF(H*) und mit Theorem 3-25
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VERS($°) = VERS($") u {(Dom($*%), "Also K($")")}. Damit gilt VAN($?) = VAN($*)
< VAN($H) u VAN($) und K($), K($) € VER($H*) < VER($°) und $° € HL\{@}. $°

ist damit das gesucht HL-Element. o
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4.2 Eigenschaften der deduktiven Konsequenzschaft

Nun werden ubliche Theoreme zur deduktiven Konsequenzschaft etabliert, wobei insbe-
sondere auch gezeigt wird, dass diese reflexiv (Theorem 4-15), monoton (Theorem 4-16),
fur den Redehandlungskalkil unter AR und den Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln

abgeschlossen (Theorem 4-18) und transitiv (Theorem 4-19) ist.

Theorem 4-15. Erweiterte Reflexivitat (AR)
Wenn X € GFORM und A € X, dann X - A.

Beweis: Sei X € GFORM und A € X. Dann ist A € GFORM und nach Definition 3-1
{(0, "Sei A")} € AF(0) < HL\{0} und damit eine Ableitung von A aus {A} < X. Also
XHFA. o

Theorem 4-16. Monotonie
Wenn X —Bund X € Y € GFORM, dann Y }— B.

Beweis: Sei X - B und X <€ Y < GFORM. Dann gibt es ein $ € HL\{0}, so dass

VAN($H) < X und K($) = B. Sei $ so. Dann ist VAN($) < Y und damit Y —B. o

Theorem 4-17. Principium non contradictionis
Wenn X u {I'} € GFORM, dann X  "—(I" A =I')".

Beweis: Sei X u {I'} € GFORM. Sei nun $) die folgende Sequenz:

0 Sei T AT

1 Also T

2 Also T

3 Also —('A-T)

Dann ist nach Definition 3-1 $H1 € AF(@) < HL\{0} und mit Theorem 3-15-(ii) ist
VERS($H!1) ={(0, "Sei I' A —=I'")} = $HI'1 und VER(HI1) ={'T A ="} und VANS($[1)
={(0, "Sei I' A =I['")}und VAN(HI1) = {'T A —I""}. Dann ist nach Definition 3-5 $HI2 e
KBF($1) < HL\{0}. Sodann ist mit eindeutiger Lesbarkeit (Theorem 1-6) und nach
Definition 3-2, Definition 3-10 und Definition 3-15 $2 ¢ SEF($H[1) u NEF($[1) u
PBF($1). Mit Theorem 3-25 gilt dann VERS($[2) = VERS(HI1) u {(1, "Also T")} =
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$HI2. Sodann gilt mit Theorem 3-27-(ii) und (iii), dass VANS($!2) = VANS($[1) und
damit VAN($H12) = VAN($HIL) ={T A"}

Wiederum nach Definition 3-5 ist sodann $[3 € KBF($2) < HL\{0}. Sodann ist mit
eindeutiger Lesbarkeit und nach Definition 3-2, Definition 3-10 und Definition 3-15 wie-
derum HI3 ¢ SEF(H2) u NEF($HI2) u PBF(HI2). Mit Theorem 3-25 gilt dann wiede-
rum VERS(9[3) = VERS($[2) u {1, "Also —I'")} = $HI3 und mit Theorem 3-27-(ii) und
(iii), dass VANS(H13) = VANS(H12) und damit VAN(H13) = VAN(HI12) ={T A —-I"}.
Dann ist 0 = max(Dom(VANS($[3))) und 1, 2 € Dom(VERS($!3)) und A($3;) =T
und A($HI3;) = "I, Damit ist dann nach Definition 3-10 $ € NEF($[3) und nach
Theorem 3-20 ist VANS($) = VANS(HI3)\{(0, "Sei I' A —I'")} = @ und damit auch
VAN($H) = 0. Damit gilt insgesamt: € HL\{0} und VAN(H) = @ und K(9) = "= A
—I')". Also gilt @ = "—(I" A =I')" und damit gilt mit Theorem 4-16 X — "—(I' A —I')". O

Theorem 4-18. Abgeschlossenheit unter Einfuhrung und Beseitigung

(i) Wenn X+—Bund A € X, dann X\{A} "A — B", (SE)
(i) WemnXrHAundYHT"A—B', dannX u Y B, (SB)
@iii) wWetmn XH~AundYH~B,dann X u Y~ "AAB", (KE)
(iv)y Wenn X+ "AAB'oder X+ "BAAT, dann X - A, (KB)
v) WetnXH"A—-B'undYh+~"B—->A",danmnXuYHrT"A< BT, (BE)
(vij Wenn X+—Bund A e Xund Y~ AundB e Y, dann (X\{A}) u (Y\{B}) (BE*)
A < B7,
(vi) Wetn XH—AundYH~T"A < B'oderY— "B« A", dann X u Y - B, (BB)
(viii) Wenn X -~ A oder X B, dann X -~ "A v B7, (AE)
(ix) WemnX+HTAvB'undY+~"A—->T"undZ+ "B—-TI",daanXuYuZ (AB)
=T,

x) Wemn XFT"AvB'undY+—TundAeYundZ-TundB e Z,dann X u (AB*)
(MN{A}) v (2B} - T,

(xi) WennX+—TundYhF"—I"undA e XuY,dann(X u Y)\{A}~ "—A", (NE)

(xii) Wenn X+ "——I"", dann X T, (NB)

(xiii) Wenn B € PAR, £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},und X - [B, &, (UE)
A], wobei B ¢ TTFM(X u {A}), dann X - "AEA™,

(xiv) Wenn 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X -~ (UB)
"AEAT, dann X [0, &, A],

(xv) Wenn 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X -~ (PE)
[0, &, A], dann X - "VEA™,
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(xvi) Wenn B € PAR, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X -~ (PB)
"VEAT und Y =T und [B, & A] € Y, wobei B ¢ TTEM(Y\{[B, & Al} v {A,
'}, dann X u (Y\{[B, & A]}) — T,

(xvii) Wenn X € GFORM und 6 € GTERM, dann X -~ "0 =60", (IE)

(xviii) Wenn 6y, 6, € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},und X (IB)
= "0=0," und Y [6g, § A], dann X u Y [0y, &, A].

Beweis: Es wird zunéchst der Fall (i) behandelt, bei dem sich die Prdmissenmenge ver-
Kleinert. Es folgen die Falle (ii), (iii), (v), (vii) und (xviii), bei denen zwei
Prémissenmengen vereinigt werden. In den Fallen (iv), (viii), (xii), (xiii), (xiv) und (xv)
bleibt die Prdmissenmenge unveréndert. In der Reihenfolge (vi), (ix), (x), (xi), (xvi),
(xvii) werden die verbleibenden Sonderfalle bearbeitet.

Zu(i) (SE): Sei X — B und A € X. Dann gibt es nach Theorem 3-12 ein 5 € HL\{0}, so
dass K($) = B und VAN($) < X. Dann gibt es mit Theorem 4-2 ein $' € HL\{0}, so
dass VAN($") < VAN($) und K($") = K($) und fir alle © € Dom(VANS($")): Wenn
A($") = A, dann i = max(Dom(VANS($")). Dann gilt mit Theorem 2-81 B = K($)') €
VER($'"). Sodann lassen sich mit A € VAN($') und A ¢ VAN($") zwei Falle unterschei-
den.

Erster Fall: Sei A € VAN($'). Dann ist VANS($') # @ und es gilt fir alle ¢ €
Dom(VANS($")): A(9H') = A gdw 7 = max(Dom(VANS($)"))). Dann ist mit Theorem 3-18
$"=97{(0, "Also A — B")} € SEF($") < HL\{0}. Dann gilt mit Theorem 3-22, dass
VAN($H") < VAN(H)NMA} < VAN(H){A} < X\{A}. Damit gilt insgesamt: $* e
HL\{0}, K(") = "A — B™ und VAN($") < X\{A} und mit Theorem 3-12 X\{A} - "A
— B,

Zweiter Fall: Sei nun A ¢ VAN($'). Dann gibt es kein : € Dom(VANS($)")), so dass
A($") = A. Nun gibt es ein a € KONST\TT($y"). Dann lésst sich $' wie folgt zu einem $°
e SEQ mit H°IDom($)") = &' fortsetzen:

% = 9u  {(Dom®),  "SeiA")}
9° = 9y {(Dom(H"), "Also A AB")}
% = $*u  {(Dom(®?), "Alsoa=a")}
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9* = 9y {(Dom($°®), T"AlsoB")}
9° = 9y {(Dom($%), T"Also A —B")}

Zunachst ist $°boms) € FSATZ. Sodann gilt mit a € KONST\TT($') auch o ¢
TTFM({A, B}) und damit insgesamt, dass fur alle i € Dom($°) gilt: o € TT($>) gdw i =
Dom($)+2. Mit Theorem 1-3, Theorem 1-5 und Theorem 1-6 sind sodann K($") #
K($?), K(H?) = K(H% und K(5%) # K($*. Zudem sind K($?) und K($*) weder Sub-
junktor- noch Negatorformeln. Ware $* € SEF($°), dann wére o € TT(B) < TTFM({A,
B}). Widerspruch. Also $* ¢ SEF($°). Ware $* e NEF(5°), dann gébe es ein j
Dom($)°), so dass A($°) = "o = a”. Dann ware aber o € TA(A($°)) und daher j =
Dom($))+2. Nun ist aber A($°pom(s)+2) = " = o . Mit Theorem 1-5 ergibt sich ein Wi-
derspruch. Also $® ¢ NEF($’). Damit gilt insgesamt $' ¢ SEF($) u NEF($)) u
PBF(') und $% ¢ SEF(HY) u NEF(H) u PBF(HY) und $° ¢ SEF(5H?) u NEF(H?) u
PBF($?) und $* ¢ SEF(°) u NEF(°) u PBF(§°).

Hingegen ist erstens nach Definition 3-1 $* € AF($)), $' € HL und mit Theorem 3-25
VERS($Y) = VERS($") u {(Dom($), "Sei A™)}. Damit gilt (Dom($"), "Sei A") e
VANS($") u {(Dom($"), "Sei A")} = VANS($') und B € VER($) < VER($%) und A
e VER($?'). Also ist zweitens nach Definition 3-4 $* € KEF($%), $% € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($%) = VERS(9H') u {(Dom($%), "Also A A B™)}. Damit gilt
(Dom($)"), "Sei A") € VANS($') = VANS($?) und "A A B* e VER($?. Sodann ist
drittens nach Definition 3-16 $° € IEF(?), $° € HL und mit Theorem 3-25 VERS($°) =
VERS($?%) u {(Dom($?), "Also o = «")}. Damit gilt (Dom($)"), "Sei A") € VANS($?) =
VANS($® und "A A B € VER($?) < VER($?). Also ist viertens nach Definition 3-5
9% € KBF(8®), $* € HL und mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($%) u {(Dom(8°),
"Also B")}. Damit gilt Dom()') € Dom($°) und A($’om(s)) = A und (Dom($"), "Sei
A") € VANS($®) = VANS($?) und A($°pom(ssy1) = B und es gibt kein I mit Dom($') </
< Dom($°)-1, so dass (I, $°) € VANS($°). Damit ist nach Definition 3-2 $° € SEF(§?),
$° e HL\{0} und mit Theorem 3-19-(iv) und -(v) VANS($’) = VANS($H)\
(max(Dom(VANS($%)), H°maxpomvans@an)} = VANS(HN(Dom($)), Sei A7)} =
VANS(H)\{(Dom(5), "Sei A7)} = (VANS(S) v {(Dom($)), "Sei A")P)\{(Dom($),
"Sei A")} = VANS(H)\{(Dom($"), "Sei A")} < VANS($"). Mit Theorem 2-74 ist dann
VAN($°) < VAN($') und wegen A ¢ VAN($') und VAN($H) < VAN($H) < X dann
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auch VAN(9°) < VAN(H){A} < X\{A}. Da K($°) = "A — B, gilt mit Theorem 3-12
X\{A}-"A—>B".

Zu (ii) (SB), (iii) (KE), (v) (BE), (vii) (BB), (xviii) (IB): (ii) wird exemplarisch gezeigt.
Klauseln (iii), (v), (vii) und (xviii) ergeben sich analog. Sei fur (ii) X~ Aund Y -~ "A —
B™. Dann gibt es nach Theorem 3-12 9, $' € HL\{0}, so dass VAN($) < X und K($) =
A und VAN(H") < Y und K($)) = "A — B™. Mit Theorem 4-14 gibt es dann ein H* €
HL\{0}, so dass A, "A — B" € VER($H*) und VAN($H*) < VAN($) u VAN(H) < X u
Y. Nach Definition 3-3 ist dann $* = $§*~{(0, "Also B")} € SBF($H*) < HL\{0} und mit
Theorem 3-27-(v) ist VAN($") < VAN(H*) < X u Y und es ist K($") = B. Also gilt
mit Theorem 3-12: X v Y ~ B.

Zu (iv) (KB), (viii) (AE), (xii) (NB), (xiii) (UE), (xiv) (UB), (xv) (PE): (iv) wird exempla-
risch gezeigt. Klauseln (viii), (xii), (xiii), (xiv) und (xv) ergeben sich analog. Sei fir (iv)
X+ T"AAB" oder X = "B A A". Sei nun X = "A A B". Dann gibt es nach Theorem
3-12 © € HL\{0}, so dass VAN($H) < X und K($) = "A A B". Dann ist mit Theorem
2-81 "A A B" € VER($) und daher nach Definition 3-5 ' = H7{(0, "Also A")} €
KBF($) < HL\{0} und mit Theorem 3-27-(v) ist VAN($') < VAN($) < X und es ist
K($'") = A. Also gilt wiederum nach Theorem 3-12: X  A. Fir den Fall, dass X — "B A
A™ zeigt man analog, dass dann ebenfalls X - A gilt.

Zu (vi:)(BE*): Sei X —Bund A € X und Y -~ A und B € Y. Dann gilt mit (i): X\{A}
A — B"und Y\{B}~ "B — A". Dann gilt mit (v): (X\{A}) v (Y\{B}) - "A <& B".

Zu (ix) (AB): Sei X "AvB'und Y+~ "A—-T"und Z+ "B — I'"". Dann ergibt sich
mit zweifacher Anwendung von (iii): X u Yu ZF+= "(AVvB)A(A—>T)A (B —-1))".
Dann gibt es mit Theorem 3-12 $ € HL\{@}, so dass VAN($) < X v Y u Z und K($))

=" (AvB)A((A—T)A (B —T))". Nun gibt es ein a € KONST\TT($). Damit lasst
sich $ wie folgt zu einem $H® € SEQ mit $% Dom($) = § fortsetzen:

H
|

9 = 9Hu {(Dom(9), Seia=0a")}

9 = 9tu {(Dom(HY), TAlsoAvB)}

9 = 9°u  {Dom(H), TAlso(A—T)AB—-TI))}
9" = 9°u  {(Dom(®H%, TAlsoA—TI)}
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{(Dom(5Y,  "Alsoa=o")}
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Zunichst ist $°%poms) € FSATZ. Sodann gilt mit « € KONST\TT($) auch o ¢
TTEM({A, B, I'}) und damit insgesamt, dass fir alle i € Dom($°) gilt: o € TT(H%) gdw i
e {Dom(%), Dom($)+4, Dom($)+6}. Mit Theorem 1-3, Theorem 1-5 und Theorem 1-6
sind sodann K(9') # K(H?), K(%%) = K($°), K(9*) = K(©%), K(H*) # K($°), K($°) =
K($°%), K(5° # K($") und K(8) = K($®). Zudem sind K($?), K(£%), K($°) und K($")
weder Subjunktor- noch Negatorformeln. K($3*) und K($°) sind keine Negatorformeln
und es gibt kein A € GFORM, so dass K(H) = "A > T ="A - (A —>T)A (B —TI))"
="A > K oderK($®) = BoT"="A— (a=0)" = "A— K($H°)" oder K(H®) =T
="A—- (a=0)" = "A— K(®)". Wire $® € NEF($), dann gabe es ein j € Dom($?),
so dass A($%) = "o = o”. Dann wire aber o € TA(A(H%)) und daher j € {Dom($)),
Dom($)+4, Dom($)+6}. Nun ist aber A($H%pom(s) = A pom)+4) = Al pom(s)+6) = "o =
o'. Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 ergibt sich ein Widerspruch. Also $® ¢
NEF($"). Damit gilt insgesamt $! ¢ SEF()) u NEF($)) u PBF($)) und $® ¢ SEF($H') u
NEF($Y) u PBF($Y) und $° ¢ SEF(H?) u NEF($H?) u PBF($?) und H* ¢ SEF(H®) u
NEF(£°) u PBF($% und $° ¢ SEF($%) u NEF($") u PBF($*) und $° ¢ SEF($°) u
NEF($°) u PBF($°) und $ ¢ SEF($°) u NEF(©°) u PBF(° und $® ¢ SEF(%’) u
NEF($’) u PBF(&).

Hingegen ist erstens nach Definition 3-1 $' € AF($), $* € HL und mit Theorem 3-25
VERS($Y) = VERS() u {(Dom($), "Sei a = a™)}. Damit gilt VANS($") = VANS($) u
{(Dom($), "Seia=0o")}und (AvB)A((A—T)A(B—-TI))" € VER(®H) < VER(HY.
Also ist zweitens nach Definition 3-5 $° € KBF($%), $* € HL und mit Theorem 3-25
VERS($?) = VERS($Y) u {(Dom($?Y), "Also A v B")}. Damit gilt VANS($?) =
VANS($HY), (AvB)A ((A—>T)A (B —TI))" € VER(®Y) < VER(H?) und "A v B €
VER($?). Also ist drittens nach Definition 3-5 $° € KBF($%), $° € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($%) = VERS($?) u {(Dom($?), "Also (A — I') A (B — I)")}.
Damit gilt VANS($%) = VANS($%), "A v B € VER($% < VER($®) und (A — I) A
(B —TI)" € VER($?. Also ist viertens nach Definition 3-5 $* ¢ KBF($%), $* € HL und
mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($%) u {(Dom($°), "Also A — I')}. Damit gilt
VANS($%) = VANS($®), "Av B, (A - T) A (B—TI)" € VER($®) < VER($* und
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"A — I e VER($"). Sodann ist fiinftens nach Definition 3-16 ° € IEF($%), $° € HL
und mit Theorem 3-25 VERS($°) = VERS($*) u {(Dom($?), "Also o = «)}. Damit gilt
VANS($°) = VANS(HH) und "AVB*, "A > T7, (A - T) A (B—1I)" € VER(®?) <
VER($°). Also ist sechstens nach Definition 3-5 $° € KBF($°), $°® € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($°) = VERS($®) u {(Dom($°), "Also B — I™)}. Damit gilt
VANS($°) = VANS($®), "Av B, "A - I'" € VER(%®) < VER(®®) und B > I ¢
VER($°). Sodann ist siebtens nach Definition 3-16 £’ € IEF(§°), $’ € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($) = VERS($®) u {(Dom($°), "Also a = o')}. Damit gilt
VANS($) = VANS($®) und "A v B", "A - I'", "B —» I'" € VER(%%) < VER(8).
SchlieRlich ist achtens nach Definition 3-9 $® e ABF($"), $® ¢ HL\{0} und mit
Theorem 3-25 VERS($®) = VERS($) u {(Dom($"), "Also I)}. Damit gilt VANS($°®)
= VANS($') = VANS($) u {(Dom($), "Sei a = a™)} und I' € VER(H®). Damit gilt
VAN($®) = VAN(H) u {"a = o' }. Dann gibt es mit Theorem 4-7 $* € HL\{0}, so dass
VAN($H" < VAN o =o'} = (VAN®) u {Ta=a"P\{ o =o'} = VANH)\{a =
s XuYu2Z){a=0}c XuYuZundK(®") =T. Damit gilt dann nach
Theorem3-12 X v Y u Z+T.

Zu(xX) (AB*):Sei X—"AvB'undYTundA € Yund Z+~T undB € Z. Dann gilt
mit (i): Y\{A}~ "A — B" und 2\{B} — "B — A". Dann gilt mit (ix): X v (Y\{A}) u
(Z\{B}) +T.

Zu(xi)(NE): Sei X =T und Y~ "-I"und A e X u Y. IStA="AA—-A" fireinA e
GFORM, dann gilt mit Theorem 4-17 direkt: (X v Y)\{A} = "—(A A =A)" = "=A™. Sei
nun A # "A A =A™ fur alle A. Mit (iii) ergibt sich zundchst: X v Y = T A —I". Sodann
gilt wiederum mit Theorem 4-17: X v Y = "—(" A —I')" und damit mit (iii): X v Y
"(C A=) A= A=T)". Mit (i) ergibt sich sodann: (X v Y)\{A}— "A — (' A =I) A
—(" A =I'))". Damit gibt es mit Theorem 3-12 §5 € HL\{0@}, so dass VAN($) < (X v
Y)M{A} und K(9) = "A — (' A =) A =(I" A =10))". Mit A ¢ VAN($) gilt dann nach
Definition 2-32 fur alle 7 € Dom(VANS($))), dass A($;) # A. Nun gibt es ein a €
KONST\TTSEQ($). Dann lasst sich $ wie folgt zu einem $’ € SEQ mit $'IDom($) =
) fortsetzen:
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[N

9 = 9Hu {(Dom(9), "Sei A™)}

9 = 9tu {Dom($H), Alsoa=a)}

9 = 9°u  {(Dom(H?), TAlso (I A=) A —( A—-I)")}
9 = 9*u  {(Dom(H®), TAIOT A-I")}

9 = 9'u {Dom®Y, TAlsoa=a")}

9 = 9°u  {Dom(n°), Also—( A—-I)")}

9 = 9u {(Dom($%),  "Also -A")}

Zunachst ist $'poms) € FSATZ. Sodann gilt mit o € KONST\TTSEQ($)) auch o ¢
TTEM({A, T'}) und damit insgesamt, dass fir alle i € Dom($)’) gilt: o € TT($") gdw i €
{Dom($)+1, Dom($)+4}. Mit Theorem 1-3, Theorem 1-5 und Theorem 1-6 sind sodann
K" # K%, K©?) = K©?), K®°) # K$"), K = K(H) und K(H°) = K(H°).
Zudem sind K($?) bis K(£° keine Subjunktorformeln. K(£5?) bis K($°) sind keine
Negatorformeln. Ware $° € NEF($°), dann gébe es ein j € Dom($)"), so dass A($')) =
"—a = o . Dann wére aber a € TA(A($',)) und daher j € {Dom($))+1, Dom()+4}. Nun
ist aber A(H bome)+1) = A bom(my+4) = "o = o' Mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6
ergibt sich ein Widerspruch. Also $° ¢ NEF($’). Damit gilt insgesamt $* ¢ SEF($)) u
NEF($) u PBF($) und % ¢ SEF(9Y) u NEF($') u PBF(%Y) und $° ¢ SEF(%?) u
NEF($°) u PBF($% und $* ¢ SEF($ u NEF(£°) u PBF($% und $° ¢ SEF($%) u
NEF($?) u PBF($*) und $°® ¢ SEF(°) u NEF($°) u PBF(§°).

Hingegen ist erstens nach Definition 3-1 $' € AF($), $' € HL und mit Theorem 3-25
VERS($Y) = VERS($) u {(Dom($), "Sei A™)}. Damit gilt VANS($') = VANS($) u
{(Dom($), "Sei A™)}, "A — (' A =I') A =(I"' A =IN))" € VER(H) < VER(HY) und A €
VER($%). Sodann ist zweitens nach Definition 3-16 $° € IEF($%), $? € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($Y) u {(Dom($?Y), "Also a = o')}. Damit gilt
VANS($?) = VANS(H') und A, "A — (T A =T) A =(T A —T))" e VER(H") <
VER($?). Also ist drittens nach Definition 3-3 $°® € SBF($%), $° € HL und mit Theorem
3-25 VERS(8°) = VERS(8?) u {(Dom($?), "Also (I' A —I') A =(I" A —I')")}. Damit gilt
VANS($?) = VANS($%) und "(I' A —=I') A =("' A =I")" € VER(§?). Also ist viertens nach
Definition 3-5 $* € KBF($%), $* € HL und mit Theorem 3-25 VERS($*) = VERS($°) u
{(Dom($%), "Also ' A —I"")}. Damit gilt VANS($?*) = VANS($?), (T A =) A =(" A
—I)" € VER(%% < VER($") und (Dom($®), "Also T' A =) € VERS($?). Sodann ist
fiinftens nach Definition 3-16 $° € IEF(H%), $° € HL und mit Theorem 3-25 VERS($°)
= VERS($*) u {(Dom($*), "Also a = o)}. Damit gilt VANS($°) = VANS($%), (' A
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—I) A =(I' A =)' € VER(®?) < VER($®) und (Dom($°), "Also I' A —[") €
VERS($°). Also ist sechtens nach Definition 3-5 $° € KBF($°) , $° € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($°) = VERS($°) u {(Dom($)°), "Also —(I" A —I')")}. Damit gilt
VANS($°) = VANS($°) und (Dom($%), "Also T’ A —I'"), (Dom($°), "Also —(I" A =I)")
e VERS($°), sowie (Dom($), "Sei A™) € VANS($Y) = VANS($°).

Insgesamt gilt Dom($), Dom($*) € Dom(H°), wobei Dom($)) < Dom($%), A($H%om(s))
= A und (Dom($), H°bom(s)) € VANS($%), A(Somsy+3) = T A =™ und A($Hpom(se)1) =
"~ A =I)7, (DoM($%), Hoomesy+s) € VERS(H®) und es gibt kein I mit Dom($) < I <
Dom($°)-1, so dass (I, %) € VANS($°). SchlieRlich ist damit nach Definition 3-10 § e
NEF($%), $’ e HL\{0} und mit Theorem 3-20-(iv) und -(v) VANS($") =
VANS(H)\{(max(Dom(VANS(H%))), H’ maxpomvans@ey) = VANS(H)M\{(Dom($), "Sei
A} = VANSHHY{(Dom($), "Sei A} = (VANS(H) u {(Dom(H), rSei
AP (Dom(H), "Sei A"} = VANS(HN(Dom($), "Sei A")} < VANS(H). Mit
Theorem 2-74 ist dann VAN($') < VAN(H) < (X u Y)\{A}. Da K(§') = =A™, gilt

mit Theorem 3-12 (X v Y)\{A} +— "—A™.

Zu (xvi) (PB): Sei B € PAR, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X
"VEAT und Y =T und [B, & A] € Y, wobei B ¢ TTEM(Y\{[B, & A]} u {A, T'}). Dann gilt
mit (i): Y\{[B, & A]} - "[B, & A] — I'". Sodann gilt mit ' € GFORM: [B, &, I'] =T'. Da-
mitist [B, & "A — "] = "[B, & A] — [B, & IT" = "[B, & A] — I'" und damit gilt Y\{[B, ,

Al} = [B, & "A — I'']. Sodann ergibt sich mit B ¢ TTFM({A, I'}) und PAR n KONST =
0:B ¢ TT("A — I'"). Sodann ist mit I' € GFORM und FV(A) < {£} auch FV("A - T7)
c {&}. Da nach Annahme auch ¢ TTEM(Y\{[B, &, A]}), so gilt dann mit (xv): Y\{[B, &,
AL} = TAE(A — T)7. Mit (iii) gilt X u (Y\{[B, &, A]}) = "AE(A — T) A VEA™.

Dann gibt es nach Theorem 3-12 $ € HL\{0}, so dass VAN(H) < X u (Y\{[B, & Al})
und K($) = "AE(A — T') A VEA™. Mit Theorem 4-5 gibt es dann ein $* € HL\{0}, so
dass VAN($H*) = VAN(H) < X u (Y\{[B, & A]}) und "AEA — T)7, "VEA™ € VER($H*)
und K($H*) = "VEA™. Mit Theorem 2-81 ist genauer (Dom($*)-1, "= VEA™) € VERS($*)
fir ein E € PERF. Nun gibt es ein p* e PAR\TTSEQ($H*) und ein a €
KONST\TTSEQ($*). Dann lasst sich $* wie folgt zu H° € SEQ mit $H°TDom(H*) = H*
fortsetzen:
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9t = H*u  {(Dom($*¥), "Sei[p*, & Al")}

9 = 9u  {Dom(HY), TAlsoa=a’)}

9 = 920 {(Dom(H?), TAlso [B*, & A] > IM)}
9t = 9u {(Dom($*), "Alsoa=0")}

9 = 9'u {(Dom(%, "AlsoI)}

9 = Hu {(Dom(H%), T"AlsoI™)}

Zunachst ist $°pom= & FSATZ. Sodann gilt mit a € KONST\TTSEQ($)) auch o ¢
TTEM{[B*, & A], T'}) und damit insgesamt, dass fir alle i € Dom($°) gilt: a € TT(H°)
gdw ¢ = Dom($*)+1 oder « = Dom($*)+3. Mit Theorem 1-3, Theorem 1-5 und Theorem
1-6 sind sodann K($Y) # K(5?), K(5?) = K(H%), K(H®) = K(H?*) und K(8% = K($).
Zudem sind K($?) und K($?) keine Subjunktorformeln. Wére $° € SEF($%), dann wére
"o =o' =T und damit o € TT(H pom(s=)+2). Widerspruch. Also $° ¢ SEF($?). AuRerdem
sind K(9?), K($° und K(H* keine Negatorformeln. Ware $° € SEF($?) u NEF(£%),
dann ware o € TT($ bom(s4+4) Oder es gibt ein j € Dom(H°), so dass A(H%) = —a =o.
Dann ware aber o € TA(A($°)) und daher j = Dom($)+1 oder j = Dom($))+3}. Da
A(Hom(s)+1) = A(Hom(my+3) = "o = o, folgt mit Theorem 1-5 und Theorem 1-6 aber-
mals ein Widerspruch. Damit gilt insgesamt $* ¢ SEF($*) u NEF($*) u PBF($*) und
$% ¢ SEF(HY) u NEF(HY) u PBF(§Y) und $° ¢ SEF(H%) u NEF($%) u PBF($?) und $*
¢ SEF($°% u NEF($% u PBF($% und $° ¢ SEF($*) u NEF($?) u PBF($?).

Hingegen ist erstens nach Definition 3-1 $! € AF($), $* € HL und mit Theorem 3-25
VERS($Y) = VERS($*) u {(Dom($*), "Sei [B*, & AJ")}. Damit gilt VANS(H) =
VANS($*) u {(Dom($), "Sei [3*, & AI")}, (Dom($*)-1, H°bom(s1) € VERS($)?), wo-
bei A(H°pom(-1) = VEAT, und "AE(A — T)' € VER(H*) < VER(H') und [B*, & A] €
VER($%). Sodann ist zweitens nach Definition 3-16 $° € IEF($%), $? € HL und mit
Theorem 3-25 VERS($%) = VERS($HY) u {(Dom($%), "Also a = a)}. Damit gilt
(Dom($H*), "Sei [B*, &, A]") € VANS(H') = VANS(H?) und "AEA — T)7, [B*, & A] €
VER($") < VER($?) und (Dom($*)-1, $H°pom(n+-1) € VERS($?). Also ist drittens nach
Definition 3-13 $° € UBF(?), $° € HL und mit Theorem 3-25 VERS($®) = VERS(%?)
u {(Dom(H?), Also [B*, & A] — I™)}. Damit gilt (Dom($H*), "Sei [p*, & A]") €
VANS($%) = VANS($* und (Dom($H*)-1, $°bom@=1) € VERS(H®) und [B*, &, A]
VER($?) < VER($®) und T[p*, & A] — I e VER($®. Sodann ist viertens nach
Definition 3-16 $* € IEF(%), H* € HL und mit Theorem 3-25 VERS($?) = VERS($°)
u {(Dom(H%), "Also a = o)}. Damit gilt (Dom($H*), "Sei [B*, & A]") € VANS(§®) =
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VANS($?) und (Dom($H*)-1, $H°bom(+-1) € VERS(H?) und [B*, & A] — I, [B*, & A] €
VER($®) < VER(H%). Also ist fiinftens nach Definition 3-3 $° € SBF($*), $° € HL und
mit Theorem 3-25 VERS($°) = VERS(%H*) u {(Dom($?), "Also I')}. Damit gilt
(Dom(§*), "Sei [B*, & Al') € VANS($*) = VANS(5%) und (Dom(5*)-1, H%pom(s-1)
(Dom($H*)+4, "Also I'") € VERS($°).

Insgesamt gilt damit B* € PAR, £ € VAR, A € FORM, FV(A) c {&}, T € GFORM
Dom($*)-1 € Dom($°), A(H’bome+-1) = VEAT und (Dom(H*)-1, Hbomy1) €
VERS(5°), A(%°oom(s) = [B* & Al und (Dom($*), H%vomsn) € VANS($?),
A($°bom(ss)1) = I und es gibt kein 5 < Dom($*)-1, so dass B* € TT(£°) und es gibt kein
m mit Dom($H*) < m < Dom($°)-1 gibt, so dass (m, $°,) € VANS($?). SchlieBlich ist
damit nach Definition 3-15 $° € NEF($°), $° € HL\{0} und mit Theorem 3-21-(iv) und
-(v) VANS(°) = VANS(H)\{(max(Dom(VANS($%)), $’maxpomvansesy)} =
VANS(§H)\{(Dom(§*), "Sei [B*, & A]")} = VANS(H")\{(Dom(H*), "Sei [B*, & AT")}
(VANS(H*) v {(Dom(£*), "Sei [B*, & A]")I\(Dom(H*), "Sei [B*, & Al')}
VANS(H*)\{(Dom($H*), "Sei [B*, & A]')} < VANS($*). Mit Theorem 2-74 ist dann
VAN(H®) < VAN(H*) < X u (Y\{[B, & A]}). Da K($°) =T, gilt mit Theorem 3-12 X
v (Y[R, & AI}) =T

Zu (xvii) (IE): Sei X < GFORM und 6 € GTERM. Dann ist nach Definition 3-16 {(0,

"Also 0 = 07)} e IE(@) < HL\{0} und es ist VANS({(0, "Also 6 = 6")}) = @ und somit
nach Definition 2-32 VAN({(0, "Also 6 = 6")}) =@ und K({(0, "Also 6 =6")}) = "6 =0"
und damit nach Theorem 3-12 @ — "0 =0". Mit Theorem 4-16ist X~ "0 =60". o

Theorem 4-19. Transitivitat
Wenn X y— Y und Y I B, dann X - B.

Beweis: Zunéchst wird durch Induktion Uber |Y| gezeigt, dass die Behauptung fir alle
endlichen Y gilt: Gelte die Behauptung fur alle £ <|Y]. Sei |Y| = 0. Sei nun X y— Y und
YH=B.DannistY =0 < X < GFORM. Mit Theorem 4-16 folgt X - B.

Seinun 0 <|Y|und gelte X y— Y und Y I~ B. Dann ist nach Definition 3-25 X v Y <
GFORM und fur alle A € Y gilt: X — A. Mit Y - B gibt es dann nach Theorem 3-12 §;
HL\{0}, so dass VAN($) < Y und K($) = B. Mit Theorem 4-1 gibt es dann ein H* <
HL, so dass [VANS($H*)| = [VAN($H*)|, VAN($H*) < VAN($) und K($*) = B. Sei $H* so.
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Dann gilt mit Theorem 3-12 VAN($*) -+ B und VAN($H*) < VAN($) < Y. Dann gilt
mit VAN($H*) c Y, dass fir alle A € VAN($H*) gilt X — A und damit X y— VAN($H*).
Sodann ist [VAN($H*)| <|Y|. Sei [VAN($H*)| < |Y]. Dann greift I.V. und es gilt X -~ B. Sei
nun [VAN($*)| = |Y|. Da 0 < |Y] ist dann VAN($*) # @ und damit nach Definition 2-32
VANS(H*) # 0. Dann ist mit Theorem 3-18 ©' = $H* u {(Dom($*), "Also
A($H*maxomvanss+y)) — B') € SEF($H*) < HL\{0} und mit Theorem 3-19-(iv) und (V)
ist  VANS(H*)\WWANS($H) = {(max(Dom(VANS(H*))), H*maxpomvansey)} und
VANS(5H*) = VANS($') u {(max(Dom(VANS($*))), $H*maxoomvansis+))}- Dann ist
IVANS($*)| = [VANS($")[+1 und also [VAN($")| < [VANS($")| < [VANS($H*)| = |Y| und
mit Theorem 3-12 gilt VAN($') = "A(H* maxpom(vans(e=)y) — B und mit Theorem 2-74
VAN(H) < VAN(H*) < Y. Dann gilt mit VAN($') < Y, dass fur alle A € VAN($H")

gilt X = A und damit X y— VAN($'). Damit gilt nach 1.V. X = "A($*max@om(vANS(5+))
— B". Sodann ist A($H*maxoomvans*y)) € VAN(H*) < Y und damit gilt nach Annah-
me: X = A(H*maxom(vans(s=y)). Damit ergibt sich mit Theorem 4-18-(ii): X - B.

Damit, dass die Behauptung fur endliches Y gilt, gilt sie dann auch fur alle: Gelte ndm-
lich X y— Y und Y + B. Dann gilt nach Definition 3-25 X v Y < GFORM und fur alle
I'e Y: X - T. Gelte nun Y - B. Dann gibt es mit Theorem 3-12 ) € HL\{@}, so dass
VAN($) < Y und K($) = B. Dann ist nach Theorem 3-9 VAN($) endlich und VAN($)

< GFORM. Dann gilt wieder nach Theorem 3-12, dass VAN($)) — B. Sodann gilt mit
VAN($) C Y, dass fur alle ' € VAN($) gilt: X = I" und damit X y— VAN($). Damit

giltdann X —B. o

Theorem 4-20. Cut
Wenn X u {B}—Aund Y +B,dann X v Y - A.

Beweis: Gelte X u {B} — A und Y I~ B. Dann gilt mit Theorem 4-18-(i): X\{B} —~ "B —
A" und damit mit Theorem 4-16, dass X — "B — A™. Damit gilt mit Theorem 4-18-(ii):
XuYFA.C©
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Theorem 4-21. Deduktionstheorem und Umkehrung
X u{A}~Bgdw X+ "A — B".
Beweis: Gelte zundachst X u {A} ~ B. Dann gilt mit Theorem 4-18-(i): X\{A} — "A —

B™ und damit mit Theorem 4-16, dass X — "A — B". Gelte nun umgekehrt X -~ "A —

B". Dann ist nach Definition 3-21 und Theorem 3-9 "A — B” ¢ GFORM und damit auch
A € GFORM. Damit gilt mit Theorem 4-15: {A} — A und somit mit Theorem 4-18-(ii):
X u{A}+—B.O

Theorem 4-22. Inkonsistenz und Ableitbarkeit
X = Agdw X u {"=A"} ist inkonsistent.

Beweis: (L-R): Gelte zunédchst X — A. Dann ist mit Definition 3-21 und Theorem 3-9 X
< GFORM und A € GFORM. Dann ist "-A" € GFORM und damit gilt mit Theorem
4-16, dass X v {"=A"} — A, und mit Theorem 4-15: X v {"=A"} — "—A". Damit gilt
nach Definition 3-24, dass X u {"=A™} inkonsistent ist.
(R-L): Sei nun X u {"—A"} inkonsistent. Dann gilt nach Definition 3-24, dass X u
{"—A"} < GFORM und dass es I' € GFORM gibt, sodass X v {"=A"} T und X v
'—A"} = "—I". Dann gilt mit Theorem 4-18-(xi): X\{"—=A"} = "——=A" und damit mit

Theorem 4-16: X - "——A". Daraus folgt mit Theorem 4-18-(xii), dass X — A. o

Theorem 4-23. Eine Aussagenmenge ist genau dann inkonsistent, wenn sich alle Aussagen
aus ihr ableiten lassen

X ist inkonsistent gdw fiir alle ' € GFORM: X -T.

Beweis: (L-R): Sei zundchst X inkonsistent. Dann gilt nach Definition 3-24, dass X <
GFORM und dass es A € GFORM gibt, so dass X — A und X — "—A™. Sei nun T e
GFORM. Dann ist "—I"" € GFORM. Dann gilt mit Theorem 4-16: X v {"—I""'} ~ A und
X v {—I"}F "—A". Damit ist X u {"=I"} inkonsistent. Damit gilt nach Theorem
4-22: X —T.

(R-L): Gelte nun fiir alle ' € GFORM, dass X  I'. Nun gibt es ein A € GFORM. Dann
ist mit A auch "—=A™ € GFORM. Dann gilt also X — A und X — "—A™. Dann ist mit
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Definition 3-21 X < GFORM und somit gilt insgesamt nach Definition 3-24, dass X in-

konsistent ist. o

Theorem 4-24. Generalisierungstheorem

Wenn £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, o € KONST und X I [a, &, A], wobei a ¢
TTFEM(X u {A}), dann X = "AEA™

Beweis: Sei & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, o € KONST und X  [a, &, A],
wobei o ¢ TTFM(X u {A}). Dann gibt nach Theorem 3-12 ein $ € HL\{@}, so dass
VAN($H) < X und K($) = [a, & A]. Sodann gibt es ein B € PAR\TTSEQ(%). Mit
Theorem 4-9 gibt es dann ein $H* € HL\{0}, so dass:

a) o¢ TTSEQ(H*),
b)  VAN(®) = {[a, B, B] | B € VAN($*)} und
c)  K®)=[o, B, K(H*)]

Da nun fiur alle I' € VAN(9) gilt, dass o ¢ TT(I'), gilt dann mit b), dass fiur alle B e
VAN($H*) gilt, dass B ¢ TT(B) und damit B ¢ TTFM(VAN($*)). Ware namlich p €
TT(I) fur ein ' € VAN($H*), dann wére o € TT([a, B, I']) und mit b) wére [a, B, I'] €
VAN($H) < X. Damit wirde aber im Gegensatz zur Voraussetzung gelten, dass a €
TTFM(X). Damit gilt mit b): VAN($) = {[a, B, B] | B € VAN(H*)} = {B | B €
VAN($*)} = VAN(H*).

Sodann ist mit ¢) [a, &, A] = K($) = [a, B, K($*)]. Da nach Eingangsannahme und mit
a) gilt: a ¢ TT(A) u TT(K($H*) ist dann mit Theorem 1-18 K($*) = [B, &, A]. Dann ist
¢ TT(A), denn sonst wiirde wegen [a, &, A] = K($) im Gegensatz zur Wahl von (3 gelten,
dass B € TT(K(9)) < TTSEQ($). Damit gilt dann insgesamt, dass $* u {(Dom($*),
"Also NAeA™)} e UEF(H*) < HL\{0}. Damit gilt mit Theorem 3-26-(v) VAN($H* u
{(Dom($*), "Also AEA™)}) < VAN(H*) = VAN($H) < X und Theorem 3-12, dass X -
"AEA™. O
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Theorem 4-25. Mehrfache 1B

Wenn k£ € N\{0}, {60, ..., 01}, {00, ..., 01} < GTERM, {&, ..., &1} < VAR, wobei flr
alled, j € kmiti+# jauch & #&;, A € FORM, wobei FV(A) < {&, ..., &1} und X = [(0y, ...,
0r-1), o, -y &), Al und flr alle i < k2 X = "0, = 6", dann X - [(0', ..., 0'c1), o, --.) &),
Al.

Beweis: Durch Induktion Uber k. Fur £ = 1 ergibt sich die Behauptung mit Theorem 4-18-
(xviii). Gelte die Behauptung nun fir k£ und sei {6, ..., 0;}, {0%, ..., 0t} < GTERM, {&,
..., &} < VAR, wobei flr alle 7, j € k+1 mit i # j auch & # &;, A € FORM, wobei FV(A)
< L&, ..., &3 und X =[O, ..., O, (&, ..., &, Al und fir alle s < k+1: X — "0, =0"".

Dann gilt mit Theorem 1-23, dass [(0o, ..., 0r), o, ---s &)y Al = [0k &k, [O1, .-, Ok-1), (&,
ooey &)y A]] und damit dass X F [0, &, [0, ..., Ora), &1, ..., Er1), A]], wobei mit FV(A)
< {&, ..., &} ailtt FV([Oy, ..., B11), &, ..., &), Al) < {&}. Dann gilt mit X ~ "0, =

%' und Theorem 4-18-(xviii), dass X  [0', & [(Oo, ..., Ok-1), o, ---, &-1), A]] und damit
wieder mit Theorem 1-23, dass X + [(Bq, ..., 0.1, 0'%), o, ..., &1, &y A]. Dann gilt mit
Theorem 1-24: [(Bo, ..., 0.1, 0'%), Eos -+, &1, s A] = [Oo, -y Ok1), Eoy --vs Ep)s [0'ky &k
Al] und damit X + [(Bo, ..., Or1), (&0, ..., Ek-1)y [0, &y Al]l, Wobei mit FV(A) < {&, ...,
&} qilt: FV([0'), & A]) < {&o, ---, &1} Damit gilt dann nach 1.V., dass X + [(0', ..., 0.
s oy ++y E-1)y [0' &y A]] und damit wiederum mit Theorem 1-24: X  [(0', ..., 0'%), (o,
ca &y Al O









5 Modelltheorie

Im vorliegenden Kapitel wird ein modelltheoretischer Konsequenzbegriff zur Sprache L
entwickelt. Zunéchst werden die nétigen Begrifflichkeiten definiert — insbesondere die
modelltheoretische Erfullung und darauf aufbauend dann die Konsequenzschaft — und
grundlegende Zusammenhange zwischen ihnen bewiesen (5.1). Daran schlieBen sich
Theoreme zur Abgeschlossenheit der modelltheoretischen Konsequenzschaft an (5.2).
Darauf aufbauend kann dann im nachfolgenden Kap. 6 die Korrektheit und Vollstandig-
keit des Redehandlungskalkils beziiglich des in Kap. 5.1 entwickelten modelltheoreti-

schen Folgerungsbegriffs gezeigt werden.

5.1 Erfullungsrelation und modelltheoretische Konse-

quenz

Die Entwicklung des modelltheoretischen Konsequenzbegriffs folgt dem Standardvorge-
hen.* Zunachst werden Interpretationsfunktionen, Modelle und Belegungen definiert.
Dies genugt um in Definition 5-6 geschlossenen Termen ein Denotat zuzuweisen, wobei
die ubliche Definition sich in Theorem 5-2 spiegelt. Sodann kann in Definition 5-8 be-
stimmt werden, wann ein Modell mit einer Belegung eine Formel erfillt. Die tbliche De-
finition wird hier von Theorem 5-4 gespiegelt. Sodann werden ein Koinzidenz- und ein
Substitutionslemma (Theorem 5-5 und Theorem 5-6) sowie weitere Theoreme bewiesen,
die im Fortgang bendtigt werden. Abschliefend werden noch die gangigen weiterfiihren-
den Begriffe eingefihrt, darunter die modelltheoretische Konsequenzschaft (Definition

5-10), die in der Formulierung der Korrektheit und der Vollstandigkeit verwendet wird.

3 Siehe etwa EBBINGHAUS, H.-D.; FLUM, J.; THOMAS, W.: Mathematische Logik, S. 29-62, GRADEL, E.:
Mathematische Logik, S. 49-53, und WAGNER, H.: Logische Systeme, S. 47-54.
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Definition 5-1. Interpretationsfunktion
I ist eine Interpretationsfunktion fir D

gdw
D ist eine Menge und I ist eine Funktion mit Dom(I) = KONST u FUNK u PRA und

(i) Fdralle a € KONST: I(a) € D,

(i)  For alle ¢ € FUNK: Wenn ¢ r-stellig ist, dann ist I(¢) eine r-stellige Funktion Gber
D,

(iii)  Furalle ® € PRA: Wenn @ r-stellig ist, dann I(®) < "D und

(iv) I("=")={(z, o) | v € D}.

Definition 5-2. Modell

M ist ein Modell
gdw
es gibt D, I, so dass I eine Interpretationsfunktion fir D istund M = (D, I).

Hinweis: Die Nicht-Leerheit von D wird wegen KONST # @ mit Klausel (i) von

Definition 5-1 gewdhrleistet. Anders als Ublich werden die Belegungsfunktionen nun
nicht tber VAR, sondern (iber PAR definiert — die Parameter tibernehmen also dem Kal-
kil entsprechend auch in der Modelltheorie die Aufgaben, die andernorts oft von freien
Variablen geleistet werden. Dementsprechend werden Quantorformeln (z. B. "AEA™)
nicht fir A, sondern fir eine Parameterinstanz (z. B. [B, & A]) ausgewertet (vgl.
Definition 5-7 und Theorem 5-4).

Definition 5-3. Belegung

b ist eine Belegung fur D

gdw

b ist eine Funktion mit Dom(b) = PAR und Ran(b) < D.

Definition 5-4. Belegungsvariante

b'ist in B eine Belegungsvariante von b fiir D

gdw

b' und b sind Belegungen fiir D und § € PAR und b"\{(B, b'(B))} < b.
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Definition 5-5. Termdenotationsfunktionen fir Modelle und Belegungen

F ist eine Termdenotationsfunktion fiir D, I, b
gdw
(D, I) ist ein Modell und b eine Belegung fir D und F ist eine Funktion auf GTERM und:

(i) Wenn o € KONST, dann F(a) = I(a),

(i)  Wenn B e PAR, dann F(B) = b(B) und

(iii)  Wenn ¢ € FUNK, wobei ¢ r-stellig ist, und 6y, ..., 8,., € GTERM, dann
F("p(0o, ..., 6:1)") = I(0)(F(60), ..., F(6,-1))).

Theorem 5-1. Fir jedes Modell (D, I) und Belegung b fir D gibt es genau eine
Termdenotationsfunktion

Wenn (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D ist, dann gibt es genau ein F, so dass F
eine Termdenotationsfunktion fir D, I, b ist.

Beweis: Sei (D, I) ein Modell und b eine Belegung fir D. Dann gibt es mit den Theore-
men Uber eindeutige Lesbarkeit (Theorem 1-5 und Theorem 1-6) genau eine Funktion F
auf GTERM, so dass Klausel (i) bis (iii) von Definition 5-5 fur F erftllt sind und damit

nach Definition 5-5 genau eine Termdenotationsfunktion fir D, I, b. o

Definition 5-6. Termdenotationsoperation (TD)
TD®, D, I, b)=a
gdw
(i)  Es gibt eine Termdenotationsfunktion F fir D, I, b und 8 € GTERM und a = F(0)
oder
(i)  Es gibt keine Termdenotationsfunktion fir D, I, b oder 6 ¢ GTERM und a = @.

Das folgende Theorem spiegelt die Ubliche Definition von Termdenotaten fur Modelle

und Belegungen wider:
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Theorem 5-2. Termdenotate fur Modelle und Belegungen
Wenn (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D ist, dann:

(i)  Wenna € KONST, dann TD(a, D, I, b) = I(a),

(i)  WennB e PAR, dann TD(B, D, I, b) = b(B) und

(iii)  Wenn ¢ € FUNK, wobei ¢ r-stellig ist, und 6y, ..., 8,., € GTERM, dann
TD("¢(0y, ..., 0,.1)", D, I, b) = I(¢)((TD(0y, D, I, b)), ..., TD(0,.1, D, I,
b))).

Beweis: Sei (D, I) ein Modell und b eine Belegung fir D. Dann gibt es mit Theorem 5-1

genau eine Termdenotationsfunktion F fir D, I, b. Dann gilt nach Definition 5-6 fir alle

0 € GTERM: TD(0, D, I, b) = F(0). Daraus folgt dann mit Definition 5-5 die Behaup-

tung. o

Definition 5-7. Erflllungsfunktionen fiir Modelle und Belegungen
F ist eine Erflllungsfunktion fir D, I, b

dw
?D, I) ist ein Modell, b eine Belegung fiir D und F ist eine Funktion auf GFORM und Ran(F)
= {0, 1} und
(i)  Wenn ® e PRA, wobei ® r-stellig ist, und 0y, ..., 0,.; € GTERM dann:
F("®(0y, ..., 0,.1)") =1 gdw (TD(6o, D, I, b), ..., TD(0,.4, D, I, b)) € I(D),
(i)  Wenn A € GFORM, dann: F("—A™) =1 gdw F(A) =0,
(iii)  Wenn A, B € GFORM, dann F("A AB™") =1 gdw F(A) =1 und F(B) =1,
(iv) Wenn A, B € GFORM, dann F("A v B") =1gdw F(A) =1 oder F(B) =1,
(v) Wenn A, B e GFORM, dann F("A — B") =1 gdw F(A) =0 oder F(B) =1,
(vi)  Wenn A, B € GFORM, dann F("A <~ B") =1 gdw F(A) = F(B),
(vii) Wenn§& e VAR, A € FORM mit FV(A) < {&}, dann
F("Aea™) =1
gdw
es gibt B € PAR\TT(A), so dass fiir alle b', die in B Belegungsvarianten von b fir
D sind: F([B, & A]) =1 und
(viii) Wenn & € VAR, A e FORM mit FV(A) < {&}, dann

F("VEA") =1

gdw

es gibt B € PAR\TT(A) und b', das in B eine Belegungsvariante von b fir D ist, so
dass F([B, &, A]) = 1.
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Theorem 5-3. Fir jedes Modell (D, I) und Belegung b fiir D gibt es genau eine Erfiillungs-
funktion

Wenn (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D ist, dann gibt es genau eine Erfiillungs-
funktion fur D, I, b.

Beweis: Sei (D, I) ein Modell und b eine Belegung fir D. Dann gibt es mit den Theore-
men Uber eindeutige Lesbarkeit (Theorem 1-5 und Theorem 1-6) genau eine Funktion F

auf GFORM, so dass Klausel (i) bis (viii) von Definition 5-7 erfillt sind und somit genau

eine Erfullungsfunktion fir D, I, b. o

Definition 5-8. Vierstelliger modelltheoretischer Erfiullungspradikator (.., .., .., =..")
D, I,b=T

gdw

I' e GFORM und es gibt eine Erflllungsfunktion F fir D, I, b, so dass F(T') = 1.

Das folgende Theorem spiegelt die tbliche induktive Definition der modelltheoretischen
Konsequenz im hier gewéhlten Rahmen wider. Dabei wird in der tblichen Weise auf den

zu'.., .., .. E.." gehorenden Negatpradikator (.., .., .. ¥ ..") zurlickgegriffen.

Theorem 5-4. Ubliche Erfiillungskonzeption

Wenn (D, I) ein Modell, b eine Belegung fiir D, A, B € GFORM, & € VAR, ® € PRA, 0,
..y 0,1 € GFORM, wobei @ r-stellig ist, A € FORM mit FV(A) < {&}, dann:
(i) D,I,bE"®@®,,...,0.1)" gdw(TD(6y, D, I, b), ..., TD(0,.1, D, I, b)) € I(®D),
(i) D,I,b="—-A"gdw D, I, b A,
(i) D,I,bE"AAB'gdwD,I,b=EAundD, I, bEB,
(ivy D, I,b="AvB'gdwD,I,b=AoderD, I, bE=B,
vy D, I,b=E"A—B'gdwD,I,b# AoderD, I, bEB,
(vij D,I,bE"A < B gdw
D, I,b=AundD,I,b=BoderD,I,b¥Aund D, I, b # B,
(vii) D, I,bE "NeA™ gdw
es gibt p € PAR\TT(A), so dass fir alle b', die in B Belegungsvarianten von b fiir D
sind: D, I, b' = [B, & A] und
(viii) D, I, b= "VEA" gdw
es gibt B € PAR\TT(A) und b', das in B eine Belegungsvariante von b fiir D ist, so
dass D, I, b' = [B, &, Al

Beweis: Seien (D, I) ein Modell, b eine Belegung fir D, A, B € GFORM, & € VAR, ®
e PRA, 0y, ..., 0,1 € GFORM, wobei ® r-stellig ist, A €« FORM mit FV(A) < {&}. Dann
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gibt es mit Theorem 5-3 genau eine Erfiillungsfunktion F fir D, I, b. Damit gilt dann mit
Definition 5-8 fir alle ' € GFORM: D, I, b =T gdw F(I') = 1. Daraus ergibt sich die

Behauptung dann mit Definition 5-7. o

Theorem 5-5. Koinzidenzlemma
Wenn (D, I) und (D, I') Modelle und b,b' Belegungen fiir D sind, dann:
(i) Furalle ® e GTERM: Wenn I TA(0) = I''TA(0) und b1 TT(0) = b'I TT(6), dann TD(6,

D,I,b)=TD(, D, I', b') und
(i) FiralleT' € GFORM: Wenn I'TA(I') = I''TA(') und bITT() = bITT(I'), dann D,
Ib=TgdwD, I'b'=T.
Beweis: Zu (i): Seien (D, I) und (D, I') Modelle und b,b' Belegungen fiir D. Der Beweis
wird durch Induktion Gber den Termaufbau von 6 € GTERM gefuhrt. Sei zunéachst 6 €
ATERM n GTERM und gelte ITTA(0) = I''TA() und bITT(0) = b'ITT(6). Dann ist 6
KONST u PAR. Sei nun 6 € KONST. Dann gilt mit {6} = TA(®) n KONST, I TA(0) =
I''TA(0) und Theorem 5-2-(i): TD(0, D, I, b) = I(6) = I'(6) = TD(0, D, I', b"). Sei nun 6
e PAR. Dann gilt mit {6} = TT(0) n PAR, bITT(0) = b'ITT(6) und Theorem 5-2-(ii):
TD@®, D, 1,b)=b(6) =b'(0) =TD(6, D, I', b").

Gelte die Behauptung nun fir 6o, ..., 6,1 € TERM und sei ¢ € FUNK, wobei ¢ r-
stellig, und sei "@(0o, ..., 0,.1)" € FTERM n GTERM und gelte I'TA("o(0o, ..., 6,-1)") =
I"TA("o(0g, ..., 6,1)") und BITT( (0o, ..., 0,.1)") = bTTT("@(0o, ..., 6,-1)"). Dann gilt
mit FV("o(0o, ..., 0,.1)") = U{FV(0,) | i < r}fir alle 6, mit 7 < r ebenfalls: 6, € GTERM.
Sodann gilt mit U{TA(@®,) | : < r} < TA("e(8o, ..., 0,.1)") und U{TT(®,) | i < r} <
TT("9(0, ..., 0,.1)") fir alle i < r: I'TA(0) = I''TA®,) und bITT(0) = b'ITT(®,). Mit
I.V. gilt somit fiir alle s < r: TD(0,, D, I, b) = TD(0;, D, I', b"). Sodann gilt mit ¢ <
TA("9(0y, .., 6,.1)") n FUNK nach Annahme auch I(¢) = I'(¢). Damit gilt:

TO("¢(®0, ..., 6,.1)", D, I, b)

I(9)((TD(8o, D, I, b), ..., TD(8,.4, D, I, b)))

I'(e)((TD(6o, D, I', "), ..., TD(0,.4, D, I', b")))
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TD( (6, ..., 0,.1)", D, I', b).

Zu (ii): Der Beweis wird durch Induktion Uber den Formelgrad gefiihrt. Gelte dazu das
Theorem fiir alle A € FORM mit FGRAD(A) < k. Seien nun (D, I), (D, I') Modelle, b,
b' Belegungen fiir D und sei I' € GFORM und gelte I[TAT) = I''TA(I') und bITT(I') =
b''TT(I') und sei FGRAD(I') = k.

Sei FGRAD(I') = 0, also I' € AFORM. Dann gibt es 6y, ..., 6,.1 € Term und ® € PRA,
wobei @ r-stellig ist, so dass I' = "®(6, ..., 0,.1)". Dann gilt mit FV("®(0q, ..., 6,.1)") =
ULFV(0) | @ < r}, U{TA(®6)) | i < 7} < TA("®(0o, ..., 6,.1)") und U{TT(6,)) | i < 1} =
TT("®(0o, ..., 0,.1)") nach der Annahme fir I fur alle i < r: 6, € GTERM, I[TA(6,) =
I''TA(6;) und bITT(8,) = b'ITT(6,). Mit (i) gilt damit dann fur alle s < : TD(8;, D, I, b) =
TD(0;, D, I', b'). Sodann gilt mit ® € TA("®(0, ..., 6,.1)") n PRA nach Annahme auch
I(®) = I'(®). Damit gilt mit Theorem 5-4-(i) folgende Kette:

D, I,bET

gdw

D,1,bE "®(@®,, ..., 0,1)"

gdw

(TD(0o, D, I, b), ..., TD(0,.4, D, I, b)) € I(D)
gdw

(TD(0o, D, I', b"), ..., TD(6,.4, D, I', b")) € I'(D)
gdw

D, I'b' = @0y, ..., 0,1)"

gdw

D, I'b'=T.

Sei nun FGRAD(A) # 0, also T' € JFORM u QFORM. Es kénnen sieben Falle unter-
schieden werden. Erstens: Sei I' = "—A™. Also FGRAD(A) < FGRAD(I'). Dann ist nach
der Annahme fiir I auch A € GFORM, IITA(A) = I''TA(A) und bITT(A) = b'ITT(A).
Mit Theorem 5-4-(ii) und 1.V. gilt damit:
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D, I,b=T
gdw

D, I,bE—A"
gdw

D, I,b¥A
gdw

D, I'b'# A
gdw

D, I'b'="-A"
gdw

D, I'b'=T.

Zweitens: Sei ' = "A A B". Also FGRAD(A) < FGRAD(I') und FGRAD(B) <
FGRAD(I'). Dann ist nach Annahme fir I auch A, B € GTERM, IT(TA(A) u TA(B)) =
I''(TA(A) u TA(B)) und bI(TT(A) u TT(B)) = b'[(TT(A) u TT(B)). Mit Theorem 5-4-
(iii) und L.V. gilt:

D, I,bET

gdw

D, I, bE"AAB"

gdw

D, I,b=EAundD,I,bEB
gdw

D, I'b=Aund D,I''b'=B
gdw

D, I'b'="AAB

gdw

D, I'b'=T.

Der dritte bis flinfte Fall verlaufen analog.
Sechstens: Sei I' = "ACA™. Dann ist nach der Annahme fiir ' FV(A) < {(}, ITA(A) =

I''TA(A) und BITT(A) = bTTT(A). Gelte nun D, I, b = "A{A". Dann gibt es mit
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Theorem 5-4-(vii) ein B € PAR\TT(A), so dass fiir alle b*, die in B Belegungsvarianten
von b fur D sind, gilt: D, I, b* = [B, {, A]. Sei nun b'y in B eine Belegungsvariante von
b' fir D. Sei nun by = (b\M(B, b(B))}) v {(B, b'1(B))}. Dann ist by in B eine Belegungsva-
riante von b fur D und somit gilt: D, I, b; = [B, ¢, A]. Da B ¢ TT(A) gilt sodann mit
bITT(A) = b1 TT(A) firr alle ' e TT(A) n PAR: by(B') = b(B) = b'(B’) = b'y(B'). Da so-
dann auch b(B) = b'1(B) gilt damit mit TT([B, {, A]) < TT(A) u {B}, dass b/ TT([B, ¢,
A]) = b4l ([B, &, A]). Sodann gilt ITTA([B, ¢, A]) = IT(TA([B, &, A]) n (KONST u FUNK
u PRA)) = INTA(A) n (KONST u FUNK u PRA)) = II'TA(A) = I''TA(A) = I'NTA(A)
n (KONST u FUNK u PRA)) = I''(TA([B, ¢, A]) n (KONST u FUNK u PRA)) =
I'T(TA([B, ¢ A]) und somit ITTA([B, ¢ Al = I''TA([B, ¢ Al). Ferner ist [B, ¢, A] €
GFORM und mit Theorem 1-8 ist FGRAD([B, ¢, A]) = FGRAD(A) < FGRAD(I'). Damit
gilt nach LV. mit D, I, b, = [B, {, A] auch: D, I', b'1 = [B, ¢, A)]. Also gilt fir alle b™ die
in B Belegungsvarianten von b' fir D sind: D, I', b &= [B, ¢, A] und somit nach Theorem
5-4-(vii) D, I', b' = "ALA™. Die R-L-Richtung verlauft analog.

Siebtens: Sei I' = "VCA™. Dann ist nach der Annahme fir ' FV(A) < {(}, IITA(A) =
I''TA(A) und bITT(A) = bITT(A). Gelte nun D, I, b = "VCA". Dann gibt es mit
Theorem 5-4-(viii) ein B € PAR\TT(A) und by, das in B Belegungsvariante von b fir D
ist, sodass D, I, by = [B, ¢, A]. Sei nun b’y = (b"\{(B, b'(B))}) v {(B, b1(B))}. Dann ist b';
in B eine Belegungsvariante von b' fir D. Da B ¢ TT(A) gilt sodann mit b[TT(A) =
b'ITT(A) fir alle B' € TT(A) n PAR: by(B") = b(B") = b'(B") = b'1(p). Da sodann auch
bi(B) = b'1(B) gilt weiter mit TT([B, {, A]) < TT(A) u {B}, dass bl TT([B, ¢, A]) =
b1l ([B, ¢, A]). Sodann gilt ITTA([B, ¢, A]) = IN(TA([B, ¢, A]) n (KONST u FUNK u
PRA)) = IN(TA(A) n (KONST u FUNK u PRA)) = IITA(A) = I''TA(A) = I'N(TA(A) n
(KONST u FUNK u PRA)) = I'NTA([B, & A]) n (KONST u FUNK u PRA)) =
I'T(TA([B, ¢, A]) und somit ITTA([B, ¢, A]) = I'NTA([B, ¢, A]). Ferner ist [B, ¢, A] €
GFORM und mit Theorem 1-8 ist FGRAD([B, {, A]) = FGRAD(A) < FGRAD(I'). Damit
giltnach V. mit D, I, by = [B, {, A] auch: D, I', b'; = [B, ¢, A] und somit nach Theorem

5-4-(viii) D, I', b' = "VCA™. Die R-L-Richtung verlauft analog. o
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Mit Hilfe des Koinzidenzlemmas kann nun das Substitutionslemma bewiesen werden:

Theorem 5-6. Substitutionslemma
Wenn (D, I), (D, I') Modelle, b, b' Belegungen fiir D sind, £ € VAR, 0, 0' € GTERM und
TD(, D, I, b) =TD(®, D, I', b") dann:
() Fir alle 0 € TERM mit FV(0*) < {&}, II'TA®") = I''TA®") und bITT(0") =
b1 TT(0) gilt: TD([6, &, 671, D, I, b) = TD([0', &, 0°], D, I', b") und
(i)  Firalle A € FORM mit FV(A) < {&}, IITA(A) = I''"TA(A) und bITT(A) = b'ITT(A)
gilt D, I, b =10, & Al gdw D, I', b' = [0, &, Al
Beweis: Zu (i): Seien (D, I), (D, I') Modelle, b, b' Belegungen fiir D, & € VAR, 0, 0' €
GTERM und TD(9, D, I, b) = TD(¢', D, I', b"). Der Beweis wird mittels struktureller In-
duktion Gber den Termaufbau von 0° € TERM geflihrt. Sei zunachst 6© € ATERM, wo-
bei FV(0") < {&}, IITA(0") = I''TA(®") und bITT(0") = b'ITT(6"). Dann ist 0" e
KONST u PAR u VAR. Sei nun 0" € KONST. Dann ist [0, &, 6] =0 = [0, &, 6"] und
damit gilt mit TA(0") = {67}, I'TA(6") = I''TA(®") und Theorem 5-2-(i): TD([0, &, 071,
D, I,b)=TD®", D, I, b) = I(6%) = I'(6") = TD(0", D, I', b') = TD([0, &, 0*], D, I', b).
Sei nun 6" € PAR. Dann ist [0, & 0%] = 0" = [0', &, 6] und damit gilt mit TT(6") = {07},
bITT(0") = b'ITT(0") und mit Theorem 5-2-(ii): TD([0, &, 6°], D, I, b) = TD(6", D, I, b)
= b)) =b'(0") =TD(O", D, I', b") =TD([0', &, 071, D, I', b"). Sei nun 6" € VAR. Dann
ist 0" =& Dannist [0, & 0" =0 und [0, & 0"] = 0". Damit ist dann nach Annahme TD([0,
£07, D,I,b)=TD(6, D, 1,b)=TD(0", D, I', b) =TD([0', £, 0"], D, I', b").

Gelte die Behauptung nun fiir 6%, ..., 0°,.; € TERM und sei ¢ € FUNK, wobei ¢ 7-
stellig, und sei 6" = "@(0%, ..., 0%,.1)" € FTERM, wobei FV("p(0%, ..., 0",.1)") < {&},
I'TA(Te(0%, ..., 07.1)") = I''TA("e(0%, ..., 6%-1)") und bITT("e(0%, ..., 05.1)") =
bITT(9(0%, ..., 05,4)"). Dann gilt mit FV(e(8%, ..., 6%.1)") = U{FV(0") | i < r},
U{TA®©%) | i <1} < TA((0%, ..., 0%-1)") und U{TT(0) | i < r} < TT("9(0%, ..., 0%
1)) fur alle i« < r ebenfalls: FV(0*,) < {&}, I'TA(0") = I''TA(0%) und bITT(0") =
BITT(0). Mit 1.V. gilt somit fur alle i < TD([0, &, 0], D, I, b) = TD([#', &, 0"]], D, T,
b"). Sodann gilt mit ¢ € TA("p(06%, ..., 0°.1)") n FUNK nach Annahme auch I(¢) =

I'(p). Damit gilt insgesamt:

TD([6, &, "9(0%, ..., 0%.1)"]1, D, I, b)



5.1 Erfullungsrelation und modelltheoretische Konsequenz 221

TD(I—(P([G, él e+0]1 LRRN] [9, &; ei—r—l:l)_| ' Dv I, b)

I(@)(TD([6, & 0%], D, I, b), ..., TD([0, &, 6",1], D, I, b))

I'(e)(TD([0', €, 0], D, I' b"), ..., TD([0', €, 0,41, D, I', b")))

TD("o([0', & 0%], ..., [0', & 0",a])", D, I', b)

TD([0', &, "0(0%, ..., 0".1)"], D, I', b").

Zu (ii): Der Beweis wird durch Induktion Uber den Formelgrad gefiihrt. Gelte dazu das
Theorem fiir alle A € FORM mit FGRAD(A) < k. Seien nun (D, I), (D, I') Modelle, b,
b' Belegungen fiir D, £ € VAR, 0, 0' € GTERM und TD(0, D, I, b) = TD(0', D, I, b")
und sei A € FORM, wobei FV(A) < {&}, IITA(A) = I''TA(A) und bITT(A) = b'ITT(A),
und sei FGRAD(A) = k. Sei FGRAD(A) =0, also A € AFORM. Dann gibt es 07, ..., 6",
e Termund ® e PRA, wobei @ r-stellig ist, so dass A = "®(0", ..., 6%,.1)". Dann gilt mit
FV("®(0%, ..., 0%.1)") = U{FV(0") | i < r'}, U{TA(0") | i <1} < TA("®(0, ..., 0°.1)")
und U{TT(0%) | i < r} = TT("®(0, ..., 07,.1)") nach der Annahme fiir A fiir alle 7 < r:
FV(0%) < {&}, IITA(6") = I''TA(6") und bITT(0") = b'ITT(0"). Mit (i) gilt damit dann
fur alle i < r: TD([0, &, 0%], D, I, b) = TD([0', &, 6°], D, I', b"). Sodann gilt mit ® e
TA("®(0%, ..., 0%.1)") n PRA nach Annahme auch I(®) = I'(®). Damit gilt mit Theorem
5-4-(i) insgesamt:

D, I,bE10,& A

gdw

D, I, b0, & 00, ..., 00.1)"]

gdw

D, I,bE "6, & 0%], ... [0, & 0%,4])

gdw

(TD([6, &, 0], D, I, b), ..., TD([6', &, 0",.1], D, I, b)) € I(D)
gdw
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(TD([0", &, 0%), D, I', b"), ..., TD([0", &, 6%,4], D, I', b)) € I'(®)
gdw

D, I' b = "0([0', & 0%, ..., [0, & 6".4])

gdw

D, I'b' =10, & "0, ..., 07.4)"]

gdw

D, I'b' =6, &, Al

Sei nun FGRAD(A) # 0, also A € JFORM u QFORM. Es konnen sieben Félle unter-
schieden werden. Erstens: Sei A = "=A™. Also FGRAD(A) < FGRAD(A). Dann ist nach
der Annahme fiir A auch FV(A) < {&}, IITA(A) = I''"TA(A) und bITT(A) = b TTT(A).
Mit 1.V. und Theorem 5-4-(ii) gilt dann:

D,1,b=16,& Al

gdw

D, I,bE[6,& —A"]
gdw

D, I,bE "[6,& Al
gdw

D, I,bE [0, & Al
gdw

D, I'b ¥ [0, & Al
gdw

D, I''b' = [0 & AT
gdw

D, I'b'=[6,¢ —A"]
gdw

D, I'b' =0, &, Al

Zweitens: Sei A = "A A B". Also FGRAD(A) < FGRAD(A) und FGRAD(B) <
FGRAD(A). Dann ist nach Annahme fiir A auch FV(A) v FV(B) < {&}, IT(TA(A) u
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TA(B)) = I''(TA(A) u TA(B)) und bI(TT(A) u TT(B)) = b'I(TT(A) u TT(B)). Mit L.V.
und Theorem 5-4-(iii) gilt dann:

D, I,bE16, & A]

gdw

D, I,b=[6,& "AAB"]

gdw

D,I,bE"0,& Al A[6, & B]”

gdw

D, I,bEI[6,& Alund D, I, b =6, &, B]
gdw

D, I'b'=[0,¢& Alund D, I', b' = [0, €, B]
gdw

D,I'b'= 0 & Al A [0, &, B]”

gdw

D, I'b'=[0,E "AAB]

gdw

D, I'b =0, Al

Der dritte bis flinfte Fall verlaufen analog.

Sechstens: Sei A = "ACA™. Nach der Annahme fiir A ist dann FV(A) < {§, (}, ITTA(A)
= I''"TA(A) und bITT(A) = b'ITT(A). Angenommen ¢ = & Dann ist [0, &, A] = [0, ¢,
"ACAT] = TACAT =10, C, TACAT] = [0, &, A] und somit [0, &, A] = A = [0, &, A]. Sodann
gilt FV(A) = @ und somit A € GFORM. Da nach Annahme I[TA(A) = I''TA(A) und
bITT(A) = b'TTT(A) gilt damit mit Theorem 5-5-(ii): D, I, b = [0, &, Algdw D, I, b = A
gdw D, I' b' = A gdw D, I', b' = [0', &, A]. Sei nun { # & Dann ist [0, &, A] = "AL[6, &,
Al und [0, & A] = "ALO", & AT". Sodann gilt mit { # & und ¢, & ¢ TT(6") fiir alle 6%
GTERM nach Theorem 1-20-(ii) fir alle B* € PAR: [B*, ¢, [0, & A]] = [0, &, [P, ¢, All

und [B", & [0, & All = [6', & [B", &, AllL
Gelte nun D, I, b & "A{[0, & A]". Dann gibt es mit Theorem 5-4-(vii) ein B* €

PAR\TT([0, &, A]), so dass fir alle b*, die in B* Belegungsvarianten von b fir D sind: D,
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I, b* = [B*, ¢ [0, & A]]. Sei nun B* € PAR\(TT([0, & A]) u TT(6) u TT(®")). Sei nun b,
in p* eine Belegungsvariante von b' fiir D. Sei nun b; = (b\M(B*, b))} v {(B,
b'1(B")}. Dann ist by in p* eine Belegungsvariante von b fiir D und by (") = b'1(B"). Sei
nun b, = (LM{(B*, b)Y u {(B*, b'1(p"))}. Dann ist b, in p* eine Belegungsvariante von
b fiur D und somit gilt also D, I, b, = [B, ¢, [0, &, A]]. Sodann ist TD(B", D, I, b,) =
b,(B") = b'1(B*) = b1(p*) = TD(B?, D, I, b1). Sodann gilt nach Annahme fiir p*, p¥, dass
B*, B* ¢ TT([0, & A]) und damit bl TT([0, & A]) = BITT([6, & A]) = bl TT([6, & AJ).
Sodann ist trivialerweise IT'TA([6, &, A]) = ITTA([6, &, A]). Ferner ist FV([6, &, A]) < {C}
und mit Theorem 1-8 ist FGRAD([6, &, A]) = FGRAD(A) < FGRAD(A). Damit gilt dann
nach 1.V. wegen D, I, b, = [B*, &, [0, & AJ] auch D, I, by = [B*, ¢, [0, & Al] = [0, &, [B,

G Al
Sodann gilt mit p* ¢ TT(), dass b:ITT(0) = bITT(M), und mit p* ¢ TT(V'), dass

b'/ITT(0") = b'ITT(6"), und da trivialerweise I[TA(0) = IITA() und I''TA(0") = I'' TA(0")
gilt somit nach Theorem 5-5-(i): TD(0, D, I, b;) =TD(0, D, I, b) und TD(¢', D, I', b",) =
TD(0', D, I', b") und somit nach Eingangsannahme insgesamt TD(0, D, I, b;) = TD(0',
D, I', b'). Ferner gilt mit bITT(A) = b'ITT(A), b:(B") = b1(B*) und TT([p", ¢, A]) <
TT(A) u {p*}, dass bil TT([B, ¢, A]) = bI([B", ¢, A). Sodann gilt: IITA([B", ¢, A]) =
INTA([B", ¢, Al) n (KONST u FUNK u PRA)) = INTA(A) n (KONST u FUNK u
PRA)) = II'TA(A) = I''TA(A) = I''(TA(A) n (KONST u FUNK u PRA)) = I'N(TA([p",
¢, A]) n (KONST u FUNK u PRA)) = I'NTA([B", ¢ A]) und somit I'TA([p", ¢, A]) =
I'TA([B", ¢, A]). Ferner ist FV([*, ¢, A]) < {&} und mit Theorem 1-8 ist FGRAD([B", ¢,
A]) < FGRAD(A). Damit gilt mit D, I, by = [0, &, [B, ¢, A]] nach L.V. auch: D, I', b'y =
[0, & [B*, ¢, All = [P, ¢, [0', &, A]]. Also gilt firr alle b** die in B* Belegungsvarianten von
b' fur D sind: D, I', b™ = [B*, ¢, [0', &, A]] und somit nach Theorem 5-4-(vii) D, I', b' =
"AC[0, &, A]". Die R-L-Richtung verlduft analog.

Siebtens: Sei A = "VCA™. Nach der Annahme fiir A ist dann FV(A) < {&, (}, I'TA(A) =
I'"TA(A) und bITT(A) = b'TTT(A). Angenommen { = & Dann ist [0, & A] = [0, ¢
"VEAT] = "VEAT = [0, ¢, "VCA™] = [0', & A] und somit [6, & A] = A = [6', &, A]. Sodann
gilt FV(A) = 0 und somit A € GFORM. Da nach Annahme I[TA(A) = I''TA(A) und
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bITT(A) = bTTT(A) gilt damit mit Theorem 5-5-(ii): D, I, b = [0, &, Algdw D, I, b = A
gdw D, I''b'=Agdw D, I', b' = [0, €, A]. Sei nun { # & Dann ist [, &, A] = "V([0, &,
AT und [0, & A] = V[0, & A]". Sodann gilt mit  # & und ¢, & ¢ TT(6") fiir alle 6"
GTERM nach Theorem 1-20-(ii) fir alle B* € PAR: [B*, ¢, [0, & A]] = [0, &, [B", ¢, All

und [B", &, [0 & Al = [0', & [B", &, AllL
Gelte nun D, I, b = "V([0, & A]". Dann gibt es mit Theorem 5-4-(viii) ein B* e

PAR\TT([0, &, A]) und by, das in B* Belegungsvariante von b fiir D ist, so dass D, I, by
= [B*, ¢ [0, & A]]. Sei nun B* € PAR(TT([®, & A]) u TT(0) u TT(0"). Sei nun b'y =
(b{(B", 'Y v {(B?, b(B*)}. Dann ist b, in B* eine Belegungsvariante von b' fir
D und b'y(B") = b1(B"). Sei nun b, = (B\{(B", b))} v {(B*, b'1("))}. Dann ist b, in p*
eine Belegungsvariante von b fiir D und TD(B*, D, I, b,) = b,(B*) = b'1(p*) = b1(p") =
TD(B*, D, I, b,). Sodann gilt nach Annahme fiir p*, p*, dass B*, p* ¢ TT([0, & A]) und
damit b, TT([6, &, A]) = bITT([6, &, A]) = biITT([6, & A]). Sodann ist trivialerweise
ITA([6, & A]) = ITTA([6, &, A]). Ferner ist FV([6, & A]) < {C} und mit Theorem 1-8 ist
FGRAD([®, & A]) = FGRAD(A) < FGRAD(A). Damit gilt mit D, I, by = [B*, ¢, [0, &,
A]l nach L.V, dass D, I, b, = [B, ¢, [, & Al = [6, & [B", ¢, Al

Sodann ist mit p* ¢ TT(0) und B* & TT(0): bl TT(0) = bITT(0) und b1 TT(") =
b'I'TT(0") und somit nach Theorem 5-5-(ii) TD(0, D, I, b,) = TD(0, D, I, b) und TD(®',
D, I', b'y)) =TD(0', D, I', b") und somit nach Eingangsannahme insgesamt TD(0, D, I,
b,) =TD(0', D, I', b')). Ferner gilt mit bI TT(A) = b'I TT(A), bo(B*) = b'1(B") und TT([p",
¢ Al) = TT(A) u {B}, dass boI TT([B", ¢, A]) = bl([B", ¢, A]) und es gilt IITA([B", ¢,
A]) = INTA([B", &, A]) n (KONST u FUNK u PRA)) = INTA(A) n (KONST u FUNK
u PRA)) = IITA(A) = I''TA(A) = I'NTA(A) n (KONST u FUNK u PRA)) =
I'(TA([B", ¢, A]) n (KONST u FUNK u PRA)) = I'N(TA([B", ¢, A]) und somit IT TA([B",
¢, A]) = I'"TA(P", ¢, A]). Ferner ist FV([p*, ¢, A]) < {&} und mit Theorem 1-8 ist
FGRAD([B", ¢, A]) < FGRAD(A). Damit gilt mit D, I, b, = [6, &, [B*, ¢, A]] nach 1.V.:
D, I'b 0,8 [P ¢, Al = [B*, ¢, [0', & A]] und somit nach Theorem 5-4-(viii): D, T',
b'= V([0 &, A]". Die R-L-Richtung verlauft analog. o
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Nun werden zur Vereinfachung spaterer Beweise einige Konsequenzen des Substitutions-

lemmas bewiesen.

Theorem 5-7. Koreferenzialitat
Wenn (D, I) ein Modell, b eine Belegung fiir D ist, £ € VAR, 0, 0' € GTERM und TD(0, D,

I, b) =TD(0', D, I, b), dann:
(i)  Furalle 8" € TERM mit FV(0%) < {&} gilt: TD([6, &, 6°], D, I, b) = TD([¢", &, 6], D,
I, b)und
(i) Firalle A € FORM mit FV(A) < {&} gilt: D, I, b =10, &, Al gdw D, I, b &= [0, &,
Al
Beweis: Sei (D, I) ein Modell, b eine Belegung fir D, & € VAR, 0, ' €¢ GTERM und
TD(, D, I, b) = TD(0', D, I, b). Dann gilt trivialerweise fiir alle p € TERM u FORM:
DITA(W) = I'TA(w) und bITT(uw) = bITT(u) und damit folgt die Behauptung mit

Theorem 5-6. o

Theorem 5-8. Invarianz der Erfiillung von Quantorformeln bzgl. Parameterwahl

Wenn (D, I) ein Modell, b eine Belegung fur D ist, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) <
{&€} und B € PAR\TT(A), dann:

(i) D, I bk "AeA" gdw fir alle b', die in B Belegungsvarianten von b fiir D sind gilt:
D, I, b =B, & Al
(i) D, I, b= "VEA" gdw es gibt b', das in B Belegungsvariante von b fiir D ist, so dass:
D, I,b' =B, & Al
Beweis: Sei (D, I) ein Modell, b eine Belegung fiir D, £ € VAR, A € FORM, wobei
FV(A) < {&} und B € PAR\TT(A). Zu (i): Die R-L-Richtung ergibt sich direkt mit
Theorem 5-4-(vii). Gelte nun fir die L-R-Richtung D, I, b = "AEA™. Dann gibt es ein p*
e PAR\TT(A), so dass fir alle b*, die in f* Belegungsvarianten von b fiir D sind gilt:
D, I, b* = [B*, & A]. Sei nun b' in B eine Belegungsvariante von b fiir D. Sei nun b* =
(bM(B*, b(B*)}) v {(B*, b'(B))}. Dann ist b* in B* eine Belegungsvariante von b fir D
und somit gilt D, I, b* = [B*, &, A]. Ferner gilt dann: TD(B*, D, I, b*) = b*(B*) = b'(B)
=TD(B, D, I, b"). Mit B, B* ¢ TT(A) gilt sodann auch b*[TT(A) = bITT(A) = b'ITT(A)
und damit mit Theorem 5-6-(ii): D, I, b' = [B, &, A].
Zu (ii): Die R-L-Richtung ergibt sich direkt mit Theorem 5-4-(viii). Gelte nun fur die L-
R-Richtung D, I, b = "VEA™. Dann gibt es ein p* € PAR\TT(A) und b*, das in B* Bele-
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gungsvariante von b fiir D, so dass: D, I, b* = [B*, &, A]. Sei nun b' = (b\{(B, b(B))}) v
{(B, b*(p*))}. Dann ist b' in B eine Belegungsvariante von b fir D und es ist TD(B*, D,
I, b*) = b*(p*) = b'(B) = TD(B, D, I, b"). Mit B, B* ¢ TT(A) gilt sodann auch wieder
b*ITT(A) = b'TTT(A) und damit mit Theorem 5-6-(ii): D, I, b' = [B, &, A]. O

Theorem 5-9. Einfaches Substitutionslemma fiir Belegungen

Wenn (D, I) ein Modell, b eine Belegung fiir D ist, £ € VAR, B € PAR und 6 € GTERM,
dann:

(i)  Wenn b'in B eine Belegungsvariante von b fir D ist und b'(B) = TD(0, D, I, b), dann
gilt fur alle 6" € TERM mit FV(0") < {&} und B ¢ TT(6"): TD([0, &, 6, D, I, b) =
TD([B, &, 0°], D, I, b') und

(i)  Wenn b'in B eine Belegungsvariante von b in D ist und b'(B) = TD(6, D, I, b), dann
gilt fur alle A € FORM, wobei FV(A) < {€} und B ¢ TT(A): D, I, b = [0, &, A] gdw
D,I,b'=[B, & Al

Beweis: Sei (D, I) ein Modell, b eine Belegung fir D, & € VAR, B € PAR und 0 €
GTERM. Sei nun b' in B eine Belegungsvariante von b fir D, wobei b'(B) = TD(0, D, I,
b). Sei nun p € TERM u FORM mit FV(u) < {€} und B ¢ TT(u). Dann gilt trivialer-
weise ITTA(n) = I'TA(w). Sodann gilt mit B ¢ TT(w), dass bITT(u) = b'ITT(w). Ferner
gilt mit Theorem 5-2-(ii) nach Annahme: TD(B, D, I, b") = b'(B) = TD(6, D, I, b).

Damit folgt nach Theorem 5-6-(i) fir alle 6© € TERM mit FV(0") < {&€} und B ¢
TT(0%): TD([0, &, 071, D, I, b) = TD([B, &, 071, D, I, b") und mit Theorem 5-6-(ii) fiir alle
A € FORM, wobei FV(A) < {¢}und B ¢ TT(A): D, I, b =6, & Al gdw D, I, b' &= [B,
& Al o

Definition 5-9. Vierstellige modelltheoretische Erfillung fir Mengen

D, I,by=X

gdw

(D, I) ist ein Modell, b ist eine Belegung fir D, X < GFORM und fir alle A € X gilt: D, I,
bEA.
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Definition 5-10. Modelltheoretische Konsequenz

XET
gdw
X u {I'} € GFORM und furalle D, I, b gilt: Wenn D, I, b = X,dann D, I, b= T.

Definition 5-11. Allgemeingdiltigkeit
Ergdw o =T.

Definition 5-12. Erfullbarkeit

I ist erfallbar
gdw
I' e GFORM und es gibt D, I, b,sodass D, I, b =T.

In Definition 5-8 bis Definition 5-12 wurden einige der Ublichen modelltheoretischen
Begrifflichkeiten eingefiihrt. Mit der n&chsten Definition wird nun noch ein dreistelliger
Erfillungsbegriff fir Aussagen, der insbesondere fur den Umgang mit parameterfreien
Aussagen interessant ist, etabliert. Sodann werden zu den in Definition 5-10 bis
Definition 5-13 fur geschlossene Formeln eingefiihrten Begriffen analoge Begriffe fur
Aussagenmengen etabliert, wie dies bereits mit Definition 5-9 fir den in Definition 5-8

fiir geschlossene Formeln etablierten Erfullungsbegriff geschehen ist.

Definition 5-13. Dreistellige modelltheoretische Erfullung

D, I=T
gdw
(D, I) ist ein Modell und fiir alle b, die Belegungen fir D sind, gilt: D, I, b =T.

Definition 5-14. Dreistellige modelltheoretische Erfillung fir Mengen

D Iy=X
gdw
(D, I) ist ein Modell, X < GFORM und fur alle A € X gilt: D, [ = A.

Definition 5-15. Modelltheoretische Konsequenz fiir Mengen
Xu=EY

gdw

X uY < GFORMund fir alle A € Y gilt: X = A.
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Definition 5-16. Allgemeingdiltigkeit fir Mengen

v X
gdw
X < GFORM und fiir alle A € X qilt: = A.

Definition 5-17. Erfullbarkeit fiir Mengen

X ist erfullbary
gdw
X <€ GFORMundes gibt D, I, b,sodass D, I, b = X.

Da im Folgenden immer aus dem Kontext hervorgehen wird, ob auf Aussagen oder Aus-
sagenklassen Bezug genommen wird, unterschlagen wir im Folgenden den Index 'M' bei
den Begriffen aus Definition 5-9 und Definition 5-14 bis Definition 5-17. Um die modell-
theoretischen Grundbegriffe zu vervollstandigen wird zuletzt der Abschluss einer Aussa-
genklasse unter modelltheoretischer Konsequenzschaft definiert. Danach folgen in diesem

Abschnitt nur noch einige einfache Hilfstheoreme.

Definition 5-18. Der Abschluss einer Aussagenklasse unter modelltheoretischer Konsequenz
X" ={A|A e GFORM und X E A}

Theorem 5-10. Erfiillung Ubertragt sich auf Untermengen
Wenn D, I, b= X, danngiltfiralleY < X: D, I,bEY.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Definition 5-9. o

Theorem 5-11. Erflllbarkeit Gbertragt sich auf Untermengen
Wenn X erflllbar ist, dann gilt fir alle Y < X: Y ist erfullbar.

Beweis: Ergibt sich direkt aus Definition 5-17 und Theorem 5-10. o

Theorem 5-12. Konsequenzschaft und Erfillbarkeit
Wenn X u {I'} € GFORM, dann: X =T gdw X u {"—I"} ist nicht erfullbar.

Beweis: Sei X u {I'} € GFORM. Sei X =T Also gilt firalle D, I, b: Wenn D, I, b =
X, dann D, I, b =T. Angenommen X u {"—I"} ware erfilllbar. Dann gibt es D, I, b,
sodass D, I, b = X u {"—I"}. Mit Definition 5-9 und Theorem 5-4-(ii) gilt dann D, I, b
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# T" und andererseits aber mit Theorem 5-10 D, I, b = X und damit nach Annahme D, I,
b =T. Widerspruch!

Sei umgekehrt X u {"™—I"} nicht erfillbar. Also gibt es keine D, I, b, sodass D, I, b
= X u {"=I"}. Mit Definition 5-9 gibt es dann keine D, I, b, so dass D, I, b = X und
D,I,bE= "-I".Geltenun D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung
fur D und D, I, b ¥ "—I"". Damit gilt nach Theorem 5-4-(ii) dann D, I, b =T. Also gilt
furalle D, I, b:Wenn D, I, b =X,dann D, I, b=T. Also X =T. o
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5.2 Abgeschlossenheit der modelltheoretischen Konse-

quenz

Der folgende Abschnitt fiihrt zur Korrektheit hin. Es wird fiir jede Regel des Redehand-

lungskalkdils (vgl. Kap. 3.1) beziehungsweise fur jede Fortsetzungsoperation (vgl. Kap.

3.2) ein entsprechendes modelltheoretisches Theorem bewiesen. Man vergleiche auch

jeweils mit Theorem 4-15 (AR) und den einzelnen Klauseln von Theorem 4-18, respekti-

ve. Zunéchst wird jedoch die modelltheoretische Monotonie (vgl. dazu Theorem 4-16)

vorausgeschickt.

Theorem 5-13. Modelltheoretische Monotonie
Wenn X' < X € GFORM und X' =T, dann X =T.

Beweis: Sei X' € X < GFORM und X' =T. Dann gilt fir alle D, I, b: Wenn D, I, b =
X',dann D, I, b =T. Gelte nun D, I, b = X. Dann gilt mit X' < X nach Theorem 5-10,
dass D, I, b = X' und damit nach Annahme, dass D, I, b =T. Also gilt fir alle D, I, b:
wenn D, I, b= X,dann D, I, b =T. Also X =T. o

Theorem 5-14. Modelltheoretische Entsprechung zu AR
Wenn X € GFORM und A € X, dann X = A.

Beweis: Sei X € GFORM und A € X. Dann gilt nach Definition 5-9 fir alle D, I, b:
Wenn D, I, b= X,dann D, I, b = A und damit X = A. o

Theorem 5-15. Modelltheoretische Entsprechung zu SE
Wenn X =B und A € X, dann X\{A} = "A — B".

Beweis: Sei X =B und A € X. Seinun D, I, b = X\{A}. Dann ist (D, I) ein Modell und
b eine Belegung fir D und fir alle A € X\{A} gilt: D, I, b = A. Dann gilt entweder D,
I, b= Aoder D, I, b+ A. Imersten Fall sind D, I, b so, dass D, I, b = A fir alle A
X und somit D, I, b = X gilt. Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b = B. Mit
Theorem 5-4-(v) gilt dann D, I, b = "A — B™. Das gilt aber auch, falls D, I, b & A. Al-
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so gilt fur alle D, I, b, fur die D, I, b = X\{A} gilt, auch D, I, b = "A — B". Also
X{A}="A—>B".o

Theorem 5-16. Modelltheoretische Entsprechung zu SB
Wenn X=E"A - B und Y=A,dann X v Y =B.

Beweis: Seien X = "A - B und Y= A.Sei D, I, b= X u Y. Dannist (D, I) ein Mo-
dell und b eine Belegung fiir D und sodann gilt mit Theorem 5-10 D, I, b = X und D, I,
b =Y. Nach Voraussetzung giltdann D, I, b = Aund D, I, b = "A — B". Mit letzte-
rem und Theorem 5-4-(v) gilt D, I, b & A oder D, I, b =B und damit mit D, I, b = A,
dass D, I, b = B. Also gilt fir alle D, I, b, furdie D, I, b = X v Ygilt,auch D, I, b =
B.Also X u YEB.oO

Theorem 5-17. Modelltheoretische Entsprechung zu KE
Wetn XEAund YEB,dann X u Y= "A AB™.

Beweis: Sei X =Aund Y =B. Gelte D, I, b= X v Y. Dann ist (D, I) ein Modell und b
eine Belegung fir D und mit Theorem 5-10 gilt D, I, b = X und D, I, b = Y. Nach Vo-
raussetzung gilt dann auch D, I, b = A und D, I, b = B. Mit Theorem 5-4-(iii) gilt dann
D,I,b="A AB". Also gilt fur alle D, I, b, firdie D, I, b= X v Y gilt,auch D, I, b

EAAB . AlsoXuYETAAB.O

Theorem 5-18. Modelltheoretische Entsprechung zu KB
Wenn X = "A AB7,dann X = A und X = B.

Beweis: Sei X = "A AB". Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Bele-
gung fir D und nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b = "A A B". Mit Theorem 5-4-
(iiiy giltdann D, I, b =Aund D, I, b = B. Also gilt furalle D, I, b, furdie D, I, b = X
gilt,auchD, I, b=Aund D,I,b=B.Also X=Aund X =B. o
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Theorem 5-19. Modelltheoretische Entsprechung zu BE
Wetn XE"A—->B'undY="B—-A",danmn X uYE"A < B".

Beweis: Sei XE"A —>B'undYE "B— A".SeiD,I,bE= X u Y. Dannist (D, I) ein
Modell und b eine Belegung fiir D und mit Theorem 5-10 gilt D, I, b =X und D, I, b =
Y. Nach Voraussetzung gilt dannauch D, I, b="A —- B  und D, I, b = "B — A™. Mit
Theorem 5-4-(v) giltdann (1) D, I, b # A oder D, I, b =B und zum anderen (1I) D, I, b
# B oder D, I, b = A. Angenommen (der erste Fall von (1)), D, I, b &= A. Mit (1) muss
dann auch D, I, b # B der Fall sein. Angenommen (der zweite Fall von (1)), D, I, b = B.
Dann muss mit (1) auch D, I, b = A der Fall sein. Also gelten D, I, b=Aund D, I, b
=Boder D, I, b Aund D, I, b ¥ B. Mit Theorem 5-4-(vi) giltdann D, I, b = "A <
B". Also gilt fir alle D, I, b, furdie D, I, b= X v Y gilt,auch D, I, b = "A < B". Al-

soXuYE"A-B'.O

Es bietet sich an, eine Variante zu Theorem 5-19 als Korollar zu notieren.

Theorem 5-20. Modelltheoretische Entsprechung zu BE*
Wenn X =Bund A e Xund YEAundB € Y, dann (X\{A}) u (Y\{B}) E "A < B".

Beweis: Sei X =Bund A € X und Y = A und B € Y. Nach Theorem 5-15 gelten dann
X\{A}="A — B"und Y\{B} = "B — A". Mit Theorem 5-19 folgt (X\{A}) u (Y\{B})
E"A<—B'.0

Theorem 5-21. Modelltheoretische Entsprechung zu BB
Wenn X ="A <~ B oder X = "B A"und Y =A,dann X v Y = B.

Beweis: Sei X = "A <> B oder X = "B A"und X A.SeinunD,[,bEX v Y.
Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D und nach Theorem 5-10 gilt D, I,
b= Xund D, I, b =Y. Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b = A. Sei nun im ers-
ten Fall X = "A — B™. Danngilt D, I, b = "A < B". Mit Theorem 5-4-(vi) gilt dann D,
I,b=AundD,I,b=Boder D, I, bt Aund D, I, b ¥ B. Sei im zweiten Fall X = "
B < A". Danngilt D, I, b = "B < A". Mit Theorem 5-4-(vi) gilt dann wie im ersten
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FallD,I,b=Aund D,I,b=BoderD,I,b# AundD,I,b#¥B.D,I, b Aund D,
I, b ¥ B kann aber nicht der Fall sein, weil D, I, b = A. Also D,I,b=Aund D, I, b =
B. Also gilt fir alle D, I, b, furdie D,I, b= X v Y gilt,auch D, I,b=B.Also X u Y
EB.o

Theorem 5-22. Modelltheoretische Entsprechung zu AE
Wenn X = A oder X =B, dann X = "A v B™.

Beweis: Sei X = A oder X = B. Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine
Belegung fur D. Nach Voraussetzung gilt sodann auch D, I, b = A oder D, I, b = B.
Mit Theorem 5-4-(iv) gilt in beiden Féllen D, I, b = "A v B™. Also gilt fur alle D, I, b,
furdie D, I, b = X qilt,auch D, I, b= "AvB". Also X="AVvB'.0

Theorem 5-23. Modelltheoretische Entsprechung zu AB
Wetn XE"AvB' undYE"A—->T"undZE= "B—-TIT",daamn X v Y u ZE=T.

Beweis: Sei X = "AvB undYE"A—>T"undZ="B—>TI1".SeiD,,bEXuYu
Z. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D und mit Theorem 5-10 gilt D,
I,b=Xund D, I,b=Yund D, I, b= Z. Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b
E'AvB'undD,I,b=E"A—-T"und D, I, b= "B —TI".MitTheorem 5-4-(iv) und -
(v) gelten dann drei Dinge: (1) D, I, b = A oder D, I, b =B und (Il) D, I, b ¥ A oder
D,I,b=Tund (1) D,I, b Boder D, I, b =T. Angenommen (der erste Fall von (1)),
D, I, b= A. Dann muss mit (11) D, I, b =T der Fall sein. Angenommen (der zweite Fall
von (1)), D, I, b = B. Dann muss mit (111) auch D, I, b =T der Fall sein. In beiden Fal-
len gilt also D, I, b =T. Also gilt fur alle D, I, b, firdie D, I, b= X v Y v Z gilt,
auchD,I,bET.AlsoXuYuZET.o

Es bietet sich an, eine Variante zu Theorem 5-23 als Korollar zu notieren.
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Theorem 5-24. Modelltheoretische Entsprechung zu AB*
Ween X =E"AvB'undYETundA e Yund Z=T und B € Z, dann X u (Y\{A}) u

(Z2\{B}) =T.

Beweis: Sei X E"AvB'und YETund A € Yund ZE=T und B € Z. Nach Theorem
5-15 gelten dann Y\{A} = "A —» I'" und Z\{B} = "B — I"". Mit Theorem 5-23 folgt X
u(Y{AD) v (Z{BYHET.o

Theorem 5-25. Modelltheoretische Entsprechung zu NE
Wenn XEBundYE="-B'und A e X uY,dann (X u Y)\{A} = "=A".

Beweis: Sei XEFBund Y= "—B"und A e X v Y.Sei D, I, b = (X v Y)\{A}. Dann
ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fir D, so dass fir alle A € (X u Y)\{A} gilt:
D,I,b=A.Wiarenun D, I, b= A.Danngiltfuralle A e XundfiralleAe Y:D,I,b
FAunddamit D, I, b= X und D, I, b = Y. Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b
EBund D, I, b = "—B". Mit Theorem 5-4-(ii) gilt dann D, I, b =B und D, I, b  B.
Sed certe hoc esse non potest. Also D, I, b # A und mithin D, I, b = "—A™. Also gilt fur
alle D, I, b, fur die D, I, b = (X v Y)\{A} gilt, auch D, I, b = "—A™. Also (X v
Y)\{A}E —A". O

Theorem 5-26. Modelltheoretische Entsprechung zu NB
Wenn X = "——A", dann X = A.

Beweis: Sei X = "——A". Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Bele-
gung fir D und nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b = "——A". Mit Theorem 5-4-

(i) gilt dann D, I, b = "—A™. Nochmalige Anwendung von Theorem 5-4-(ii) ergibt D, I,
b= A. Alsogiltfuralle D, I, b:Wenn D, I, b= X,dannD,I,b=A. Also X = A. o
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Theorem 5-27. Modelltheoretische Entsprechung zu UE
Wenn B € PAR, £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&},und X = [B, & Al und B ¢

TTFM(X u {A}), dann X = "AEA™.
Beweis: Sei B € PAR, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, X = [B, & A] und B
g TTFM(X u {A}). Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung
fur D. Sei b' in B eine Belegungsvariante von b fiir D. Sei A € X. Also D, I, b = A. Nun
ist nach Voraussetzung B ¢ TT(A). Also gilt bITT(A) = b'ITT(A). Nach Theorem 5-5-(ii)
gilt dann auch D, I, b' = A. Also D, I, b' = A fir alle A € X und somit D, I, b' = X.
Mit X = [B, €, A], istdann auch D, I, b' = [B, &, A]. Also gilt fir alle b, die in B eine Be-
legungsvariante von b fir D sind: D, I, b' = [B, &, A]. Mit Theorem 5-4-(vii) folgt D, I,
b = "AEA™. Also gilt fur alle D, I, b: Wenn D, I, b = X, dann auch D, I, b = "AEA™.
Also X = "NeA™. O

Theorem 5-28. Modelltheoretische Entsprechung zu UB

Wenn 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X = "A&A", dann X =
[6, & Al

Beweis: Sei 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X = "AEA™.
Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fir D und nach Vo-
raussetzung gilt D, I, b = "AtA”. Dann gibt es nach Theorem 5-4-(vii) ein B e
PAR\TT(A), so dass fir alle b', die in B eine Belegungsvariante von b fir D sind, gilt D,
I, b &= [B, & Al. Sei b* = (bM(B, b(B))}) v {(B, TD(6, D, I, b))}. Offenbar ist b* in B
eine Belegungsvariante von b fir D. Also D, I, b* = [B, &, A]. Mit b*(B) = TD(0, D, I,
b) und B ¢ TT(A) folgt dann mit Theorem 5-9-(ii), dass D, I, b = [0, &, A]. Also gilt fir
alle D,I,b:Wenn D, I, b= X,dann D, I, b =16, & A]. Also X = [0, &, A]. o
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Theorem 5-29. Modelltheoretische Entsprechung zu PE
Wenn 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X = [0, &, A], dann X

= TVEA™.

Beweis: Sei 6 € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X = [6, &,
A]. Sei D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D und nach
Voraussetzung gilt D, I, b = [0, &, A]. Sei nun B € PAR\TT(A) und sei b* = (b\{(B,
b(B)}) v {(B, TD(6, D, I, b))}. Dann ist b* in B eine Belegungsvariante von b fir D.
Mit b*(B) =TD(0, D, I, b), B ¢ TT(A) und Theorem 5-9-(ii) folgt dann D, I, b* = [B, E,
A]. Mit Theorem 5-4-(viii) folgt damit dann D, I, b = "VEA™. Also gilt fur alle D, I, b:
Wenn D, I, b= X,dann D, I, b = "VEA™. Also X = "VEA™. O

Theorem 5-30. Modelltheoretische Entsprechung zu PB
Wenn B € PAR, § € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X = "VEA™ und Y =B und

{[B, & Al} € Yund B ¢ TTEM(Y\{[B, & A]} u {A, B}),dann X u (Y\{[B, &, A]}) =B.
Beweis: Seien B € PAR, £ € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, X & "VEA™, Y &
B, {[B,& Al} e Yund B ¢ TTFM(Y\{[B, &, Al} v {A,B}).Sei D, I, b = X u (Y\{[B,
& A]}). Dannist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D und mit Theorem 5-10 gilt
D,I,bEXund D, I, b= (Y\{[B, & A]}). Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b =
"VEA". Da B ¢ TT(A), gibt es dann nach Theorem 5-8-(ii) ein b', das in B eine Bele-
gungsvariante von b fir D ist, so dass D, I, b' = [B, & A]. Sei nun A" € Y, also A" €
Y\{[B, & A]} oder A" = [B, &, A]. Im ersten Fall gilt D, I, b = A'. Da aber B ¢ TT(A"), gilt
bITT(A") = bTTT(A"). Aus Theorem 5-5-(ii) folgt dann D, I, b' = A'. Andererseits gilt
nach Voraussetzung bereits D, I, b' = [B, &, A]. Also D, I, b' = A fiir alle A € Y und
somit D, I, b' = Y. Nach Voraussetzung gilt dann auch D, I, b' = B. Da aber ¢ TT(B),
gilt bITT(B) = b'ITT(B). Aus Theorem 5-5-(ii) folgt dann D, I, b = B. Also gilt fir alle
D,I,b:Wenn D, I, b= X u (Y{[B, & Al}),dann D, I, b = B.Also X u (Y\{[B, &,
Al})=B.o
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Theorem 5-31. Modelltheoretische Entsprechung zu IE
Fir alle X € GFORM und 6 € GTERM gilt: X = "0 =0".

Beweis: Sei X < GFORM und 6 € GTERM. Gelte D, I, b = X. Dann ist (D, I) ein Mo-
dell und b eine Belegung fiir D. Mit (TD(0, D, I, b), TD(0, D, I, b)) € {{z, ) | z € D}
gilt (TD(®, D, I, b), TD(6, D, I, b)) € I(=(.., ..)"). Nach Theorem 5-4-(i) gilt dann D, I,
b= "0=0". Alsogilt firalle D, I, b:Wenn D, I, b= X,dann D, I, b = "0 = 0. Also
XE0=0".0

Theorem 5-32. Modelltheoretische Entsprechung zu 1B
Wenn 6o, 0; € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {¢}, und X = "0, = 6,” und
Y =00, & A], dann X u Y = [0y, &, A].
Beweis: Seien 6g, 0; € GTERM, & € VAR, A € FORM, wobei FV(A) < {&}, und X &
o =0,"und Y = [0o, &, A]. Seinun D, I, b = X u Y. Dann ist (D, I) ein Modell und b
eine Belegung fir D und mit Theorem 5-10 gilt D, I, b = X und D, I, b = Y .Nach Vo-
raussetzung gilt dann D, I, b = "0, = 6," und D, I, b = [0y, &, A]. Nach Theorem 5-4-(i)
gilt dann (TD(0o, D, I, b), TD(64, D, I, b)) € I('=(.., ..)") = {{z, ) | x € D}. Und damit
TD(0o, D, I, b) = TD(64, D, I, b). Nach Theorem 5-7 gilt dann mit D, I, b = [0q, &, A]
auch D, I, b = [64, &, A]. Also gilt furalle D, I, b:Wenn D, I, b= X v Y,dann D, I, b
E 01, & Al Also X u YE[0,, & Al O









6 Korrektheit und Vollstandigkeit des Rede-

handlungskalkdls

Nachdem der Redehandlungskalkil und die Modelltheorie etabliert wurden, ist nun zu
zeigen, dass die jeweiligen Konsequenzschaftsbegriffe aquivalent sind. Wie Ublich, zer-
fallt dieser Adaquatheitsnachweis in zwei Teile: Erstens der Nachweis der Korrektheit
des Redehandlungskalkiils bezuglich der Modelltheorie. Salopp: Alles, was ableitbar ist,
folgt auch modelltheoretisch (6.1). Zweitens der Nachweis der Vollstandigkeit des Rede-
handlungskalkils beziglich der Modelltheorie. Salopp: Alles, was modelltheoretisch
folgt, ist auch ableitbar (6.2).

Dabei richten wir uns mit der Rede von der Korrektheit und Vollstandigkeit des Rede-
handlungskalkils an den Ublichkeiten aus. Umgekehrt kann man die beiden Resultate
natlrlich auch so lesen, dass in Kap. 6.1 gezeigt wird, dass die modelltheoretische Kon-
sequenzrelation vollstandig beziglich des Kalkils ist. In Kap. 6.2 wiirde dann gezeigt,
dass die modelltheoretische Konsequenzrelation korrekt beztiglich des Kalkuls ist. Diese
abweichende Redeweise wird im Folgenden nicht weiter verfolgt, um Konfusion zu ver-
meiden. Doch obwohl von Korrektheit und Vollstandigkeit im tblichen Sinne geredet
wird, soll damit nicht unterstellt oder gar behauptet werden, dass die modelltheoretische
Konsequenzrelation in irgendeiner Weise vorgéngig gegenuber der durch den Kalkdl
etablierten deduktiven Konsequenz ist und dass sich Kalkile gegeniiber der Modelltheo-
rie zu rechtfertigen hatten und nicht umgekehrt. Das Adaquatheitsresultat bringt zunéchst
nur zum Ausdruck, dass der Redehandlungskalkdl in einer bestimmten Hinsicht genau

dasselbe leistet wie die Modelltheorie.

6.1 Korrektheit des Redehandlungskalkuls

Der vorliegende Abschnitt besteht im Wesentlichen aus einem einzelnen Beweis, namlich
dem fir Theorem 6-1, das besagt, dass in jeder Ableitung $) die Konklusion aus Van($))
modelltheoretisch folgt. Der Beweis wird per Induktion Uber die Lange einer Ableitung
gefuhrt. Der Fall |$H| = O gestaltet sich duBerst einfach. Fur den Fall 0 < |$| mussen 17
verschiedene Falle betrachtet werden. Dabei werden zunéchst die sinteressanteren< Falle
betrachtet, bei denen sich die Menge der verfligbaren Sétze der betrachteten Ableitung

(VANS(9)) verkleinert oder vergroRRert. Die betreffenden vier Félle entsprechen AF,



242 6 Korrektheit und Vollstandigkeit des Redehandlungskalkiils

SEF, NEF und PBF beziehungsweise AR, SE, NE und PB. Fir die verbleibenden 13 Félle
kann ausgeschlossen werden, dass die jeweils betrachteten Ableitungen zu einem der ers-
ten vier Falle gehoren. Die Korrektheit des Redehandlungskalkiils gegentiber der Modell-

theorie wird dann am Ende des Abschnitts in Theorem 6-2 formuliert.

Theorem 6-1. Hauptbeweis der Korrektheit
Wenn $ € HL\{0}, dann VAN($) = K($).

Beweis: Beweis per Induktion tber |$|. Gelte dazu das Theorem fur alle / < k und sei § e
HL\{0} und |$| = £&. Angenommen |$H| = 0. Dann ist $ = @ und andererseits nach Annah-
me $) # @ und das Sukzedens folgt trivial. Induktionsschritt: Sei nun 0 < |$j|. Dann ist ) €
HL\{0}. Nach Theorem 3-6 und Definition 3-18 gilt dann $ € AF($HIDom($)-1) oder $
e SEF(HIDom($)-1) oder $ € SBF(HIDom($)-1) oder € KEF($HIDom($))-1) oder $
e KBF($IDom($))-1) oder $) € BEF($IDom($)-1) oder $ € BBF($HIDom($)-1) oder $
e AEF(HIDom($)-1) oder $ € ABF($HIDom($))-1) oder $ € NEF($HIDom($)-1) oder $
e NBF($IDom($)-1) oder $ € UEF($HIDom($)-1) oder $ € UBF($HIDom($))-1) oder
$ € PEF(HIDom($)-1) oder $H € PBF(HIDom($)-1) oder $ e IEF(HIDom($)-1) oder
$ e IBF(HIDom($)-1).

Sodann ist § e AF($HIDom($)-1) u SEF(HIDom(H)-1) u NEF($HIDom($)-1) u
PBF(HIDom($H)-1) oder $ ¢ AF®IDom($H)-1) v SEF(HIDom(H)-1) u
NEF($HIDom($)-1) u PBF($HIDom($)-1). Damit lassen sich zwei GroRfalle unterschei-
den. Sei flir den ersten Fall nun zundchst ) € AF($HIDom($)-1) u SEF($HIDom(H)-1) u
NEF($HIDom($)-1) u PBF($IDom($)-1). Damit lassen sich vier Unterfalle unterschei-
den.

(AF): Sei $H € AF(HIDom($)-1). Nach Definition 3-1 gibt es dann ' € GFORM, mit $
= HiDom(H)-1 u {Dom($)-1, "Sei I'")}. Dann ist I' = K($) und nach Theorem 2-81 ist
I''in $ bei Dom($))-1 verfugbar. Also I' € VAN($). Theorem 5-14 liefert VAN($H) = T’
und mithin VAN($) = K($).

(SEF): Sei $ € SEF($HIDom($)-1). Nach Definition 3-2 gibt es dann A, I' ¢ GFORM
und j € Dom($))-1, so dass A($;) = A und (4, $;) € VANS($HDom($)-1) und A(Hpom(s)-
») =T und es gibt kein [ mit j <1 <Dom($)-2, so dass (I, ;) € VANS($HIDom($)-1), und
$H = HDom($H)-1 u {(Dom(H)-1, "Also A — T)}. Damitsind "A - T" =K($H)und I =
K($HIDom($)-1). Nach L.V. gilt damit VAN($HIDom($))-1) &= I'. Mit Theorem 3-19-(ix)
gilt VAN(®HIDom($)-1) = VAN(H) U {A(Hmax@om(vansipom(s)-y)} und damit auch
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VAN($) U {A(Hmaxpomvanssipoms)-y)+ E T Weil es kein [ mit j < [ < Dom($))-2 gibt,
so dass (I, $;) € VANS($HIDom($)-1), ist nun j = max(Dom(VANS($IDom($)-1))). Al-
so VAN($H) v {A(®,)} E I'. Also VAN(9) u {A} = I'. Mit Theorem 5-15 folgt
VAN(H)\{A} = "A — I'". Theorem 5-13 flhrt zu VAN(H) = "A — I'". Also VAN(H) &
K($).

(NEF): Sei $ € NEF($HIDom($)-1). Nach Definition 3-10 gibt es dann A, I' € GFORM
und 7, j € Dom($))-1, so dass 7 < j und A($,) = A und (i, $H;) € VANS(HIDom($)-1) und
entweder A($);) = I’ und A(§poms)2) = —I" oder A($,) = I und A(Spom(s)2) = I
und (4, $,) € VERS(HIDom(£)-1) und es gibt kein I mit : < [ < Dom($))-2, so dass (I, $;)
e VANS($HIDom($)-1), und $ = HIDom($)-1 u {(Dom(H)-1, "Also —A™)}.

Damit ist K(£)) = "—A™ und entweder I' = K($fj+1) und "—I"" = K($HDom($)-1) oder
—I" = K($lj+1) und ' = K($HTDom($))-1). Zum ersten sei I' = K(Hfj+1) und "—I" =
K($IDom($)-1). Dann gilt nach 1.V, dass VAN($[j+1) = T und VAN($HIDom($)-1) =
"—I". AuBerdem ist T bei j in $HfDom($)-1 und daher nach Theorem 3-29-(iv)
VAN(HIj+1) < VAN(HIDom($)-1) und mit Theorem 5-13 dann VAN($HIDom($)-1) =
I'. Zum zweiten sei "—I" = K(HIj+1) und T = K(HIDom($)-1). Nach LV. gilt dann
VAN($Ij+1) E "= und VAN($HIDom($)-1) &= I'. Sodann ist dann "I bei j in
HIDom($)-1 verfugbar und daher mit Theorem 3-29-(iv) wiederum VAN(H[j+1) <
VAN(HIDom($)-1) und mit Theorem 5-13 dann VAN($HIDom($))-1) = "—I"". In beiden
Féllen gilt also VAN($H!Dom($)-1) = ' und VAN($HIDom($))-1) = "—I". Mit Theorem
3-20-(ix) gilt VAN($HIDom($)-1) = VAN($) U {A(Hmaxpom(vans(stpom(s)-1))} und damit
auch  VAN(9) u  {A(®max@omvans@ioom@)-n))y FE I und  VAN(H) v
{A(Hmaxpom(vanssIpoms)-0)) } E . Mit Theorem 5-25 (wobei sowohl X als auch Y

durch VAN($) u {A(Hmax@om(vans(sipom)-1y))} instanziiert werden) und Theorem 5-13
folgt VAN(H) & "—A(Hmaxpom(vans(sivoms)-1y)) - Weil es kein [ mit i < [ < Dom($))-2
gibt, so dass (I, ;) € VANS($HIDom($)-1), ist sodann : = max(Dom(VANS($HI Dom($))-
1))). Also VAN(H) = "=A($,)", damit VAN($H) = "—A" und schlieBlich VAN($) =
K($).

(PBF): Sei $ € PBF($IDom($)-1). Nach Definition 3-15 gibt es dann 3 € PAR, § €
VAR, A € FORM mit FV(A) < {&}, T' € GFORM und i € Dom($)-1, so dass A($)); =
"VEA" und (i, ;) € VERS(HIDom($)-1) und A($H:+1) = [B, & A] und (i+1, $Hin) €
VANS($HDom($)-1) und A($Hooms)2) =T und B ¢ TTEM({A, T'}) und es kein j <i gibt,
so dass B € TT($;), und es kein m mit i+1 < m < Dom($))-2 gibt, so dass (m, 9.) €
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VANS($HIDom($)-1), und $ = HIDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also I'")}. Seien B, &, A,
I', ¢ so. Dann ist K($) = K(®IDom($)-1) = I'. Nach LV. gilt dann zunédchst
VAN($HIDom($)-1) = TI'. Mit Theorem 3-21-(ix) gilt sodann VAN($HIDom($)-1) =
VAN($) v {A(Omaxomvans@ipom)y-))}  und  damit  auch  VAN($H) u
{AS maxom(vanssibom(s)-1)) ¥ F I'. Weil es kein m mit i+1 < m < Dom($)-2 gibt, so dass
(m, $Hn) € VANS(HIDom($)-1), ist i+1 = max(Dom(VANS($HIDom($)-1))). Also
VAN(H) v {A($Hi+1)} E I und daher VAN(H) u {[B, & A]} = T. Nach 1. V. gilt auler-
dem VAN($Ii+1) = "VEA™.

Nun lasst sich zeigen, dass VANS($H1i+1) = VANS($). Nach Theorem 3-21-(ii) ist zu-
nachst (i, "VEA") e VERS(%), da (i, ;) € VERS(HIDom($)-1) und ¢ < +1 =
max(Dom(VANS($HIDom($)-1))). Also ist "VEA™ in $ bei ¢ verfligbar. Mit Theorem
3-29-(ii) folgt, dass VANS($H!i+1) < VANS(9). Sei jetzt (I, $;)) € VANS(H). Nun gibt
es kein m mit +1 < m < Dom($)-2, so dass (m, $H.,,) € VANS($HIDom($)-1). Nach
Theorem 3-21-(v) ist dann (I, $) e VANS(HIDom(H)-1)) und somit [ <
max(Dom(VANS(HIDom($)-1))). Mit Theorem 3-21-(iv) ist sodann [ <
max(Dom(VANS($HIDom($)-1))) = +1. Sei $' nun diejenige Sequenz, so dass $
HIi+176". Nach Theorem 2-79 ist dann VANS($) < VANS(HIi+1) u {(k+i+1, $H'%) | k €
Dom($")} = VANS($HI4+1). Nun ist [ < 4+1 und damit (I, ;) ¢ {(k+i+1, $H'%) | k
Dom($")}, sondern (I, ;) € VANS(H1i+1). Also VANS(H) < VANS($HI+1) und insge-
samt VANS($)) = VANS(H14+1) und mit Theorem 2-74 VAN($) = VAN(HIi+1).

Damit gilt VAN($) &= "VEA™. Zudem ist B ¢ TTFM({A, T'}) und es gibt kein j <, so
dass B € TT($,). Also gibt es auch kein j € Dom(VANS($[i+1)), so dass B € TT($,) =
TT(A(5,). Also ist B ¢ TTFM(VAN(HIi+1)) = TTFM(VAN($)) und damit insgesamt {3
g TTFM(VAN($) u {A, T}) und schlieRlich B ¢ TTEM((VAN)\[B, &, Al}) v {A,
I'}). Nach Theorem 5-30 (wobei X durch VAN($) und Y durch VAN($) u {[B, & Al}

instanziiert wird) folgt daher insgesamt VAN($)) &= I" bzw. VAN($) & K(9).

Zweiter Fall: Sei nun $ ¢ AF($HIDom($)-1) u SEF($HIDom(H)-1) u NEF(HI Dom($))-
1) v PBF(®IDom($)-1). Dann ist zunachst nach Theorem 3-28 VAN($) =
VAN($HIDom($))-1). Sodann lassen sich nun 13 Unterfalle unterscheiden.

(SBF, KEF, BEF, BBF, IBF): Sei $ € SBF(IDom($))-1). Nach Definition 3-3 gibt es
dann A, T' € GFORM, so dass A, "A — I"" € VER($IDom($)-1), und $H = $HIDom($)-1
u {(Dom($)-1, "Also I'")}. Dann ist T' = K()). Wegen A, "A — I € VER($HDom($)-
1) gibt es sodann j, [ € Dom($)-1, so dass A in HIDom($)-1 bei jund "A — I in
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HIDom($H)-1 bei [ verfugbar ist. Aus Theorem 3-8 folgt H[j+1, HI+1 € HL\{0}, wobei
K(®lj+1) = A und K($l+1) = "A — I, Laut L.V. folgen dann VAN($!;j+1) &= A und
VAN(®I+1) = "A — T7. Mit Theorem 3-29-(iv) gilt dann VAN($HIj+1) <
VAN(HIDom($)-1) und VAN($HN+1) < VAN(HIDom(5)-1). Da VAN(H) =
VAN($HIDom($)-1) gilt sodann VAN($Ij+1) < VAN($) und VAN(HII+1) < VAN(9)
und mit Theorem 5-13 auch VAN($)) &= A und VAN($) &= "A — I'". Theorem 5-16 ergibt
VAN($) =T, also VAN($) = K($). Analog zeigt man fir KEF mit Theorem 5-17, fir
BEF mit Theorem 5-19, fir BBF mit Theorem 5-21 und fur IBF mit Theorem 5-32, dass
VAN(9) F K(%).

(KBF, AEF): Sei © € KBF($IDom($)-1). Nach Definition 3-5 gibt es dann A, T €
GFORM, so dass "A A I e VER($HIDom(£)-1) oder T A A" € VER($HDom($)-1),
und $ = HIDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also I)}. Dannist T' = K(). Wegen "A AT €
VER($HIDom($)-1) oder T A A" € VER($HIDom($)-1) gibt es j € Dom($))-1, so dass
"AAT" oder T A A" in HIDom($)-1 bei j verfligbar ist. Aus Theorem 3-8 folgt HIj+1
e HL\{0}, wobei K($HIj+1) = "A A T oder K($Hlj+1) = T A A". Laut I.V. folgt dann
VAN(HIj+1) = "A AT oder VAN($H!j+1) = T A A". Mit Theorem 3-29-(iv) gilt dann
VAN(HIj+1) < VAN(HIDom(H)-1) = VAN(H) und damit mit Theorem 5-13 auch
VAN($H) = "A A T oder VAN($) = T A A". Theorem 5-18 ergibt in beiden Féllen
VAN($) =T, also VAN($) = K($). Analog zeigt man fir AEF mit Theorem 5-22, dass
VAN(H) = K($).

(ABF): Sei $ € ABF(HIDom($)-1). Nach Definition 3-9 gibt es dann B, A, T’ €
GFORM so dass B v A", B —» I'", "A — I e VER($HIDom($)-1) und $
HIDom($H)-1 u {(Dom($H)-1, "Also I'")}. Dann ist I' = K(£)). Sodann gibt es j, k, |
Dom($)-1, so dass "B v A" in $HfDom($)-1 bei 7 und "B — I in HIDom($)-1 bei k
und "A — I in HIDom($)-1 bei [ verfugbar ist. Aus Theorem 3-8 folgt Hj+1, HIk+1,
HH+1 e HL\{0}, wobei K(551+1) = "B v A™ und K($1k+1) = "B — I'" und K(§H1+1) =
"A —T7. Laut L.V. gilt dann VAN($Ij+1) = B v A" und VAN(HTk+1) = "B — T und
VAN($HI+1) = "A — T7'. Mit Theorem 3-29-(iv) gilt dann VAN($HIj+1) <
VAN(SHIDom($)-1) und VAN(Hlk+1) < VAN(HIDom($)-1) und VAN(HI+1) <
VAN($! Dom($)-1) und damit VAN($!j+1) = VAN($) und VAN($Ik+1) = VAN(H)
und VAN(HI+1) < VAN($) und somit mit Theorem 5-13 auch VAN($) = "B v A" und
VAN(H) E "B —» I und VAN($) = "A — I'". Theorem 5-23 ergibt VAN($) =T, also
VAN(9) = K(%).
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(NBF, UBF, PEF): Sei $ € NBF($IDom($)-1). Nach Definition 3-11 gibtesdann T e
GFORM, so dass "——I" e VER($HIDom($)-1) und $ = $HIDom(H)-1 u {(Dom(H)-1,
TAlso T7)}. Dann ist ' = K($)). Sodann gibt es j € Dom($))-1, so dass "——I" in
HIDom($)-1 bei j verfligbar ist. Sei j so. Aus Theorem 3-8 folgt $HIj+1 € HL\{0}, wobei
K(®lj+1) = "——I"". Laut I.V. folgt dann VAN($!j+1) = "——I". Mit Theorem 3-29-(iv)
gilt dann VAN($[;7+1) < VAN(HIDom($)-1) = VAN($) und daher mit Theorem 5-13
auch VAN($) = "——I". Theorem 5-26 ergibt VAN($) =T, also VAN($) & K(9). Ana-
log zeigt man fur UBF mit Theorem 5-28 und fur PEF mit Theorem 5-29, dass dann auch
jeweils VAN($) &= K().

(UEF): Sei € UEF(HIDom($)-1). Nach Definition 3-12 gibt es dann B € PAR, § €
VAR und A € FORM, wobei FV(A) < {&}, so dass [B, &, A] € VER($HIDom($))-1) und B
¢ TTFM({A} u VAN(HIDom($)-1)) und $H = HIDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also
NEA™)}. Dann ist "AEAT = K($)). Ferner gibt es j € Dom($)-1, so dass [B, & A] in
HIDom($)-1 bei j verfiigbar ist. Aus Theorem 3-8 folgt H[j+1 e HL \{0}, wobei
K($®l7+1) = [B, &, A]. Laut L.V. folgt dann VAN($!j+1) = [B, & A]. Mit Theorem 3-29-
(iv) gilt dann VAN($Ij+1) < VAN($HIDom($)-1) = VAN($) und mit Theorem 5-13
auch VAN($) & [B, & A]. Mit VAN($HIDom($)-1) = VAN(9) folgt aus B ¢ TTFM({A}
u VAN(HIDom($)-1)) zudem B ¢ TTFM{A} u VAN($)). Theorem 5-27 ergibt
VAN($) E "AEA™, also VAN($) = K($).

(IEF): Sei $ € IEF($HIDom($)-1). Nach Definition 3-16 gibt es dann 6 € GTERM, so
dass H = HlDom($H)-1 u {(Dom($)-1, "Also 6 = 6")}. Dann ist "0 = 67 = K(9).
Theorem 5-31 fiihrt damit zu VAN($) = K(9). o

Theorem 6-2. Korrektheit des Redehandlungskalkiils gegeniiber der Modelltheorie
Firalle X, I': wenn X —T", dann X =T.

Beweis: Sei X I T'. Dann gibt es nach Definition 3-21 ein §) € HL, so dass VAN($) < X
< GFORM und $) ist eine Ableitung von I" aus VAN($)). Dann ist $ € HL\{0} und K($))
= I'. Theorem 6-1 erlaubt damit den Schluss auf VAN($) & I'. Mit Theorem 5-13 und
VAN($) < X ergibtsich X =T. o
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6.2 Vollstandigkeit des Redehandlungskalkuls

Im Folgenden wird Uber den Nachweis, dass konsistente Mengen erfullbar sind, die Voll-
standigkeit des Redehandlungskalkiils bezuglich der in Definition 5-10 fir L definierten
modelltheoretischen Konsequenzschaft gezeigt. Da GFORM, die Menge der geschlosse-
nen L-Formeln, abzahlbar ist, reicht es dabei, diesen Nachweis fir abzéhlbare Mengen zu
erbringen. Dazu wird der Beweisweg Uber die Konstruktion von Hintikka-Mengen und
den Nachweis, dass Hintikka-Mengen durch die entsprechende kanonische Termstruktur
erfiillt werden, gewahlt.* Dazu ist L zu einer Sprache Ly zu erweitern, die aus L entsteht,
indem das Inventar von L um abz&hlbar unendlich viele neue Individuenkonstanten er-

weitert wird:

Definition 6-1. Das Inventar von Ly (KONSTERW, PAR, VAR, FUNK, PRA, JUNK, QUANT,
PERF)

Das Inventar von Ly enthélt folgende paarweise disjunkte Mengen: die abzahlbar unendliche
Menge KONSTERW = KONST u KONSTNEU, wobei KONSTNEU = {c*; | i € N} (dabei
sei far alle 4, j € N miti+# j: ¢*;# ¢*;und c*; € {c*;} und es sei KONST n KONSTNEU = 0),
sowie PAR, VAR, FUNK, PRA, JUNK, QUANT, PERF, HZ.

Hinweis: Im Folgenden sei fur alle mit Definition D definierten Ausdriicke P Py der fir
Ly statt L definierte Ausdruck und Dy die entsprechende Definition und fur alle Theore-
me T sei Ty das entsprechende Theorem flr Ly. AuBerdem gelten folgende Zusammen-
hénge:

Bemerkung 6-1. Anwendung von L-Begrifflichkeiten auf L-Gebilde

(i)  Wenn M eine in den vorangehenden Kapiteln definierte Menge ist und M < EAUS
oder M < SEQ, dann M < My,

(i)  Wenn F eine in den vorangehenden Kapiteln definierte Funktion ist, so dass Dom(F)
< EAUS resp. Dom(F) < SEQ, dann F4lEAUS = F resp. FyISEQ = F.

Beispiele: (i) EAUS < EAUSy, GTERM < GTERMy, SEQ < SEQn, HL < HLy. (ii)
TTHIEAUS = TT, A4IEAUS = A, VANKISEQ = VAN, KyISEQ = K. Viele dieser Zu-
sammenhéange sind ohne technische Schwierigkeiten aber nur mit viel Schreibaufwand zu

4" Siehe etwa GRADEL, E.: Mathematische Logik, S. 109-119, WAGNER, H.: Logische Systeme, S. 97-101,
und KLEINKNECHT, R.: Grundlagen der modernen Definitionstheorie, S. 154-157.
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zeigen. Aus diesen Griinden werden die Beweise hier nicht reproduziert. In jenen Fallen,
in denen der Zusammenhang nicht unmittelbar einsichtig ist oder im Beweisgang beson-
dere Komplikationen zu bewaltigen sind, werden die Beweise ausgefihrt. Zum Beispiel
wird der angefuhrte Zusammenhang HL < HLy in Theorem 6-6 mit gezeigt. In Theorem
6-3-(i) wird gezeigt, dass sich Modelley zu Modellen transformieren lassen, indem die
Interpretationsfunktiony auf EAUS (bzw. in diesem Fall genauer: KONST u FUNK u
PRA) beschrankt wird. Auch bei den Substitutionsbegrifflichkeiten ist die Aquivalenz fiir
L-Argumente trivial. Wegen der Gefahr der Indexhdaufung hinter eckigen Klammern (vgl.
Beweis zu Theorem 6-10), wird daher auf den H-Index bei den Substitutionsklammern
verzichtet.

Die folgenden Theoreme sichern zundchst den Zusammenhang zwischen der Erfiillbar-
keit in L und Ly (Theorem 6-3 bis Theorem 6-5) sowie der Konsistenz in L und Ly
(Theorem 6-6 bis Theorem 6-8). Daran schlieft sich dann die Hintikka-Mengen-
Definition (Definition 6-2) an. Sodann wird gezeigt, dass alle konsistenten L-
Aussagenmengen eine Hintikka-Obermenge haben (Theorem 6-9) und dass jede
Hintikka-Menge erfillbary ist (Theorem 6-10). Daraus ergibt sich dann die Vollstandig-
keit des Redehandlungskalkdls (Theorem 6-11).

Theorem 6-3. Beschrankungen von Ly-Modellen auf L sind L-Modelle
(i)  Wenn (D, I) ein Modelly ist, dann ist (D, IM(KONST u FUNK u PRA)) ein Modell,
(i) b ist eine Belegungy fir D gdw b ist eine Belegung fiir D und
(iii)  b'istin B eine Belegungsvariantey von b fiir D gdw b' ist in B eine Belegungsvariante
von b fir D.
Beweis: Zu (i): Sei (D, I) ein Modelly. Dann ist nach Definition 5-2, I eine
Interpretationsfunktiony fur D. Dann ist nach Definition 5-14 Dom(I) = (KONSTERW v
FUNK u PRA). Mit KONST < KONSTERW, ist dann Dom(I(KONST u FUNK u
PRA)) = KONST u FUNK u PRA und es ist fur alle p € KONST u FUNK u PRA:
I'(KONST u FUNK u PRA)(n) = I(u) und damit ergibt sich mit Definition 5-14 und
Definition 5-1, dass IT(KONST u FUNK u PRA) eine Interpretationsfunktion fur D und

damit (D, IT(KONST u FUNK u PRA)) ein Modell ist.
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Zu (ii): Mit Definition 5-34 und Definition 5-3 gilt: b ist eine Belegungy fir D gdw b
ist eine Funktion mit Dom(b) = PAR, so dass fiir alle p € PAR : b(B) € D gdw b ist eine
Belegung fir D.

Zu (iii): Mit Definition 5-4y, (ii) und Definition 5-4 gilt: b' ist in B eine
Belegungsvariantey von b fir D gdw b' und b sind Belegungeny fiir D und B € PAR
und b"\{(B, b'(B))} < b gdw b' und b sind Belegungen fir D und B € PAR und b"\{(B,

b'(B))} < b gdw b'ist in B eine Belegungsvariante von b fir D. o

Theorem 6-4. Ly-Modelle erfullen eine L-Aussage genau dann, wenn ihre Beschrénkung auf L
diese Aussage erfullt

Wenn (D, I) ein Modell; und b eine Belegungy, fiir D ist, dann gilt fiir alle 8 € GTERM und
I' € GFORM:

(i) TDw(®, D, I, b)=TD(®, D, I'(KONST u FUNK u PRA), b) und
(i) D,I, by gdw D, IN(KONST u FUNK u PRA), b =T.

Beweis: Analog zum Koinzidenzlemm Theorem 5-5 durch Induktion tGber den Term- und

Formelaufbau. Dabei wird auf zusétzlich auf Theorem 6-3 zurlickgegriffen. o

Theorem 6-5. Eine L-Aussagenmenge ist genau dann Ly-erfullbar, wenn sie L-erflllbar ist
Wenn X < GFORM, dann: X ist erfillbary gdw X ist erfullbar.

Beweis: Sei X < GFORM. Sei nun X erfillbary, dann gibt es nach Definition 5-174 D, I,
b, so dass D, I, b =4 X. Mit Theorem 6-4 gilt dann D, I'(KONST u FUNK u PRA), b
= X und damit ist X erflllbar. Sei nun X erfillbar, dann gibtes D™, I, b™, so dass D™, I",
b~ = X. Sodann gibt es ein a € D. Sei a so. Sei nun I' = I" u (KONSTNEU x {a}).
Dann ist (D, I) ein Modelly und b~ eine Belegungy und I'T(KONST u FUNK u PRA) =
I". Damit ergibt sich dann mit Theorem 6-4 D™, I, b~ =4 X und damit ist X erfillbary. o
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Theorem 6-6. L-Sequenzen sind genau dann HLy-Elemente, wenn sie HL-Elemente sind
Wenn § € SEQ, dann $) € HL, gdw $ e HL.

Beweis: Der Beweis ist durch Induktion Gber Dom($)) zu fiihren. Dabei ist der Indukti-
onsanfang mit @ € HLy n HL gegeben und man Uberzeugt sich fir $ € SEQ mit 0 <
Dom($)) leicht, dass wenn die Behauptung fiir $5fDom($))-1 gilt, sie auch fiir § gilt. o

Theorem 6-7. Eine L-Aussage ist genau dann aus einer Ly-Aussagenmengen ableitbar, wenn
sie aus ihr L-ableitbar ist

Wenn X v {I'} € GFORM, dann: X 4 T"'gdw X T

Beweis: Sei X u {I'} € GFORM. Dann ergibt sich die Rechts-Links-Richtung direkt mit
Definition 3-20, Theorem 6-6 und Definition 3-204. Fir die Links-Rechts-Richtung gelte
nun X 4 I'. Dann gibt es nach Definition 3-204 ein $ € HLy, so dass VANu($) < X

und Ky($) = I'. Dann l&sst sich durch Induktion tber die endliche Menge [KONSTNEU
n TTSEQu($)| zeigen, dass es ein H* € SEQ n HLy mit VANH(H*) = VANK{($H) und
Ku(9*) = Ky(9) gibt. AuBerdem gilt mit Bemerkung 6-1 VANx($H*) = VAN(H*) und
Ku($H*) = K($H*). Mit Theorem 6-6 ist dann ein solches $* € HL und damit ergibt sich:
XHT.

Sei [KONSTNEU n TTSEQu($)|= 0. Offenbar ist $ selbst dann jenes $H* € SEQ n
HLy mit VANH(H*) = VANu($) und Ku(H*) = Ku($). Sei nun [KONSTNEU n
TTSEQu(H)| = k£ und gelte die Behauptung fir alle $* mit |[KONSTNEU n
TTSEQu(H*)| < k. Sei a die Individuenkonstante mit dem grof3ten Index in KONSTNEU
n TTSEQu($). Sodann gibt es ein B € PAR\TTSEQx($). Nach Theorem 4-9, gibt es
dann ein $* € HL\{0} mit a ¢ TTSEQu($H*), TTSEQu(H*)\{B} < TTSEQn(H),
VANL(H) = {[o, B, B] | B € VANu(H*)} und Ky(H) = [a, B, Ku(H*)]. Da wegen
VANu($) < X gilt, dass a ¢ TTFMy(VANK($)), muss B ¢ TTFMu(VANK(H*)) und
damit [a, B, B] = B fur alle B € VANu($H*) gelten. Also VANK($) = VANy(H*). Da we-
gen Ky($H) =T € GFORM auch a ¢ TTu(Kn(9)), muss sodann B ¢ TTyu(Ku(H*)) und
damit Ky($) = [o, B, Ku(H*)] = Ku(H*) gelten. Also Ky(9) = Ku(H*). Aus o ¢
TTSEQu($H*) und TTSEQu(H*)\{B} < TTSEQu(H) folgt zudem |KONSTNEU n
TTSEQu(H*)| < [IKONSTNEU n TTSEQx($H*)|. Nach 1.V. gibt es dann ein §', so dass
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VAN(H) = VANK(H*) = VANR($) und Kiu($) = Ku($*) = Ku($H) und §' € SEQ n
HLH. O

Theorem 6-8. Eine L-Aussagenmenge ist genau dann Ly-konsistent, wenn sie L-konsistent ist
Wenn X < GFORM, dann: X ist konsistenty gdw X ist konsistent.

Beweis: Sei X € GFORM und sei X nicht konsistenty. Dann gilt mit Theorem 4-23 fir

alle A € GFORMy, dass X -y A. Dann gilt X 4 "co = ¢o" und X 4 "=(Co = Co)". Nun

sind "co =Co', "—(Co = Cp)" € GFORM und damit ergibt sich mit Theorem 6-7: X - "¢ =

Co' und X = "=(co = co)" und somit ist X nicht konsistent. Sei nun X nicht konsistent.

Dann gibt es A € GFORM < GFORMy, so dass X — A und X — "—A™. Mit Theorem

6-7istdannauch Xy Aund X —y = A™. O

Definition 6-2. Hintikka-Menge
X ist eine Hintikka-Menge

gdw

X < GFORMy und:

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)

(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

Wenn A € AFORMy n X, dann "—A™ ¢ X,

Wenn A € GFORMy und "——A™ € X, dann A € X,

Wenn A, B € GFORMy und "A AB" € X, dann {A, B} C X,

Wenn A, B € GFORMy und "—(A A B)" € X, dann {"—A™", —=B"} n X #0,

Wenn A, B € GFORMyund "A v B™ € X, dann {A, B} n X #0,

Wenn A, B € GFORMy und "—(A v B)" € X, dann{"—A", "—B"} C X,

Wenn A, B € GFORMy und "A — B™ € X, dann {"—A", B} n X #0,

Wenn A, B € GFORMy und "—(A — B)" € X, dann {A, =B} < X,

Wenn A, B e GFORMy und "A < B" € X, dann {A, B} < X oder {"—A", =B}
c X,

Wenn A, B € GFORMy und "—(A « B)" € X, dann {A, —B"} < X oder {"—A",
B} c X,

Wenn & € VAR, A € FORMy, wobei FV{(A) < {&} und "AEA™ e X, dann gilt fir
alle 6 € GTERMy, dass "6, &, A]" € X,

Wenn £ € VAR, A € FORMy, wobei FVy(A) < {£€} und "=AEA™ e X, dann gibt es
ein & e GTERMy, so dass "—[6, &, A]" € X.

Wenn & € VAR, A e FORMy, wobei FV{(A) < {€} und "VEA™ € X, dann gibt es ein
0 € GTERMy, sodass [0, & A] € X,

Wenn § € VAR, A € FORMy, wobei FV (A) < {&€} und "=VEA™ € X, dann gilt fir
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alle 8 e GTERMy, dass [0, &, A]" € X,

(xv) Wenn6 € GTERMy, dann "6 =6" € X,

(xvi) Wenn 6, ..., 6,1, € GTERMy, 0', ..., 0.1 € GTERMy, firallei<r: 0, =0" € X
und ¢ € FUNK r-stellig, dann "o(y, ..., 6,.1) = (0%, ..., 8'.1)" € X und

(xvii) Wenn 8y, ..., 6,1 € GTERMy, 0, ..., 6., € GTERMy, firallei<r: "6, =0 € X
und @ e PRA r-stellig und "®(0y, ..., 0,.1)" € X, dann "®(0'Y, ..., 0'.1)" € X.

Theorem 6-9. Hintikka-Obermengen fiir konsistente Aussagenmengen

Wenn X < GFORM und X konsistent, dann gibt es ein Y € GFORMy, so dass
(i) Y isteine Hintikka-Menge und
(i) Xcv.

Beweis: Sei X < GFORM und X konsistent. Sei nun g eine Bijektion zwischen N und
GFORMy. Nun wird unter Ruckgriff auf ¢ mit Hilfe der (Konversen der) CANTORschen
Paarungsfunktion C eine Aufzéhlung der ' € GFORMy definiert, in der jede Aussage
abzahlbar unendlich oft als Wert auftritt.” Sei dazu F = {(k, I') | Es gibt 4, j € N, k =

w +jund I" = g(y)}. Dann ist F eine Funktion von N nach GFORMy. Sei ndm-
lich £ € N. Dann gilt mit der Surjektivitat der CANTORSchen Paarungsfunktion und der
von g, dass es i, j € N und I' € GFORMy gibt, so dass k = (”D(Zﬂ +jund I' = g(y).
Also ist Dom(F) = N. Sodann ist nach Definition von F und g Ran(F) < GFORMy. Seien

nun (k, T), (k, T*) € F. Dann gibt es 4, j und ¢, j' so dass (”J)(Zﬂ +j7=k=

(ir4gr)-(ir+5r+1)

. + 7 und T' = ¢g(5) und T* = g¢(5). Dann ist wegen der Injektivitat der

CaNTORschen Paarungsfunktion ¢ = ¢ und 7 = 5/ und damit mit der Injektivitat von ¢: ' =
9(j) = g(5) = T'*. Sodann gilt fur alle [ € N und alle ' ¢ GFORMy: Es gibt ein £ > [, so
dass F(k) =T. Sei ndmlich [ e N und I' € GFORMy. Dann gibt es ein s € N, so dass I" =

) (bstD) | (l+1+s)~(i+1+s+1)

g(s). Sei sso. Dann ist [ <

g(s) =T,

+ sund F(

[+1+s)-(I+1+s+1
LERIGCARD I

15 Zur CANTORschen Paarungsfunktion C: N x N 2 N mit C(, j) = G+4)-(i+j+1)/2 + j siehe etwa

DEISER, O.: Mengenlehre, S. 112-113.
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Nun wird unter Rickgriff auf F eine Funktion G auf N definiert, mit der die gewiinsch-
te Hintikka-Obermenge zu X erzeugt wird. Sei dazu G(0) = X. Fir alle £ € N sei
G(k+1): Wenn F(k) € G(k), dann:

(i*) Wenn F(k) = "®(0q, ..., 0,.1)", dann G(k+1) = G(k) u {"®(B', ..., 0'.1)" | Flralle i <
r 0,207 € G} u {0(0%, ..., 0%.1) = (0%, ..., 05,1)" | "(0%s, ..., 0%,1)" = 0o und
furallei<s: "0*,=0"" e G(k)},

(i*) Wenn F(k) = —®(0p, ..., 0,.1)", dann G(k+1) = G(k),

(iii*) Wenn F(k) = "—=—A", dann G(k+1) = G(k) v {A},

(iv*) Wenn F(k) = "A AB7, dann G(k+1) = G(k) v {A, B},

(v*) Wenn F(k) = "—(A A B)", dann G(k+1) = G(k) v {"=A"}, falls G(k) v {"—=A"}
konsistenty, G(k+1) = G(k) u {"—=B"} sonst,

(vi*) Wenn F(k) = "A v B", dann G(k+1) = G(k) u {A}, falls G(k) u {A} konsistenty,
G(k+1) = G(k) u {B} sonst,

(vii*) Wenn F(k) = "—(A v B)?, dann G(k+1) = G(k) u {"—A", =B},

(viii*) Wenn F(k) = "A — B", dann G(k+1) = G(k) u {-A}, falls G(k) u {"—A"}
konsistenty, G(k+1) = G(k) u {B} sonst,

(ix*) Wenn F(k) = "—(A — B), dann G(k+1) = G(k) u {A, "—B},

(x*) Wenn F(k) = "A < B", dann G(k+1) = G(k) v {A, B}, falls G(k) v {A, B}
konsistenty, G(k+1) = G(k) u {"—A™ "—B™} sonst,

(xi*) Wenn F(k) = "—(A < B)7, dann G(k+1) = G(k) v {A, =B}, falls G(k) u {A,
"—B"} konsistenty, G(k+1) = G(k) u {"—A", B} sonst,

(xii*) Wenn F(k) = "AeA™, dann G(k+1) = G(k) u {[6, &, A] | Es gibt ein T" € G(k), so
dass 0 € TTu(I') n GTERMy},

(xiii*) Wenn F(k) = —AEA™, dann G(k+1) = G(k) v {—[a, & A]'} fir das o €
KONSTNEU mit dem kleinsten Index, fur welches gilt: Wenn T € G(k), dann TTy(I) n

{o} =0,
(xiv*) Wenn F(k) = "VEA™, dann G(k+1) = G(k) u {[a, & A]} fur das o €¢ KONSTNEU

mit dem kleinsten Index, flr welches gilt: Wenn T € G(k), dann TTy(I') n {a} =0,
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(xv*) Wenn F(k) = "=VEA™, dann G(k+1) = G(k) u {™=[6, &, A]" |EsgibteinT e G(k),
sodass 6 € TTR(I') n GTERMu}.

Sodann sei fur F(k) ¢ G(k): Wenn F(k) = "0 = 6" fur ein 6 € GTERMy, dann G(k+1) =
G(k) u {0 =0"}, G(k+1) = G(k) sonst.

Man beachte, dass G wohldefiniert ist, da kein a € KONSTNEU Teilterm einesT" € X
C GFORM ist und da fir jedes k£ € IN beim Schritt von G(k) zu G(k+1) hdchstens ein
Element von KONSTNEU zu den Teiltermen von Elementen von G(k) hinzukommen
kann: Fur alle £ € N ist KONSTNEU\(U{TTR(T') | T € G(k)}) abzahlbar unendlich.

Nach Konstruktion von G gilt nun zunéchst:

a) X = G(0) < URan(G),

b) Fur alle £ € N ist G(k) konsistenty,

c) Wenn [ <k, dann G(I) < G(k),

d) Wenn'Y < URan(G) und |Y| € N, dann gibtes ein k € N, so dass Y < G(k),

e) URan(G) ist konsistenty.

a) ergibt sich direkt aus der Definition von G. Nun zu b): G(0) = X < GFORM ist nach
Voraussetzung konsistent und damit mit Theorem 6-8 konsistenty. Gelte nun fur k: G(k)
ist konsistenty. Ware nun G(k+1) inkonsistenty. Dann gilt nicht fur alle ' € G(k+1), dass
G (k) T, da sonst mit Theorem 4-19y, auch G (k) inkonsistenty ware. Damit ist der Fall
G(k+1) < G(k) u {6 =07} fur 6 € GTERM ausgeschlossen. Also ist F(k) € G(k). Fir
diesen Fall sind aus demselben Grund die Falle (i*)-(iv*), (vii*), (ix*), (xii*) und (xv*)
ausgeschlossen. Also ist F(k) € G(k) und F(k) = "—(A A B)" oder F(k) = "A v B)" oder
F(k) = "A — B oder F(k) = "A < B™ oder F(k) = "—(A < B)™ oder F(k) = "—AEA™
oder F(k) = "VEA™. Angenommen F(k) = "—(A A B)". Dann ist nach (v*) G(k+1) = G(k)
u {"—=A"}, falls G(k) v {"—A"} konsistenty, G(k+1) = G(k) u {"—B™} sonst. Dann ist
G(k) v {"=A"} inkonsistenty und G(k+1) = G(k) v {"—=B"} ebenfalls. Dann gilt mit
Theorem 4-22y: G(k) 4 A und G(k) = B und somit G(k) =4 "A A B". Damit wére

dann auch G (k) inkonsistent. Widerspruch! Die anderen junktoralen Félle zeigt man ana-
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log. Sei nun F(k) = "—AEA™. Dann ist nach (xiii*) G(k+1) = G(k) v {"—[a, & A]"} fir
das o € KONSTNEU mit dem Kleinsten Index, fur welches gilt: Wenn I € G(k), dann
TTu(T) n {a} = 0. Dannist G(k) u {"—[a, & A]"} inkonsistenty. Dann gilt G(k) Fu {[a,
& A]}. Dann gilt aber wegen a ¢ TTFMyx(G(k)) und "—AEA™ e G(k), dass o ¢
TTFMy(G(k) u {A}) und damit mit Theorem 4-24,: G(k) -4 "AEA™. Dann ist G(k)
inkonsistenty. Widerspruch! Den Fall F(k) = "VEA™ zeigt man analog. Also b).

Durch Induktion tber £ zeigt man sodann leicht, dass nach der Definition von G c) gilt.
Damit gilt auch d): Sei dazu Y < URan(G) und |Y| € N. Dann gilt firalleT" € Y: Es gibt
einl € N,sodassT" € G(I). Sei nun k= max({/ | Es gibteinT € Y, sodassT" € G(/)}.
Dann gilt mit c) fir alle T € Y: ' € G(k). Damit gilt auch e). Wére namlich URan(G)
inkonsistenty. Dann gabe es eine endliche inkonsistentey Teilmenge Y von URan(G) und
damit ein &, so dass G (k) inkonsistenty wére, was im Widerspruch zu b) steht.

Damit kann nun gezeigt werden, dass URan(G) eine Hintikka-Menge ist. Zunéchst gilt
mit e) Klausel (i) von Definition 6-2. Sei nun "——A" € URan(G). Dann gibt es mit d) ein
[, s0 dass =A™ € G({). Sodann gibt es ein k£ > [, so dass "——A" = F(k). Dann ist mit c)
'——A" € G(k). Dann ist nach (iii*) A € G(k+1) und damit A € URan(G). Also gilt
Klausel (ii) von Definition 6-2. Die anderen junktoralen Falle (Klauseln (iii)-(x) von
Definition 6-2) und die beiden Partikularfalle (Klauseln (xii) und (xiii) von Definition

6-2) zeigt man analog.

Seinun 6 € GTERMy. Dann gibt es ein k, so dass "0 = 6" = F(k). Dann gilt: Wenn 70 =
0" ¢ G(k), dann "0 = 0" € G(k+1) und somit in beiden Féllen: 0 = 6" € URan(G). Da-
mit gilt zum einen Klausel (xv) von Definition 6-2. Zum anderen gelten damit die Uni-

versalfélle, Klauseln (xi) und (xiv) von Definition 6-2. Sei ndmlich "AEA" e URan(G).
Sei nun 6 € GTERMy. Dann ist (wie eben gezeigt) "6 = 67 e G(I) fur ein [ und es ist
"AEA™ e G(3) fir ein 4. Sodann gibt es ein k& > [, 4, so dass "AEA™ = F(k). Dann ist mit c)
"AEAT, "0 = 07 e G(k). Dann ist nach (xii*) [0, &, A] € G(k+1) und damit [, &, A] e
URan(G). Also gilt Klausel (xi) von Definition 6-2. Klausel (xiv) zeigt man analog.

Nun verbleiben noch die I1B-Klauseln (xvi) und (xvii) von Definition 6-2. Zun&chst zu
(xvi): Sei dazu 0%, ..., 0*,; € GTERMy, 0%, ..., 0".1; € GTERMy, fir alle i < s: "0*; =
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0" e URan(G) und ¢ € FUNK s-stellig. Wie bereits gezeigt, ist "@(0%, ..., 0%,1) =
(0%, ..., 0%,1)" € URan(G). Damit gibt es mit d) ein /, so dass fir alle i < s: "0*; = 0"/
e G(I) und (0%, ..., 0%:1) = 0(0%, ..., 0*:.1)" € G(/). Dann gibt es ein £ > [ fur das
selbiges gilt und F(k) = "o(0%, ..., 0%51) = @(0%, ..., 0%.1)". Dann ist mit (i*) "e(6%,
o 0%.0) = 0(0%, ..., 0%1)" € G(k+1) < URan(G).

Nun zu (xvii): Sei dazu 6y, ..., 6,.1 € GTERMy, 0%, ..., 0.1 € GTERMy, fiur alle ¢ < r:
"9, = 0" € URan(G) und ® e PRA r-stellig und "®(0y, ..., 0,.1)" € URan(G). Dann gibt
es mit d) ein [, so dass fir alle i < r: "0, = 0" € G(I) und "®(0y, ..., 0,.1)" € G(I). Dann
gibt es ein k£ > [ fur das selbiges gilt und F(k) = "®(6y, ..., 0,1)". Dann ist mit (i*) "®(6',
ey 05)" € G(k+1) < URan(G). o

Theorem 6-10. Jede Hintikka-Menge ist Ly-erflllbar
Wenn X eine Hintikka-Menge ist, dann ist X erfullbary.

Beweis: Sei X eine Hintikka-Menge. Sei nun A = {(6, 8") | (8, 8) € GTERMy x
GTERMyund "0 =60" € X}.

Dann gilt: A ist eine Aquivalenzrelation tiber GTERMy. Zur Reflexivitat gilt nach
Definition 6-2-(xv): "0 = 6" € X und damit (6, 8) € A. Nun zur Symmetrie: Sei (8, 0") €
A.Dannist "0 =07 e X und es ist, wie eben gezeigt, "0 =07 € X. Damit ist dann "0 =
0" € Xund "0 =07 € X und damit (mit 6 = 6g, 61, 6, und 6" =09 und "D(6y, 61)" = O =
07) nach Definition 6-2-(xvii) auch "0'= 0" € X. Also (0, 0") € A. Nun zur Transitivitat:
Sei (0,0 € Aund (0, 06*) € A. Dann gilt: "0 =0" € X und "0' = 0*" e X. Sodann gilt
wie bereits gezeigt "6 = 07 € X, womit (mit 6 = 6, 0%, und 6' = 6, und 6* = 6'; und
"®(0o, 01)" = "0 = 07) nach Definition 6-2-(xvii) auch "6 = 6*" e X gilt und damit (6,
0*) € A.

Sei nun fiir alle 6 € GTERMy: [6], = {6'| (6, 0") € A}. Da A eine Aquivalenzrelation
uber GTERMy ist, gilt dann mit GTERMw/A = {[6], | 0 € GTERMy}:

(a) Fur alle € GTERM: 0 € [0],.
(b) Firalle 0, 0' € GTERM,: [0], = [07, gdw (0, 0) € A gdw "0 =0" € X.
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(c) Furalle 9, 6" e GTERMy: [0], n [0, # 0, dann [0] = [07],.

Die zweite Aquivalenz in (b) ergibt sich dabei aus der Definition von A.

Sei nun D, = GTERMwW/A . Sei sodann I, eine Funktion mit Dom(I,) = KONST v
KONSTNEU u FUNK u PRA, wobei fir alle o € KONST u KONSTNEU: I (o) = [o],
und fir alle ¢ € FUNK: Wenn ¢ r-stellig, dann I, (¢) = {([60] . ..., [6:-1],), [6*1,) | ({0,
oy 0,1), 0%) € "GTERMy x GTERMy und "(6o, ..., 0,.1) = 6*" € X} und fur alle ® €
PRA: Wenn @ r-stellig, dann I.(®) ={[0],, ..., [0-1],) | B0, ..., 0,.1) € "GTERMy und
"®(6y, ..., 0,.1)" € X}. Sei zuletzt b, eine Funktion mit Dom(b,) = PAR und fiir alle p €
PAR: b (B) = [B],.

Dann ist nach Definition 5-1y I eine Interpretationsfunktiony fur D . Zunachst gilt fir
alle o € KONST u KONSTNEU: I (a) = [a], € D,. Sei nun ¢ € FUNK r-stellig. Dann
ist I(¢) = {([0c], -, [0r-11,), [6%1,) | (B0, ..., O,-1), 0%) € "GTERMy x GTERMy, und
"9(0o, ..., 0,1) = 0*7 € X}. Damitist I (¢p) < "D, x D,. Sei nun (zo, ..., z.1) € 'D,.
Dann gibt es 0o, ..., 0,1 € GTERM4, so dass flr alle ¢ < r: z; = [6],. Sodann gilt mit
Definition 6-2-(xv) "¢(0o, ..., 0,1) = ¢(00, ..., 0,1)" € X und damit ({[60],, ..., [0,-1] ),
[o(Go, ..., 6,-1)],) € I (p) und also (xo, ..., z.1) € Dom(I (¢)). Seien nun ((zo, ..., T-1),
2*) € I () und ((zo, ..., zr1), ") € I (). Dann gibt es 6y, ..., 6,.1 und 6*, so dass fiir alle
i< a;=[0], und 2* = [6*], und ({8, ..., 0,.1), 0*) € "GTERMy x GTERMy und "o(6o,
..y 0,1) = 0% € X und es gibt 6%, ..., 0.1 und 6", so dass fiir alle i < 7 z; = [0"], und 2
= [6"], und (0, ..., 0'-1), ") € "GTERMy x GTERMy und "p(0', ..., 0'-1) = 67" € X.
Dann gilt fur alle 7 < r: [6], = x; = [0"],. Damit gilt dann fir alle i < r: (6; 0;) € A und
damit "9; = 0';' € X. Damit gilt nach Definition 6-2-(xvi): "@(0o, ..., 0,.1) = ¢(0', ..., 0'.
1)" € X und damit mit (b): ["e(6o, ..., 6,1)"1, = ["@(®%, ..., 0'1)"],. Mit "@(6y, ..., 6,1) =
0*" € X und (0, ..., 0'-1) =0 € X und (b) gilt sodann auch ["o(6y, ..., 6,1)"],

[6*], und ["@(6', ..., 0'.1)"], = [07], und damit insgesamt 2* = [6*] = [6"], = 2". Also
ist I (¢) insgesamt eine r-stellige Funktion tiber D . Ferner gilt fiir alle ® € PRA: Wenn
@ r-stellig, dann I, (@) < "D,. Zuletzt gilt I ("=") = {(z, 2) | * € D }. Sei namlich (z, )
e I ("="). Dann gibtes 0, 0' € GTERMy, so dass = = [0], und y = [0'], und "0 = 0" € X.
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Damit ergibt sich mit (b): z = [0], = [0], = ». Sei nun z € D,. Dann gibt es ein 0
GTERMy, so dass = = [0],. Dann gilt nach Definition 6-2-(xv) "0 = 6" € X und damit
ergibt sich (z, ) e I ("="). Damit ist dann gemaR Definition 5-2 (D,, I,) ein Modelly..
Sodann sieht man leicht ein, dass b, eine Belegungy fiir D ist.

Analog zu dem Nachweis, dass fur alle ¢ € FUNK gilt, dass wenn ¢ r-stellig ist, dann

I, (¢) eine r-stellige Funktion Gber D ist, ergibt sich, dass fir alle ¢ € FUNK gilt: Wenn
¢ r-stellig und 0o, ..., 0,1 € GTERMy, dann: I (9)([00],, .-, [0-1] ) = ["@(Bo, ..., O,
1)'],. Seien dazu ¢ € FUNK r-stellig und 0y, ..., 0,1 € GTERM4u. Dann ist ([0¢] ,, ..., [0;-
1], € "D, und somit ({[60] ,, ..., [0:1] ), T (@)([O0],, ---, [0:1],)) € I,(p). Dann gibt es
0', ..., 0'-1 und 07, so dass fur alle i < r: [6;], = [6%], und I (¢)([60],, ..., [6-1],)) = [6"],
und (', ..., 0'.1), 89 € "GTERMy x GTERMy und "o(0'y, ..., 0'.1) = 67 € X. Dann
gilt mit (b) fur alle : < 7: 09, = 6';' € X. Damit gilt nach Definition 6-2-(xvi): "o(6o, ...,
0,-1) = (0, ..., 0'.1)" € X und damit mit (b): ["(6o, ..., 6,.1)"1, = ["@(®%, ..., 0%1)"],.
Mit "o(6', ..., 8'.1) = 0" € X und (b) gilt sodann auch ["(0%, ..., 6'..1)"], = [6"], und
damit insgesamt I (9)([00] ,, .., [6-1],)) = [07], = [T@(0', ..., 0'-2)"], = ["0(bo, ..., 6,
)],

Nun wird gezeigt, dass fiir alle ® € PRA: Wenn @ r-stellig und 6y, ..., 8,., € GTERMy,
dann: {[0o] ,, ..., [0,1] ) € I (®) gdw "®@(0, ..., 6,.1)" € X. Seien dazu @ e PRA r-stellig
und 0o, ..., 6,.1 € GTERMy. Gelte nun zunachst ([0o] ,, ..., [0,4] ) € I (®). Dann gibt es
', ..., 0'.1, S0 dass fur alle 7 < r: [0;] = [0"], und (O, ..., 0'-.1) € "GTERMy und "®(0",
..., 0.1)7 € X. Dann gilt mit (b) fur alle < r: "0, = 0" € X. Mit der oben gezeigten
Symmetrie gilt dann fur alle : < r: 70", = 0, € X. Sodann gilt "®(6', ..., 6'.1)" € X und
damit nach Definition 6-2-(xvii) auch "®(0y, ..., 6,.1)" € X. Sei nun umgekehrt "®(6,
..., 0,1)" € X. Dann ergibt sich leicht, dass ([6]o, ..., [0],-1) € I,(®).

Sodann ergibt sich mit Theorem 5-2 durch Induktion iber den Termaufbau fir alle 6 €

GTERM: TD(O, D, I, b ) = [6] . Sei namlich a € KONST u KONSTNEU. Dann ist
TD(a, D, I, b,) =1 (a) = [o],. Sei p € PAR. Dann ist TD(B, D, I, b ) = b (B) =
[B],. Gelte die Behauptung nun fir 0y, ..., 0,1 € GTERMy und sei "¢(9o, ..., 0,.1)" €
FTERMu. Dann ist TDu( (0o, ..., 6,1)", D, I, b,) = I (¢)(TD(6o, D,, I, b)), ...,



6.2 Vollstandigkeit des Redehandlungskalkils 259

TDw(6.1, D,, I, b,))) und damit nach L.V. TDy("¢(60, ..., 6,1)", D,, I, b,) =

I (9)({[60],, ---, [6:1],)) = ["0(Bo, ..., 6,-1)"],.

Damit gilt dann fir alle A € AFORMy: D b, Eu Agdw A e X. Sei namlich A

X! X'

AFORMy. Dann gibt es @ € PRA, ® r-stellig, und 0y, ..., 6,.1 € GTERMy, so dass A =
"®(0y, ..., 0,.1)". Dann gilt:

D,I,b =yA
gdw
D,I,b, =y @, ..., 0.1)
gdw
(TDu(00, D, 1., b ), ..., TDu(6,., D, I, b )) € I (D)
gdw
[0lo, ---, [0)-1) € I (D)
gdw

"(D(eo, . Or_l)" e X.

Nun wird durch Induktion liber FGRADg(I') gezeigt: Wenn T" € X, dann D b, ExT

X! X’

b, #n I'. Daraus ergibt sich unmittelbar D, I , b

r 1
und wenn "—I"" € X, dann D w iy Oy

X! X’
Fn X und damit, dass X erflllbary ist.

Gelte die Behauptung fiir alle £ < FGRADg(I'). Sei nun FGRAD(I') = 0. Dann istT" €
AFORMy. SeinunT e X. Danngilt: D, I , b, = T. Seinun "=I'" e X. Dann gilt mit

X' x?
Definition 6-2-(i), T ¢ X unddamit: D , I , b #uT.
Sei nun FGRADy(I') > 0. Dann ist T' € JFORMy u QFORMy. Zundchst wird nun ge-

zeigt: Wenn T € X, dann D b, =4 T. SeidazuI' € X. Es konnen sieben Falle un-

X! X’
terschieden werden. Erstens: Sei I' = "—B™. Dann ist FGRADy(B) < FGRADy(I') und

damit nach I.V.. D b, ¥4 B und somit D b =y "—B' =T. Zweitens: Sei I' =

X’ Xl X! X’

A A B'. Dann gilt mit Definition 6-2-(iii): A, B € X. Da sodann FGRADy(A) <
FGRADy(I') und FGRAD(B) < FGRADy(T), gilt damit nach I.V.: D, I , b =4 A und

X' x

b =yBunddamitD,, I, b, FEy "A A B" =T. Der dritte bis finfte Fall verlau-

X’ X’

fen analog.
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Sechstens: Sei I' = "AEA™. Dann gilt mit Definition 6-2-(xi) [0, & A] € X fir alle 6 €
GTERMy. Da fir alle 6 € GTERMy nach Theorem 1-84y FGRADy([0, & A]) <
FGRADy(I), gilt damit nach V. fiiralle 6 € GTERMy: D, I, b, Eq [6, &, A]. Sei nun
B € PAR\TTH(A) und sei b' in B eine Belegungsvariantey von b in D . Dann ist b'(B) €
D und somit gibt es ein 6 € GTERMy, so dass b'(B) = [0],. Dann ist TDy(6, D, I,, b))
= [6], und somit b'(B) = TDw(6, D,, I, b,). Wegen D, I, b, =y [6, &, A] folgt dann
mit Theorem 5-9.-(ii): D,, I, b' =4 [B, & Al Also gilt fur alle b', die in B
Belegungsvarianteny von b in D sind: D, I, b' =y [B, € Al und somit: D, I, b Ey
"AEA.

Siebtens: Sei I' = "VEA™. Dann gilt mit Definition 6-2-(xiii): Es gibt ein 6 € GTERMy,
so dass [0, &, A] € X. Dafir alle 6 € GTERMy nach Theorem 1-84 FGRADg([6, &, A]) <
FGRADy(I) gilt damitnach LV.: D , I, b =y [6, &, A]. Seinun B ¢ TTy(A). Sei nun b'
= (b M(B. b,(B)} v {(B, [6]1,)}. Dann ist b" in § eine Belegungsvariantey; von b in D,
mit b'() = [6] . Sodann ist TDw(6, D, I,, b,) = [6], und somit b'(B) = TDw(6, D, I,,
b.). Wegen D, I, b, 6, & A] folgt dann mit Theorem 5-9y-(ii): D, I, b' Ex [B, &,
A]. Also gibt es ein b', das in p Belegungsvariantey; von b in D ist, so dass: D, I, b'
Fn [B, & Alund somit: D, I, by VEA.

Nun wird gezeigt: Wenn "—I"" € X, dann D, I , b ¥ T. Seinun "=I'" e X. Es kon-
nen sieben Falle unterschieden werden. Erstens: Sei I' = "—B™. Dann ist mit Definition

6-2-(ii) B € X und weil FGRAD(B) < FGRADy(I') gilt nach L.V. D, I, b, 4 B. Mit
Theorem 5-4y-(ii) folgt D, I, b, F#n "—B™ =T. Zweitens: Sei I' = "A A B". Dann ist
mit Definition 6-2-(iv) "—A" € X oder "—=B" € X und weil FGRADy(A) < FGRADg(I)
und FGRADy(B) < FGRADy(I') gilt nach LV. D, I , b, ¥y A oder D, I,, b B.
Mit Theorem 5-4y-(iii) folgt D, I, by "A A B™ =T Der dritte bis funfte Fall verlau-
fen analog.

Sechstens: Sei I' = "=AEA™. Dann gilt mit Definition 6-2-(xii): Es gibt ein 6 €
GTERMy, so dass —[6, & A] € X. Da fur alle 6 € GTERMy nach Theorem 1-8,
FGRAD([6, & A]) < FGRADy(I), gilt damit nach L.V.: D, I , by [0, & A Sei nun

B & TTh(A). Sei nun b'in B die Belegungsvariante, von b in D, mit b'(B) = [6],. Dann
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ist TDu(6, D, I,, b,) = [6], und somit b'(B) = TDw(6, D, I, b,). Wegen D, I, b Fy
[0, & A] folgt dann mit Theorem 5-9y-(ii): D, I,, b' ¥y [B, & A]. Also gibt es ein b', das
in B Belegungsvariantey; von b in D ist, so dass: D, I, b' ¥y [B, & A] und somit mit
Theorem 5-8-(i): D, I, b - "AEA™.

Siebtens: Sei I' = "—VEA™. Dann gilt mit Definition 6-2-(xiv) fur alle 6 € GTERMy
[0, & A]" € X. Da fir alle 6 € GTERMy nach Theorem 1-84 FGRADy([0, &, A]) <
FGRADy(I'), gilt damit nach V. fiiralle 6 € GTERMy: D, I, b, Fy [6, &, A]. Sei nun
B ¢ TTu(A) und sei b' in B eine Belegungsvariantey von b in D . Dann ist b'(B) € D,
und somit gibt es ein 6 € GTERMy, so dass b'(8) = [0] ,. Dann ist TDw(0, D,, I,, b,) =
[6], und somit b'() = TDu(6, D, I, b,). Wegen D, I, b 4 [6, &, A] folgt dann mit

Theorem 5-9y-(ii): D,, I, b' #u [B, & Al Also gilt fur alle b', die in B

X,

Belegungsvarianten,, von b in D sind: D, I, b' ¥y [B, &, A] und somit mit Theorem
5-8-(ii): D, I, by "VEA™.
Damit wurde gezeigt: Wenn I € X, dann D, I, b, = T und wenn "—I"" € X, dann

D, 1,b #yT.Alleinaus dem ersten Teil ergibt sich bereits geméf Definition 5-17 und

Definition 5-9, dass X erfillbary ist. o

Theorem 6-11. Modelltheoretische Konsequenzschaft impliziert Ableitbarkeit
Firalle X, I': wenn X =T, dann X T

Beweis: Sei X = T'. Dann ist nach Definition 5-10 X v {I'} € GFORM und damit auch
X u {"=I"} < GFORM. Sodann ist mit Theorem 5-12 X u {"—I""} nicht erflllbar. W4-
re nun X u {"—I"} konsistent. Dann gébe es mit Theorem 6-9 eine Hintikka-Menge Z,
so dass X u {"—I"} < Z. Dann gilt mit Theorem 6-10, dass Z erfillbary ist, und mit
Theorem 5-11y ware damit aber auch X u {"—I"} erfillbary. Damit wére dann mit
Theorem 6-5 aber X u {"—I""} erfillbar. Widerspruch! Also ist X u {"—I""} nicht kon-

sistent und damit inkonsistent. Damit gilt aber mit Theorem 4-22: X —T". o
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Theorem 6-12. Kompaktheitssatz
(i) Wenn XE=T,danngibteseinY < X,sodass|Y| e Nund Y =T,
(i)  Wenn X < GFORM, dann: X ist erfullbar gdw fiir alle Y < X mit |Y]| € N gilt: Y

erfullbar.
Beweis: Zu (i): Sei X &= I'. Mit Theorem 6-11 gilt dann X ~ I'. Also gibt es nach
Definition 3-21 ein §, so dass $ eine Ableitung von I' aus VAN($)) ist und VAN($) <
X. Dann ist nach Theorem 3-9 [VAN($)| € N. AulRerdem gilt nach Definition 3-20 $) €

HL\{0} und damit Theorem 6-1 auch VAN($) = T'. Also (i).
Zu (ii): Sei X < GFORM. Die Links-Rechts-Richtung ergibt sich direkt aus Theorem

5-11. Zur Rechts-Links-Richtung: Seien alle Y < X mit |Y| € N erfullbar. Wére X nicht
erfillbar, dann gabe es keine D, I, b, so dass D, I, b = X. Damit gilt nach Definition
5-10 X = "cp=¢Co' und X = "—(co=Cp)". Mit (i) gibtesdann Y, Z < X,sodass |Y]| € N
und YE "co=co' und |[Z] e Nund Z = "—(co=cCo)". Warenun D, I, b =Y u Z. Dann
ist (D, I) ein Modell und b eine Belegung fiir D. Sodann wére auch D, I, b = "¢o = ¢q'
und D, I, b = "—(co = )" und damit mit Theorem 5-4-(ii) D, I, b = "co=c¢o" und D, I,
b ¥ "co = co'. Widerspruch! Damit ist Y u Z nicht erfiillbar und es ist |Y u Z| € N, was

im Widerspruch zur Annahme steht. Also ist X erfullbar. o









7 Ruck- und Ausblick

Es wurde ein pragmatisierter Kalkil des natiirlichen SchlieRens entwickelt, fir den gilt:
(i) Jede Sequenz $ aus Annahme- und Folgerungssatzen ist keine Ableitung einer Aussa-
ge aus einer Aussagenmenge oder es gibt genau eine Aussage I' und eine Aussagenmenge

X, so dass $ eine Ableitung von I" aus X ist, wobei dies fiir jede Satzsequenz ohne Rick-

griff auf metasprachliche Kommentarmittel feststellbar ist. (ii) Die klassische modelltheo-
retische Konsequenzrelation fir die erste Stufe ist dquivalent zu der Konsequenzrelation
fiur den Kalkil. Dabei wurde der Bezug auf die Sprache L fix gehalten, wobei L aller-
dings eine beliebig, aber fest gewahlte Sprache mit bestimmten Eigenschaften ist: Die
Entwicklung des Kalkils und seiner Metatheorie lasst sich also auf alle entsprechenden
Sprachen (bertragen.

Wir gehen davon aus, dass dieser Kalkdl geeignet ist, die Behauptung plausibilisieren,
dass sich gangige Folgerungspraxen unter alleinigen Ruckgriff auf Regelwerke etablieren
bzw. erschlieBen lassen, wobei bei der Ausiibung dieser Praxen keine metasprachliche
Begleitpraxen (etwa kommentierender Art) notig sind. Konfessorisch: Folgern in einer
Sprache besteht im Vollzug von (regelgeleiteten) Redehandlungen in dieser Sprache und
nicht im Vollzug von Redehandlungen in dieser Sprache und begleitenden metasprachli-
chen Redehandlungen. Kurz: Ableiten in einer Sprache ist Redehandeln in dieser Spra-
che. Diese Thesen sind philosophisch zu substantiieren.

Sodann sind weitere metatheoretische Untersuchungen angebracht, etwa eine Auswei-
tung des Vollstandigkeitsresultats fur Giberabzéhlbare Sprachen und eine genauere Unter-
suchung des Zusammenhangs der einzelnen Kalkilregeln — exemplarisch: In welchem
Sinne sind die logischen Operatoren interdefinierbar? Sodann ist zu untersuchen, inwie-
weit sich der hier verfolgte Ansatz ausbauen lasst, um Redehandlungsregeln fur das axi-
omatische Setzen, das Definieren, das Konstatieren, das Anziehen von Aussagen als
Grinden, den Umgang mit Kennzeichnungen, modalen Operatoren etc. zu entwickeln.
Ferner ist zu prufen, inwieweit sich das Ableiten im Kalkil durch zuléssige Regeln hand-
licher gestalten lasst. Last but not least ist eine propédeutische Fassung des Kalkdls vor-
zulegen, mit der gleichzeitig auch demonstriert werden sollte, dass sich Verfugbarkeitsre-
de und Kalkuilregeln fur reine Anwendungszwecke auch ohne Ruckgriff auf genuin

mengentheoretisches Vokabular entwickeln lassen.
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