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Dans de nombreux systemes biologiques on trouve des structures arborescentes et bifurquantes comme
les arbres, les fougeres, les escargots, le systeme vasculaire, etc. Tous ces systemes se distinguent par une
invariance d’échelle et se comportent donc quasiment comme des systemes auto-similaires. Est-ce par
soucis d’optimisation qu’une telle symétrie a été retenue par la nature? Quels sont les comportements
dynamiques et acoustiques de tels systemes auto-similaires? Afin de donner une réponse il faut tout
d’abord comprendre le role de auto-similarité dans les comportements dynamiques comme la propaga-
tion d’ondes. Faute d’approches définitives qui décrivent la physique de systémes auto-similaires, nous
introduisons un modele simple d’une chaine linéaire quasiment continue ayant une distribution auto-
similaire de ressorts qui relient des masses ponctuelles. Dans notre modele la densité d’énergie élastique
est une fonction exactement auto-similaire. L’équation du mouvement fournit une version auto-similaire
de Popérateur de Laplace dont le spectre des valeurs propres (la relation de dispersion) est une fonction
de type Weierstrass-Mandelbrot. Cette fonction est exactement auto-similaire et est de plus une fonction
fractale non-différentiable.

En outre, il s’avere que dans le cas limite d’un milieu continu notre Laplacien adopte la forme d’intégrales
fractionnaires. Dans ce cas la densité de vibrations révele une loi de puissance pour les basses fréquences
avec un exposant strictement positif qui indique I'annulation de la densité de vibrations a la fréquence
zéro. Pour de plus amples détails nous renvoyons le lecteur & notre article récent [2].

1 Introduction 2 Le modéle auto-similaire

Ce fut dans les années soixante-dix du siecle der- 2.1 Définition du probléme
nier que Benoit Mandelbrot déclencha une révolution
scientifique en développant sa Géométrie Fractale [1].
Toutefois, les origines de cette discipline remontent au
moins jusqu’au 19éme siécle [3]. Depuis lors, les appli-
cations des structures fractales se développent de plus
en plus, citons par exemple les antennes fractales [4, 5].
En outre, des réseaux de type Sierpinski révelent des
caractéristiques vibratoires intéressantes [6].

Tandis que les systemes fractals et auto-similaires
sont déja un sujet d’études bien établi dans de nom-
breux domaines de la physique, ils suscitent aussi de plus
en plus d’interét en mécanique analytique et dans les

Avant de présenter le modele physique, il nous faut
détailler quelques notions-clés que nous avons intro-
duites. Un systéme physique (dynamique) qui présente
un comportement spatial “auto-similaire” dispose de
fonctions caractéristiques (comme p. ex. son Hamilto-
nien) qui refletent cette proprieté comme symmetrie
d’échelle. Afin de prendre en compte l'auto-similarité
dans un modele physique, il nous faut définir ce que
veut dire “auto-similaire”. Nous disons que ¢ est une
fonction auto-similaire si elle satisfait [2]

sciences de 'ingénieur. Il faut se rendre compte qu’il y a ¢(Nh) = N6¢(h) (1)
encore une large méconnaissance de l'impact de 1’auto- pour tout & > 0, mais uniquement pour une valeur de
similarité en tant que symétrie sur les comportements N > 1 € R donnée (et par conséquent pour toutes les
physiques. Bien que quelques pas initiaux ont d’ores et puissances entiéres N*, s € Zg). Nous appelons (1) le
déja été effectués [6, 7, 8, 9, 10, 11], le developpement probleme ”affine” dont ¢ constitue une solution a trou-
d’'une mécanique fractale se fait attendre. Faute d’une ver. Une solution de (1) peut étre construite ainsi

théorie définitive, on cherche & établir des modeles de
sytémes auto-similaires qui soient a la fois pertinents et i §s s
autant que possible simples a analyser. L’objectif de cet ¢(h) = Z N7 f(N°h) (2)
article est précisément de développer un tel modele. s=Tee
ou f est n’importe quelle fonction pourvu que la série
(2) converge. Il convient parfois d’écrire (2) de maniere



plus compacte, soit
¢(h) = T (h)f(h) (3)

ot Ty (h) est un opérateur auto-similaire qui est défini
par

Iy = > N %Ay (4)
§=—00
avec

Anf(h) = f(Nh) ()

L’opérateur (4) remplit lui aussi la condition d’auto-
similarité ANTN =N 5TN. Nous soulignons le fait que
nous pouvons nous restreindre aux cas N > 1 (N € R)
et exclure le cas pathologique N = 1.

Il est important de préciser pour quelles fonctions
f(@t) la série (2) est convergente. On montre qu’une
fonction f(t) est admissible, si elle se comporte comme
(t>0)2

}E)% f(t) = Qg t* (6)
et
Jim f(t) = oo t? (7)

oll ag, Cse Sont des constantes non nulles ou des fonctions
du t dont les valeurs absolues sont bornées pour tout
t > 0. Les deux exposants «,3 € R peuvent prendre
des valeurs réelles, positives ou négatives avec 7 < a.
Pour une telle fonction f(t), la fonction ¢(h) de (2) est
convergente et donc existe si 'exposant § est tel que

B<i<a (8)

Le cas # = 0 comprend des fonctions bornées | f(¢)| < M
qui incluent les fonctions périodiques.

Si on construit une solution du probleme affin comme
en (2) on se rend compte que le probleme (1) n’a pas
de solution unique comme la considération suivante le
démontre. En posant

h= Nt = Nx 9)
ot n = floor(u) € Ly et u = {2 La function floor(u)

est le plus grand entier inférieur ou égal a w. Il s’ensuit
qu’on peut poser u = floor(u) + x(u) avec 0 < x(u) < 1
le reste non-entier, qui est égal a 0 si u est un entier, et
positif dans le cas contraire.

Avec cette relation (presque banale) il s’ensuit que
nous pouvons écrire une fonction ¢(h) respectant (1)
sous la forme

6(h) = S(N"NY) = N'6(N¥), 0<y <1  (10)

Cette relation peut étre réécrite, en utilisant N =
hIN~X, sous la forme

¢(h) = R N"X$(NX), 0< x < 1 (11)

Il s’ensuit que toutes les valeurs de ¢(h) peuvent
étre recontruites pour les valeurs de ¢ dans U'intervalle
1 < NX < N (puisque 0 < x < 1). Autrement dit : une
fonction ¢(h) remplissant (1) est uniquement définie
par ses valeurs dans l'intervalle 1 < h < N et peut étre
reconstruite par (11). Suite & cette observation nous
précisons le probleme comme suit :

Il existe une fonction ¢(h) unique qui respecte (1)
(avec N > 1 et § € R donnés fizes) et qui prend dans
Uintervalle 1 < 7 < N des valeurs prescrites par une
fonction v(T) quelconque

¢(r)=v(r), 1<7T<N (12)

La solution unique de ce probléme est pour, tout h >
0, reconstruite & partir de ses valeurs (12) en utilisant

(11)

H(1) = h°N=%y(7), 1<T=NX<N (13)

Nous soulignons que 'ajout de (12) a la condition

d’auto-similarité (1) rend sa solution unique. Nous pou-

vons également exprimer & 1’aide d’une série (2) en in-

troduisant la fonction v(7) non nulle uniquement dans
Pintervalle 1 < 7 < N. Nous pouvons donc écrire

¢(h = N"1) = i N%%y(Ntnr) (14)

S=—00
ou seul le terme s = —n est non nul. La série prend donc
la forme

o(h) = N°"v(1) = h® N~ Xy(7) (15)

en accord avec (13). Cette inférence démontre bien qu’il
y a une solution ¢(h) unique pour notre probléme ”af-
fine”, alors qu’il n’y a ni une série (2) unique pour
réprésenter ¢(h) ni une fonction unique f pour la
construire. C’est & dire que la solution unique ¢(h)
ne donne pas de fonction unique f pour engendrer
(2). Autrement dit : L’opérateur auto-similaire intro-
duit ci-dessus (4) et qui engendre la série (2) n’est pas
inversible. Avant de nous consacrer au modele phy-
sique d’une chaine linéaire auto-similaire, d’apres les
définitions données dans ce paragraphe, nous remar-
quons que la simplicité de leur genese ne permet pas
de conclure quant aux comportements simples de ces
fonctions. C’est notamment vrai en ce qui concerne le
comportement en quelque sorte “sauvage” de (15) dans
le cas limite h — 0. Sans présenter plus de détails on
se rend facilement compte que, pour § < 1, la fonction
¢(h) de (15) n’est pas différentiable par rapport a h en
h=0.

3 Le modele physique

Grace a la maniere simple de construire des fonctions
auto-similaires on est capable de cerner l'influence de
l'auto-similarité dans la dynamique du systéeme. Dans
le modele de la chaine linéaire proposé dans [2], 'auto-
similarité est introduite a partir de I’'Hamiltonien

H = ;/: (4(z,t) + V(z,t, b)) dz (16)

En se référant a (2) l'énergie élastique V(z,t,h) est
construite de la maniere suivante !

V(b ) = STn(h) [(u(,0) —ula + b, 1))

+(u(z,t) —ulz — h, t))ﬂ
(17)

1. Le facteur supplémentaire 1/2 évite un double comptage.




ot Ty (h) est I'opérateur auto-similaire (4).
L’énergie élastique remplit donc la condition d’auto-
similarité par rapport a h, soit

An(h)V(z,t,h) = V(z,t, Nh) = N°V(z,t,h)  (18)

Le fait que 1’énergie élastique est une quantité fi-
nie entraine l'exigence de la convergence de (17). On en
déduit que l'exposant § doit vérifier la contrainte [2]

0<d<2 (19)

Pour établir (19) on a également utilisé le fait
que u(x,t) est Fourier-transformable. La condition (19)
détermine lintervalle ou D’énergie élastique (17) est
définie. L’équation de mouvement s’obtient par

9%u o0H
—_— = —— 20
ot? ou (20)
ou ¢./éu indique une dérivée fonctionnelle) soit
NS5 indi dérivée f . 1 .
82'& - —IJs
(21)
—u(:ﬂ—f—th,t)—u(x—th,t)}
0%y
ﬁ = A(J,N,h)u(xat)

olt A(s,n,n) désigne un Laplacien auto-similaire.

Il semble que cette approche puisse constituer le
point de départ d’une théorie générale de la propaga-
tion d’ondes dans des milieux auto-similaires.

Le but est ensuite de déterminer la relation de dis-
persion obtenue a partir des valeurs propres (négatives)
du Laplacien semi-négatif défini dans (21). On utilise
le fait que le champ u(z,t) est Fourier-transformable et
que la fonction exponentielle e*** est fonction propre du
Laplacien. En écrivant

u(z,t) = % /00 a(k,t)e**dk (22)

— 00

on en déduit que les amplitudes de Fourier @(k,t) satis-
font

82ﬂkt— 02 (k) a(k,t 23
ﬁ(’)__()“(’) (23)

On obtient donc avec @?(k) = w?(kh) la relation de
dispersion

khN?

w?(kh) =4 i N~ sin?( ) (24)

$§=—00

La série (24) décrit une fonction de type Weierstrass-
Mandelbrot qui est continue et qui est pour 0 <
d < 1 non-différentiable [1, 16]. La fonction de

Weierstrass-Mandelbrot satisfait toujours la condition
d’auto-similarité (24), soit

w?(Nkh) = N° w?(kh) (25)

sur la totalité de son intervalle de convergence (19).

On souligne le fait que seuls les exposants ¢ situés
dans lintervalle (19) sont admissibles pour que I'Hamil-
tonien défini par (16) constitue un probléme bien posé.
11 a été démontré par Hardy [16] que si

0<d<1 (26)

alors la fonction de Weierstrass-Mandelbrot (24) est
aussi une courbe fractale de dimension fractale D =
2 — 0 > 1 (dimension de Hausdorff). Les figures 2-
4 montrent les courbes de dispersion pour des valeurs
décroissantes de § dans lintervalle 0 < § < 1. On ob-
serve que la décroissance de ¢ induit une croissance de
la dimension fractale D. Plus la dimension fractale aug-
mente, de la figure 2 a la figure 4, plus le comportement
des courbes devient ératique. Dans la figure 4, la dimen-
sion fractale D = 1.9 est déja pres de la dimension 2 du
plan. Par contre, la figure 1 correspond avec § = 1.2 &
un cas non-fractal.

Afin d’évaluer (24) approximativement il convient de
remplacer la série par une intégrale en utilisant l’ap-
proximation quasi-continue (en supposant N = 1 + ¢,
e > 0 étant suffisamment petit, avec € =~ In N). Dans
le cadre de cette approximation on trouve pour |k|h
suffisamment “petit” (h > 0), c’est & dire en basses
fréquences, que

C (27)
ott (|k|h)? doit étre de I'ordre de grandeur de € ou plus
petit. La relation de dispersion est donc caractérisée,
dans la limite des basses fréquences, par une loi de puis-
sance de la forme de @(k) ~ Const |k|*/2. La constante
C' qui est introduite dans (27) est donnée par 'intégrale

sz/mmdr (28)
0
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laquelle existe uniquement si § est dans U'intervalle (19).
Dans ce cas limite, on obtient la densité modale par [2]

1 d|k|

plw) = 227T dw

qui est normalisée de sorte que p(w)dw compte le nombre

de modes oscillants, c’est a dire la multiplicité des ondes

qui se propagagent a une certaine fréquence, laquelle se

trouve dans l'intervalle [w, w+dw]. On obtient également
pour la densité une loi de puissance sous la forme

(29)

o) = o (£) 7wt (30)

ol ¢ est toujours dans lintervalle (19). On observe
donc que la puissance % — 1 est restreinte a 'intervalle
0 < %— 1 < oo pour 0 < § < 2. En particulier, on
trouve I'annulation de la densité pour une fréquence
nulle p(w — 0) = 0. On ose penser que ce comporte-
ment, de méme que la loi d’échelle de la forme (30),
est une caractéristique fondamentale des systemes dy-
namiques sans échelles valide bien au-dela du présent
modele.



FIGURE 1 — Relation de dispersion w?(kh) en unités
arbitraires avec N = 1.5 et § =1.2

w?(kh)

kh

FIGURE 2 — Relation de dispersion w?(kh) en unités
arbitraires avec N = 1.5 et § = 0.7

?(kh)

kh

FIGURE 3 — Relation de dispersion w?(kh) en unités
arbitraires avec N = 1.5 et 6 = 0.5

kh

FIGURE 4 — Relation de dispersion w?(kh) en unités
arbitraires avec N = 1.5 et 6 = 0.1

4 Conclusion

Nous avons construit des fonctions et des opérateurs
ayant des propriétés auto-similaires en utilisant des fonc-
tions classiques. Par cette méthode il est possible de
construire une sorte de Laplacien auto-similaire et par
suite 'opérateur d’Alembertien. A 'aide de cet outillage
on en déduit une équation du mouvement qui décrit
la propagation d’ondes dans une chaine auto-similaire.
Nous pensons que ce modele est 'un des plus simples qui
prenne en compte I’aspect auto-similaire d’un milieu. En
outre on a démontré dans [2] la correspondance entre
notre modele et le calcul fractionnaire [9] afin d’aborder
des problemes physiques de propagation d’ondes dans
des milieux fractals.

Nous espérons que notre modele pourra fournir un
point de départ pour une théorie plus générale de la
propagation d’ondes dans des milieux auto-similaires et
fractals.
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