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RESUME : Le développement et l’utilisation des systèmes Kanban a contribué au succès des approches Juste à Temps 
(JàT) dans l’industrie. Cependant, si dans un environnement ou la demande reste stable, il apparait que le Kanban tra-
ditionnel est efficace, une variation de cette même demande va conduire à rendre l’utilisation d’une boucle Kanban 
insuffisante. D’autre part, dans le cadre du concept Système Contrôlé par le Produit (SCP), le produit permet de véhi-
culer et de transmettre de l’information qu’une boucle Kanban traditionnelle n’est pas capable d’exploiter. D’autre, 
part, très rapidement, l’utilisation des Réseaux de Petri (RdP) pour modéliser le fonctionnement des boucles Kanban a 
semblée une approche intéressante. L’objectif de ce travail est d’étudier la possibilité d’exploiter les relations analy-
tiques intrinsèques aux RdP afin d’améliorer le contrôle d’une boucle Kanban en exploitant des données temps réelles 
en provenance du processus ou du produit. Pour cela, une commande par descente du gradient est utilisée.  
 
MOTS-CLES :  boucle Kanban, réseau de Petri, descente du gradient, système contrôlé par le produit, Juste à Temps, 
contrôle. 
 
 

1 INTRODUCTION 

 
L’origine du Juste à Temps (JàT) remonte au courant des 
années soixante, plus particulièrement dans l’industrie 
Japonaise (Sugimori et al., 1977 ; Monden, 1981 ; Di 
Mascolo et al. 1991). Le principe de fonctionnement du 
JàT consiste à produire un bien ou un composant seule-
ment à l’instant ou l’on en a besoin (Béranger, 1987).  
 
La mise en place d’une approche JàT est souvent réalisée 
par l’intermédiaire d’un système kanban. Dans un sys-
tème kanban, une carte kanban est attachée à chaque 
produit. Dans ce cadre, l’utilisation d’une pièce produite 
libère la carte kanban qui lui est attachée et qui va être 
attachée à une nouvelle pièce qui reste à produire. Cette 
libération de carte kanban induit un nouvel ordre de fa-
brication. Nous nous trouvons alors dans un système de 
flux tiré. Un système kanban est généralement divisé en 
plusieurs étages ou mailles (Di Mascolo et al., 1991). 
 
Les systèmes JàT ont originellement été conçus pour des 
environnements de production déterministes présentant 
une demande stable et des temps de processus constant. 
Dans ce cadre, les systèmes JàT présentent des perfor-
mances optimales (Moore et Gupta, 1996) et le système 
Kanban traditionnel possède un nombre de cartes qui 
circulent dans le système constant. Il est démontré qu’un 
tel Kanban est efficace dans le contexte d’un environne-
ment à demande et délais de fabrication stables. Dans un 
environnement instable (variabilité importante de la de-
mande par exemple), un tel système kanban devient ina-
dapté et il est nécessaire de le modifier. Pour cela, deux 
grandes approches existent. Il est possible de modifier le 

nombre de cartes kanban présentes dans le système ou 
encre de modifier leur taille. On obtient alors le kanban 
dynamique (Tardif et Maasiedvag, 2001 ; Shahabudeen 
et Sivakumar, 2007).  
 
Les récents progrès dans le domaine des technologies 
d’identification automatique (Auto-ID), comme par 
exemple l’identification par radiofréquence (RFID-Radio 
Frequency Identification), rendent envisageable leur uti-
lisation au profit de la production en permettant la col-
lecte, le stockage et la communication d’informations 
précises et en temps réel (Klein, 2008). Le produit, ou un 
élément du système physique (le Kanban, par exemple) 
instrumenté à l’aide des technologies RFID deviendrait 
« actif ». Le concept de « système contrôlé par le produit 
» (SCP) est considéré comme une manière différente de 
voir le contrôle d’un atelier ou, d’une manière générale, 
des flux physiques de produits et de matières. Selon ce 
concept, le produit peut porter, de manière permanente et 
continue (ou discontinue), des informations. Il peut aussi 
en donner à et/ou en capter de son environnement immé-
diat. Il peut enfin sur la base de ces informations, et fai-
sant suite à un traitement qu’il opérerait lui-même, 
prendre des décisions relatives à son propre devenir et 
les faire appliquer par les éléments constitutifs de son 
environnement (Thomas, et al., 2009). Il semble donc 
envisageable qu’une telle approche permettent de collec-
ter des informations permettant de contrôler en temps 
réel le système kanban.  
 
D’autre part, depuis longtemps, les réseaux de Petri 
(RdP) ont montré qu’ils étaient utiles pour l’étude des 
systèmes à événements discrets (SED) et même des sys-
tèmes dynamiques hybrides (SDH) (Cassandras, 1993, 
Zaytoon et al. 1998 ; Lefebvre et Thomas, 2005), du fait 
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qu’ils associent une représentation graphique intuitive à 
des expressions analytiques (Brams, 1983 ; Brauer et al., 
1986 ; Murata, 1989). De ce fait de nombreux algo-
rithmes utilisant la théorie de RdP ont été construits pour 
le contrôle des SED et des SDH. La modélisation de 
systèmes Kanban à l’aide de RdP ne fait pas exception. 
En effet, de nombreux modèles de systèmes kanban ex-
ploitant les RdP (Jain et al. 2006), les RdP temporisés 
(Di Mascolo et al., 1991 ; Panayiotou et Cassandras, 
1999 ; Giua et al., 2002 ; Bohez, 2004 ; Seeluangsawat 
et Bohez, 2004), les RdP Stochastiques (Nakashima et 
Gupta, 2003) ou les RdP colorés (Moore et Gupta, 1996 ; 
1999 ; Mohanty et al., 2003 ; Desrochers et Pia Fanti, 
2005 ; Ullah et Bohez, 2008a,b) ont été proposés.  
 
Lorsque les dynamiques d’un système physique sont 
nombreuses, sa modélisation par un RdP discret (ordi-
naire, temporisé ou coloré) est décrite par un nombre 
important de marques. Il s’ensuit un nombre des mar-
quages accessibles trop grand. Pour pallier à cette diffi-
culté, David et Alla (1992) ont proposé d’utiliser des 
RdP continus à vitesse variables (RdPCV). De surcroit, 
des méthodes de transformation des RdPT en RdPCV et 
vice et versa ont été proposées (David et alla, 1992).  
 
D’autre part, de nombreux résultats ont été établis avec 
les RdPCV pour la commande des systèmes de produc-
tion (Ghabri, 1995 ; Amrah et al., 1996 ; Hanzalek, 
2003 ; Silva et Recalde, 2003 ; Lefebvre et al., 2004). De 
par la portée des résultats obtenus, cette approche appa-
raît comme une alternative intéressante à la commande 
discrète des SED (Lefebvre et Thomas, 2002).  
 
La contribution principale de ce travail va donc être 
d’étudier la possibilité de transformer des modèles RdPT 
de systèmes kanban en RdPCV et d’exploiter une straté-
gie de commande des flux dans les RdPCV basée sur la 
propagation du gradient dans le réseau (Lefebvre et al. 
2004).  
 
Nous allons maintenant rappeler succinctement le fonc-
tionnement des RdPT et des RdPCV en définissant les 
notations utilisées. Dans une troisième partie, nous al-
lons présenter le modèle de système kanban que nous 
allons utiliser et nous en construirons l’équivalent à 
l’aide d’un RdPCV. Nous poursuivrons en présentant 
succinctement la stratégie de commande que nous em-
ploierons dans la partie 5 où nous présenterons les résul-
tats avant de conclure.  

2 RESEAUX DE PETRI 

 
Un RdP avec n places et p transitions est défini par le 
quintuplet < P, T, Pre, Post, M0 > où P={P i} i=1,…,n est un 
ensemble de places, T={T j} j=1,…,p est un ensemble de 
transitions, tels que P ∩ T = ∅ (Brams 1983, Murata 
1989). ℕ  est défini comme l'ensemble des entiers natu-
rels. Pre : P × T → ℕ  est l'application de pre-incidence: 
Pre (Pi, Tj) est le poids de l'arc reliant la place Pi à la 

transition Tj et WPR = ( wPR
ij ) i=1,…,n, j=1,…,p ∈ .n p

ℕ  avec 
wPR

ij = Pre (Pi, Tj) est la matrice de pre-incidence. Post : 
P × T → ℕ  est l'application de post-incidence : Post (Pi, 
Tj) est le poids de l'arc reliant la transition Tj à la place Pi 

et WPO = ( wPO
ij ) i=1,…,n, j=1,…,p ∈ .n p

ℕ  avec wPO
ij = Post 

(Pi, Tj) est la matrice de post-incidence. La matrice d'in-
cidence W du RdP est définie par .n p

PO PRW W W= − ∈ℕ . 

Soit M(t) = (mi(t))i=1,…,n ∈ n
ℕ  le vecteur de marquage à 

l'instant t et M0 ∈ ℕ  n le vecteur de marquage initial. °Tj 
(resp Tj° ) correspond à l'ensemble des places d'entrée 
(resp. l'ensemble des places de sortie) de Tj. Une sé-
quence de franchissement est définie comme une suite 
ordonnée de transitions qui sont successivement fran-
chies à partir du marquage M jusqu'au marquage M’ . 
Une telle séquence est usuellement représentée par son 

vecteur caractéristique X = (xj)j=1,…,p ∈ p
ℕ  où xj corres-

pond au nombre de franchissements de la transition Tj. 
 

' .M M W X= + . (1) 
 
Le vecteur X est calculé en appliquant les règles de fran-
chissement qui dictent la dynamique du RdP. Dans les 
RdP autonomes sans conflit, les composantes xj de X 
sont calculées par l'équation suivante : 
 

min
i j

i
j PRP T

ij

m
x fix

w∈°

  
 =    

  
. (2) 

 
où fix(.) correspond à la partie entière de (.). 
 
2.1 Réseaux de Petri temporisés RdPT 

 
Deux types de RdP temporisés existent. Les RdP T-
temporisés et les RdP P-temporisés (David et Alla, 
1992). Dans ce papier, seul les RdP T-temporisés 
(RdPT) sont utilisés. Un RdPT est défini par le couple 
<PN, Tempo> tel que PN est un RdP ordinaire marqué et 
tempo est une application de l’ensemble T des transitions 
dans +

ℝ  ( +
ℝ  représente l'ensemble des réels non néga-

tifs). Tempo(Tj) = dj représente la temporisation associée 
à la transition Tj. 
 
2.2 Réseaux de Petri continus RdPCV 

 
Un RdP continu est une extension des RdP, déduite d'un 
réseau de Petri discret temporisé sur les transitions 
(RdPT) (Ramchandani, 1973). Les RdP continus ont été 
développés pour établir des approximations continues du 
comportement discret des SED (David et Alla, 1992). Un 
RdP continu avec n places et p transitions est défini par 
le couple < PN, Xmax > ou PN est un réseau de Petri et 

Xmax = (xmax j)j=1,…,p ∈ 
p+

ℝ  est le vecteur des fréquences 
maximales de franchissement. Le marquage mi(t) ∈ +

ℝ  
de chaque place Pi, i = 1,…,n, a une valeur réelle non 
négative et le franchissement de chaque transition est un 
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processus continu. Soit X(t) = (xj(t))j=1,…,p ∈ 
p+

ℝ  le vec-
teur des fréquences de franchissement à l'instant t. La 
dynamique du marquage est donnée par (3) : 
 

)t(X.W
dt

dM(t) = . (3) 

 
Parmi les extensions de RdP continus, les RdP continus 
avec des vitesses variables (RdPCV) sont la meilleure 
approximation continue des RdPT (David et Alla, 1992). 
Les composantes du vecteur M(t) sont des fonctions con-
tinues du temps, et les composantes du vecteur X(t) dé-
pendent continûment du marquage des places : 
 

max( ) . ( )j j jx t x tµ=  (4) 

 
avec : 
 

( ) min ( ( ))j it m t
P Ti j

µ =
∈�

 (5) 

 
(Un bouclage Une self-loop) est usuellement associée à 
chaque transition Tj pour limiter le nombre de franchis-
sements simultanés. 
 
2.3 Représentation dans l’espace d’état 

 
L'équation (5) présente des commutations dues à la fonc-
tion "min", et (4) fait apparaître des produits entre le 
vecteur d'état et le vecteur des entrées. Pour ces raisons, 
les RdPCV ne peuvent être décrits à l'aide d'un modèle 
d'état linéaire. En revanche, une représentation bilinéaire 
par morceaux peut en être donnée (Lefebvre et al., 
2003). 
 
L'ensemble des transitions T est divisé en 2 sous en-
sembles disjoints TC, et TNC tels que T = TC ∪ TNC. TC est 
l'ensemble des transitions commandables et TNC celui des 
transitions non commandables. On peut définir une ma-
trice de permutation D telle que : 
 

1 ( )
. ( )

( )
C

NC

X t
D X t

X t
−  

=  
 

 (6) 

 

où ( )
d

CX t +∈ℝ  et ( )
p d

NCX t
−+∈ℝ  sont respectivement 

les vecteurs des fréquences de franchissement des transi-
tions commandables et non commandables. Le vecteur 

des entrées de commande U(t) = Xmax C (t) ∈ 
d+

ℝ  cor-
respond aux fréquences maximales de franchissement 
des transitions commandables. (les fréquences maxi-
males des transitions non commandables Xmax NC sont 
supposées constantes). Le vecteur des entrées est con-
traint 0 ≤ U(t) ≤ Umax pour limiter les fréquences de fran-
chissement à un intervalle positif et borné. Les compo-

santes du vecteur des sorties Y(t) ∈ 
e+

ℝ  sont définies 
comme des sommes pondérées de sous ensembles de 

places qui sont supposées mesurables. Soit 
.

1,..., ; 1,...,( ) e n
i e i nQ qα α = == ∈ℝ  une matrice de projection 

dont les termes sont tous non négatifs. L'équation (3) 
peut être réécrite : 
 

( )
. ( ) . ( )

( ) . ( )

NC NC C C

dM t
W X t W X t

dt
Y t Q M t

= +

=
 (7) 

 
Plusieurs phases apparaissent successivement dans la 
réponse temporelle du RdPCV. Chaque phase ϕ est ac-
tive pendant la durée qui sépare deux commutations suc-
cessives des opérateurs « min » dans (5) et correspond à 
une configuration particulière de ces opérateurs caracté-

risée par les p fonctions de classification fj ( )jT T°∀ ∈  : 

 

{ }: 1,...,

( ) ( ( )) telle que ( ) ( )

n

j

j

j f j

f n

M t f M t m t tµ

+ →
→ =

ℝ
 (8) 

 
Chaque fonction fj spécifie la place d'entrée de Tj de mar-
quage minimal. Au cours de chaque phase ϕ il existe une 
relation constante entre les composantes des vecteurs 
XC(t) et M(t) ainsi que XNC(t) et M(t) que l’on peut ex-
primer sous forme scalaire à l’aide des fonctions fj ou 
sous forme vectorielle à l’aide de familles de vecteurs 

lignes { }1.
( ) 0,1

n

jA ϕ ∈  et { }1.
( ) 0,1

n

jB ϕ ∈  constants sur 

chaque phase mais qui varie d’une phase à la suivante : 
 

 

 max

( ) ( ). ( ). ( ), 1,...

( ) . ( ). ( ), 1,...
C j j j

NC j NCj j

x t u t A M t j d

x t x B M t j p d

ϕ
ϕ

= =
= = −

 (9) 

 
L’équation (7) peut être transformée sous forme vecto-
rielle : 
 

max
1 1

( )
( ). . ( ) . . ( ) . ( )

( ) . ( ), 1,2,...

j j j

p dd

j C j NC NC j
j j

dM t
u t W A x W B M t

dt

Y t Q M t

ϕ ϕ

ϕ

−

= =

 
= + 
 

= =

∑ ∑

 (10) 
 
en désignant par 

jCW  les colonnes de la matrice WC et 

par 
jNCW  celles de WNC, (10) est une représentation bili-

néaire par morceaux du RdPCV (3) (Lefebvre et al., 
2004). Chaque phase est caractérisée par une famille de 
matrices .. ( )

j

n n
C jW A ϕ ∈ℕ  associée aux transitions 

commandables et .. ( )
j

n n
NC jW B ϕ ∈ℕ  associée aux transi-

tions non commandables. 
 

3 MODÈLES RDP DE SYSTÈMES KANBAN 

 
Comme présenté dans l’introduction, de nombreux mo-
dèles de systèmes kanban utilisant les réseaux de Petri 
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ont été proposés. Dans le cadre de ce papier, un modèle 
RdPT proposés par Di Mascolo et al. (1991) est plus 
particulièrement étudié. Il est cependant notable que 
l’approche proposée peut être appliquée à tout modèle 
utilisant des RdPT et même à la plupart des modèles 
utilisant des RdP Colorés car il est toujours possible, à 
partir d’un RdP coloré, d’en construire un modèle équi-
valent à l’aide de RdPT (Jensen, 1996). 
 
Le système kanban considéré suit les hypothèses sui-
vantes : 
- chaque étage est constitué d’une installation unique 

comprenant une ou plusieurs machines identiques, 
- chaque étage a, au plus, un étage prédécesseur et un 

étage successeur,  
- le système produit un et un seul type de pièces,  
- la taille de tous les kanbans est la même, 
- quand un kanban est détaché d’une pièce utilisée par 

l’étage suivant, il est immédiatement disponible (pas 
de délai) pour être attaché à une pièce de l’étage pré-
cédent.  

 
Le fonctionnement d’un tel système peut être décrit par 
la figure 1 qui se focalise sur l’étage i et présente les flux 
de produits et de kanban entre les étages i-1, i et i+1 .  
 

 
Figure 1 : Liens entre les différents étages 

 
Un tel système kanban est modélisé par Di Mascolo et 
al. (1991) à l’aide du RdPT présenté figure 2.  
 

 
Figure 2 : Modèle RdPT pour un système kanban à 2 

étages 
 
Si on considère l’étage i (figure 1). Chaque kanban peut 
se trouver dans trois états distincts :  
- il est libre est il attend d’être attaché à une nouvelle 

pièce de l’étage i-1,  
- il est attaché à une pièce qui se trouve dans le process 

de production, 
- il est attaché à une pièce présente dans le stock de 

sortie. 
 

De ce fait, dans le modèle RdPT (figure 2), ces trois états 
sont représentés par trois places dénotées respectivement 
Fi, I i, et Oi. Le nombre de jetons dans la place I i repré-
sente le nombre de pièces dans le process de production. 
Le nombre de jetons dans la place Oi représente le 
nombre de pièces présentent dans le stock de sortie 
quand celui dans Fi représente le nombre de cartes kan-
bans libres. La transition Ti placée entre les places I i, et 
Oi est une transition temporisée dont le délai di repré-
sente le temps opératoire de l’étage i. Le nombre de je-
tons dans la place Ni corresponds au nombre de ma-
chines identiques présentes dans l’étage i. La transition τi 
représente la synchronisation entre les étages i et i+1 . 
Cette transition est une transition immédiate. 
 
Le RdPT présenté figure 2 correspond au cas où la de-
mande et l’approvisionnement sont supposés infinis. Di 
Mascolo et al. (1991) ont proposé diverses variations sur 
ce même modèle pour prendre en compte, une demande 
limitée, un approvisionnement limité ou encore des de-
mandes perdues. Seul ce premier modèle sera exploité ici 
afin de simplifier la présentation et la compréhension du 
papier.  
 
Notre objectif est ici de piloter le système kanban consi-
déré en utilisant son modèle RdP et en exploitant des 
techniques de contrôles des RdPCV. Pour ce faire, il est 
nécessaire de convertir le modèle RdPT présenté figure 2 
en son modèle équivalent RdPCV. Le passage d’un 
RdPT à un RdPCV est toujours possible et pour ce faire 
le modèle doit subir quelques transformations (David et 
Alla, 1992).   
 
La première difficulté à résoudre pour transformer le 
RdPT de la figure 2 en un RdPCV est que les transitions 
τ0, τ1 et τ2 ne sont pas temporisées mais sont des transi-
tions immédiates. Pour résoudre cette première difficulté 
deux approches peuvent être utilisées. La première est de 
considérer ces transitions non pas comme immédiates 
mais comme étant temporisées avec un délai court. 
L’autre approche est de considérer que puisque ces tran-
sitions sont immédiates, tout jeton dans la place Oi va 
immédiatement passé dans la place I i+1. Il est donc pos-
sible de confondre ces deux places ce qui permet de ne 
conserver que les transitions temporisées. Cette deu-
xième approche, plus concise, sera employée ici.  
 

 
Figure 3 : Modèle RdPCV du système kanban considéré 
 
Ceci fait, toutes les transitions présentes dans le modèle 
sont bien temporisées et il est possible d’appliquer les 

Carte kanban libre

Pièces

Pièces + carte kanban

Flux kanban

Flux physique

Étage i-1 Étage i Étage i+1

F1

I1 O1

N1

T1

d1

ττττ0

F2

I2 O2

N2

T2

d2

ττττ1 ττττ2

0

2

1

F1

O1 I2

N1

T1

xmax 1

0

3

1

F2

O2 I3

N2

T2

1
N2

T3

xmax 2 xmax 3



MOSIM’10 - 10  au 12 mai 2010 - Hammamet - Tunisie 

méthodes de transformations. Dans ce cadre, tous les 
marquages discrets des places doivent être remplacés par 
un marquage continu. D’autre part les délais associés à 
chacune des transitions temporisées du RdPT permettent 
de déterminer les vitesses maximales de franchissement 
des transitions du RdPCV par la relation : 
 

max

1
i

i

x
d

=  (11) 

 
Ces transformations nous permettent de construire de 
RdPCV de la figure 3 qui est une approximation du 
RdPT de la figure 2.  
 

4 COMMANDE DES VCPN 

 
La commande des flux avec les réseaux de Petri continus 
a été étudiée par de nombreux auteurs (Ghabri, 1995 ; 
Amrah et al., 1996 ; Hanzalek, 2003 ; Lefebvre et Tho-
mas, 2002 ; Silva et Recalde, 2003 ; Lefebvre et al., 
2003, 2004). La stratégie de commande employée ici est 
celle proposée par Lefevre et al. (2003) qui est inspirée 
des algorithmes d’adaptation des réseaux de neurones. 
Elle tire profit de la propagation du gradient au travers 
du graphe orienté sous jacent au VCPN pour minimiser 
le carré de l’erreur instantanée entre les sorties désirées 
et les sorties mesurées en modifiant les fréquences 
maximales de franchissement des transitions comman-
dables.  
 
Les algorithmes d'adaptation basés sur la propagation du 
gradient sont généralement obtenus en minimisant un 
coût scalaire qui mesure la distance entre la sortie désirée 
Yd(t) et la sortie mesurée Y(t) du système. Ces algo-
rithmes ont été utilisés avec succès pour l'identification 
et la commande des systèmes continus (Ljung, 1987). 
Nous allons présenter succinctement l’algorithme utilisé. 
 
4.1 Le régulateur 

 
Dans un souci de simplification, nous présenterons dans 
un premier temps le régulateur dans le cas mono sortie. 
L'erreur instantanée est définie par ε(k) = yd(k) - y(k), où 
yd(k) correspond à la sortie désirée à l'instant t = k.∆t, et 
y(k) correspond à la sortie mesurée du VCPN au même 
instant. Avec une méthode d'intégration numérique du 
premier ordre, on peut écrire : 
 

1

max
1

( ) ( 1) .( ( 1). . . ( )

. . . ( )). ( 1) 0

j

j j

d

j C j
j

p d

NC NC j
j

y k y k t u k QW A

x QW B M k k

ϕ

ϕ

=

−

=

= − + ∆ −

+ − >

∑

∑
 (12) 

 
Soit le coût scalaire v(k) : 
 

21
( ) ( )

2
v k kε= ∈ℝ  (13) 

 
L'actualisation à chaque nouvel échantillon de mesures 
du vecteur U(k) des entrées est obtenue en écrivant un 
développement en série de Taylor du coût v. Les termes 
de second ordre sont habituellement négligés dans l'éva-
luation de la matrice Hessienne, mais un petit terme po-
sitif λ.I est ajouté pour permettre l'inversion de la ma-
trice lorsqu'elle est singulière ou mal conditionnée. L'ac-
tualisation de l'entrée de commande est donnée par : 
 

1( ) ( ( ). ( ) . ) . ( ). ( ), 0TU k S k S k I S k k kδ λ ε−= − + ≥  (14) 

 
avec ( ) ( ) ( 1)U k U k U kδ = − − . ( ) dS k ∈ℝ  est le gradient 

de la sortie par rapport aux variations des entrées, calcu-
lées à l’instant .t k t= ∆ . 
 
L’algorithme de commande précédent peut être étendu 
au cas multi-sorties en considérant la fonction coût : 
 

2

1

1
( ) ( )

2

e

v k kα
α

ε
=

= ∈∑ ℝ  (15) 

 
en lieu et place de celui décrit par (13). Le développe-
ment en série de Taylor de (15) est utilisé pour actualiser 
le vecteur des entrées ( )U k  à chaque nouvel échantillon 

de mesures :  
 

1

1 1

( ) ( ( ). ( ) . ) . ( ( ). ( )
e e

TU k S k S k I S k kα α α α
α α

δ λ ε
−

= =

   = − +   
   
∑ ∑

 (16) 
 
où ( ) dS kα ∈ℝ  est le gradient de la sortie yα par rapport 

aux variations du vecteur U des entrées, calculé à 
l’instant .t k t= ∆ .  
 
Pour converger efficacement vers un minimum de la 
fonction coût, les algorithmes d’adaptation basés sur le 
calcul du gradient peuvent être itérés plusieurs fois sur 
chaque nouvel échantillon de mesure (Lefebvre et al., 
2004). Pour pouvoir utiliser cet algorithme, il reste à 
déterminer la valeur du gradient ( )S kα  utilisé dans (16). 

 
4.2 Calcul du gradient 

 
Le calcul du gradient revient à calculer la sensibilité de 
chaque sortie yα  par rapport aux variations des entrées 

de commande U. Le gradient doit être calculé en temps 
échantillonné pour pouvoir appliquer le résultat dans 
l’algorithme précédent.  
 
Soit ( )S kαγ  le gradient de la sortie yα  par rapport à 

l’entrée uγ  (i.e. la fréquence maximale de franchisse-

ment max cx
γ
). Le gradient ( )S kαγ  est calculé par une mé-
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thode du premier ordre en utilisant les fonctions de clas-
sifications jf  définies par (8) : 

 

max
1 1

( ) . . ( ) . . ( ) .
j j

pn

i i ij f
i j

j

s k q w k w x s k tαγ α γ γ γ

γ

δ µ
= =

≠

 
 = + ∆
  
 

∑ ∑  (17) 

 
où iqα  est l’élément de la iième ligne et αième colonne de la 

matrice Q. ( )s kαγδ  représente la variation du gradient 

( ) ( ) ( 1)s k s k s kαγ αγ αγδ = − −  entre les instants k-1 et k : 

 
( ) ( ) ( 1)

(0) 0

s k s k s k

s

αγ αγ αγ

αγ

δ = − −
 =

 (18) 

 

5 EXEMPLE 

 
Nous nous intéressons ici au pilotage du système kanban 
dont un étage est présenté figure 1 et qui est modélisé par 
le RdPT de la figure 2 (système kanban à 2 étages). Nous 
avons vu dans la partie 3 qu’il est possible de construire 
une approximation continue de ce modèle RdPT en 
exploitant les RdPCV et le résultat de cette 
approximation est le modèle représenté figure 3. La 
matrice d’incidence W de ce RdPCV est : 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 0

0 1 1

1 1 0

0 1 1

W

 
 
 
 
 

= − 
 −
 

− 
 − 

 (19) 

 
Les pièces entrent dans le système par l’intermédiaire de 
la transition T1. Les fréquences de franchissement sont 
limitées par le marquage des places Ni. La transition de 
sortie T3 permet de représenter la consommation des 
pièces finies par le système aval. Les transitions T1 et T2 
sont les deux transitions qui nous permettent de contrôler 
notre système quand la transition T3 correspond à la 
contrainte demande qu’il faut satisfaire. Le paramètre de 
réglage de l’algorithme de contrôle λ est 1λ =  et on 
choisit une période d’échantillonnage 0,0754t∆ = . En 
l’absence de commande, le système évolue librement 
selon :  
 

1 max 0 0 1

max 1 1 1 2

2 max 1 1 1 2

max 2 2 2

( ) .min( '' ( ), ' ( ))

.min( '' ( ), ( ), ' ( ))

( ) .min( '' ( ), ( ), ' ( ))

.min( '' ( ), ( ))

' ( ) ( ) 3 ( ) 1,2

'' ( ) '' (0) 1 1,2,3
i i i i

j j

m t x m t m t

x m t m t m t

m t x m t m t m t

x m t m t

m t C m t m t i

m t m j

=

−

=

−

= − = − =
= = =

ɺ

ɺ  (20) 

 
avec mi représentant le marquage de la place OiI i+1, m’i 
représentant le marquage de la place Fi et m” i le mar-
quage de la place Ni. Ci représente le nombre de cartes 
kanbans en service dans l’étage i ( '(0) (0)i i iC m m= + ). 

 
Considérant à présent le système (20) comme un système 
bilinéaire par morceaux avec une commande contrainte 
U(t) (entre 0 et 10) correspondant aux fréquences maxi-
males de franchissement des transitions commandables 

T1 et T2 (i.e. 
1 2max max( ) ( ), ( )

T
U t x t x t =   ), le RdPCV peut 

être représenté sous forme scalaire en utilisant les fonc-
tions fj (8). 
 
La transition T3 représentant la contrainte demande de 
notre système, cette transition est donc forcément com-
mandable. Afin de simuler cette demande nous avons 
choisi de fixer la vitesse de franchissement de T3, 

3maxx  à 

2.  
 
Une fois défini complètement le modèle RdPCV, il nous 
reste à définir l’objectif de son pilotage. Nous sommes 
en présence d’un système kanban, l’objectif principal 
d’un tel système est d’être toujours capable de répondre 
à la demande. Pour ce faire, notre objectif va être de faire 
converger le marquage m2 de la place I2O3 vers une va-
leur légèrement supérieure à 1 de manière à toujours être 
en mesure de répondre à une demande. La sortie mesurée 
y de notre système va donc être le marquage de la place 
I2O3 que l’on va faire tendre vers la valeur de sortie dési-
rée yd = 1,2.  
 
Dans un premier temps, le marquage initial M0 est fixé 
à : 
 

( )0 1,1,1,2,3,0,0
T

M =  (21) 

 
Ce marquage correspond à un système où toutes les 
cartes kanbans sont associées à des pièces en attente 
d’être consommées par le système aval, ce qui fait que 
les marquages des places F1 et F2 sont tous les deux à 0 
quand les marquages des places O1I2 et O2I3 sont 
respectivement à 2 et à 3, à l’état initial.  
 

 
Figure 4 : marquages mesurés des places  

m1 (continu) et m2 (tiret) 
 
La figure 4 présente le marquage des places O1I2 et O2I3 
au cours du temps. On constate immédiatement que 
notre objectif de 1,2 jeton dans la place O2I3 est atteint 

0 5 10 t
0

1

2

3
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très rapidement dès l’instant 5 et reste stable jusqu’à la 
fin de la période d’observation. D’autre part, le mar-
quage de la place O1I2 se stabilise également très rapi-
dement à une valeur très légèrement supérieure à 1,3.  
 

 
Figure 5 : Fréquences maximales de franchissement des 

transitions T1 (continu) et T2 (tiret) 
 
La figure 5 montre l’évolution des commandes de notre 
système au cours du temps que sont les fréquences 

maximales de franchissement 
1 2max max( ), ( )

T
x t x t   . Là 

aussi, on voit qu’après une période d’adaptation assez 
courte, ces commandes se stabilisent pour répondre à 
notre objectif.  
 

 
Figure 6 : marquages mesurés des places  

m’1 (continu) et m’2 (tiret) 
 

 
La figure 6 présente sur le même exemple l’évolution du 
nombre de cartes kanbans libres dans le système. On 
constate immédiatement que la stratégie de pilotage pro-
posée permet de limiter les stocks d’en cours en gérant 
de manière dynamique le nombre de cartes kanbans à 
utiliser dans le système.  
 
Nous pouvons nous intéresser à un deuxième jeu de con-
ditions initiales décrit par le nouveau vecteur de mar-
quage initial M01 : 
 

( )01 1,1,1,0,0,2,3
T

M =  (22) 

 
Ce marquage correspond à un système où toutes les 
cartes kanbans sont libres et donc, où tous les stocks 
d’en cours sont vides. La figure 7 présente le résultat de 
l’évolution du marquage des places O1I2 et O2I3 au cours 
du temps avec ce nouveau marquage initiale.  
 
Nous pouvons noter que notre objectif de 1,2 jeton dans 
la place O2I3 est atteint encore plus rapidement que dans 
le cas précédent et reste stable jusqu’à la fin de la 
période d’observation. Par contre, le marquage de la 
place O1I2 converge vers une valeur de 1,68 jeton à 
comparer au 1,3 précédemment trouvé. Ceci est du au 

fait que le marquage de cette place ne fait pas partie de 
l’ensemble des sorties contrôlées ce qui fait qu’elle peut 
évoluer totalement librement.  
 

 
Figure 7 : marquages mesurés des places  

m1 (continu) et m2 (tiret) - marquage initial M01 
 
Maintenant, nous allons à nouveau considérer que le 
vecteur de marquage initial est le vecteur M0 défini par 
(21). Par contre la demande représentée par la transition 
T3 ne sera plus considérée comme une constante mais va 
doubler à partir de l’instant 10.  
 

 
Figure 8 : marquages mesurés des places  

m1 (continu) et m2 (tiret) – évolution de xmax 3 
 
La figure 8 présente l’évolution du marquage des places 
m1 et m2, ce qui revient à dire que la figure 8 représente 
l’évolution du stock d’en cours du système au cours du 
temps. Nous pouvons constater qu’à l’instant 10, 
l’évolution de la demande (

3maxx  est doublé) conduit à 

une légère diminution du nombre de jeton dans la place 
O2I3 mais qui reste très fugitive, puisque dès l’instant 
10,6, le marquage de cette place tend à nouveau vers sa 
valeur désirée de 1,2. En fait, une grande partie de cette 
augmentation de demande est absorbée par le stock d’en 
cours représenté par la place O1I2. 
 

 
Figure 9 : Fréquences maximales de franchissement des 
transitions T1 (continu) et T2 (tiret) – évolution de xmax 3 

 
La figure 9 qui présente l’évolution de la commande au 
cours du temps, montre bien que l’essentiel de 
l’évolution de cette commande se fait en augmentant 
fortement la fréquence de franchissement xmax 2 qui passe 
de 2 à un peu plus de 6 tandis que cette augmentation est 
en partie associée à une augmentation de xmax 1 qui passe 
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de 3 à 4.  Ce fonctionnement est confirmé par l’étude du 
marquage des places F1 et F2 présenté par la figure 10. 
 

 
Figure 10 : marquages mesurés des places  

m’1 (continu) et m’2 (tiret) – évolution de xmax 3 
 
L’évolution du marquage m’1 de F1 montre bien que 
c’est ce stock intermédiaire qui sert à compenser 
l’augmentation de la demande.  
 
Nous pouvons maintenant nous intéresser à nouveau au 
cas simple où xmax 3 reste constant et où le marquage ini-
tial M0 est défini par (21). Pour réaliser le contrôle de 
notre système, nous avons du construire une approxima-
tion continue d’un modèle RdPT. Ce passage d’un RdPT 
à un RdPCV est tout à fait réversible est il est tout à fait 
possible de retrouver les délais à affecter aux transitions 
T1 et T2 du RdPT de la figure 2 à partir des vitesses 
maximales de franchissement xmax 1 et xmax 2 présentées 
figure 5. Cette transformation peut se faire en exploitant 
à nouveau l’expression (11). Une autre approche est 
d’exploiter la structure du RdPCV présenté figure 11, 
dont la fréquence maximale de franchissement de la tran-
tion source T est tout simplement le signal de commande 
que l’on souhaite convertir en délais pour commander un 
RdPT. Pour obtenir ces délais, il suffit d’extraire les ins-
tants où le marquage m de la place P est un entier.  
 

 
Figure 11 : RdPCV convertisseur de commande 

 

 
Figure 12 : séquence de délais pour la transition T1 du 

RdPT 
 
Lorsque l’on applique cette approche aux fréquences 
maximales de franchissement xmax 1 et xmax 2 on obtient 
les séquences de délais présentés par les figures 12 et 13.  
 
Ces deux séquences de délais peuvent alors être 
appliquées aux transitions T1 et T2 du RdPT de la figure 

2. Le marquage de la place O2 que l’on cherche à 
contrôler est présenté figure 14. 
 

 
Figure 13 : séquence de délais pour la transition T2 du 

RdPT 
 

 
Figure 14 : marquage de la place O2 du RdPT 

 
L’évolution du marquage de cette place O2 du RdPT est 
cohérente avec celle observée pour la place O2I3 du 
RdPCV présentée figure 4. Nous retrouvons bien un 
nombre de jetons présents dans cette place qui va tendre 
vers une valeur moyenne comprise entre 1 et 2 sachant 
que l’objectif que l’on s’était fixé dans le RdPCV était 
de 1,2.  
 

6 CONCLUSION 

 
Au cours de ce travail, nous avons proposé une nouvelle 
approche de pilotage des systèmes kanbans basée sur 
l’utilisation de modèles RdP. Nous avons montré com-
ment transformer un modèle RdPT d’un système kanban 
en un modèle RdPCV avec lequel nous pouvons utiliser 
des stratégies de contrôle.  
 
Nous avons testé une stratégie de contrôle particulière 
basée sur le principe de propagation du gradient dans le 
réseau. Nous avons vu que cette approche permet 
d’adapter automatiquement le nombre de cartes kanbans 
à utiliser dans le système en fonction de l’évolution de la 
demande. Cette approche semble donc une alternative 
intéressante aux stratégies de kanban dynamique.  
 
Aux cours de travaux futurs, nous allons étudier la pos-
sibilité d’exploiter ce type d’approche pour dimension-
ner des systèmes kanbans. D’autre part, pour pouvoir 
passer à une application industrielle, il est nécessaire 
d’étudier des systèmes plus complexes et surtout pou-
vant traiter divers types de pièces. De tels systèmes vont 
nécessiter des modèles RdP plus complexes ce qui né-
cessitera vraisemblablement une adaptation de 
l’approche proposée.  
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