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LE THEOREME DE RENOUVELLEMENT MULTI-DIMENSIONNEL,
DANS LE “CAS LATTICE”.

CEDRIC LECOUVEY, EMMANUEL LESIGNE ET MARC PEIGNE

1. INTRODUCTION

Cette note donne une rédaction complete d’un théoreme de renouvellement multi-
dimensionnel dans le cas des grandes déviations. La démonstration suit fidelement celle
donnée par Carlsson et Wainger dans [l], mais leur argument concernait le cas des va-
riables aléatoires avec densité, alors que nous étudions ici le cas ou la loi est portée par un
sous-groupe discret. A noter que les arguments sont grandement inspirés de ceux utilisés
par Richter dans I’étude du Théoreme Limite Local ([B]).

Nous utilisons ce théoréme de renouvellement dans [P] pour obtenir une forme faible
du théoreme de renouvellement pour une marche aléatoire conditionnée a rester dans un
cone. Cette forme faible est un théoreme quotient. A son tour, ce théoreme quotient est
utilisé pour établir le lien entre d’une part une marche aléatoire dans le réseau Z° et son
conditionnement et d’autre part une chaine de Markov sur un cristal de Kashiwara et sa
transformée par une action combinatoire définie par la structure de graphe sous-jacente.

2. ENONCES

Soit (X™),~; une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans Z.

Nous faisons les hypotheses suivantes :

— (Adaptation) Le groupe engendré par le support de la loi de X est Z<.

— (Moments) Les variables aléatoires ont un moment exponentiel : il existe n > 0 tel
que

E (exp(n]| X)) < +o00.

— (Décentrage) m := E(X) n’est pas le vecteur nul.

Nous notons S := XM 4+ X® 4 4 X®),

Si x € R? nous notons y son projeté orthogonal sur I'hyperplan m= .

Le vecteur aléatoire Y, image de X par la projection orthogonale sur m™, est centré, et
sa matrice de covariances (exprimée dans une base orthonormée de m=) est notée B. Cette
matrice est supposée inversible (sinon, on ne s’est pas placé dans la bonne dimension).
Nous notons @ la forme quadratique sur m* associée & B, et 0> = det(B). Nous notons
enfin @' la forme quadratique sur m* associée & B~

Le théoreme de renouvellement donne un équivalent de ’espérance du nombre de pas-
sage de la marche aléatoire (S™) par un point = de Z% quand ce point = “part & l'infini
dans la direction de m”.

Date: September, 2010.
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Théoreme 1. Nous avons

]2 1

> P =)~ o (2m) @2 (g - -7z P <(x +m) A (:p ym))

n>0

quand le point x € Z2 tend vers l'infini avec

T-m— +0oo et M—H),

xr-m

ot \ est une fonction analytique sur un voisinage de zéro dans R4™! telle que
1
Az) = =5 lIml*Q'(z) + O(l|=I*).

Corollaire 1. Nous avons

n m "2 L Iml* 1
ZP(S( ) = x) ~ 0(271_)(6171)/2 (x . m)(d—l)/z &Xp | — 2 . mQ (?/)

n>0

quand le point x € Z2 tend vers l'infini avec

lyII*

@-m)? — 0.

r-m— +oo et

Corollaire 2. Nous avons

d—2
m _ oy lml 1
ZMS o :1:) 0-<27r)(d71)/2 (x . m)(dq)/z

n>0

quand le point x € Z2 tend vers l'infini avec

Iy [I*
T-m

r-m — +oo et — 0.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous notons ¢ la fonction caractéristique de la loi de X,

p(t) =E (e7"¥) = Z e HTP(X = 1),

xE€Z4

C’est une fonction définie et continue sur R9, Z4-périodique et analytique sur un voisinage
de zéro (grace a 'hypotheése de moments). De plus (grace a '’hypothese d’adaptation)
©(t) = 1 si et seulement si t € Z% Notons u la projection sur m* de la variable ¢t € R%
Au voisinage de t = 0, nous avons

ot)=1—it-m — %Q(u) +o (|t -m|+ |ull?)

Sur un voisinage de zéro, nous avons donc |1 — @(t)| > c(|t-m|+ ||u]|?), et nous en

déduisons que la fonction
1

1— ()
est intégrable sur les parties bornées de RY.

En effet, la fonction (ti,ts,...,tq) — 1/(t;1 +t2 4+ ...+ t2) est localement intégrable sur
2 d
R%.)
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Nous avons

xEeZd

et la formule d’inversion de Fourier nous donne

(1) S P(s™=1) = (2710d/[ GT(t) dt.

n>0 —7T7+7T]d ]_ —

Nous noterons I = I(z) cette derniere intégrale.
Nous considérons une base orthonormée (by, b, ...,b;) de R? dont le dernier vecteur
est by = Mm et telle que la forme quadratique @) exprimée dans la base (by, by, ..., bg_1)

est diagonale :

- -1
Q (Z yjb]) - Z q;y;, avec (par hypothese) ¢; > 0,1 <j <d—1.
=1

j=1

Nous notons dorénavant (ty,%s, ..., ts) les coordonnées de ¢ dans la nouvelle base. Nous
avons dt = dtidty ... dt; et

1
o(t) = 1—ity||m]|| — 3 Z qjt§ + termes quadratiques en ¢;¢; + termes d’ordre supérieur.
j=1

Nous écrivons t = (u, ty), d’ou

) ™ e’itd$d
2 [ = / g ( / e dtd) du.
( ) [—7,+m]d-1 -7 1- Sp(t)

Nous allons considérer t comme une variable complexe.

Puisque g—ti # 0, la résolution de ’équation implicite ¢(u, h(u)) = 1 au voisinage de
u = 0 définit une fonction analytique h telle que h(0) = 0. Cette fonction vérifie, pour
1<jk<d-1,

0y Op oh
atj(u’h( u)) + 8td(u s h(u ))8%( u) =0
et
D¢ 0 oh ¢ oh
m(ua h(u)) + ot 0t (u, h(u))a—uk(u) + Bl o1, (u, h(u))a—uj(u)
L0 oh  oh D 92h

+ G o ) G ) ) 5 () 5 () = 0.
En particulier

Ooh 0*h
_ — t I ]
3) G ) =0 et 5os(0) = g/ m]

Nous avons donc, au voisinage de u = 0,

. d—
1
=1

et, au voisinage de zéro dans R?"!, la partie imaginaire de h(u) est positive.
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Nous fixons un nombre p; > 0 suffisamment petit pour que les variables considérées
restent dans le domaine d’analyticité de la fonction ¢, et dans le domaine sur lequel g—z’i
ne s’annule pas.

L’équation implicite nous donne :

il existe p > 0 tel que si u € R¥1\ {0} et si |u;] < p, 1 < j < d— 1, alors Péquation
o(u, ty) = 1 a une unique solution (d’ordre 1) t; = h(u), avec Im (h(u)) > 0 et |h(u)| < p1,
et donc dans le rectangle {a +ib | —7 < a < 7,0 < b < py}, la fonction méromorphe
(1 = p(u,-))~* possede un unique pole simple. Si |u;| < p, 1 < j < d — 1, une intégration
sur le bord de ce rectangle donne par le théoreme des résidus :

T eitita P1 6i(7r+is):vd ™ ei(thripl):vd
/ 7dtd+i/ | ds—/ —a,
. L—p(t) o 1—op(u,m+1is) o L—=w(u,tg+ipy)

p1 i(—m+is)xg ' ) -1
- 2/ ‘ — ds = —2imeMWa (_go(u’ h(u))) :
o 1—p(u,—m+1is) Otq

Dans le membre de gauche la deuxieme et la quatrieme intégrale disparaissent par périodicité

de . La quantité |1—p(u, tg+ip1)| ne s’annule pas quand u varie dans le domaine considéré

et ty varie dans R. Elle est donc minorée par un constante > 0. Nous en déduisons que la

troisieme intégrale est dominée par e ?'*¢ quand x4 tend vers I'infini, uniformément en .
Nous avons donc, si |u;| < p, 1 <j <d-—1,

T gitata o ) -1 -
(5) /_ﬂ =20 dty = —2imeh Wz <8—Z(u, h(u))) + O (e774).

Sur tout complémentaire d’un voisinage de zéro dans [—m, 7]¢ la fonction |1 — ¢ est
minorée par un nombre > 0. Donc, par continuité uniforme de ¢, il existe po > 0 et ¢ > 0
tels que : si u € [—m, @]9 avec maxi<j<,_1|u;| > p et sity € C avec [tq| < po, alors
|1 —o(u,tq)| > c. Nous procédons de nouveau a une intégration autour d’un rectangle du
plan complexe, identique au précédent, mais de hauteur py. Cette fois-ci il n’y a pas de
pole et nous obtenons : si u € [—m, 7|47 avec maxi<j<,_1 |uj| > p, alors

™ eitdxd ™ ei(thrl'pQ):Bd
/ —— dty :/ , dty,
-7 1- gO(t) -7 1- QO(U,td + Zp?)
et donc

™ eitdl‘d d O )
- — —p2%q
® [ 75 =0,

uniformément en v dans le domaine considéré.
Rassemblant (B), (B) et ([), nous obtenons

—1
(1) I=—2in / glwath(wza) <8—w(u, h(u))) du+ O (e77174) + O (e ).
[—p,p]d1 Olq

Dans le but d’appliquer la méthode de la phase stationnaire, nous voulons résoudre
I'équation grad(u-z+h(u)-xz4) = 0, c’est-a~dire gradh(u) = —y/x4. D’apres (B), la matrice
jacobienne de gradh en zéro est diagonale de coefficients diagonaux ig; /||m||,1 < j < d—1.
Par le théoreme d’inversion locale, il existe donc une fonction ¥ = (¢, 19, ..., 104_1)
analytique sur un voisinage de zéro dans C%~!, & valeurs dans C4~! telle que

$(0) =0 et gradh(b(w)) = —w,
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et le jacobien de la fonction 1 en zéro est la matrice diagonale de coefficients diagonaux
illmll/g;.

Nous supposons que le vecteur y/x4 est suffisamment petit pour rester dans le domaine
de définition de la fonction 1. Notre but dans les lignes suivantes est de remplacer les
intervalles d’intégration [—p, p| par des intervalles [¢;(y/xq) — ¢/, ¥j(y/xq) + p'], pour un
petit p’ > 0.

Pour alléger les notations, nous posons 1 = (¢, ..., %4 1) = V(y/xq).

Effectuons de nouveau des intégrations de fonctions analytiques sur les bords de rec-
tangles du plan complexe : dans l'intégrale multiple apparaissant dans ([f]), nous pouvons

remplacer chaque intégrale du type
p
/ S (uj) du;
—p
p

®) / f(2) dz — / Fe) det [ f (uy+ i) du.
[—p,—pHilm ;] [p,p+ilm ;]

—p

par

Dans la suite nous utilisons la notation ¢ pour désigner une constante > 0 dépendant
des parametres fixés avant son apparition, et qui peut varier d’une ligne a 'autre.

Un développement limité de la fonction h en zéro est donné par (f). Nous pouvions
choisir p suffisamment petit pour assurer que :
pour tout v € C?! tel que max1<j<d_1 lu;| < p,

Re(ih Z Hzr]zHR —ii”‘%” (Rewy)? — (Imuy)?).

Nous supposons qu’un tel ch01X de p avait été fait, et nous pouvons affirmer que :
si max; |u;| < p, si max; [Imu;| est assez petit devant p et si |Reu;,| > p/4 pour un jy
particulier, alors

Re(ih(u)) < —cp?,

et donc
d—1

9) lexp (i(u -z + h(u)xy))| < exp (Z |z;Im u | — cxdp2> :
j=1

Nous déduisons de () que si une des coordonnées u; est dans un segment du type
[—p, —p + tIm ;] ou [p, p + iIm ], si max; |Imw,;| est assez petit devant p et si [|y|| =
|(z1,...,2q-1)] est assez petit devant x, alors

lexp (i(u - + h(u)za))| < exp(—cza).

Rappelons que ||| tend vers zéro quand ||y||/z4 tend vers zéro. Dans les expressions
intégrales de (B) les parties imaginaires des variables u; varient donc dans un voisinage de
zéro arbitrairement petit pourvu que ||y|| soit assez petit devant 4. Dans 'estimation ([]),
et apres la transformation (§), nous pouvons donc regrouper dans un reste les contributions
de toutes les intégrales sur des segments [—p, —p + iIm ;] ou [p, p + ilm1);]. Et nous
arrivons a la formule suivante :

10 1= [ [ () ko (e,

ou u :=u + iImap.
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Nous supposons que le vecteur y/z4 est suffisamment petit pour que, pour chaque 7,
|Re (¢;)| < p/4; nous avons alors

[V5-p/2,%5 + p/2] C [ilm¢; — p,ilm ¥; + p],
et si @; appartient au second segment sans appartenir au premier, alors |[Re @;| > p/4.
Or, comme nous 'avons déja vu apres ({), la contribution de I'intégrale

/[@(u:erh( (§Z< h(u)))_1 dii;

pour un segment I sur lequel |Re@;| > p/4 donne un terme en O (e~“*¢) dans le calcul de
I'intégrale multiple. Nous en déduisons que

-1
(11) = —2m/ / el ath(@)za) &p( ()] du+ O (e7"),
fp/2 —p/2 Ot

ou U :=u+ 1.
Nous allons encore séparer le domaine d’intégration en deux parties : nous fixons un
nombre réel 0 < v < 1/2 (et proche de 1/2, avec des conditions qui seront précisées dans

la suite) et nous coupons 'hypercube [—p/2, p/2]* en I'hypercube [—z,7, :Egv}d_l et son
complémentaire C'.
Nous avons

U-x+ h(t)rg=1u-y+ h(a)zy
eyt h ()T gy + xdzauau () wswn+ 240 (Jul)
j
et donc

2
Im(ﬂ.x+h(ﬁ)xd):1m( (V) xg+ -y + xdzaah

u;Ouy,

(V) ujug, + 240 (||“||3)> .

Nous savons que
> G 5 = o 208
i O = =

Donc , si le vecteur y /x4 est sufﬁsamment petit, nous avons

1 0*h
Im (—:pd - (w)ujuk> > cagllul]?.
ke

75

Si le vecteur u est dans C, nous obtenons ainsi
Im (G- 2 + h(@)zg) = Im (h () 24+ ¢ - y) + un reste minoré par cay 7,

et

~1
(12) / ez(u x+h(w) (890( h(u))) du — ei(h(w)derw-y)O (e—clatll 2*/) .
c Otq

Pour évaluer I'intégrale sur le domaine u € [—x;y, x;q , nous écrivons

(SZ( ,h(ﬂ)))1 = (g—Z(w,h(¢)))l+o(m) = (g—i(@z),h(w)))l (1+0(z77)),



LE THEOREME DE RENOUVELLEMENT MULTI-DIMENSIONNEL, DANS LE “CAS LATTICE”. 7

et nous devons estimer
/[ o exp (i(t - x + h(u)zy)) du.

Rappelons que par choix de la fonction 1 le gradient de la fonction v — v -z + h(v)xy au
point v = 9 est nul. Ainsi, nous avons

) 1 0h

-2+ h(d)zg =2+ 2qh (V) + 5T 6 () wjug + 240 (||ul?) -
u;Ouy,

Nous avons
/ ei(a-x-l-h(ﬂ)xd) du
[7:1:;7,1(;7](171
. 2
_ ilb-a+eah() / o5 i g sk O (sallul®) g
[—x;ﬂ’,m;ﬂd_l

—y
l‘d ,l‘d

x g

_ ilbataah() ( /
[
1/2

En effectuant le changement de variable v = z;
i 02h .
€2xd Zch OujOuy, (w)uJuk du
[eq e
) 9%
el / o Tk i Wvgos
d—1
[712/2_7,13/2_7]

_x;’Y7$dW
Nous notons H (u) la matrice hessienne de —ih au point u, et H sa valeur particuliere au
point ¥ :

]dl

u, nous obtenons :

[
H=H() = —i {8uj3uk (w(y/xd)} <kt

Puisque le vecteur 1 est proche de zéro, la matrice H est proche de la matrice diagonale de
coeflicients diagonaux ig;/|m||,1 < j < d—1. En considérant la détermination principale
de z'/? dans le demi-plan Re(z) > 0, nous pouvons considérer l'intégrale gaussienne
complexe

i 2
/ 3 To a0 (0 @=1/2 (qeg (FY) Y2
Rd-1

et nous obtenons
i~ 0% . o\ (¢-1/2
/ 62 dZ]Jc dujouy (¥) 3 Uk du — (_ﬂ-) (det (H)>71/2 +o (x;(dfl)/2> )
[ z; " xy ]d_l Ty

d+1
2(d+2)°

Finalement, si nous avons choisi v tel que v > nous avons 1 — 3y — (d — 1)y <

—(d —1)/2, et nous arrivons a

o\ (@=1)/2 '
/ b €T du = (—) (det ()™ o@D (1 4 (1)),
[-az7a7)"

Zq
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et
-1
(13) /[ g gl rthee) (g—Z(ﬁ, h(ﬁ))) du
(d-1)/2 -
_ (2_7‘(') (det (H)) ™2 di@a+eah®) (8_<p(w’ h(¢))) (1+0(1))
. ot

En rassemblant (), (I1),([2) et (L), nous obtenons

. o 0 -
SR (5 =)~ (g G (1)t (22 )

n>0

Pour obtenir la conclusion du théoreme, nous devons transformer cette expression. Nous
avons xq = x - m/||m|| et, quand y/x4 tend vers zéro,
O

det(H) ~ det (H(0)) = o?[m[ =" et S—Z(iﬁ, h(w)) ~ 570, 1(0)) = =il|m.

D’ou

D B(sW =)~ a(gg(’j_iﬂ (a- m;(dl)ﬂ exp (2 m) A (777)).

n>0

avec, pour z dans un voisinage de zéro dans C%1,

l

Az) = Tl (W ([mll2) - [Iml[z + h(¥([|m]|2))) -
Pour conclure, calculons le terme principal du développement en zéro de cette fonction
analytique.
Nous avons
d—1 o) -1
Ulw) w = (Z wj%m))) w0 ([lf') = dlmll - 40 ().
j=1 J j=1
d’apres la forme connue de la matrice jacobienne de 1) en zéro.
Nous avons
Oh o — Oh oY —
_ i Tre - _ )
() = 2 g D gt w) = =3 i w)

d’apres la construction de 1. Les dérivées partielles d’ordre 1 de h o) sont donc nulles en
zéro, et

P*hoy O S
Ow; 0wy, (w) = _8—10]»(10) + — wﬁ@wjawk (w)
En particulier
9*h o) Oy, —_—

et donc
1 1
(w(w)) = ~gilm) 3~ +0 (ul?).
j=1

Ces expressions donnent la forme annoncée a la fonction A.
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