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1 Introduction

Soit C' un ensemble convexe fermé, borné non vide d’un espace de Hilbert H dont la norme
est notée || ||. Dans [5], Martinet a considéré sur de tels ensembles des applications pseudo-
contractantes :

Définition 1.1 L’application U de C' dans C' est appelée pseudo-contractante si on a
IU(z) =UW)I° < llz—y|* = I = U)(=) = (I = V)W) (1)
pour tout couple (x,y) de vecteurs de H.

On construit alors la suite des itérés :
x0 € C, xpy1 = Ul(xy). (2)
Martinet a démontré le résultat fondamental :

Théoréme 1.1 SiU est pseudo-contractante de C' dans C, la suite (zy)n>0 converge faiblement
vers un point fize de U.

En dimension finie, la convergence est bien entendu forte. Un exemple important d’application
pseudo-contractante est ’application proximale selon la terminologie de Moreau. Cette
application est associée a une application f convexe, fermée, propre. Plus précisement, on a
deux définitions équivalentes :

Définition 1.2 L’application proxys (A > 0) associe a tout élément x de H 'unique vecteur y
tel que

£0) + 5l — ol = i () + o5 = af?) ®
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Définition 1.3 L’application proxys (A > 0) est définie par

proxys(z) = (I +X9f)~ (z) (4)
ou Of est le sous différentiel de f.

Toujours dans [5], Martinet déduit du théoreme précedent la convergence (faible si I’espace est
de dimension infinie) de la suite générée par

Tpgl = profo(a:n), xo € H. (5)

Beaucoup d’autres auteurs ont étudié cet algorithme et de nouvelles versions en ont été données
(version approchée, méthode de l'inverse partielle etc...). Pour avoir une synthese de tous ces
résultats, on pourra consulter I'article de B. Lemaire [4]. On travailles & présent dans ’espace
H=R".

Concernant la vitesse de convergence, il y a des résultat pour des formes approchées de
lalgorithme proximal. Souvetn on a au mieux une convergence linéaire (en norme) ou dans
certains cas tres précis, convergence finie (voir [4]). Dans l'optique d’accélérer la convergence de
telles suites , tout ceci n’est pas tres encourageant. En effet, si il existe de nombreuses méthodes
d’accélération de convergence [1], celles-ci s’appliquent de fagon précise a des classes de suites
bien déterminées. Ainsi, par exemple, si en dimension 1 les suites & convergence linéaire avec
un rapport strictement inférieur a 1 sont facilement accélérables, en dimension supérieure a 1
cette information n’est pas suffisante pour dire si telle ou telle méthode d’accélération peut étre
utilisée avec succes. Il faudrait par exemple une information du type convergence A-linéaire (i.e
on a lim, . (””"“ﬂﬁ:’;‘ﬁxn_ﬂ = 0 ol A est une matrice). En résumé, il y a deux problémes
majeurs pour ’accelération de convergence :

e en dimension 1, par exemple, si il y a convergence linéaire avec un rapport égal a 1 ;
e en dimension N > 1, un manque d’information sur la fagon dont la suite converge.

Dans la seconde partie de cette article nous considérerons des suites scalaires générées par des
applications pseudo-contractantes. Dans une troisieme partie, nous nous placerons en dimension
N > 1 et regarderons une suite issue de la méthode de I'inverse partiel.

2 Le cas unidimensionnel

2.1 Application pseudo-contractante sur un intervalle fermé borné

Soit I un intervalle fermé borné de IR et f : I — I une application pseudo-contractante i.e :
() Y(z,y) € I x I |f(2) = f(y)]* < |z —y* = |(z = f(2)) = (y = F)* (6)

On a facilement :

Proposition 2.1 (x) équivaut a :

V(.%’,y)EIXI,ZL‘#y,O<f(12:y<1_ (7)



Preuve

Sermons f@ = FW) P ( (F(x) = F(y))?

z)— fly r—y—(f(z) = fy

e = TR ®)
Soit

f@) = fy)\° f@) = fy)\°

(L) <1, L1 fy”

Or a2 <1—(1—a)? équivaut & a®> —a <0, i.e a € [0,1]. On a le résultat cherché .

Remarque 2.1 Si f est en fait strictement croissante sur I, elle réalise une bijection de I sur
f(I). Posons g= f~' — I (g est continue sur f(I)). La fonction g est croissante sur f(I), en

effet :
9@) —gy) _ M@ —a— Wy @) - (10)
=y T—Y -y '
Or @)= > 1, d’ou le résultat. En conclusion, f est de la forme (I + g)~' avec g

z—y
croissante et continue sur f(I).

2.2 Accélération de convergence

La suite générée par z,+1 = f(x,) ou f est pseudo-contractante vérifie donc :
i) (zn)n>0 converge
i) Vn, 0 < x;;’% < 1ol z=lim,_s Zn.

D’apres les travaux de Delahaye [2], il n’existe pas de transformation accélérant ’ensemble des
suites (y,) vérifiant i) et ii). En général, on ne peut donc pas accélérer les suites récurrentes
générées par une application pseudo-contractante. On peut cependant faire les remarques
suivantes :

Remarque 2.2 Si on pose r, = z;:%;z, 1l existe une sous-suite (r@(n)) convergente, i.e :
x —x
lim —2™— — 5[0, 1). (11)
N0 Tp(n) — T
Comme on a :
0< Lon+1) — T _ Lo(n+1) — T % Lon+1)-1 — X e Lon)+1 — T (12)
T Tpm) =T Tpnt1)-1 T Tepntr)-2 — T Tom) =T
il vient
0< wga(n+l) - < mga(n)+1 B x. (13)
T T Ty T T

Si p € 10,1], il existe p < p' <1 tel que pour n assez grand

LTom)+1 —+
LTo(n) — %

</p. (14)

On peut améliorer la convergence de la suite (T ,,)) (voir “contractive sequence transformations”
dans [1] p 201-210).



Remarque 2.3 Méme dans le cas de la convergence linéaire, ’accélération de convergence peut
étre difficile a réaliser. C’est le cas si le rapport est égal a 1. On dit alors que la suite est
logarithmique. Les résultats d’accélération connus portent sur des sous-classes bien précises

(voir [7][8]).

Remarque 2.4 Si l'on connait de nombreuses méthodes d’accélération de convergence pour
certaines classes de suites, dans la pratique quand on considére une suite on ne sait pas a priori
dans quelle classe elle se situe ! Pour cette raison, Delahaye a proposé un procédé de sélection
automatique ([2] p 255).

3 Accélération en dimension N > 1

3.1 Généralités

Comme nous l'avons signalé dans l'introduction, 'accélération de suites vectorielles est un
probleme tres délicat. Par exemple, contrairement au cas scalaire, si la convergence linéaire
pour une suite vectorielle est une information intéressante en soi, elle est peu utile pour décider
si telle ou telle méthode d’accélération peut étre efficace. Il faut des informations plus précises,
disons de type algebrique (comme par exemple le comportement A-linéaire).

Une autre difficulté est qu’un procédé d’accélération vectoriel uniformise, dans le sens que ce sont
les composantes les plus lentes qui sont accélérées. Or on peut trés bien souhaiter des résultats
sur les composantes les plus rapides. Nous allons aborder cette situation dans le paragraphe
suivant.

3.2 La méthode de l'inverse partiel et le probleme de Fermat-Weber

Dans [3], on trouve un algorithme fondé sur la méthode de I'inverse partiel de Spingarn (voir [4]
pour une synthese et des références) pour résoudre un probleme de Fermat-Weber. Sans entrer
dans les détails, on travaille dans un espace vectoriel euclidien H (IR"™ dupliqué plusieurs fois)
qui est somme directe de deux sous-espaces orthogonaux A et B. L’algorithme produit deux
suites (xy) € AV o (pr) € BN telles que :

a) (zy) converge vers x solution du probléme primal de Fermat-Weber
b) (px) converge vers p solution du probléme dual de Fermat-Weber

¢) [(@rs1 + pry1) — (@ + D)l < 2k +pr) — (2 +p)|-

On a donc une information sur la vitesse de convergence de la suite somme up = zp + pk.
Supposons qu'il existe une transformation 7" transformant (uy) en une suite (Uy) telle que :

i) limg oo U =u=2x+p

|Us—ul _ g

llug—ull

i) limy_ e



Notons P4 (respectivement Pp) la projection sur A parallelement a B (respectivement la
projection sur B parallelement & A). On a limy .o P4(Ug) = = et limg_, Pp(Ux) = p.
A-t-on

Py(Uy) —
iy 1PaWUk) =2l _ (15)
Comme on s’y attend, la réponse va dépendre de la comparaison des convergences des deux
suites. De maniere élémentaire, de limg_, oo ”g’;%;‘” =0, il vient :
U, —
limPA( k “)—0 (16)
k=00 [

Uk —Uu PA Uk — X
A (Huk —u||) = (k) T (17)
Si il existe une constante M > 0 telle que Hi::i“ < M a partir d’un certain rang, on a alors
Py(Ug) —

lim

= 0. (18)

Pour conclure, on peut formuler la

Proposition 3.1 Si il existe My > 0 et My > 0 tels que pour tout k > kg on ait

|21 — ]
alors P PolU
tim 2GR =T, PEO P
k—oo |lzp — 2zl k—oo |[Ipr —pl|

4 Conclusion

On a vu que d’un point de vue général, il n’est pas possible d’accélérer les suites récurrentes
générées par une application pseudo-contractante. Pour des problémes particuliers, il faut des
informations tres précises sur la nature de la convergence de la suite. On propose d’utiliser
la procédure de sélection automatique de Delahaye. Il reste donc a faire des expérimentations
numériques.
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