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Modeéles statistiques a vraisemblance pivotale

Francis Maisonneuve
MINES ParisTech

Résumé

Quitte a se limiter & quelques modeles statistiques usuels (mais importants) qui vérifient une condition forte
de “vraisemblance pivotale”, on peut étendre la méthode des pivots utilisée pour les intervalles de confiance a
Pestimation de paramétre (réel ou vectoriel) par régions les plus vraisemblables. La procédure proposée ne fait
intervenir aucun élément ou choix arbitraire (estimation intrinséque) ; elle est de plus invariante par reparamétrage,
a l'instar des estimations ponctuelles au maximum de vraisemblance attachées & ces estimations ensemblistes.

Bien que la démarche soit de facture purement classique (fréquentiste), on vérifiera en derniére partie de I’étude
qu’il est possible de probabiliser a posteriori ’espace des paramétres de tels modéles a vraisemblance pivotale, au
moins de maniére partielle en vue de formuler les résultats d’estimation, et méme complétement pour les exemples
considérés, qualifiés de parfaits. Allant au-dela de la notion contestée de probabilité fiduciaire introduite par R.A.
Fisher, on pourra établir pour eux un lien direct avec ’approche bayésienne en dégageant une notion de loi a priori
non informative ; on rejoindra a cette occasion I'approche de 1’école bayésienne appelée exact matching prior.

Abstract

Statistical Models with Pivotal Likelihood

We consider a few common (however important) statistical models satisfying a strong condition of “pivotal
likelihood”. For these, we can extend the pivotal method designed for the confidence intervals to the (real or
vectorial) parameter estimation based on highest likelihood regions. The proposed procedure involve no arbitrary
element or choice (intrinsic estimation); furthermore it is equivariant under reparameterization, as do maximum
likelihood point estimations linked with these set estimations.

Although this work relies only on classical (frequentist) statistics, we verify in the final section of the paper that
it is possible to post-probabilize the parameter space of such models having pivotal likelihood, at least partially in
order to express the estimation results, and even completely for the previous examples that we call perfect models.
Going further than the highly contested fiducial probability introduced by R.A. Fisher, we will establish for them
a direct link with Bayesian modelling by identifying a notion of uninformative prior distribution ; we will meet
on this occasion the Bayesian approach called exact matching prior.

25 mai 2013



Table des matiéres

1

1.A
1.B
2

2.A
2.B
2.C
2.D
3

3.A
3.B
3.C
3.D
3.E
4

4.A
4.B
4.C
4.D
5

5.A
5.B
5.C
6

Introduction : généralités sur la vraisemblance
Cadre de I’étude

Paramétres utiles et nuisibles

Vraisemblance pivotale et régions de confiance
L’hypothése de vraisemblance pivotale

Reéflexions sur le choix de 'hypothése

Statistiques exhaustives et factorisation vraie de ¢
Cas des modéles exponentiels réels

Exemples

Une situation asymptotique assez générale
Modeéles & paramétre de translation pour 7'
Modeéles réels & paramétre de position pour T
Modgéles réels & paramétre d’échelle pour T°
Modéles des lois gaussiennes a un paramétre nuisible
Probabilisation possible de ©

La famille des pré-probabilités sur © sachant x
Factorisation de ¢ et probabilité sur ©

Lien avec la statistique bayésienne

Exemples de modéles parfaits

Annexes

Statut de la fonction de répartition de T" dans le cas réel
Le modéle de seuillage d’une variable aléatoire
Information a priori en vision fréquentiste ?

Conclusion

Références

© © 00 N O R ke W W W

N N NN N NN N === == =
0 N N Ot R RN OO 0N W N O



1. Introduction : généralités sur la vraisemblance
1.A. Cadre de l’étude

On considére un modéle statistique paramétrique dominé par une mesure o-finie p :
© ouvert connexe de R? (d > 1), (Q, A, (PG)ee@) et X variable aléatoire de loi fy u pour Py.

Pour ne pas multiplier les notations, un X-échantillon (X,...,X,) de taille n sera encore noté X ; et
sa densité par rapport & la mesure p™® sera encore notée fj :

n
x=(21,...,%n) ELN Hfg(xi) (et en notation croisée f, est la fonction de vraisemblance 6 — fy(z)).
i=1

A désigne un borélien porteur de p (u(A°) = 0), en général inclus dans le support de p. On ne
considérera couramment que des x = (x1,...,2,) € A"

Rappelons que la (fonction de) vraisemblance sachant x est en fait une notion définie & un facteur
multiplicatif (strictement positif) prés pour chaque valeur fixée de x, ce qu'on écrit - « f;; de sorte
qu’elle n’est pas affectée par le remplacement de la mesure dominante p par une mesure équivalente.
Elle exprime essentiellement une relation d’ordre sur © (variable avec x), sur laquelle est fondée I’estima-
tion du paramétre # au maximum de vraisemblance. Elle détermine aussi la famille des régions les plus
vraisemblables pour 6 sachant x € A"

h=0,{fs >h} <O,
qui peuvent constituer d’intéressantes estimations régionales de 6, dans la mesure ou on peut leur attribuer
des niveaux de confiance justifiés et précis.

Soulignons le caractére essentiellement fréquentiste de cette analyse. Il existe des estimations apparen-
tées en inférence bayésienne, fondées sur les grandes valeurs de la densité a posteriori du paramétre, avec
comme on le sait ’obligation pour rester cohérent de modifier convenablement la mesure de référence en
cas de reparamétrage.

1.B. Parameétres utiles et nuisibles

Dans le cas d’un modéle a paramétre 6 vectoriel (d > 2), il est fréquent de s’intéresser plus spécialement
a Pestimation de certaines composantes de 6, les autres ayant des valeurs connues ou non. Précisons les
relations entre estimation compléte et de telles estimations partielles de 6 par régions les plus vraisem-
blables : pour tout sous-ensemble strict J de {1,...,d} de cardinal d; et pour tout § € ©, soit 6; et
Ojc le dj et le dje-uplet “projections” de 6 selon J et J¢ respectivement, constitués de ses composantes
d’indices dans J et dans J¢ = {1,...,d} \ J; de sorte qu'on peut identifier # au couple (6;,8;-).

— Si 0 jc est connu, la famille des régions les plus vraisemblables pour 6; sachant z € A™ est
h>0,{fs(-,05)>h};
{fz(-,07c) > h} est la section & 0. de la région la plus vraisemblable pour 6 sachant z, {f, > h}.

Ceci revient, dans le cadre du modéle de référence, & prendre comme fonction de vraisemblance de
0 la vraisemblance conditionnelle a 6 jc

9J — fx(a],ejc).
Une justification consiste & se placer dans le cadre du modéle de référence “conditionné a 6 ;.” :
(Q,.A, (P(g‘]’ch))ej) ou Vo, f(.gl,’g‘]c) u est la loi de X pour P(G(],@Jc)a

dont le paramétre 6 ; admet la fonction précédente comme vraisemblance sachant x.



— Si 0jc est inconnu (6. paramétre nuisible), la famille des régions les plus vraisemblables pour 6

sachant © € A" est
0c

U { fa(,05e) > h} est la projection selon J de la région la plus vraisemblable pour 8 sachant x,
0c
{fz > h} : on adopte ceci comme région la plus vraisemblable, car & hauteur h fixée, on veut y trouver
tous les 0 tels que f.(05,60;c) > h pour au moins une valeur de 6 ;.. Ceci revient, dans le cadre du
modéle de référence, & prendre comme fonction de vraisemblance de 6; sachant x la vraisemblance
marginale, qu’on suppose & valeurs finies,

05— sup f2(67,05¢).
(05c:(05,0,¢) €O}

2. Vraisemblance pivotale et régions de confiance
2.A. L’hypothese de vraisemblance pivotale

On considére dans la suite un modéle statistique a d paramétres réels tel que

Vo = (21,...,20) € A", M(z) € || foll . = sup fo(0) vérifie 0 < || fo]l . < +00;
6cO

ce qui permet de définir la vraisemblance normalisée ¢ = ¢ : A™ x © — [0,1] par

(a.0) € A" x 0. 6,(6) = = £2(0) (en abrégé ¢ = L)

M
ou en cas de paramétre nuisible 6 ;c, de définir la vraisemblance marginale normalisée ¢ = gb(n) ar
( p ; g g P

1

(bw(eJ):W fw(9J79JC))-

Tlloo {0jc:(05,05c) €O}
Définition 2.1 On dira que le modéle vérifie [’hypothése de vraisemblance pivotale si ¢ est une fonction
pivotale, autrement dit si ¢ vérifie la propriété pivotale qui s’écrit en notation croisée (¢g(x) = ¢.(0)) :
VO € O, la variable aléatoire composée ¢pg(X1,...,X,) (qui dépend de 0) est telle que sa loin = n™ n’en
dépend pas :

V0 € © et VB € B(R), Pg(d)g(Xl, LX) € B) =n(B);

ce qu’on note en abrégé V8 € ©, (¢p(X))(Py) =n.

n est ainsi la probabilité image de Py par ¢g(X7, ..., X,,), ou encore celle de la loi fg u"® = M ¢ u"®
de (X1,...,X,) par ¢g; elle est portée par ¢p(A™) pour tout 6 € O, a fortiori par ¢(A™ x ©) C [0, 1].

L’hypothese tres forte de vraisemblance pivotale ci-dessus, qui exprime que la fonction de vraisemblance
normalisée est une fonction pivotale, est semble-t-il originale; les exemples détaillés dans les sections
sutvantes, ot on pourra identifier la loi n, attesteront que cette hypothése n’est pas totalement saugrenue !

On a d’aprés la propriété pivotale V6 € © et VB € B(R), Py(¢x (B) 3 0) = Py(¢x(0) € B) = n(B) :
(b}l (B) est une région aléatoire de confiance pour 6 au niveau o« n(B). Conformément au point de vue
fréquentiste habituel, si on renouvelait un grand nombre de fois ’expérience aléatoire pour obtenir une
suite d’échantillons 7 € A™, on aurait (b;l (B) 3 0 avec une fréquence expérimentale voisine de ~; ce
qui conduit pour un échantillon donné z € A™ a prendre comme estimation ensembliste de 6 au niveau
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(exact) de confiance ~y

déf
08 = ¢;1(B)={¢, € B} = {0 €O : ¢g(21,...,2,) € B},
appelé région de confiance pour 6 sachant l’échantillon x au niveau v = n(B), indépendant de z.

On peut noter que le principe de vraisemblance n’est pas & proprement parler respecté dans cette
définition, du fait qu’on doit se référer a la mesure 7 pour la détermination des niveaux de confiance (voir
toutefois le paragraphe 4.C a ce sujet).

En fait, pour éviter tout paradoxe apparent dans ’estimation par régions de confiance, on peut com-
pléter 'hypothése de vraisemblance pivotale par deux conditions sur la mesure 7 :

— Va € A", 1 est portée par ¢,(0), autrement dit n(gf)z(@)c) =0.

En effet sinon il pourrait exister B € B(R) tel que n(B) > 0 vérifiant B C ¢,(0)¢ pour certains
échantillons z € A™; de sorte qu’on aurait pour ceux-ci ©F = () : curieuse estimation ensembliste !
(cf. & ce sujet le paragraphe 3.C). Plus profondément, la valeur du niveau de confiance n(B) de ©F
dépend ainsi de B seulement via ©F : en effet ©F = 05 = ¢, (@f) = ¢ (@f ), c’est-a-dire
BN ¢(0) = B N¢,(O); de sorte que

0F =0 — n(B) =n(BN¢.(0)) =n(B' N ¢.(8)) = n(B).

— n diffuse, ou au moins n({0}) = 0.

La relation n({0}) = 0 assure que pour tout z € A", la région de vraisemblance nulle {¢, = 0} a
un niveau de confiance nul : ce qui parait étre une exigence minimum de cohérence entre ces deux
notions!

Ces deux conditions se résument en : Vz € A", ¢,(0)N]0,1] = ¢, ({¢p, > 0}) est porteur de n. Nous
dirons alors que ¢ est une fonction pivotale étalée.

Remarque 1 11 est clair que la vraisemblance normalisée ¢, et de la la mesure i, ne dépendent ni du choix
de la mesure dominante p du modele, ni d’un reparamétrage 6 € © LIy é, ot § est une bijection
bi-mesurable de © sur un autre ouvert © de R¢ (au sens ot by =g et = n). Et les régions aléatoires de
confiance pour 0 au niveau 7y déterminées par ¢ ne dépendent pas non plus du choiz de la normalisation
de ¢ a 1 plutdt qu’a une autre constante k > 0, ou méme du remplacement de ¢ par ¢’ = Lo ouf:R — R
est un homéomorphisme croissant quelconque (au sens ot {¢!, € B'} = {¢, € £=1(B')}, avec ' = £(n)).

Remarque 2 La fonction ¢ est étalée sin({0}) = 0 et si on est dans l'un ou lautre des deux cas suivants :
— ¢2(©) ne dépend pas de x € A™ (car il coincide alors avec $(A™ x O) qui porte n);
- Vo € A", ¢,(0) 2]0,1], ou n({1}) =0 et Vo € A", ¢,(0) 2]0,1[ (car ]0,1] porte n).
On dispose ainsi pour tout x € A™ de la famille des régions de confiance les plus vraisemblables pour 6

y €]0,1[, {¢, >y} C O, au niveau y(y) e n(]y, 1]) indépendant de z.
La fonction « (prolongée par les valeurs 1 sur | — 00, 0] et 0 sur [1,4+00[) est la fonction de répartition
complémentaire de la probabilité n sur R, continue en 0 puisque n({0})) = 0; si elle est continue sur R
(cas ou 7 est diffuse), elle prend en décroissant toutes les valeurs de ]0, 1] et on a pour tout z € A"

VY0 €]0,1[, {v 0 ¢x <70} = {dx > yo} ot yo = max{y € R:7(y) =0} :
la (plus petite) région la plus vraisemblable pour 6 sachant x au niveau de confiance vy s’obtient ainsi
directement par seuillage du graphe de la fonction v o ¢, dans © x R sous la hauteur .

En résumé, sous 'hypotheése trés forte de vraisemblance pivotale (étalée), la famille ({d)x > y})yE]O 1
des régions les plus vraisemblables pour 6 sachant x est intrinséque au modéle statistique, au sens ot la

définition de ces régions et de leur niveau de confiance ne comportent aucune part d’arbitraire ; contraire-



ment par exemple aux intervalles de confiance d’un parameétre réel qui dépendent du choix de la fonction
pivotale, ainsi que du type d’intervalle retenu.

L’estimation par régions les plus vraisemblables pour € nous semble “optimale” au sens évident ot
elle maximise la vraisemblance du paramétre. Comme pour l'estimation ponctuelle au maximum de
vraisemblance 6 de 6 que (I'adhérence de) ces régions contiennent lorsqu’elle existe ! , ce mode d’estimation
n’est pas associé a un critére d’optimalité lié & un paramétrage particulier ; contrairement aux estimations
classiques fondées sur la minimisation d’un risque ou d’une “taille” impliquant la mesure de Lebesgue sur
O, ou tout autre étalon non invariant par reparamétrage. Selon qu'on se focalise sur des cas ou un
paramétrage particulier s’impose ou non, cette invariance apparaitra comme un défaut ou au contraire
comme une qualité structurelle supplémentaire.

2.B. Réflexions sur le choix de l’hypothése

On part de la relation
_ Vo
VB € B(R), Py(¢x'(B) 3 6) = 1(B),

et pour tout échantillon x € A™ on attribue a la région ¢, !(B) le niveau de confiance v = n(B). Ceci
suppose impérativement que B ne dépend pas de x; car si B = B, on devrait se référer a la quantité
Py(¢x'(Bx) 2 0) = Py(¢x(0) € Bx) qui ne s’exprime plus au moyen de n (méme si 7(B,) ne dépend
pas de z)!

C’est la raison pour laquelle on s’est résolu & poser la trés stricte hypothése de vraisemblance pivotale
plutot que le jeu d’hypothéses :

7 VO, ®g(X1,...,X,) est de loi fixe v
-~ 30 : A" x © - R* (1 <d' <d) telle que ;
Va, ®,.(0) est porteur de v

e
M 7
cette derniére hypotheése assurant simplement qu’a x fixé la valeur ®,(0) détermine la valeur ¢, (6) pour
tout € ©; de sorte que Vy €]0,1[, la région la plus vraisemblable pour 8, {¢, > y}, s’exprime au moyen
de la fonction pivotale ® par

{¢ps >y} ={®, € B} ou B, ={G, >y}

On peut noter que, d’un point de vue strictement formel, ce jeu d’hypothéses peu exigeantes pourrait
suffire pour une partie de I’étude. Mais les niveaux de confiance qu’on attribuerait alors aux régions les
plus vraisemblables pour § sachant x seraient & la fois injustifiés (cf. ci-dessus) et non intrinséques, du
fait de la multiplicité des fonctions pivotales ® possibles.

— Ve A" 3G, : ©,(0) C RY — [0,1] telle que ¢y = G 0 Py, o0l P =

Par contre si G, ne dépend pas de x, ¢ = G o ® est une fonction pivotale, qui est étalée si la loi v est
portée par {G > 0} (cf. le paragraphe 2.C).

Une idée plus subtile est la particularisation suivante du jeu d’hypothéses précédent :

VO, ®g(X1,...,X,) est de loi fixe v
— d®: A" x © = R telle que ;

Va, ®,(0) est porteur de v
— Vz € A", 4G, : R — R homéomorphisme croissant tel que ¢, = G, o ®,,.

1. on se référe pour définir 0 & la version semi-continue supérieurement de f, 8 — limsup fz(6’)
6’ —6



Il s’agit en effet d’hypothéses moins restrictives que ’hypothése de vraisemblance pivotale (ot @ = ¢
et G, = idR) et telles cependant que la famille des régions les plus vraisemblables pour § sachant z € A"
est encore de la forme (cf. les paragraphes 1.A et 2.A)

z €R, {®, > z}, de niveau de confiance z — v(]z, +oo[) indépendant de .

Mais rien ne semble garantir que si (9, G’) est un autre couple de fonctions vérifiant les hypothéses
ci-dessus, donc tel que
q)/z = va_l © ¢w = G/x_l o Gw © (I)$7

) . . L, déf o, —1 .
I’homéomorphisme croissant composé ¢, = G.,~ oG, ne dépende pas de x ; or c’est seulement sous cette

condition de non dépendance en x qu’on est assuré que les niveaux de confiance attribués aux régions les
plus vraisemblables ne dépendent pas du choix particulier du couple (®, G) et donc sont bien intrinséques
au modéle.

2.C. Statistiques exhaustives et factorisation vraie de ¢

On sait qu'une variable T' = 7(X7, ..., X,,) a valeurs dans RP (couramment p = d) est une statistique
exhaustive pour le modéle si on a une factorisation de la densité de (Xi,...,X,) de la forme
V(T1,. . 20, 0) € A" X O fo(x1,...,20) = B(x1,...,20) f& (t1,. .. tp)

ou (t1,...,tp) @y 7(21,...,7,) et ot B > 0 sur A", fI est pour tout 6 € © la densité de T par

rapport a la mesure dominante ' = 7(B p"®) sur RP, image par 7 = 7(") de la mesure de densité B par
rapport a u"®. La factorisation s’écrit f, = B(x) f{ avec la notation croisée f (6) X TE (1, ... tp) s elle
exprime donc simplement que f! « f, quand ¢t = 7(z).

En supposant toujours que Vo € A", M (z) = || f2| ., €]0,400[, on a fI o f; o ¢,. Ainsi Vz,2’ € A"
tels que t = 7(x) = 7(2'), on a ¢, x ¢ et donc ¢, = ¢, du fait de la normalisation. Ceci assure que la
fonction ¢ ne dépend de x que via 7(x) :

Ve e A", ¢, o T out=rT1(x),
avec pour tout t € T(A"), ¢7 oc fI et ||¢7 ], = 1. Ainsi f, = M(x) ¢, = M(z)d! : cette dernicre
factorisation exprime que pour tout 6 € ©, la fonction normalisée gi)eT est exactement la densité de T dans
le modéle statistique image par 7 du modéle de référence lorsqu’on choisit M comme fonction B —de sorte
que g/ = 7(M p"®). Enfin si on note M7 (t) e | fF]l,, pour tout t € T(A™), on a M(z) = B(z) MT(t).

L’hypothése de vraisemblance pivotale étalée s’exprime donc au moyen de T' par

VO € O, (¢L(T))(Py) =n et Vte (A", ¢T(©)N]0,1] est porteur de n;
et on peut si besoin remplacer ci-dessus 7(A™) par A, on A’ C 7(A™) est n’importe quel sous-ensemble
porteur de p/. On dira encore que ¢? est une fonction pivotale étalée (du modéle image par 7). On
retiendra que la relation ¢, = qbf(z) assure qu’'une région la plus vraisemblable pour # ne dépend de

Péchantillon x que via la valeur ¢ = 7(z) de n’importe quelle statistique exhaustive T'= 7(X1,..., X,,) :
y €]0,1[, {¢I >y} € ©, au niveau de confiance vy(y) = 1(]y, 1]) indépendant de ¢;
de sorte que cette définition respecte le principe d’exhaustivité.
Supposons & présent qu’il existe deux fonctions boréliennes ®7' : A’ x© — R? et g: T (A’ x0) — Ry
bornée telles que

V0, ®T(T) a sa loi v fixe et portée par {g > 0}

ff=god®” on .
Vt, ®1' est une bijection de {fI > 0} sur {g > 0}
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Comme Vt € A/, fI' = go® onal fI||l, = llgll. €]0,+oo[ puisque ®] est une bijection de {f{ > 0}
sur {g > 0} et g est bornée non nulle; donc en posant G v g:P(A" x ©) CR? = [0,1], on a de
g

191l oo
maniére plus intrinséque

V6, ®I'(T) a sa loi v fixe et portée par {G > 0}

¢ =GodT ou .
Vt, ®1 est une bijection de {¢! > 0} sur {G > 0}

Ceci assure que ¢* est une fonction pivotale étalée (ainsi que f7 = | gl #7), puisque V0, ¢ (T) a sa loi
fixe n = (G o (®}(T))(Py)) = G(v) portée pour tout t par G({G > 0}) = ¢f ({¢{ > 0}) = ¢ (©)N]0,1].
Si U et une variable aléatoire de loi v, alors n est la loi de G(U). On désignera en abrégé ce type de
factorisation de ¢7 par (&7, G).

On a d’aprés ci-dessus V6 € O et VB € B(R?), Pg((@%)fl(B) 50) = Py(®%(0) € B) =v(B) :
(@%)71(3) est une région aléatoire de confiance pour 6 au niveau v = v(B). Conformément au point de
vue fréquentiste habituel, si on renouvelait un grand nombre de fois I'expérience aléatoire pour obtenir
une suite d’échantillons 29 € A" déterminant la suite #/ = 7(2%), on aurait (@Z;)_l(B) > 6 avec une
fréquence expérimentale voisine de 7 ; d’ou pour un échantillon donné x € A™ I'estimation ensembliste
de 6 au niveau de confiance v, en posant t = 7(x) :

@) '(B)={eF e B} = {0 € ©: 0] (t1,...,t,) € B}.
En particulier pour tout y €]0, 1], la région la plus vraisemblable pour 6 sachant z est
{02 >y} ={of >y} = {2} €{G>y}},
au niveau de confiance v(y) = n(Jy,1]) = v(G > y) = P(G(U) > y).

On peut noter que dans le cas ou la statistique exhaustive 7' = 7(X1,..., X,,) est minimale, la fac-
torisation est “universelle” : en effet pour toute statistique exhaustive S = o(X1,...,X,), il existe une
application borélienne 9 telle que T' = (S), de sorte que 7 = ¥ o o ; alors ¢7 = G o ®T implique que
$° = G o ®° en posant &3 = &} o) pour tout 0, car ¢35 = ¢} 0.

2.D. Cas des modéles exponentiels réels

On rappelle qu'il s’agit de modéles réguliers (qu’on dit réels, car d = 1) :

p portée par A CR et V0 € O, fo(z) = b(x) e P 3@F8O) o3 © est un intervalle ouvert de R,
dans lesquels « et 3 sont de classe C? sur ©, o/ # 0 partout, a(X) non presque stirement constant et
b> 0sur A, avec e (9 = /B(m) e a@) gy ().

n
L’estimateur efficace T = — Z a(X;), qui en est une statistique exhaustive minimale, est intrinséque
i=1
au modéle exponentiel, car la fonction @ dans fp(x) = b(z) e a@)+80) pe dépend pas de la mesure
dominante p du modéle est n’est évidemment pas affectée par un reparamétrage. On sait que sa densité

G L n (@) 1+80)] 5 (en prenant B(z) = [] b(z;)) est telle que pour tout ¢ € R, fI est stricte-
1<i<n

. . . . def
ment monotone ou unimodale? sur ©, comme on le voit par le changement de variable canonique § = «

2. au sens de strictement croissant, puis strictement décroissant
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- 1 - -
a partir de la concavité stricte de I'application § — — In(ff o a™')(#) = 0t + B(f) sur lintervalle
n

ouvert image © = (O) : on a en effet le résultat classique, en notant h(6) Ef_ ﬁ/gz; = Fy(T) :
!
_ e o H(B)
= 1 ) = ﬂ ( = —h(0 -3"(0) = = T .
B=pBoa =B (0) ) no) = —8"(0) ) nvargT > 0

En conséquence les régions les plus vraisemblables sont toutes des intervalles ouverts.

D’un autre coté la fonction h, dont la dérivée est de signe constant, est un difféomorphisme de © sur
I'intervalle ouvert image h(©); et V¢ € h(©), la dérivée de f s’annule en 6 tel que o/ () t+5'(0) = 0 <=
6 = h=1(t). On en déduit par élimination (cf. ci-dessus) que Vt € h(©), fI est unimodale, de sorte que
h=1(t) est estimation 6 de # au maximum de vraisemblance.

Supposons que A’ e h(©) porte p’ = 7(B pu™®) ; alors ¢7 est bien définie sur A’ x © puisque || 7| =
en e ) BRI €10, 400[; et Vi € A/, ¢T > 0 est unimodale et atteint son maximum 1 en § =

h=(t). D'ott VY(t,0) € h(O) x O, —% Ingy (t) = [a(h™' (1)) —a(8)] t + [B(R(2) — B(9)].

Ainsi lorsque h(©) porte p/, h~1(T) est estimateur de § au maximum de vraisemblance et ’hypothése
de vraisemblance pivotale est vérifiée si et seulement si la loi de [a(h ™ (T)) —(8)] T+ [B(h"(T)) — B(0)]
ne dépend pas de 6. Alors la loi n de ¢} (T') = ¢o(X1,...,X,,) vérifie n({0}) = 0 puisque ¢} (T) > 0.

Enfin par exemple la condition

vt € h(©), inf fT(0) =0
suffit & assurer que V¢ € h(0), ¢ (©) =]0,1], de sorte que ¢* est étalée (cf. la remarque 2 et le paragraphe
2.C). Si h(©) ne portait pas p’, la fonction fI serait strictement monotone en tout point ¢ d'un sous-
ensemble non /-négligeable A; et ¢ ne serait définie en t € A que si ||f7]|, < +o0.

3. Exemples

3.A. Une situation asymptotique assez générale

On suppose ici que la fonction f, telle que Vo € A", M(z) = | fz||,, €]0,+0oc[, est suffisamment
réguliére pour que s’applique le théoréme du rapport des vraisemblances mazimales, qui énonce
Ve O, -2In %(Xl, e X)) AL X3 lorsque n tend vers I'infini;

c’est-a-dire une convergence en loi vers une variable du chi-deux qui ne dépend pas des valeurs de 6 ni
méme du modéle, mais seulement du nombre d de paramétres réels (indépendants) constituant 6 qui est

égal au nombre de degrés de liberté du chi-deux. ¢ = =— vérifie donc la propriété pivotale de maniére
asymptotique, puisque la loi 1, de ¢g(X1,...,X,) est assimilable pour n assez grand a la loi fixe n de
Xa

e~ 2 . Sous réserve par exemple que la régularité de f assure que ¢,(©) 20, 1[ pour tout x € A™(cf. la
remarque 2, n étant diffuse), on a donc que pour tout v €]0, 1] fixé,

(¢ >y e 3} ={fo>nE e 5|1}

est la région la plus vraisemblable pour 6 sachant x au niveau de confiance asymptotique -y, pour z > 0
défini par
P(XZ < z2)=7.
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3.B. Modéles a paramétre de translation pour T

Soit un modéle tel que 'ouvert © C R? est un groupe localement compact, de mesure de Haar a gauche
notée A, et soit T une statistique exhaustive (minimale) telle que A’ = © et

Ve, 7T é U ou U a pour loi v = g A avec la densité g bornée.

L
Comme T = 0U = 7,(U) ou 7, désigne l'opérateur de translation de § a gauche, on a les égalités
entre lois T'(Pp) = 74y(v) = (90 Ty_1) Tg(A) = (g0 7p—1) A; de sorte quen choisissant A comme mesure
dominante p’ (la relation précédente assure en pratique que A est dans la bonne classe d’équivalence), on
a f§ =got, ., soit fi (t)=g(6~'t) pour tout (¢,0). On a donc
V6, ®T(T) a sa loi v fixe et portée par {g > 0}

ff=go®” on pour ®7'(t,6) 4 g1 t;
vt, ®1' est une bijection de {fI > 0} sur {g > 0}

1
Tl g, (T, G) est une factorisation de ¢* (cf. le paragraphe 2.C).
Ainsi pour tout t € A’ et pour tout y €]0, 1], en notant i I'involution 8 > =1 sur ©,
{6f >y} ={0eR:GOt) >y} = (r,00) {G>y})

est la région la plus vraisemblable pour 6 au niveau de confiance v(y) = P(G(U) > y).

de sorte qu’en posant G a

Remarque 38 Tout reparamétrage 0 € © SLINye é, ot & est un homéomorphisme de © sur un autre
ouvert © de R?, permet de transporter la structure de groupe de © sur © ; de sorte que © est encore un

groupe localement compact de mesure de Haar o gauche A = §(A) car 75 06 =007,. De plus T o(T)
est comme T une statistique exhaustive (minimale) telle que A'=0 et ona
~ o~ c _ ~
Vo€, () T=060""T)=68U) ot d(U) est de loi five 5(v) = GA avec §g=god' bornée.
L’hypothése considérée n’est donc pas lie & un paramétrage particulier.
Exemple du modéle & deux paramétres réels des lois gaussiennes

On considére le modéle (exponentiel) usuel des lois gaussiennes

]_ (mfm,)2
A:R,u:)\,f(g,m)(:c): e 202 >0; (1)
ovV2T
1 no_ 1\ o _n _n (3—m)2 45>
soit f(a',m)(‘rh .. 7xn) = ( 5 ) e 202 Lui=1 (x;—m)? — (27-(-) 2 o7 2 (1n<72+ ) + ), en ayant noté
g Y

- _1¢ RS o2 .
X=- X; et S =— X, —X).0 t est bl t o (0 = (0,m) dans © = R% xR).
n; e n;( )”. On veut estimer ensemble m et o ( (o,m) dans txR)

On voit (et on sait!) que le couple T' = (S, X) est une statistique exhaustive (minimale) du modéle (1)
telle que A’ = ©. On va considérer cet ensemble comme un sous-groupe du groupe affine ax + b, qui est
Pensemble R* x R muni de la loi de composition interne (non commutative)

: 1 b
(a,b) (a',b) = (aa’,ab’ +b), dont (1,0) est I’élément neutre et (7, 77) est I’élément inverse de (a, b).
a’ a

- 2
| i X Vel Z
On a V@z(a,m)EG,O’lT:(f,fm)(S,X):(g, ™ £ ( ALY
o o o o vno U n
ot Z est une gaussienne centrée réduite indépendante de la variable du chi-deux X2 _;, d’aprés ce qu’on

sait sur les lois des variables indépendantes X et S. La variable U admet donc pour densité par rapport a
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ns

1 n 2 2
et comme “la” mesure de Haar & gauche A sur A" est — duy dug, on a g(ug,uz) = kuy e~ F(uitu) . oy
u
1

. —2 —ng?2 _ng?
la mesure de Lebesgue sur A’ la fonction u = (uy,ug) — kul e 2" e" 2% on k =

Gilur, up) = 7 glu, up) = uf e BEIT1F1) = = Klurua)
19100
déf o | =/ on = o def 1
en posant K(uj,uz) = ui+ K(ui) on Yu>0, K(u) = In—4u—1.
u
K (u) A
1
0,751
/2SS g
05{ 1
|
025} !
1
0 U1 05 1 15 2 25tz 3 u

FicuRE 1. Graphe de la fonction K

La fonction K est positive et strictement convexe sur R%, de minimum 0 en v = 1 et de limite +oo
quand u — 0 et quand u — +oo.

Ainsi pour tout (s,Z) € R} x R et pour tout v €]0, 1] fixé,
T -z .
{¢(ea) > € 22}:{(0’7“)6@'[{(5’ o o2
est la région la plus vraisemblable pour (o, m) au niveau de confiance v, pour z > 0 tel que

y=P(GU) >e %*) = P(K(U) < 2) = v({(u1,us) € Rx R} 1 uj + K(uf) < 2}).

- = N2 2
52 m)z(a: m)” +s +ln02—ln52—1<z}

2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
T —_n N 2 : : _n 1
(a) {¢(1,o) >e 2 Z} a n fixé pour divers ni- (b) {45{1‘0) S e 3 z} ot {d)ao) > e % zas}
veaux v = P(K(U) < z) a n = 10 pour le niveau v = 0.95

F1Gcure 2. Régions vraisemblables pour (o, m) sachant (s,Z) = (1,0)
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Application numérique pour (s,z) = (1,0) et v = 0.95, dans le cas n = 10 : on trouve z =~ 0.661.

Si on reprend cette étude en considérant (hardiment) qu’on est déja en situation asymptotique (cf. le
paragraphe 3.A), la région la plus vraisemblable {¢%’1’0) >e 2 Zas} a le niveau de confiance asymptotique
v pour P(X% < z,,) = v; ce qui donne numériquement ici (ot d = 2) z,, ~ 5.99.

La figure 2 (b) montre ces deux régions les plus vraisemblables, la plus grande étant au niveau de

confiance 7y exact et la plus petite au méme niveau y asymptotique. L’écart est déja assez faible pour
n = 10.

3.C. Modéles réels a paramétre de position pour T

C’est un cas particulier de modeéle & paramétre de translation pour T, ot A’ = O est le groupe (R, +) :
L
T —0=U ouU est de loi fixe v = g A avec la densité g bornée,

A désignant la mesure de Haar — Lebesgue sur R. Alors pour tout ¢ € R et pour tout y €10, 1],
{6/ >yt ={0eR:Gt-0) >y} =t—{G>y}
est la région la plus vraisemblable pour 6 au niveau de confiance y(y) = P(G(U) > y).
Exemple du modéle des exponentielles translatées

On considére le modéle (non régulier) de paramétre de position 6 pour X
A=R u=2X, fo(z) =e D1, (z—6) ou©=R,
tel que Va = (z1,...,2n), fo(z1,...,2pn) = eneiZ:zl i Lo min(@y,....z0)[ ()
Soit T = min(Xy,...,X,) lestimateur de 6 au maximum de vraisemblance, qui est une statistique

exhaustive (minimale) puisque Vo € A", f, x (0 > en? L oy (0))

Comme Vi € {1,...,n}, X; — 0 é S1, ol S7 est la variable exponentielle de paramétre 1, et comme les
X; — 0 sont indépendantes, on a
sf S
V9e®, T —0=min(X; -0,...,X, —0) LUon U2, pour densité g(u) = ne ™" 1o 4oo[(u).

n
Ainsi G(u) = e 19 400((u), donc G(U) = e~ et n est la probabilité uniforme sur J0,1[. On en
déduit que Yy €10, 1[, v(y) = n(Jy, 1]) = 1 — y; de sorte que pour tout ¢t € R et pour tout v €]0, 1] fixé,

1 1
T
l—qt=t-— :}tf—l ,t[
{6y >1—1} {G >y} P

est la région la plus vraisemblable pour € au niveau de confiance . On note que cet intervalle de confiance

différe de l'intervalle équilibré habituel

1
t——1In
n

2 1 2
PN
1—7~ n 147

qui est de plus grande taille et dont I’adhérence ne contient pas 'estimation au maximum de vraisemblance
0=tded.

Remarque 4 La densité 1), (0) 4 folwi,..oxy) = [I (7@ D10 4o (2 — 0)) est elle-méme une
1<i<n

fonction pivotale puisque pour tout 6 € O, du fait que Vi, X; < 0,
c @ L
vx(0) B H e~ (Xim0) = H e % =5,
1<i<n 1<i<n

ot les S;i) sont des variables exponentielles de paramétre 1 indépendantes et ot S, est la variable gamma
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réduite de paramétre de forme n. Le support de la loi (diffuse) de e est [0,1], mais la fonction pivotale
1 nest pas normalisée et a fortiori n'est pas €talée, puisque le point 1 est a une distance strictement
positive de 1, (0) = [O e" min(@y,...@n) =) 0 @ [ dés que les x; ne sont pas tous égauz entre euxr. Comme
analysé au paragraphe 2.A, ceci suffit a rendre contestable I’emploi de cette fonction pivotale pour toute
estimation par Tégions de confiance.

Passons outre pour s’en convaincre : un niveau de confiance v €10, 1[ étant fixé, soit y €10,1[ tel que
P(e*S" > y) = . Pour tout x = (x1,...,2,) € R™, la région la plus vraisemblable pour 0 sachant x au
niveau de confiance vy ainsi déterminée par v serait

_ S 1< 1
{wm>y}={9<m1n(x1,...,xn):e"9 Ei=1"cl>y}=}n;xi+nlny,t[.

Cet intervalle dépend non seulement de la valeur t = min(zy,...,x,) de la statistique exhaustive T,

n
mais aussi de % > x; via sa borne inférieure ; ce qui parait saugrenu (cf. a ce sujet le paragraphe 2.C). Et
i=1
il peut méme étre vide si d’aventure moyenne et borne inférieure de I’échantillon sont assez différentes!
Exemple du modéle des lois gaussiennes a écart-type connu

On consideére le modéle (exponentiel) des lois gaussiennes a écart-type connu o, de paramétre de position
0 = m pour X

1 (z=m)?
A=R,u=X, fn(z) = e 22 >0 ou®=R.
oVv2m
P
On sait que l'estimateur efficace T'= X L - ZXi est une statistique exhaustive minimale, et que
i=1

X-mEUonU= %
On a donc g(u) = \/g e 202, ot G(u) = e 207 et GU) = e=% . On en déduit
o2

Vz>0,{G>67%}:{UGR:nu2<0222}:]

Z, Z étant une gaussienne centrée réduite.

z

72%, z%[ et P(G(U) > 6772) =P(|Z| < 2);
de sorte que pour tout Z € R et pour tout v €10, 1] fixé,

{oF >e’§} =I— {G>e’é} :]a‘:—z%,f—l—z%[ pour z > 0 tel que P(|Z| < z) =~
(qui est la section & o d’une région la plus vraisemblable pour (o, m), cf. le paragraphe 1.B), est la région
la plus vraisemblable pour m au niveau de confiance . On retrouve l'intervalle de confiance équilibré
habituel, du fait que Z est de loi paire.

3.D. Modeles réels a paramétre d’échelle pour T

C’est un cas particulier de modéle & parameétre de translation pour 7', ot A’ = © est le groupe (R%, ) :

T
7 £ U ot U > 0 est de loi fixe v = g A avec la densité g bornée sur R,

1
A désignant la mesure de Haar " du sur R* . Alors pour tout ¢t € R’ et pour tout y €]0, 1],
t t
{¢tT>y}={96Ri:G<5) >y}:{azueRi,G(u)>y}
est la région la plus vraisemblable pour 6 au niveau de confiance v(y) = P(G(U) > y).
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Exemple du modéle des lois uniformes

On considére le modéle (non régulier) de paramétre d’échelle § pour X

1 T
A =Ry, j=1a2, fol@) = 5 Lo (5) on© =R,
1
tel que Vo = (1’1, e 7xn)a fﬁ(xla cee 7xn) = 97 1] max(z1,...,Tn),+00[ (0)
Soit T = max(Xjy,...,X,) estimateur de 6 au maximum de vraisemblance, qui est une statistique

1
exhaustive (minimale) puisque Vo € A", f, = (6‘ e Lt 4o (9))

Comme Vi € {1,...,n}, 7 est une variable uniforme sur |0, 1[ et comme les -7 sont indépendantes,
T X X, ¢ .
Vo €O, 7 max(#, A 7) = U on U a pour densité g(u) = unu™? 1j0,1((u) par rapport & A.

que Yy €]0,1[, v(y) = P(G(U) > y) = 1 — y; de sorte que pour tout t € R} et pour tout v €]0, 1[ fixé,
T t . t
>1l—7v}=9—:ueRy Gu) >y =|t, —
(@ >1-0p= {7 ueRL G > v} = |t oy |

est la région la plus vraisemblable pour € au niveau de confiance . On note que cet intervalle de confiance
différe de l'intervalle équilibré habituel
1

e(35) " (25)

1+~ ’ 1—7v ’

qui est de plus grande taille et dont I’adhérence ne contient pas 'estimation au maximum de vraisemblance

0=tdeb.

Remarque 5 La fonction ,(0) e 1Ty folrr, ..., xn) = H {% 1]071[<%)} est elle-méme une
1<i<n

fonction pivotale puisque pour tout 6 € O, du fait que Vi, X; z 0,

ex@2 ] % [[ v ] 5" £

1<i<n 1<i<n 1<i<n

1~

ot les U sont des variables uniformes sur |0, 1] indépendantes. Le support de la loi (diffuse) de e=5n

est [0, 1], mais comme dans Uexemple du modeéle des exponentielles translatées (cf. le paragraphe 3.C), la
fonction pivotale ¢ n’est pas normalisée et a fortiori n’est pas étalée puisque le point 1 est a une distance
strictement positive de 1,(©) = [0 , %[ des que les x; ne sont pas tous égauz entre eux. Ceci
suffit a rendre contestable [’emploi de cette fonction pivotale pour toute estimation par région de confiance.

Exemple du modéle des lois gamma — Weibull
Soient deux réels a,b > 0 fixés; on considére le modeéle de paramétre d’échelle 6 pour X
. b 1 sx\ab-1 @b . .
A:R+,M:1A>\7f9(x):m§(§) 6(9) Ou@:R+7

I étant la fonction d’Euler. 11 s’agit d’un modéle exponentiel standard fg(z) = b(z) () 3@ +O) ayec

- b 1
a(z) =2, b(z) = mx“b_l, a(f) = o et B(0) = —ablnd.

Pour b = 1 il s’agit des lois gamma (non réduites) de paramétre de forme a; pour a = 1 il s’agit des
lois de Weibull de paramétre de forme b; et pour a = b = 1, on a affaire au modéle des durées de vie

exponentielles.
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Comme Vi € {1,...,n}, 5 @ pour densité y +— m ybt eV 110, 400((¥), (?) a pour densité
a

Xi\° ¢
20 tem? 110, 4+00[(2), C'est-a-dire (—2) = 9, ou §, est la variable gamma réduite de parameétre

Z ]

I'(a)

X; 1<
de forme a. Comme les 71 sont indépendantes, la statistique exhaustive minimale T = — g Xib vérifie
n
i=1

T 1=~/ Xi\? na
donc — = — g (?) £ UouU = S— ; de sorte que ° (et non 6) est un paramétre d’échelle pour 7.
n “— n
5/(9) B @ gb+1

Varions la méthode pour la détermination de G : comme h(f) = —— = afb® (cf. le
1
3

OB,

paragraphe 2.D), on a h(©) = R = 7(A") avec h™'(t) = (E) ; de sorte que V(t,0) € h(©) x ©, on a
a

1 a 1 a _ 1 t )
- In g7 (t) = (7; + %> t+ (a ln? +ab ln9> = aK(W t) et donc ¢ (t) = G(%> en ayant posé
G(u) W e—naK(3) (la fonction K a été définie au paragraphe 3.B).

Ainsi G(U) = e maK(5) et on obtient pour u; < ug définis pour tout z > 0 par K(u1) = K (ug) = z,

{G > 67"‘”} = {u eRY: f((g) < z} =lauy,aus|

et P(G(U) > e %) = P(K(S"“) <z)=P(u < Sna us);
na na
de sorte que pour tout t € R et pour tout v €]0, 1] fixé,
T —naz i % . * —naz 3 % 3 %
@ >y ={(3) ruert, 6w > e} = [ (20 (05) |
est la région la plus vraisemblable pour 6 au niveau de confiance vy, pour u; < ug définis par

_ S,
K(ul) = K(UQ) et P(u1 < ﬁ < UQ> =.
On note a nouveau que cet intervalle de confiance au niveau -~y différe, déja dans le cas a = b = 1 des

durées de vie exponentielles, de l'intervalle de confiance équilibré habituel, & savoir
o 1
|5 ] on P(Sy <nw) = P(Sy = nug) =~
U UL 2

Exemple du modéle des lois gaussiennes & moyenne connue

On considére le modéle (exponentiel) des lois gaussiennes a moyenne connue m, de parameétre d’échelle
0 =ocpour X —m

1 1z—m\2
A=R, u=A, fo(x) = e 2557 >0 ou ® =R%.
H f ( ) o \/ﬂ +
a1 O .V
Par définition de la loi du X2, la statistique exhaustive minimale V' el Z (X; — m)2 vérifie — = U
n

2
i=1 g
X2
ot U = =™, X2 étant la variable du chi-deux & n degrés de liberté ; de sorte que o (et non f = o) est un

parameétre d’échelle pour V.
Varions encore la méthode pour la détermination de G : comme V a pour densité (par rapport a u')

v

£ ) = et ne2s) = 2 KGr) g et on 6 (0) = 0 2R = G( ) pour ¢ & o8 .
g

n

_ 2 _ _
Ainsi GU) =e 2 K(52) et on obtient pour uy < uy définis pour tout z > 0 par K(uy) = K(u2) = z,
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{G> 67%2} ={K < z} =Jui,uz| et P(G(U) >67%Z) :P<K(%) < z) :P<u1 < %21 <u2);

de sorte que pour tout t € R et pour tout v €]0, 1] fixé,

{¢X>e_%z}={(%>% :ueRi,G(u)>e‘gz}:}\/Z,\/uTl[

(qui est la section & m d’une région la plus vraisemblable pour (o, m), cf. le paragraphe 1.B), est la région

la plus vraisemblable pour ¢ au niveau de confiance v, pour u; < us définis par
_ _ X2
K(ul) ZK(UQ) et P(u1 << UQ> =".
n

On note a nouveau que cet intervalle de confiance au niveau ~y différe de 'intervalle de confiance équilibré

habituel )
| v v N 2 ) 1=
] 1627\/:1[ ouP(X,,LSnul)—(anan)—72 .

3.E. Modeles des lois gaussiennes a un parameétre nuisible

On va étre confronté ici & des factorisations de ¢* moins triviales.

Cas de ’estimation de la moyenne & écart-type inconnu

Comme expliqué au paragraphe 1.B, on doit considérer la fonction de vraisemblance marginale pour

m sachant x, m — sup f(o,m). On a en occurrence pour tout m € Oy = R, du fait que la dérivée de
>0

(z —m)? + s?

s’annule pour 0° = (T — m)* + s (cf. le modele u paragraphe 3.B) :
5 ’ 1 2 2 2 (cf. 1 dele (1) d he 3.B
o

o—sIno? +

n —% inf (1n02+7(5c—m)22+32
sup fz(o,m)=(2m) 2 e " >0 ’
a>0

) =(2m) "% o2 (1nl(@—m)?+5)+1)

= 2, "%

= (2re)7F (T —m)? + %) ? = (2mes?)"H (1 + (= ;m) )

Ainsi pour T = (S, X) statistique exhaustive minimale du modéle (1), la vraisemblance marginale
2.7% 2

) ) s done powr G % (14-2)

T—m

normalisée ¢g; z) & sup fu( -, 0) vaut qﬁé 7(m) = (1 + (
' >0 ’

et ® (s,7) =f m_m\/n—l,ona
s

S

Vm, ®L (S, X) a sa loi v fixe et portée par {G >0} =R
V(s, T), @%;,i) est une bijection de {d){s n > 0} =Rsur {G > 0} 7
S X—my\c Vo z
en effet comme Y(o,m) € O, (—, ) = ( , —
o o Vo y/n
X—-m c
n—1=

S -

n—1

T =GodT ou

) ott Z et X2_, sont indépendantes, on a

N
e

(8, X) =

n—1
ou T, désigne la variable de Student a n — 1 degrés de liberté (n > 2).
Ainsi pour tout Z € R et pour tout v €10, 1] fixé,
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{(bg;,i)>G(2)}:{|(I)%;@)|<Z}:{m€@2:‘j_mm‘ <z}:}i‘—z

S

s s
\/nfl’x—i_zx/nfl[
(qui est la projection sur ©5 d’une région la plus vraisemblable pour (o, m), cf. le paragraphe 1.B), est la
région la plus vraisemblable pour m au niveau de confiance v pour z > 0 tel que P(|T;,—1| < z) =~. On
retrouve 'intervalle de confiance équilibré habituel au niveau ~, du fait que T),,_1 est de loi paire.

Cas de ’estimation de 1’écart-type & moyenne inconnue

On cousideére cette fois la fonction de vraisemblance marginale pour o sachant x, o — sup f, (o, m).
meR
On a en l'occurrence pour tout o € ©; = RY,

S2 r—m 2
(mo?s =tz (2m) % e~ 30+ 5) _ (o) % ~3 IR (5)+14me)]

_n 5 inf
sup fz(o,m) = (2m) 2 e "~ meR
meR
Ainsi, en ne retenant que S dans la statistique 7 = (S, X), la vraisemblance marginale normalisée
2
déf _n (2 déf _n g déf S
¢35 o< sup fo(m, -) vaut ¢ (o) = e 2 k(%) ;on a donc pour G = e 3K ot ®I(s) = —5
meR g

Vo, ®5(S) a sa loi v fixe et portée par {G > 0} = R%.

¢5 =God° ou ,
Vs, @5 est une bijection de {¢5 > 0} = R% sur {G > 0}

S? £ X3
puisque Yo € O, ®5(S) = — = —2=L Ainsi pour tout z € R™ et pour tout v €0, 1[ fixeé,
o n

o> )= {oeon k() <sh =] |

€ =10 : — =

. L o2 NN

(qui est la projection sur ©; d’une région la plus vraisemblable pour (o, m), cf. le paragraphe 1.B), est la
région la plus vraisemblable pour ¢ au niveau de confiance -y, pour u; < ug définis par

X2
K(ui) = K(ug) = z et P(u1 < HT_I <U2) =1.

On note & nouveau que cet intervalle de confiance au niveau ~y différe de I'intervalle de confiance équilibré
habituel )
S S —
] —[ ol P(XZ_1 Snul) = (X%_l Zan) S

Vi " Vuy 2

4. Probabilisation possible de ©

Un des reproches faits par les tenants du paradigme bayésien a I'estimation par intervalles en statistique
classique est de ne pas pouvoir exprimer les résultats obtenus sous la forme naturelle & laquelle on pense,
a savoir “le parameétre se trouve dans tel intervalle de confiance (déterministe) avec telle probabilité”, du
fait du refus de principe de considérer le paramétre comme aléatoire.

On va montrer qu’il est possible, dans le cadre des modéles a vraisemblance pivotale étalée, de déter-
miner pour chaque échantillon z € A™ une probabilité intrinséque sur © qui résout formellement cette
difficulté ; toutefois cette probabilité dépendant de = ne sera définie que sur la sous-tribu de la tribu de
Borel B(0©) engendrée par les régions les plus vraisemblables pour 6 sachant x.

Prolonger cette pré-probabilité sachant x & toute la tribu de Borel B(O) est facile lorsque la vraisem-
blance pivotale se factorise, mais se pose alors un probléme d’interprétation ; de plus on risque d’avoir une
multiplicité de prolongements possibles quand il y a plus d’un parameétre réel (d > 2), ce qui constitue
une difficulté de fond. On peut voir ces résultats comme une généralisation de la trés discutée probabi-
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lité fiduciaire introduite par R.A. Fisher ; I'introduction d’une condition supplémentaire permettra, nous
semble-t-il, d’échapper a certaines difficultés inhérentes & cette notion.

4.A. La famille des pré-probabilités sur © sachant x

On considére ici un modéle de dimension d > 1 quelconque, vérifiant I’hypothése de vraisemblance
pivotale étalée.

Proposition 4.1 : Pour tout échantillon x € A™, il existe sur la sous-tribu ¢ ' (B(R)) de B(©) engendrée
par les régions les plus vraisemblables sachant x une (unique) probabilité 11, portée par {p, > 0} et
intrinséque au modéle, qu’on appellera pré-probabilité sur © sachant =, caractérisée par

VB € B(R), T, (4;1(B)) € n(B), ¢’est-a-dire ¢,(1L,) = 1;

de sorte que Vy €10,1[, le niveau de confiance v(y) = n(ly,1]) de la région la plus vraisemblable
¢ (Jy, 1)) = {¢x > y} coincide avec sa pré-probabilité 1L, ({¢, > y}).

Preuve On a en toute généralité BN ¢,(0) = ¢, (¢;'(B)) ; donc comme 7 est portée par ¢,(0), on a

VB € B(R)7 77(3) = 77(B N ¢w(®)) = 77[%((/);1(3))}7

ce qui permet bien de définir I1,(¢;*(B)) comme indiqué. De plus, si (qﬁ;l(Bn))neN est une suite de

boréliens de © deux & deux disjoints, les B,, N ¢, (O) sont aussi deux a deux disjoints puisque pour n # m,
B, N By N ¢1(®) = ¢z ((b;l(Bn N Bm)) = ¢y (¢;1(Bn) N ¢;1(Bm)) = ¢w(®) =0.
Comme en toute généralité {¢, € B} = ¢;'(B) = ¢;' (BN ¢(O)), on a
W 6.1 (Ba) = 61 (U Ba) = ;7 (U Ba)n6:(0)) =6, (W (Ban6.(0))):
neN neN neN

neN
~ oS} ) ~
done T, (W 61 (Ba)) =n( W (BaN6.(0))) = X n(BaN6:(0)) = X ML (6;(By) par définition
neN neN n=0 n=0
de II,, et on a montré que II, est o-additive. Enfin II, est positive, II, ({¢, = 0}) = n({0}) = 0 et
I1,(0) = n([0,1]) = 1, donc II, est bien une probabilité portée par {¢> > 0}; et on a par définition
n = ¢,(I1,), probabilité image de II, par ¢,.

Cg)mme la fonction ¢ et la mesure i ne dépendent pas du choix de la mesure dominante p du modéle,
les II, n’en dépendent pas non plus. On a la méme chose en cas de remplacement de ¢ par ¢’ = £o ¢
ou £ : R — R est un homéomorphisme croissant; et on controle aussi la propriété d’invariance par
reparamétrage pour les II,. a

Remarque 6 On note la relation de dualité entre les variables x et 0 déterminée par la vraisemblance

pivotale ¢
Y

. vo
Remarque 7 Lorsque 1 est diffuse, on a ¢,(II,) = 1 = (y0 ¢,)(II,) =~v(n) = X ou X désigne ici la
probabilité uniforme sur ]0,1[ (propriété d’anamorphose dans la méthode d’inversion), puisque 7 est la
fonction de répartition complémentaire de n (cf. le paragraphe 2.A). Cette relation exprime que pour tout
Yo €]0, 1], le niveau de confiance o de la région la plus vraisemblable {~yod, < vo} vaut I, ({yod, < Yo}).

Remarque 8 Dans le cas ot on dispose d’une statistique exhaustive pour le modéle, on sait (cf. le para-
graphe 2.C) que Vx € A", ¢, = ¢l out = 7(x). Comme par définition 11, est pour tout x € A™ l'unique
probabilité sur la tribu ¢ (B(R)) de © telle que

b (I1,) = n, autrement dit ici ¢ (I1,) =1,

18



la pré-probabilité I, sachant x ne dépend en fait que de t = 7(z) ; on la note en conséquence aussi 1:[?,
telle que ¢ (HtT) =n.

4.B. Factorisation de ¢ et probabilité sur ©

On suppose de plus comme au paragraphe 2.C qu’il existe une statistique exhaustive minimale T" et
deux fonctions boréliennes ®7 : A’ x © =+ R? et G : ®T(A’ x ©) CR? — [0, 1] telles que

Ve, ¥ (T) £ U asaloi v fixe et portée par {G > 0}

¢T = G ¢} (I)T Ofl
Vt, ®1' est une bijection de {¢! > 0} sur {G > 0}

de sorte que ¢7 est une fonction pivotale étalée, admettant la factorisation (@7, Q).

Alors Vt € A’; ' permet de définir une probabilité II; sur la tribu de Borel B(0), qu’on appellera
probabilité sur © sachant t, en transportant la mesure v sur {G > 0} par la bijection réciproque de ®7 :

vte A T € (@7) ().

On a donc Vt € A/, ®T(II;) = v et comme ¢7 = G o T, on en déduit que ¢! (II;) = G(v) = n : la
restriction de II; & la sous-tribu (¢25T)71 (B(R)) de B(©) coincide avec la pré-probabilité IT; sur © sachant
t, définie au paragraphe 4.A. En particulier, II; est portée par {¢I > 0}. On controle aussi la propriété
d’invariance par reparamétrage pour les I1;.

La relation V¢t € A’, ®T(II;) = v exprime que YB € B(R?), le niveau v = v(B) de la région de
confiance (@Z)_l(B) (cf. le paragraphe 2.C) coincide avec sa probabilité I:It((@tT)_l(B)). Comme tout
sous-ensemble borélien ©' C © fixé vérifie pour tout t € A', ©' N {¢] > 0} = (@tT)il(Bt) pour B, &
o7 (0" n{¢{ > 0}), il est tentant d’interpréter la probabilité I1,(0') = v(B;) comme la probabilité que
0 se trouve dans ©' sachant t; mais ceci ne découle pas du modéle fréquentiste (cf. sur le méme sujet
le début de paragraphe 2.B), et il s’agit nous semble-t-il du point de rupture avec les modéles de type
bayésien (cf. le paragraphe suivant).

On note la nouvelle relation de dualité entre les variables t et § déterminée par la fonction pivotale ®7,

o7 (T1,) £ v £ &F (T(Py)).

Si S est n’importe quelle autre statistique exhaustive, il existe une application borélienne ¥ telle que
T = +(S) puisque T est minimale, et on a la méme factorisation avec ®2 a @5(5) (cf. le paragraphe
2.C); de sorte que @SS détermine la méme probabilité sachant s que ®I sachant t = (s), & savoir
(%) (1) = Ty(o).

Supposons a présent qu’on dispose d’une autre factorisation de la fonction pivotale de méme type
(qu’on peut associer & la méme statistique exhaustive minimale T, comme vu juste ci-dessus)

(@7, soit 67 = G 0BT on V6, &, (T) a saloi v/ fixe et portée par {G' > 0} .
vt, @7 est une bijection de {¢I > 0} sur {G’ > 0}

On a ainsi Vt € A/, /T = 4, 0 T sur {¢p > 0}, ot ¢, X /T o (@f)_l :{G > 0} —» {G' > 0} est une
bijection ; de sorte que V¢, G = ¢7 o (®F) ' = G 0 £, sur {G > 0}.

Si ¢; = £ ne dépend pas de t, on a Vt € A’, &} = o &I sur {¢] > 0} ; donc

v 2 (9 (1)) (Po) = L[ (2F (1)) (Fo)] = €(v).
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Ficurg 3. Factorisations de la fonction ¢

On en déduit que V¢t € A’, IT, ' (&) ' (v/) = (@f)fl[ﬁ_l(ﬁ(u))] = (1) '(v) = TI,. Inversement
pour toute bijection ¢ de {G > 0} C R? sur un sous-ensemble im ¢ de R? (strict si {¢7 = 0} # @), on
définit une nouvelle factorisation de ¢ en posant

o | Lo®F sur {¢l >0 ¢ | Gotl~! surim/
vt e A, o € ¢ sur {90 >0} ot 'Y :
des e € R\ im /¢ sur {¢] = 0} 0 sur R\ im/

on désignera en abrégé cette nouvelle factorisation par (€ 0®T, Go 8*1).

En dimension d = 1 la relation G = G’ o ¢; sur {G > 0} permet de conclure que ¢; = £ ne dépend pas
de t—ce qui assure le caractére intrinséque des probabilités II; sur la tribu de Borel B(©) entiére —,
du moins en renforgant légérement les hypothéses de factorisation : on peut par exemple imposer aux
{¢T > 0} et & {G > 0} d’étre des intervalles ouverts de R, & G d’étre (strictement) monotone par
morceaux sur {G > 0} et aux bijections ®! d’étre monotones, toutes croissantes ou toutes décroissantes.

Par contre dés que d > 2 aucune condition simple ne semble pouvoir assurer que ¢; ne dépend pas de ¢,
méme si G’ = G, et donc que les familles de probabilités sachant ¢ coincident nécessairement. Il faut alors
pouvoir justifier ou au moins motiver le choix fait dans chaque cas particulier, comme cela sera illustré
au paragraphe 4.D.

Remarque 9 En fait, on pourrait construire bien d’autres familles de probabilités (1:[;) sur © telles que

teA’
vt € A TI} restreint a la sous-tribu (qStT)fl (B(R)) coincide avec I1;, autrement dit telles que ¥ (II}) = .
En effet, étant donné une seule factorisation (®1,G), on a pour toute probabilité v' portée par {G > 0}
telle que G(V') = G(v) :

vie N T (@) (W) verifie of (1) = G(@] (1) = G(V) =
se restreindre a la loi fize v de ®F (T) évite donc une démultiplication inutile des choix et préserve le lien
avec les niveaux de confiance ; mais on mesure combien la donnée des 1:[? ne suffit pas a déterminer les

11;.
4.C. Lien avec la statistique bayésienne

Dans le cadre précédent, si U admet la densité f;; par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R? (soit
v = fyA) et siles &/ sont des diffeomorphismes entre les ouverts {¢{ > 0} et {G > 0}, de Jacobien Jpr,
la formule de changement de variables dans les intégrales multiples permet d’écrire

= —1 -1
W, T = () (fuA) = fuy 0 ®F (8F) ' (\) = fy 0 ®F |Jor| 1o A;

c’est-a-dire que II; admet la densité 7 = |Jq>z"| fuo ®T par rapport & la mesure de Lebesgue 1g A sur
© CRY.

L’idée fort séduisante proposée par R.A. Fisher est que dans une situation ot on dispose sur © de
probabilités “naturelles” II;, ¢ € A’, comme au paragraphe 4.B (et Fisher utilise pour cela dans le cas
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réel la fonction de répartition de T' comme fonction ®, cf. le paragraphe 5.A), il deviendrait légitime
de considérer pleinement le paramétre # comme un point aléatoire; et que si ces probabilités admettent
des densités— qu'il appelle densités fiduciaires— m,, elles pourraient servir de densités bayésiennes a
priori & l'occasion d’un nouvel échantillonnage : ce qui permettrait de faire la jonction entre statistique
fréquentiste et statistique bayésienne.

Toutefois on doit noter que si la densité fiduciaire 7, est fournie par un premier échantillonnage connu
x = (21,...,Ty) et si on fait un second tirage 2’ = («},...,2/,), la densité a posteriori Ty SUL O qui
en découlerait en bayésien, censée pouvoir servir de densité a priori pour un troisiéme tirage, serait

(m) .
Tiaary X Tt [ OU t = 7™ (z) et t' =7 ().

Le probléme est que Tpar) €0 T 2 n’ont aucune raison de coincider dans le cas général; or il parait
aberrant que I'ordre dans lequel les deux premiers tirages x et =’ ont eu lieu puisse affecter cette densité! De
fait ce n’est pas le cas dans le paradigme bayésien authentique, ol la densité a posteriori est proportionnelle

a
7(n) 7 (m) 7 (m) 7(m)
(mfe ) fe =(mfy Vfi s
7w désignant la densité a priori, qui fait partie intégrante du modéle bayésien considéré.
Je propose en conséquence de se restreindre, pour cette interprétation fiduciaire, au cas ou on fait
I'’hypothése supplémentaire suivante sur les II,, compatible avec le fait que II; est portée par {¢! > 0} :

1 _
les mesures (b—T II;, t € A’ sont toutes proportionnelles,
t

autrement dit il existe une mesure o-finie IT sur © (définie & un facteur multiplicatif prés) telle que
Vte A Ty =m 101, ou 7, ocqﬁf.

En effet ceci permet de “recoller” au paradigme bayésien en considérant la densité a priori 7 = 1 par
rapport a II, puisqu’alors 7; o 7 f (du moins en cas d’absence de paramétre nuisible, ott ¢ o< f7).
Cette propriété est conservée par tout reparamétrage 6 € © NN (6 bijection bi-mesurable), a
condition de remplacer la mesure de référence II par son image i par ¢ : en effet

Vi e AT, = 6(T,) = (7, T0) = (7, 067 1) §(T0),
soit la densité 7, = 7, o 6! relativement a = §(IT), avec 7, o &5?, puisque 7, oc ¢f et 253” =¢f oL,

En prenant IT comme loi a priori (au sens généralisé si ce n’est pas une mesure finie), les estimations
bayésiennes au maximum de probabilité a posteriori et par régions de plus forte densité a posteriori
coincident respectivement avec leurs homologues fréquentistes au maximum de vraisemblance et par
régions les plus vraisemblables, avec les mémes niveaux de confiance pour les régions : choisir IT comme
mesure de référence sur © conduit ainsi & exprimer 'absence d’information a priori sur le modéle par la

densité a priori 7 = 1. Et par reparamétrage 6 € © D he é7 toutes les densités (a priori et sachant t)
par rapport & II et II conservent les mémes expressions (1) (9) = ) (), puisqu'on a comme ci-dessus
vt e A, %(t) o= ﬁ(t) = (5(H(t)) = 5(7T(t) ﬁ) = (W(t) o 5_1) II.

Je dirai en conséquence que II est basiquement non informative pour le modele et j’appellerai parfait
un tel modéle. La mesure II détermine en retour les probabilités IT; o ¢! II, et on a pour tout t € A’

T (bl =aN_Larmy_ 1 o o orE 1Ty
<I>t(H)o<<I>t(¢tTHt)—G<I>t(Ht)—Gl/,dougbt(l'[)CxG(GV)—

et comme II; o< ¢ II, on a / gi)tT dIl < +o0.
e

1
T 7, mesures indépendantes de ¢;
1dr
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Remarque 10 On rejoint a ce stade l'approche bayésienne des lois a priori non informatives dites lois a
priori coincidantes (exact matching priors).

Remarque 11 Comme vu au paragraphe 4.B, rien n'assure en dimension d > 2 l'unicité de la famille

(Ht)teA/ et pas plus celle de I1 (6 un facteur multiplicatif prés). Par contre, & Uunicité de la famille de leurs

restrictions (ﬁt)teA’ a la sous-tribu (qi)tT)_l(B(R)) de B(©) répond l'unicité, a un facteur multiplicatif
_ _ _ 1

pres, de la restriction de 11 a (¢]) 1(B(R)) pour tout t € A (puisque ¢F () o o n). Celle-ci apparait
1dR

comme authentiquement non informative, d’ot le choix du terme basiquement non informative pour
qualifier 1.

4.D. Exemples de modéles parfaits

Nous réexaminons les modeéles vus précédemment, pour lesquels les propriétés ci-dessus sont vérifiées :

e Les modéles a paramétre de translation pour T (cf. le paragraphe 3.B)

A’ = © C R? groupe localement compact, de mesure de Haar & gauche A, et

voeco, 07T £ U ou U est de loi fixe v = g A avec g bornée.

Comme u = ®T(0) = 071t = ut =710 « (®T) '(u) =0 = tu=!, ona (BF) ' = 7,01 (o
i:urrulet v tv); on en déduit que Vt € A, TI; = (@tT)_l(z/) = 7,(i(v)), translatée a gauche
par ¢ de la mesure fixe i(v). Or T 20U — T(Py) = 1y(v), de sorte que

Ve €0, (cT)(Py) = 7.(T(Py)) = 7,9(v) = T(Peo) = T(Pr (s)) :
le modéle statistique est donc invariant sous I’action du groupe des translations & gauche; et comme
vVt e A, ﬁrc(t) = Tct(i(lj)) = 7.(I),
le principe d’invariance est vérifié.
On a de plus
Vie N T = (@) (gA) = (g0 @) (2]) 1 (A) = (g0 @]) 7, (i(A) = (g0 ®]) A1) i(A),
ot A > 0 est la fonction modulaire du groupe © et on i(A) est “la” mesure de Haar a droite sur © :

ainsi Vt € A’, la probabilité II; sur © sachant ¢ admet par rapport & la mesure II e i(A) la densité
7= A(t)go ®F = |glleo A(t) ¢I proportionnelle & ¢} ; de sorte que le modéle a paramétre de position
pour T est parfait. Et on note que II dépend seulement de la structure de groupe sur © et pas du tout
de la loi particuliére v de U, ce qui constitue une propriété intrinséque de non information.

Remarque 12 De (@?)71(A) = A(t)i(A) on déduit A = A(t) ®F (i(A)). Ainsi la relation I1 = i(A) suffit a

assurer ®T (1) =

A(t)

Exemple du modéle des lois gaussiennes

A x A, de sorte que (cf. le paragraphe 4.C) oV~ A, soitv=gA ot g=lg|,G.

La mesure basiquement non informative sur le sous-groupe © = R* x R du groupe az + b est donc la

_ 1
mesure de Haar & droite I1(do, dm) = — do dm, qui fait de o et m des paramétres a priori “indépendants”.
o

_ 1
On note que II n’est pas (& un facteur prés) la loi de Jeffreys —5 dodm, qui est elle la mesure de Haar a
o

h ) lcule les densités 7, ) sachant —kule 5Witud) gp p= "
gauche sur ©. On calcule les densités 7(, z) sachant g(u1,us) uemzUituz) ¢ T TR T
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1
(cf. le paragraphe 3.B) en vérifiant que A(s,Z) = —, ou en se référant au début du paragraphe 4.C :
s

Sn—l T n (3—m)2+4s2

V(s,Z) € R xR, T(sz)(0,m) =k e 2 o7

O-TL

e Le cas particulier ou il s’agit d’une translation de position (cf. paragraphe 3.C). La mesure
basiquement non informative sur le groupe commutatif (6 = R,+) est la mesure de Haar—Lebesgue
IT = A. Pour ces modéles, on a Vt € R, T+(0) = g(t — ), puisque la fonction modulaire A vaut 1.

Exemples du modéle des exponentielles translatées et du modéle des lois gaussiennes a écart-
type connu.
Pour ce second modéle (qui est exponentiel), on a Eg(T) —m = E(U), soit h(m) = E(U) +m; d’autre
m _
part a(m) = — - Comme information de Fisher vaut IT =nd' b = —5 qui est une constante, II est
o o
aussi (& un facteur pres) la loi de Jeffreys VIT A sur O.
e Le cas particulier ou il s’agit d’une translation d’échelle (cf. paragraphe 3.D). La mesure basique-

ment non informative sur le groupe commutatif (© = R, x) est la mesure de Haar 1(do) = ] df. Pour
t
ces modeles, on a Vt € RY , 7y(0) = 9(5)’ puisque la fonction modulaire A vaut 1.

Exemples du modéle des lois uniformes; du modéle gamma-Weibull; et du modéle des lois
gaussiennes 4 moyenne connue.

Pour les deux derniers modéles (exponentiels), on a respectivement h(0) = Ey(T) = 0° E(U) = a6® et

1 1
a(f) = g h(B) = Eo(V) = 0> E(U) = 0% et a(0) = VTR Comme IT =na’ k', on a dans les deux

1 _
cas VIT (9 — 5) : la mesure II est aussi (& un facteur prés) la loi de Jeffreys VIT X\ sur ©.

e Le modéle des lois gaussiennes a écart-type inconnu, avec @%(s,a’;) errom vn—1 (cf.
s
paragraphe 3.E).
V(s,z) € A =R, <I>%F z) est un diffcomorphisme de {¢(s 7 > 0} =0O2 =Rsur {G > 0} =R, de Jacobien
v — T 1 NG w2 \—2%
.Comme@m S, X ETn,,ona u) = 2 (1+ ) ou
v= fU ); d’oit Pexpression de la densité sur ©9 sachant (s,Z) par rapport a la mesure de Lebesgue (cf.
le début du paragraphe 4.C)

(2) -3
T(om)(m) = 3 ( + ( )
-3
Alnsi T (g 7y (;5(& z) buisque oL (s (1 + S ) : on a affaire 4 un modéle parfait, dont la
mesure basiquement non mformatlve sur (02 = R, +) est la mesure de Haar — Lebesgue IT = \.

e Le modéle des lois gaussiennes & moyenne inconnue, avec ®(s) e 8—2 (cf. paragraphe 3.E).
o
Vs € A’ = R%, ®F est un diffeomorphisme de {¢J > 0} = ©; = R} sur {G > 0} = R%, de Jacobien
L X72L 1 n nu

2s 2 n—
J = C dI(9) = : = ¢ % 7 1 1ge (u); d'on
bi(m) = =T Comme 83(8) £ 2=, on a fule) = S e (1) dag ) don
Pexpression de la densité sur ©; sachant s par rapport a la mesure de Lebesgue (cf. le début du paragraphe

4.0)




(o) 2s” n _n2 ns?\ il T
Ts(0) = —F —————¢€ 22 (| —5 = e 202
3 n—1 n—1 ( 2) n—3 n—1 n
o 9%t r(nsl) 20 2n=30(%=) o
oo S 5 —2 k() 28" _ad N . .
Ainsi 7T, < ¢7 puisque ¢ (s) = e 27 \o2) = g2 — € 207 : on a affaire a un modele parfait, dont
o

la mesure basiquement non informative II sur (©; = R, x) est inhabituelle, puisque c’est la mesure de
Lebesgue sur R% ! Ceci est lié au fait que dans ce modéle & paramétre nuisible la vraisemblance marginale
#? n’est pas proportionnelle & la fonction f2 (ot f2 désigne la densité de S a o fixé) ; en effet la variable

VX

NG

WrSQ
e 202 1R: (S))

. L
S est indépendante de X pour toute valeur de m et S = o

(cf. le paragraphe 3.B), donc

n—2

n 2 S
n—3

ff(s) = 273 F(L_l) O.n—l

5. Annexes
5.A. Statut de la fonction de répartition de T dans le cas réel

On se place dans le cadre d’une factorisation (®7, G) de la vraisemblance pivotale en dimension d = 1,
en supposant de plus que v = f A et que les ®T sont des difféomorphismes tous croissants ou tous
décroissants ; de sorte que les densités 7} par rapport a la mesure de Lebesgue sur © sont bien définies
et vérifient d’apreés les relations de dualité et de changement de variable (cf. paragraphes 4.B et 4.C)
doT

do

On suppose en outre que {f;; > 0} = {G > 0} est un intervalle ouvert sur lequel f;; est continue;
de sorte que la restriction ¢ de la fonction de répartition de la mesure v a cet intervalle est strictement
croissante et de classe C''. La fonction £ est donc un difféomorphisme croissant de {G > 0} sur ]0, 1] et la
mesure image ¢(v) coincide avec la probabilité A uniforme sur ]0, 1[ (propriété d’anamorphose).

Considérons la nouvelle factorisation (F “oa” o ¥ go ¢~ (avec Fy prolongée par continuité et

monotonie de part et d’autre de {G > 0} par les valeurs constantes 0 et 1 si nécessaire); on a
dF}
do
Ainsi F; est pour tout t € A’ la fonction de répartition de I, = 7} 1g A (ou pour tout ¢t € A’ sa
complémentaire). Si de plus les fonctions <I>0T sont toutes croissantes ou toutes décroissantes, il en est

de méme des Fy = £ o ®}'; et on déduit de Fy(f] 1) LY que Fy est pour tout § € © la fonction de
répartition de T' (ou pour tout 6 € © sa complémentaire), et aussi que la mesure f7 u’ est diffuse.

fyo®T.

v Vo
T (2 Lo \) 2 F AL T (£ 1) avee m) = ‘

{G" >0} =10,1] et Fy(n} 1o N) AP RL Fo(ff @) avec ) = ‘

Inversement limitons-nous au cas d’un modéle exponentiel réel (d = 1) dont la mesure y’ est diffuse
(donc p aussi) et portée par Uintervalle ouvert h(©) (cf. le paragraphe 2.D). Posons ¢ = sgn('), c’est-a-
dire € = —1 ou +1 selon que le signe constant de o/ est négatif ou positif, et considérons ’application F

définie sur R x © par
¢ | Po(T' <t)=Py(T <t) sie=—-1
F(t,0) def o(T' < 1) o( ) si 7
Py(T >1t)=Py(T >1t) sie=+1

de sorte que les fonctions F(,T sont toutes croissantes si € = —1 ou toutes décroissantes si ¢ = +1.
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Comme la loi de T est diffuse, Fy est continue; on a donc (propriété d’anamorphose)
V8 € ©, Fp(T') est de loi uniforme sur ]0, 1[,
de sorte que F' est une fonction pivotale, intrinséque au modéle exponentiel par construction.

On sait par ailleurs qu’a t fixé, Papplication F}; est continue et croissante (au sens large) sur ©. La
croissance s’établit classiquement en montrant que pour tous 6; < 6 dans O, on a (pour € = +1)

. n [a(f2)t (% T

wer " (0= A b, 1) where A, & & [Eeiiiei - % Y
1— Fy,(t) < A (1= Fy, (1)) en it D fo, ()
du fait de la croissance de lapplication s € R — €A ; de sorte que Fy,(t) > Fy,(t), d’aprés la premiére
inégalité si Ay > 1 et d’aprés la seconde inégalité si Ay < 1. Soit A’ C h(O) le plus petit intervalle ouvert
de R dont I'adhérence contient le support de p/; comme f7 > 0 partout, on a A’ = {0 < Fy < 1} pour
tout 6 € ©; et comme p’ est diffuse, A’ est un sous-ensemble porteur de p/. Montrons que la croissance
de F; sur © est stricte pour tout ¢t € A’ : supposons par 'absurde I'existence d’un ¢t € A’ tel que F; est
constante sur un intervalle non trivial de © ; pour tous 61 < 62 dans cet intervalle, 'égalité Fy, (t) = Fy, (t)
impliquerait dans les inégalités ci-dessus Ay = 1 et donc f§ (t) = f4. (t), puisque ¢ € A’ exclut qu’on ait
Fy, (t) = Fy,(t) € {0,1}. La fonction f serait donc aussi constante sur l'intervalle, ce qui est incompatible
avec f unimodale sur ©.

11 suffit alors, pour que F soit une fonction pivotale étalée, de rajouter I’hypothése
vVt e A’ inf F(©) =0 et sup F3(0) =1,
qui équivaut vu la continuité de F; a la condition Vt € A, F;(©) =]0,1].
La fonction F est une parfaite fonction candidate a la factorisation de la vraisemblance pivotale, au

moyen d’une fonction G :]0,1[—]0,1] unimodale. On aurait pu se référer & F' dans les modéles réels
parfaits présentés aux paragraphes 3.C et 3.D, mais F' n’a pas en général d’expression explicite simple.

5.B. Le modéle de seuillage d’une variable aléatoire

Soit fy la densité d’une variable aléatoire réelle Y telle que 'ensemble { fy- > 0} est un intervalle ouvert
sur lequel fy- est continue. On considére les modéles (non réguliers) de paramétre de seuil 6
— modéle de seuillage inférieur au seuil haut § : X o (Y|Y < 6), tel que
fy(x)
A={fy >0} u=2Xx, fola) =2

Fy (0)
Fy désignant la fonction de répartition de Y ;

1]0’+Oo[ (0 —z) ou®=A,

— modéle de seuillage supérieur au seuil bas 6 : X e (Y|Y > 6), qui se distingue du cas précédent par

_ Iy(@)

119,400 (x — 0) ot Fy est la fonction de répartition complémentaire de Y.

Le reparamétrage 6 € © s 8 = Fy(#) € © =10,1] (§ difféomorphisme) raméne les deux cas a
x et (Y | Fy (V) < ] ), dont I'image par Fy est le modéle de seuillage inférieur au seuil haut 9 :
x« (VY < 5) oul Y est la variable uniforme sur 0, 1[, d’ott fy = 1j9.1[ et Fy(§) = ¥ sur ]0,1[;
_ S 1
de sorte que A =]0,1[, g = A, fé(j):§1{0<cz<§<1}'

On retombe sur le modele des lois uniformes (cf. paragraphe 3.D), & ceci prés quion a ici A = © = 10,1]
au lieu de R% ; on en déduit que la vraisemblance pivotale
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¢T =G o®T ou T = max(Xy,...,X,), @T(f,g) = % sur A x © et G(u) = u” Lyo,17(u)

west pas étalée : en effet Vi € A’ = A, 3T (0) =], +o0[, donc ¢ (6) = {0}U](f)™, 1] ne porte pas la
loi n de G(U) = U™ qui est la probabilité uniforme A sur ]0, 1].
S et g1 . . .
En conséquence, II; (®F) (v) est la sous-probabilité de masse 1 — ()" portée par J¢,1[, trace sur
cet intervalle de la probabilité correspondante Iz du modéle des lois uniformes. Sa densité 7; par rapport

~ o~ 1 ~
a la restriction a ]0,1[ de la mesure de Haar sur RY, H(d@) = 51]0,1[(9) df, est encore proportionnelle

a la vraisemblance (/B{T sur ], 1] et est nulle hors de |¢,1[. On pourrait parler de modéle sous-parfait, de

mesure de référence II sur ©.

De maniére concréte, pour tout ¢ = max(Zy,...,Z,) € A et pour tout v €]0, 1[ fixé, la région la plus
vraisemblable pour 6 au niveau de confiance  est

(T >1-7) = {56]071[: (i) >1-7 et §>t‘} :}{7%/\1[;
0 (1—~)n
I'imprécision maximale de cette région la plus vraisemblable dés que v > 1 — ()™, a savoir |, 1], est en
relation directe avec le non étalement de ¢”. Mais comme ¢’ est normalisée et que (;3? (é) contient méme
un intervalle non vide de la forme Jyz, 1[ pour tout ¢ € A, on échappe aux difficultés de fond rencontrées
avec les fonctions 1 aux paragraphes 3.C et 3.D.

En remontant aux deux modéles initiaux, on en déduit

— seuil haut 6 : pour tout t = max(x1,...,2,) € A et pour tout v €]0,1[ fixé, la région la plus
vraisemblable pour 6 au niveau de confiance ~ est

Fy (8)"
T —_ = . Y —_ =
(6T >1—~} {96@. Ay > L e 9>t} 16,6, [,
_ Fy (1)
1 Y n
(4 Fy ( ——— ) pour v < 1 — Fy(t)
ou (9,w:sup{96@:Fy(9)<Yi()l =7 <(1—7)“) )
(=)~ sup A dés que v > 1 — Fy (¢)"
— seuil bas 0 : pour tout ¢ = min(zy,...,2,) € A et pour tout v €]0,1[ fixé, la région la plus

vraisemblable pour 6 au niveau de confiance y est

_ @
{of >1-7}={0co: T

>1—7 et 6<t}=]9m,t[,

1 _Fy(@)
Ja Fy'(———) pour v < 1— Fy(t)"
ol e>m=mf{9e(9;Fy(9)<Lt)l {7 <(1—v)?) :
=)= inf A dés que v > 1— Fy (t)"

_ ~ 1 _
Dans les deux cas, la mesure de référence sur © est Il = Fy_l(H) = 7 Fy_l(/\) = IJ;—Y 1o A, qui
Y
cette fois dépend de la loi particuliére de Y. Et on vérifie facilement que pour tout ¢ € A, 'application
Fy ()"
By (0)"
le cas de seuil bas 6, et sa complémentaire dans le cas de seuil haut 6.

0cO+— A1 est la fonction de répartition de la sous-probabilité II; de masse 1 — Fy (t)" dans
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5.C. Information a priori en vision fréquentiste ¢

En ce qui concerne ’expression d’une éventuelle information a priori sur le paramétre 6, il pourrait
sembler, en adoptant un point de vue fréquentiste intransigeant, que la notion la plus pertinente n’est pas
une densité de probabilité (approche bayésienne) mais une vraisemblance, pour les deux raisons suivantes :

— l'absence compléte d’information a priori s’exprime parfaitement par une vraisemblance constante :
on échappe ainsi a la difficulté de fond des lois a priori non informatives en bayésien ;

— un niveau de croyance en la possibilité qu'une valeur de 6 soit la vraie valeur du parameétre est par
nature invariant par reparamétrage, au sens ol ce niveau est le méme pour la valeur correspondante
de 6 dans le nouveau paramétrage; tel est le cas d’une vraisemblance, mais pas d’une densité de
probabilité (& moins de changer de mesure de référence avec le paramétrage).

On peut (comme en bayésien) tirer parti de plusieurs sources indépendantes d’information, en faisant
le produit des fonctions de vraisemblance correspondantes : considérons les réalisations successives ¥’ =
(xf,...,2),) et © = (x1,...,2,) de deux échantillons indépendants 1'un de autre issus d’'un méme
modeéle, ainsi que ’échantillon formé par leur réunion. On a la relation entre densités de ces échantillons

(par rapport aux mesures respectives p(mtM® " et @)

VO € O, fo(z',x) = fo(2') fo(z);

de sorte qu'une fagon de tenir compte de la connaissance acquise sur le paramétre aprés le premier
échantillonnage consiste a remplacer pour tout x la fonction de vraisemblance f, : 6 — fo(x) par le
produit 7 f ot = fur: 60— fo(z').

On peut donc spécifier une vraisemblance a priori w choisie dans la famille ( fw’)m/ U Am+ d’autant
meEN*

plus directive que lentier m est grand, et adjoindre a ’échantillon obtenu = € A™ un échantillon (fictif)
2’ € A™ tel que fr = 7; la fonction produit 7 f,, qu’on pourrait qualifier de vraisemblance a posteriori
sachant x, étant simplement la vraisemblance en I’échantillon réunion (2, ) dans le cadre du modéle.

En cas de statistiques exhaustives 7™ = 7(™)(X},..., X,,) pour tout m € N*, on peut aussi bien

.. . . . (m) S
choisir 7 dans la famille des vraisemblances normalisées (QSZ: ) vel ce qui revient & préciser
meN

(rm) (amy;
simplement la valeur de m € N* et une valeur (fictive) ¢’ € 7(™)(A™) : en effet soit 2’ € A™ arbitraire tel
que 7™ (2') = t'; on a, en notant t = 7" (z) ot x € A” et t’ = (™) (2 x) ott (2',2) est échantillon
réunion,

(m+n) (m) (n)
tj;/ :¢(x/,x) ch(;c’,:c):fm’ fz(x Gzt Gz = z; (b? .

Il faut toutefois reconnaitre que le fait de devoir choisir m dans ces familles prédéfinies limite la capacité
d’expression de 'information a priori.

6. Conclusion

Cette étude de statistique paramétrique, qui concerne quelques modéles “parfaits” d’usage courant —
et en premier lieu le modéle gaussien—, a pour ambition d'une part de montrer qu’on peut faire de
I'estimation fréquentisite des parameétres par régions de confiance optimales selon le critére intrinseque
de vraisemblance ; et d’autre part d’analyser en détail le passage d’une vision fréquentiste & une vision
bayésienne, via la construction d’une loi a priori aussi peu informative que possible pour ces modéles.
Dans le cas ot il y a plusieurs parameétres, nous avons dii nous appuyer sur une structure supplémentaire
de groupe pour assurer le caractére intrinséque de la construction.
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La démarche ne semble pas pouvoir se généraliser & beaucoup d’autres modéles, et il est illusoire
d’espérer combler vraiment le fossé entre les deux grands courants de la démarche statistique. Outre
la difficulté posée par la notion de loi a priori non informative, la conception aléatoire des paramétres,
propre au paradigme bayésien, parait irréductible a la démarche fréquentiste : elle constitue un choix de
modélisation plus riche, mais (et) dont la validation (la réfutation) expérimentale parait impossible.
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