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REGRESSION: BASES DEFORMEES ET SELECTION DE MODELES PAR
PENALISATION ET METHODE DE LEPSKI.

GAELLE CHAGNY®™

Octobre 2011

Ce document est essentiellement un complément a larticle Penalization versus Goldenshluger-
Lepski strategies in regression estimation with warped bases. Il contient les démonstrations dé-
taillées des principaux résultats. Il ne contient par contre pas ce qui concerne les motivations et
justifications des méthodes employées, ainsi que les comparaisons avec d’autres stratégies d’esti-
mation. On se référera pour cela a Particle cité. Enfin, ce document contient aussi la justification
théorique du remplacement de la quantité inconnue dans la pénalité par un estimateur (cf. section
6.9).

TABLE DES MATIERES

partie 1. Introduction 2
1. Objectif 2
2. Inégalité de concentration utilisée 3
3. Démonstration : utilisation de l'inégalité de Talagrand, version Klein et Rio 3
3.1. Premiére étape : Application de I'inégalité de Talagrand version Klein et Rio (2005) 3
3.2. Deuxiéme étape : Modification type Birgé-Massart 5
3.3. Troisiéme étape : Intégration 6

partie 2. Estimation quand la loi du design est connue 8
4. Rappels 8
4.1. Observations 8
4.2. Modeles 8
4.3. Espaces de régularité 8
5. Estimation non adaptative 9
5.1. Construction de I'estimateur 9
5.2. Etude du risque 9
6. Estimation adaptative 11
6.1. Construction de I'estimateur par méthode de Lepski 11
6.2. Construction de I'estimateur par pénalisation 12
6.3. Majoration du risque pour chacun des deux estimateurs 12
6.4. Résultat préliminaire aux preuves des Théorémes 2 et 3 13
6.5. Preuve du Théoréme 2 13
6.6. Preuve du Théoréme 3 14
6.7. Preuve du Lemme 7 16
6.8. Preuve du Lemme 8 24
6.9. Estimation adaptative par pénalisation suite : une pénalité aléatoire 26

) MAP5 UMR CNRS 8145, Université Paris Descartes, France
email: gaelle.chagny@parisdescartes.fr.
1



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 2

partie 3. Estimation quand la loi du design est inconnue 29
7. Rappels 29
7.1.  Observations 29
7.2. Modéles 30
7.3. Espaces de régularité 30
7.4. Rappels sur la fonction de répartition empirique 31
8. Estimation non adaptative 32
8.1. Construction de I'estimateur 32
8.2. Résultats préliminaires & I’étude du risque 33
8.3. Etude du risque 34
8.4. Preuve du Lemme 21 36
8.5. Preuve du Lemme 22 37
8.6. Preuve du Lemme 23 39
8.7. Preuve du Lemme 24 41
9. Estimation adaptative 47
9.1. Construction de I'estimateur par méthode de Lepski 47
9.2. Construction de I'estimateur par pénalisation 47
9.3. Majoration du risque pour chacun des deux estimateurs 47
9.4. Résultats préliminaires aux preuves des Théorémes 6 et 5 48
9.5. Preuve du Théoréme 5 49
9.6. Preuve du Théoréme 6 50
9.7. Preuve du Lemme 29 o4
Références 73

Premiére partie 1. Introduction
1. OBJECTIF

Le but est d’estimer f dans le modéle
Y =f(X)+e.

avec
— X le design aléatoire, réel, de loi donnée par sa fonction de répartition G, supposée dérivable,
de dérivée g supposée strictement positive.
— ¢, variable aléatoire réelle, centrée, de carré intégrable, de variance notée o2,
— f la fonction inconnue de R dans R. On supposera que f € L?((a;b), B(a:p), A(a:p)) pour un
certain intervalle non vide (a;b) C R, ott Bgy) et A(4yp) désignent respectivement la tribu
borélienne et la mesure de Lebesgue sur (a;b).
Pour simplifier, on supposera que X est a valeurs dans (a;b), presque siirement, ce qui revient a
dire que le support de g est inclus dans (a; b). Le principe de la méthode utilisée est de commencer
par estimer la fonction

h=foG™,

par sélection de modéles (construction d’une famille d’estimateurs par projection, et sélection
d’un estimateur convenable dans cette collection, par méthode de Goldenshluger-Lepski, ou par
pénalisation) puis de définir un estimateur pour la fonction cible f par

f:fLoGouiLoG’,
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ot h désigne l'estimateur de h, et G désigne la contrepartie empirique pour la fonction de répar-
tition G dans le cas ou celle-ci est supposée inconnue.

2. INEGALITE DE CONCENTRATION UTILISEE

Proposition 1. (Version intégrée de l'inégalité de Talagrand)
Soient n € N\{0}, F une classe au plus dénombrable de fonctions mesurables a valeurs réelles et
(Xi)ieq1,...,ny une famille de variables aléatoires réelles indépendantes. On définit, quel que soit

ferF,

i=1
On suppose qu’il existe trois constantes strictement positives My, H et v telles que :

sup || flle < M1, E
fer

1 n
sup [ (f)|| < H, et sup — E Var(f (X;)) < wv.
fer fer i

Alors, quel que soit € > 0,

(1) E (sup(yn(f))2—2(1+25)H2> ] < 2 {“exp <—K15”H2>
i n v

fer

o Ce) =(V1+e—1)A1l et K1 =1/6.

Remarque : on peut utiliser cette inégalité pour certaines classes F de fonctions non dénom-
brables, par exemple si F est une partie dénombrable dense d’un espace métrique.

3. DEMONSTRATION : UTILISATION DE L’'INEGALITE DE TALAGRAND, VERSION KLEIN ET RIO

3.1. Premiére étape : Application de I'inégalité de Talagrand version Klein et Rio
(2005). L’objectif est d’obtenir un majorant pour

P | sup|vn(f)| =2 H+y |, ouy>0.
fer
On va utiliser pour ceci la derniére inégalité du théoréme suivant, du a Klein et Rio [21].

Théoréme 1. Soient S un ensemble au plus dénombrable de fonctions mesurables définies
sur X espace métrique polonais et a valeurs dans [=1;1]", (&)ief1,....n) des variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans X. On suppose que pour tout vecteur
s=(sl,...,8") €S8, pour tout i € {1,...,n}, E[s*(&)] = 0. On définit :

Z = sup Zsz(fl), et V,, =sup Var (Z 5’(&)) .

s€8s=(s1,...,s™) 4 seS i1

Alors, pour tout X > 0,

log E [exp(A\Z)] < AE(Z) + % (2E[Z] + Vi) {exp (8%2_ 1) _ 1} .
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En particulier, en notant v = 2E[Z] + V,,, on obtient, pour tout x > 0,

P(Z>E(Z)+z) < exp <—zlog <1+210g <1+i)>> ,

< xQ
exp | — .
- P 2v+ 3z

Remarque : La deuxiéme assertion provient de la premiére en utilisant la méthode de

Chernoff.

On applique ceci de la fagon suivante : on prend & = X;; pour f € F, on définit

s’} DX s}(x) = 2{41(:6) —-E [QfJVh(XZ)] .

et on prend S = {Sf:(s},...,s" fe]-'}
On a bien, pour f € Fetic {1,...,n}, E[s*(X;)] =0, sf a valeurs dans [—1;1] (par définition

de M) et Z se réécrit Z = supfe}-(n/QMl)yn(f)
Le théoréme s’applique donc, et I'on a, quel que soit = > 0,

n 1?2
P W) > - F <oxp (- ,
<2M1 e =90 “") —eXp< 2v+3x>

c’est a dire, pour tout y > 0, en prenant = = ny/2Mj, et en utilisant la définition de H,

o).
n2y?
< exp| — 5 .
8Miv + 6Miny

On majore ensuite v = 2E[Z] + V}, : d’une part, E(Z) < (nH)/(2M;), d’autre part,

V., = sup Var
rer (Z 2M1)

= 4]\7212 sup — ! Var (Z f(X¢)> ,

sup v (f)
feF

IN

sup v (f)
feF

P <sup va(f) = H + y) P <sup vn(f) > E
feF feF

< 4?\;12, par définition de v.
On a donc,
< nH n un
v — + —.
- 1 4]\412

Il vient ainsi,

2

ny
P | sup v > H+ <exp|-— .
<fe§ w(f) 2 y) = p< 2(4M1H+v)+6M1y>



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 5

On utilise ensuite

P (supser |vn(f)| = H +y)

§P<{wp%U02H+y}m{mm% \—wp%ﬁ&)
feF fer

+P ({Sup vn(f) > H+y} N {sup [vn(f)] = sup — %(f)}) :
feF JeF fer

SP(supyn(f)ZH—l—y) <sup —un(f >H—|—y>,

feF feF

=P (sup vn(f) > H+y> +P <sup Un(—f) > H+y> ;

feF feF

<2x ny”
ex —
= P\ 20 H +v) + 60y )

car le raisonnement fait ci dessus pour controler les déviations de sup e » vn(f) s’applique de la
méme maniére pour controler celles de sup ¢ r Un(—f).

3.2. Deuxiéme étape : Modification type Birgé-Massart. L’objectif est d’obtenir un ma-
jorant pour

P (sup|1/n(f)| > /\+(77+1)H> ,ouX>0,n7>0.
fer

On applique 'inégalité obtenue & la premiére étape avec y = A+nH, et 'on va majorer le membre
de gauche de I'inégalité, c’est & dire minorer la quantité suivante, en suivant la démarche employée
par Birgé et Massart dans le corollaire 2 p.354 de [5].

y? B A2+ n?H? 4 2n\H
2(v +4MH) +6Myy — 2v+8HM; + 6M N+ 6MinH’
N+ 2n\H
20+ 6M\ + M1 H(8 + 61)’
a+b

= ————, avec des notations évidentes.
c+d+e

Or quels que soient a, b, c,d,e > 0,

atb J1fa a b
c+d+e " 3\c d e)’
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En effet,
a+b S a+b
c+d+e — 3(cvdVe)
B } a—l—b/\a—i—b a+b
3 c d e ’
> 1fa, e b
— 3\c d e

Appliquer ici, ceci donne

v’ SL[X 2
200+ AMH) +6Myy — 6 | v M \6 4+3n)]

On utilise ensuite

—_

n ZnAl

44 3n 7

(=}

en effet, on a d’une part 1/6 > 1/7 > (n A 1)/7, et d’autre part,

1 _
EL—ﬂLZOPmHHSL
n Al 7(4 4 3n)
4+ 3n 7 4(77_ 1) 0 .
—_ > > 1.
T(4+3y) = POHT=
Ainsi, il vient
v’ S 1[¥ 20AD) A
2+ 4MH)+6My — 6 | v 7T M|’

et par suite,

P (Sup|1/n(f)| > )\+(n+1)H> < 2exp <—Z {/\2/\ 2(”?1)]\2» .

feF v

3.3. Troisiéme étape : Intégration. L’objectif est maintenant de parvenir & 'inégalité an-
noncée.

On veut majorer 'espérance de la variable positive :

X = (sup (vn (f)* =201 + 25)H2> .
+

feF
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On suit ici la preuve du lemme 6.1 de 9] et on commence par écrire :

E[X] = /OOOIP)(XZt)dt,

= /OOIP’ <sup (vn ())? > 2(1 + 2¢) H? +t> dt,
0

feFr

- /OOIP <Sup lvn ()] > /2(1 + &) H2 + 2(c H? —l—t/2)> dt,
0

ferF

IN

/OOIF’ <sup lvn (f)| > V1+eH ++\/eH? +t/2> dt,
0

feF

(en utilisant v/2a + 2b > y/a + Vb).

A ce niveau, on peut utiliser I'inégalité de la deuxiéme étape avec n = /14+e —1 et A =

VeH? +t/2. On en déduit,
oo H? +t/2 2 1) \/eH? +1/2
E[X] < / 2exp<—K1n{6 2, AL Ve +/}>dt,
0 v

7 M,

to 2
= 2/ exp (—Kln{w}> dt
0 v

. /00 ox ({—Kan("A 1) /eH? +t/2}> i

7 M,

ou tg est fonction de tous les parameétres intervenants ici, et ot ’on choisit la convention fgo =
si tg < 0. Comme les intégrandes sont positives, on majore de toute fagon chacune des deux
intégrales par les intégrales de 0 & 400, et 1'on utilise dans 'intégrande de la deuxiéme :

2 VEH +/1/2
VEIT /2 2

pour en déduire :

E[X] < Q/Oooexp <—K;n(z-:H2—|—t/2)) dt

o0 2K1n(n A1)
+2/0 exp (—M(\/EH + \/75/72)> dt,

K & K
= 2exp (—maHQ) / exp (—mt) dt
v 0 2v

+2exp (—W(\/EHO /000 exp <—K17;(j\7741/\1)\/£> dt;
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et il reste a calculer les deux intégrales restantes : on a , pour toute constante C' > 0 :

/ exp(—Ct)dt = 1 et / exp(—(}'\/{)dt — 2
0 C 0

c?
Ainsi,
Kin 5\ 2v V2Kin(n A1) 2 x 49M?
EX] < 2 ———¢cH" ) — _ eI T (feH) | S 2L
[X] {exp( o c ) Kin +exp< M, (VeH) K2 A1) ([’
_ A [Vt 4 MP vEIGUEgy
K |n Ki(nA1)2 n? ’

ce qui est 'inégalité cherchée.

Deuxiéme partie 2. Estimation quand la loi du design est connue
4. RAPPELS

4.1. Observations. Les observations sont constituées des couples i.i.d. (Xj,Y;)i=1, . n, avec Y; =
f(X;)4e;; les variables €; étant i.i.d. centrées de variance o2, et les variables X; ayant pour densité
g, et fonction de répartition GG, et indépendantes des couples précédents. L’objectif est d’estimer
la fonction de régression f, en commencant par l'estimation de h = f o G~!, en supposant que
G est connue. L’hypothése principale est I'appartenance de la fonction h & ’espace de Hilbert
LQ([O; 1]). Ceci va permettre de construire des estimateurs par projection sur certains sous-espaces
de L?([0;1]) pour cette fonction.

4.2. Modéles. Les modéles sont des sous espaces vectoriels de L?([0;1]). On note la collection
(Sm)mem,,, ou le cardinal de M,, est fini, de cardinal dépendant du nombre d’observations n.
Les hypothéses sont les suivantes :
[M1 | Chaque modéle est de dimension finie D,, telle que 1 < D,, < n.
[M3 | Les modéles sont emboités, c’est-a-dire, pour tout (mq,ms) € M2, tel que Dy, < Dy,
Smy C Smy. On note (¢5)jeq1,....p,,} Une base orthonormée de Sy, (m € My,).
[M3 | II existe une constante positive ¢g telle que pour tout indice m € M,, et toute fonction
t € S, |Itlloo < Pov/Dml|t]]. Ceci équivaut a la propriété suivante : || Zf:ml go?”oo < @3 D,
On se contentera des modéles classiques : trigonométriques, polyndémes par morceaux avec sub-
division dyadique, ondelettes a support compact.

4.3. Espaces de régularité. On considérera les espaces de Besov BS ., pour ae > 0.
Ceux-ci sont définis de la maniére suivante : pour r un entier positif et v > 0 et une fonction a
valeurs réelles ¢, on pose

T
Alt(z) =" (;) (—1)"*¢(z + kv),
k=0
pour z choisi tel que x 4+ kv € [0;1], k € {0, ...r}. Ensuite, pour u > 0, le module de régularité
est donné par wy(t,u)2 = sUPy.,<, [[ALt]]. Ainsi, on dit que la fonction ¢ appartient a ’espace
de Besov B , si t appartient a L*([0;1]) et si, pour r = [o] + 1, [t|sg_ = sup,ou *w,(t, u)2 <
oo. L’introduction de ces espaces est justifiée par leurs bonnes propfiétés d’approximation : on
utilisera le lemme 12 de 'article de Barron, Birgé, et Massart Risks bounds for model selection
via penalization.
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5. ESTIMATION NON ADAPTATIVE

On fixe un indice m € M,, et on estime la projection orthogonale de la fonction h sur le
modeéle S,,.
5.1. Construction de I’estimateur.

On définit le contraste suivant :
2 n
2 vt e L2([0;1]), 76 @) = It]> = 2 Yito G(X;).
) € 201120 5= P = D vt Gy

Justifions ce choix :
vt € L*([0;1]), E [y (1)] = [It]* — 2E [Yit 0 G(X1)] = [[t]|* — 2(f o G, ).

Ainsi, 7¢(t) est I'équivalent empirique de [t — f o G712 — ||f o G71||? qui est minimal quant
t = f o G~!. Donc minimiser le contraste ’y,cf fournit naturellement un estimateur empirique de
h = f o G~1. On définit donc

~

(3) hS

m

=arg min 77 (1), f¢ = hioG.

Il en résulte un unique estimateur dont 1’expression est la suivante :

D n
- - o o 1
(4) hG =Y afe;, , withVj € {1,..., Dy}, 6§ = - D Vi (G(Xy).
j=1 i=1

5.2. Etude du risque. Comme fz% estime la projection h,, de h sur le sous espace vectoriel
Spm, il est naturel de décomposer le risque en utilisant f$ := h,, o G : on décompose la perte de
I’estimateur,

1756 = F12 = |1£ = £SI15+ 1155 - FSC)12,

avant de prendre ’espérance,
FG,G _ G2 G _ fGG
E(I75C = 712 = |1£ = 910 + B[S - £G€N2).
On majore déja le terme de variance :

Proposition 2. Avec les notations ci-dessus,

p D
E[I£5 - FS9I2] < sREV—.
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Preuve
On notera dans la suite a; = (f o G, ;), pour j =1,..., Dy,.

2
Dm

I = £l = D o(a5 = a§)ei0 G

E [(a; —a5)*] = Var(a$),
= Var (i ilﬁgoj o G(Xi)> ,
=1

1
= —Var (Yi¢; 0 G(X1)) (caractére i.i.d des observations),
n

1
n
ce qui donne le résultat annoncé, en sommant sur j, et en appliquant 'hypothése de connexion
de normes.

< —E V(g0 G(X1),

d

Pour I'étude du biais, on suppose maintenant que l’espace S,, de dimension D,, est I'un des
modéles suivant : espaces de polyndémes trigonométriques, espaces fondés sur les polynémes par
morceaux de degré inférieurs ou égaux a r, ou espaces fondés sur des ondelettes & supports
compacts.

Proposition 3. Supposons que h = f o G~ soit un élément de l’espace de Besov BS o, avec
a >0 fixé (a < r+ 1 dans le cas ot Sy, est un espace de polynéomes par morceauzr de degrés
inférieurs ou égauzx a r). Alors, il existe une constante Cy, ne dépendant que de « telle que

If = £5]; < CaDy2.

Preuve
On note déja que Hf — ngg = ||h — hu||, ot 'on rappelle que hy, est la projection de h sur

Sm. Par conséquent, le terme & majorer est aussi infyeg,, ||h — t||2. Le résultat provient donc
directement d’un résultat d’approximation, le lemme 12 de ’article de Barron, Birgé et Massart,
Risks bounds for model selection via penalization.

O

De ces deux propositions, on déduit immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire 4. Sous les hypothéses de la proposition précédente, la majoration suivante du risque
de l’estimateur fS’G a lieu :

. o Dy,
E[If$ - £I2] < CaDp2® + 3BV =2,

Et enfin un choix optimal de modéle, si la régularité de h est connue :

Proposition 5. Supposons que h = f o G~ soit un élément de l’espace de Besov B ., avec
a >0 fixé (a < r+ 1 dans le cas ot Sy, est un espace de polynémes par morceauzr de degrés
inférieurs ou égauz ar). Alors, le choiz d’un modéle Sy, de dimension D, de l’ordre de pl/(2a+1)
entraine la majoration :

eXe] 2 =2
E|I75€ = fI2] < cnavr,
De plus ce choix est optimal quant & la majoration du risque obtenue dans le Corollaire 4.

Preuve
Il s’agit de minimiser en z € R%, la fonction x(z) := Ciz/n + Coz™2*, out C1 = HE[Y}] et
Cy = C,. En dérivant, on obtient un unique point critique,

1
w0 = (2aCy/Cy)Y P pzasT
et on vérifie qu’il s’agit bien du lieu d’'un minimum, minimum dont la valeur est
—2a
X(xo) — Cn2a+17

ou C est une constante dépendant de C7 et Cs.

6. ESTIMATION ADAPTATIVE

On ne suppose plus fixé un indice m € M,,. Disposant de la collection ( f;ﬁ)me M, d’estima-
teurs, on cherche a sélectionner un indice m convenable sur la base des observations.
On propose deux méthodes, I'une fondée sur un procédure classique de sélection de modéles par
pénalisation, et 'autre fondée sur la comparaison des estimateurs ci-dessus deux a deux, basée
sur des travaux de Lepski et Goldenshluger.

6.1. Construction de ’estimateur par méthode de Lepski.

On définit les deux quantités suivantes, quel que soit m € M,,, et § > 0 :

V(m) =6 x 6(1+ 25)$2E [Y?] 2=,
2

A(m) = max,em, Hﬁﬁ, —hé

(5)

mAm’

V) |

J’_

puisque l'on rappelle que la variance d’un estimateur fﬁf’G est majorée par gng[YIQ]Dm /n.
(6) ! = argming, e g, {A(m) +V(m)}.

: e GG 3
L’estimateur sélectionné ainsi est donc f 'z = thGJ o@.
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6.2. Construction de I’estimateur par pénalisation.

Soient 6 > 2 et § > 0 deux paramétres fixés. On définit I'application peny s :
(7) m e M, > pengs(m):=66(1+ 25)¢3E[Yf}%
Soit aussi m&P € argminmeMnfyf(iL,Gn) + peng 5(m).

. . . . GG 1@
L’estimateur sélectionné est f 'z, = h q, o G.

6.3. Majoration du risque pour chacun des deux estimateurs.

On va obtenir les deux théorémes ci-dessous, sous les hypothéses suivantes :

— on se place sur I'un des modéles cités plus haut : trigonométriques, ondelettes a support
compact, polyndémes par morceaux dyadiques,

— le bruit ; admet un moment d’ordre 2 4 p, p > 4,

— la fonction h est bornée sur [0;1].

Théoréme 2. L’estimateur sélectionné par méthode de Lepski vérifie l'inégalité-oracle suivante :

[H o= 1| ] <C min {¢%E [m?+15\\fg_f“§}+0

avec C' une constante ne dépendant que de ¢3, ||h|/oo, €t 6.

Théoréme 3. Soient 0 > 2 et § > 0 deux paramétres fixés. L’estimateur ngGp vérifie l'inégalité-
oracle suivante :

. 0+ 2 20
®  E[IFG -] < i {51 - ISR+ g penastm) | +

ot I’on rappelle que fﬁf = hy 0 G, hy, €tant la projection orthogonale de h sur S,,, et ou C' est
une constante ne dépendant que de 3, || fllco, 02, E[|€1]P], et §.

62 C
0—2n’

Corollaire 6. Sous les hypothéses des théoréemes précédents, et en supposant que la fonction h
est dans l’espace de Besov Bg‘m, pour a > 0 (o < r+ 1 dans le cas ot Sy, est un espace de
polynémes par morceaux de degrés inférieurs ou égaux a r), et bornée sur [0;1], pour fg’G lun
des deux estimateurs ci-dessus,

E|I759 = FI2] = 0 (n5+7).
Preuve du Corollaire 6
On reprend les inégalités oracles (par exemple (8) pour I'estimateur par pénalisation), on majore
le biais par C, D% en utilisant le lemme 12 de l'article déja cité de Barron, Birgé et Massart,
puis on calcule le minimum du membre de gauche de I'inégalité-oracle : celui-ci est atteint pour
Dy, de Pordre de n'/2o+1) et vaut la vitesse n—2¢/(a+1) > n=1 annoncée.
O

Remarque : le jeu d’hypothéses suivant convient aussi, pour obtenir les mémes résultats,

— on se place sur I'un des modéles cités plus haut : trigonométriques, ondelettes & support
compact, polynémes par morceaux dyadiques.

— les dimensions des modeles vérifient D,,, < nl/2 (quel que soit m € M,,),
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— le bruit £; admet un moment d’ordre 2 + p, p > 2,

— la fonction h est bornée sur [0;1],

— (uniquement pour le corollaire, et a la place de 'hypothése précédente) la fonction h est
dans l'espace de Besov 820‘7 > (@ < 7+ 1 dans le cas ou Sp, est un espace de polyndomes
par morceaux de degrés inférieurs ou égaux a r), avec a > 1/2 (ceci assure d’une part que
D,,, peut-étre a la fois inférieur & \/n et de 'ordre de nl/2atl) - et d’autre part ceci assure
automatiquement alors que h est bornée).

6.4. Résultat préliminaire aux preuves des Théorémes 2 et 3.

Ces deux théorémes sont fondés sur la majoration des déviations du processus empirique
suivant : pour ¢ € L%([0; 1)),

) () = S Vit G(X0) (0 G, f)y,
i=1

déviations étudiées par rapport a la quantité suivante, définie pour m,m’ € M,, :

Dm’ m
p(m,m') = 6(1 + 20)pFE[Y?] =",

Lemme 7. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, quel que soit m € M,

s1Q

El > sup  (vn(t))? — p(m,m’) <

m’EMn tGSme/
I=1 N

oty C est une constante ne dépendant que de ¢3, || flleo, E[f?(X1)], 02, E[|e1|P], et 6.

6.5. Preuve du Théoréme 2.

Dans toute la preuve C' désignera une constante dépendant uniquement des quantités indiquées

dans I’énoncé du théoréme et pouvant varier d’une ligne a I'autre. On abrége m%! en 1, et mG’G’l
exe

en f-.

On fixe m € M,,. On commence par décomposer

N 2 ~ 2
727 4], = A=l

~ ~ 2 N ~ 2 N 2
< 3th_hgm( +3HhG —hf.,’;H +3Hh,€i—hH .

mAm

En utilisant successivement la définition de A, puis celle de m, on obtient,

£ - = 3G+ Vi) + 3 (A0) + Vm) + 3[5 - n]*

m

. 2
< 6(A(m)+V(m)+3 th - hH .
L’objectif est d’obtenir une inégalité de type oracle. Le terme V(m) correspond au terme de

2 .
‘ a déja été étudié : il s’agit de la perte de l'estimateur 2, dont

variance et le terme th’; —h

lespérance est majorée par la somme d’un terme de variance de l'ordre de V(m) et d’un terme
de biais (au carré). On a donc

E [thf; - hHQ] < 6E[A(m)] + 6V (m) + 3¢3E [V2] % + 3 {|hum — h?.



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 14

Il reste a majorer le terme A(m). On utilise le lemme suivant, ce qui conclut la preuve.

Lemme 8. Sous les hypothéses du théoréme, il existe une constante C' > 0, telle que, pour tout
m e My,

E[A(m)] < & 412 — b

6.6. Preuve du Théoréme 3.

Soit m € M,, fixé. Ecrivons dans ce paragraphe 7, = 7¢, pen = peng s, m = meP, fmG’G =

;G.Gp . .
I pour alléger les notations.

On commence par utiliser la définition de m comme argument-minimum du contraste pénalisé :
Y (hS) + pen(rm) < v, (hS) + pen(m).

On utilise ensuite celle de ﬁg, comme minimiseur du contraste sur S,,, et le fait que h,, € Sp,.

() < Yo (hm)-

En combinant les deux inégalités, on a

(10) Yn(h3) = Yn(hum) < pen(m) — pen(r).

On remplace ensuite le contraste par sa définition, en remarquant que pour tout ¢ € L2([0;1]),

1812 =lto Gl = llto G — fll; = I +2{t o G, f)g,
ce qui entraine par l'inégalité (10),
(11) 1hS, 0 G = fII2 < |hm o G — f||2 +pen(m) — pen(1i) + 2v, (hG, — hun),

[Pl I£%—£13

ou le processus v, a été défini ci-dessus (cf. 'equation (9)). Il s’agit ensuite de se débarrasser du

~

caractére doublement aléatoire de I/n(hgn — hy) @ aléa du v, et aléa de son argument. Dans cet
objectif on écrit :

hS — hy,

Wi (hG — hpm) = 2||hE — hun||vn (
|G, — |

> par linéarité de v,

IN

2|hG, — bl sup (D],
tESm“rSm
[[£l1=1

= 2|hS — hm| sup  |va(t)| car les espaces sont emboités,
teS(mvm)

+G,G
= 2||fm’ —fﬁllg sup ’Vn(t”
teS(mvim)

ot I'on note ici et dans la suite S(p) = {t € S, ||t|| = 1}, pour p € M,,.
On introduit ensuite le paramétre 6 > 0, et on utilise 'inégalité 2zy < 22/6 + 0y?, valable pour
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tout couple de réels (z,y), pour en déduire :

GG G2
W™ = Imlls g s w2,

2Vn(ilnqb - hm) <
0 teSm\/rh

IN

5 (158 = B+ 175 = F13) + 0 sup (al0)?,

mVi

On injecte ceci dans I'inégalité (11) pour obtenir,

<1 - 3) 1FeS = flis < <1 " Z) If = fiills + pen(m) — pen(i) + 6 sup  (va(1))*.

teS(mvim)

On introduit maintenant p(m,m), quantité positive définie aussi ci-dessus, et 'on écrit, pour
0> 2,

- 0 0+2
75918 < 5og {5 r - 2903 + penr)+

’ ( sup  (vn(1))? —W”’m))

te‘smvfn

+ Op(m,m) — pen(m)} .

+

Il reste un double aléa dans le "sup" qui apparait dans la majoration : aléa dans I'indice du modéle
en plus de 'aléa présent dans la définition de v,. Pour s’en débarrasser, on majore brutalement
de la fagon suivante :

. 9 +2

(12) 1757 =115 < g5 IF = 15l + g—5pen(m)

- ; S (s @) plmm)
6 o 2 s ) n I
meM, \I€ (mvr) i

to 3 (0p(m, 1) — pen(m)) .

La clé de la preuve consiste a utiliser le Lemme 7 ; on obtient alors, en partant de I’équation (12),

6> C 0
G,G A ~
E (1756 ~ 712 < 92l — 512 + 5 ogpentm) + 57 4 B [Bp(m, i) — pen(i)]

La définition de pen(m) impose ensuite que

E [0p(m,m) — pen(m)] < pen(m).

puisque l'on a

plm, ) < 6(1+ 26)GR[YZ) 22,

Ceci entraine,

+G.G 2 6+2 G2 20 92 C
ST — < —
E(IfSC -] < G5IF = £512+ =5 pen(m) + 57— =

ce qui est le résultat annoncé.



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 16
6.7. Preuve du Lemme 7.
Pour plus de lisibilité on décompose la preuve en 6 étapes.

e Premiére étape : décomposition de v,
L’idée directrice est 'application de I'inégalité de Talagrand a

inlt) = S Vit G(X0) (0 G, f)y,
=1

pour ¢ € L?([0;1]). Mais son utilisation nécessite des quantités bornées : or, Y;t o G(X;) ne I'est
pas a priori. On écrit donc,

va(t) = vV (8) + vV () + 32 (),

avec
1 n
v (t) = - D F(XitoG(Xy) = (to G, [y,
i=1
1 n
vPI(t) = - D il n t 0 G(Xi) — E [gil)e, <, t 0 G(X))]
) ile
() =~ eilleon,t 0 G(Xi) +E [l <t 0 GIX0)]
=1
ou Ja
n
fin = cln(n)’
avec ¢ une constante dépendant du modeéle choisi (trigonométrique, ondelettes, polynomes par
morceaux).

Le dernier terme s’écrit aussi :

1 n
V7(l2’2) (t) = ﬁ Zsi1‘€i|>’int o G(Xl) —E [€i1|€i|>fint o} G(XZ)] N

=1

en utilisant le fait que E(g;) = 0 et I'indépendance de X; d’avec ;.

On a ainsi
Va(t)? < 3 ((Z,T(Ll)(lt))2 + (1/7(1271)(75))2 + (14972))2) ;

et si on décompose p(m,m) = p1(m,m) + p2(m,m), on a, quel que soit m’ € M,,

2 !/
sup l/n(t)2 N p(m7 m/) < 3 sup <V1(11) (t)) _ M
teS(m/vm) tesS(m’'vm) 3 +

+
2 /
+ sup (V}f’”@)) _ pa(m,m)

teS(m’Vm) 3

teS(m/vm

+ sup ) (Vﬁ,?’?) (t))Q}

On va maintenant majorer chacun des trois termes, en appliquant I'inégalité de Talagrand pour
les deux premiers, et une majoration de type Markov pour le suivant.
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e Deuxiéme étape : Majoration du premier terme
Pour t € §(m’ V m), on s’intéresse a

AW = 3 X GIX) ~ (£0G. )
=1

= 3" A~ EL(X)
=1

ou fy:x— f(x)toG(x).
Pour appliquer I'inégalité de Talagrand (1), on commence par déterminer les quantités Ml(l),
v HW qui interviennent.
- Ml(l) est un majorant uniforme sur S(m’ vV m) des || fillco- Or, ||filloc < [Iflloolltlloos €t,
comme t € Spypy, il existe (bj)j=1,..p, ., une famille de réels telle que t = > bjp;.
Comme de plus [[t|| =1, on a > b? = 1. Donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine que

t2 < |2, < ¢2¢D,,. Donc on peut choisir
Pj 0
1
MY = Gollflloo v/ Donvn-

— On cherche HM majorant E sup V(l)(t)] . Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suffit

n

teS(m/vm)
de majorer
2
E [ sup (1/7(11)(15)> ] ,
teS(m’vm)
et en écrivant que t € 7,y comme ci-dessus, on obtient,
ap (00) < S5 ().
teS(m’/vm) =1
De plus,
2 1 &
E [(Vé”(%)) ] = Var (n Zf(xmoj(c:(Xi))) ,
i=1
1
= Var(f(X1)e;(G(X1))),
1
< EE [ (X1)e3(G(X1))]
donc,
Dot W 2 1 ) )
El Y (W) | < ZE[f2X0)] 6D
j=1

et on peut donc choisir :

2 Dm m/
(HM) = ZmmE [200)] 6.
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— (1) est défini comme un majorant de SUDyes(mvm) /1D _; Var(fi(X;)). Comme les données
sont i.i.d, cette quantité est égale a

b
Varfi(X1) < E[f(X0)?] = / (G (2)) [ (2)g(x)de,

1 1
- / 2(u)(f o G2 (u)du < |I£II% / £ (u)du,
0 0

= )% = o

On applique maintenant 'inégalité :

E sup (uﬁll)(t)f —2(1+ 25)(H(1))2> ]
n

teS(m/Vm)

<

)2
4 ) ol 5n(H(1))2 L0 <M1 ) . —V2K,C0(8)V§ nHW)
K] n P ! DLy K1C2(6) n? P 7 M1(1) ’

onC(0) = (V1+0—-1)Alet K3 =1/6. En remplagant ensuite Ml(l),v(l), H® par leurs valeurs
ci-dessus, et en choisissant
2
pr(m,m') := 3 x 2(1 + 26) (H(1)> ,

il vient, en sommant sur m’ € M,,,

E su () 2 pi(m, m’)> ]
> 2| (g, (00) 25

m'eMn,
4 e )1 - 4943 1 =
< — — —kD / —_—— D / —k
— Kl Hf”oo n m/ezj\/l eXp ( mvVm ) + K102(5) n2 m/ezjw mvm/ €XP ( \/ﬁ)
ol I'on a noté,
k= k15¢%E[f2(X1)]
= 5 ,
17113
L VEKCOWVOVE[P(X)
- 7|I.flloo '

Le membre de droite de 'inégalité ci dessus fait apparaitre deux sommes du méme type que ’on
majore de la fagon suivante :

Z x(mvm') < Card{m’ € M,, m' <m}x(m)+ Z x(m'),

m/eMp, m/eMp,

mx(m)+ S x(m),

m'eMy,

IN

ce qui permet d’obtenir,

2 /
E sup (Vﬁl)(t)> _ plmm’)
teS(m/vm) 3 +

<1,
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ou
N 2 m - T
= Hf” { exp ( kDm) + K102(5) 2 Dy, exp ( k‘\/’ﬁ)

LS exp (D) + 12 eXp( /) > Dw

m/eMy KlCQ (6) m/eMp,
e Troisiéme étape : Majoration du deuxiéme terme
Pour t € Sy, On s’intéresse a
1 n
v @) = - D el t 0 G(Xi) — E [gil) <, t 0 G(X))]

= *th i, X z [gt(gzle)L

ot gi(e,z) = el|c<p,t 0 G(2).
Comme pour le premier terme, pour appliquer 'inégalité de Talagrand, on commence par déter-
miner les quantités M1(2), v® H®  définit ci-dessus (en remplagant f; par g¢) qui interviennent :

(1)

— On écrit [|g¢]|oo < Knllt|loo, ce qui permet de prendre, en suivant le choix du M;

M1(2) = KnQo V Dy

— De la méme fagon, on écrit aussi

ci-dessus,

2 1 mvVm
E| sip (W29®)| < = Y B[ e}G0))]
teS(m/vm) n j=1
1Dme/
< - E [e193(G(X1))]
Jj=1

< G lme . (g0’

— Pour la quantité v@ . comme ci-dessus, la variance de la somme est n fois la variance
individuelle, puis on majore la variance individuelle par I'espérance du carré, et I'indicatrice
par 1 pour faire sortir 02E(t o G(X1)?) = 02 := v(?),

Comme pour le premier terme, on applique I'inégalité, on somme sur m/, et en choisissant
! 2 2
pa(m,m’') =3 x 2(1 + 26) <H< >) :

il vient,

(p ()" ) ]

(m'vm

E

4 1 ~ 4942 kK z
< i UQE Z exp (—kDme/> + ch,QO — Z D,y €Xp (—kﬁ)
m'eMn m/'eEMy,
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ol I'on a noté,

k = ki104%E,

P V2K,C(8)Véo
- :

On conclut encore comme pour le premier terme :

2 /
E sup <I/7(L2’1)(t)) _ pa2(m, m’)
tES(m’\/m) 3 +

4 m - 4992 m =\/n
T, = —10°— —kDp ) + 2 — K2 Dy —k-—
2 {a exp ( ) + K.C%(8) n? Ky, exp ( P )

< T2>

ou

1 N 49¢2 exp (*k‘T) (A
2 0 n
= —kD ) D
+o n Z exp( m’ )+ K1C2(0) n2 Z m
m/eMpy m'eMn,
e Quatriéme étape : Majoration du troisiéme terme
Pour t € §(m’ V m), on s’intéresse a

1 n
1/7(12’2) (t) = E ZZ; €i1\8i|>l€nt o G(XZ) —E [Ei1|€i|>ﬂnt o G(XZ)] .

Ce processus empirique n’est pas borné, donc on ne peut espérer lui appliquer 'inégalité de
Talagrand. En écrivant ce que signifie ¢ € 7/, comme explicité ci-dessus dans I’étude du premier

terme, on obtient :

) D,
E sup V22 (¢ < E|(v2?(;)?)] .
teS(m’vm) < ( )) = [( (3) )]
et
1 n
B[(227)] = v (z. : am) ,
1
< EE [5%1|61\>Hn(90j © G(Xl))2] 5
D’ou
Dyt .
z; E |:(VT(L2’2)(S0j)2)j| < g]E [5%1\€1|>nn] ¢%Dme’a
J:
1
< — @5k E [l P11 5, ] Do
< G3ma?E (| Do,

On en déduit donc :

.
e [ sup (2 <t>)2] < G [Jey 2] Dvm e
teS

(m’vm) n
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En sommant sur m’ et en appliquant la méme démarche que pour les deux premiers termes,
on obtient :

E < T37

o (22"

teS(m'vm

ou

Dpkn?  kp?
Te = &2 24p] | MEmbn_ | B /
3 = GE [ler]| 7] .t > D,
m'eMy,
En résumé, nous avons obtenu :
Z E sup  vp(t)? — p(m,m’) <3(T + T + T3)
m'eM, teS(m’vVm) n
ou
m —
1 {2 e (-RDy) + o
s oxp (Shvi)
K102(5) n2 m ’

m'eMn

4 m ~ 49@?)2 m :\/>
Th=—40°— ~kDp ) + o —5 k2 Dy, k
2 {a exp( )—1— 102(5)712 Ky, exp< n)

1 _
+- > exp(—kDy) +

m'eMn,

4942 XD k‘f
A

eEM,

+
Q
(]
| =
©]
»
e}
—

_l;Dm’) =+
m'eMp,

—p —p
9 9 mD,kn Kn ,
Ty = G [|anF7F] | ———+ > D
m'eMy,
e Cinquiéme étape : Conclusion de la majoration du processus empirique dans le
cas des modéles fondés sur la base trigonométrique

On choisit maintenant le modéle fondé sur la base de Fourier pour conclure la majoration.
Dans ce cadre, D, =2m+1, m < [n/2] — 1, donc 2m + 1 < n, et m < n. On exploite ceci pour
majorer les quantités 71, T», T3.

On commence par considérer séparément les termes présents dans T, T, T3, et faisant intervenir
m et n. Dans les calculs qui suivent, k pourra étre remplacé par k quand on majorera Th au lieu
de Tl.
T 1

m exp(—kDy,) = exp(—l?:)@ exp(—2km) < M,

n n n
la derniére majoration découlant de 'étude de la fonction u + uexp(—2ku) dont le maximum
est atteint en 1/2k.
Ensuite,

mD,, < n([n/22] -1

) < 1/2.

n? n



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 22

Puis,
exp(—Fk)
Z exp(—kD.)) Z exp(—kD)) = —————
e 1 — exp(—2k)
et
(n/2]-1
Z D, < 2 Z m + Card(M,,),
m/eMy, m’/=1
< )2/ - 1)+ o2l -1
< ”Z — 1< n?/4,
d’out

k = 21
eXp( V) > Dl < (1/4)exp(—kvn) < ==
m/'eMp k=
comme le montre I'étude de u — wexp(—ky/a), qui atteint son maximum en 4/k2. Ceci nous

permet déja d’écrire, en notant que ¢ = 2 ici,

T < —
n

ott C est une constante dépendant de 6, || f||oo, E[f%(X1)], mais ni de n ni de m : précisément,

4 2 —k—1 1 -2 —k )
o HfHOO{e T, 196e L eh 98c2 |

K 2k K102(5)k‘2 1—e 2k + K102(5)]_§2

Il s’agit ensuite de montrer que 75 est en O(1/n).
On rappelle que k, < n. Ceci, ainsi que I'utilisation des majorations ci dessus, montrent que ’'on

a
Kn 1 lz\/ﬁ
3 OXP ( > Z D], gznexp (— p )

m'eMy "
On impose que cette derniére quantité soit majorer par C/n ou C' est une constante. Choisissons
par exemple C' = 1/4 pour fixer les idées. On obtient donc

= 1 =
exp(—k\/ﬁ>§ — /{ngg\/ﬁ.

K, n2

Le choix de k,, = permet d’écrire,

2 L -
mD,, R—g exp (— ﬁ) = mDm§
n

Ainsi,
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ou (5 est une constante dépendant de 9, ¢3, 02, mais ni de n ni de m : précisément,

4 (et 49%2 —k 49
ng{e o+ 102 ¢ .

%) 2% 2K, C2(5) T 1 ook T 2K C%(0)

Enfin, il s’agit de montrer que 'on a T3 = O(1/n), pour le choix de la puissance d’intégrabilité
deey:2+pavecp>4.Ona

Kn? AN n~P/? AN _
mDmT < (g) nW: (g) nt p/2(ln(n))p7

et d’aprés les calculs qui précédent
= —p = —-p
—p —p
— D <|= = nc=|= Znlmp/2(] P,
w2 D (2) na” T lz) gn )
m/'eEMy,
Ainsi, les deux termes intervenant dans la majoration de T3 sont du méme ordre de grandeur.
Comme p > 4,
p
1-=-< -1
2
Par suite,

T3§77
n

—p -p
N k 5.2 k 5
ouca= () “sapmet - (5) " gmen
Remarquons que c’est & ce niveau que le choix p = 4 entraine un perte d'un facteur In(n)* dans
la majoration : il reste alors

4
7, < G0
n

ce qui suffit tout de méme pour avoir une majoration négligeable de I’espérance du processus
empirique (cf. les remarques suivant le théoréme).

De plus, notons aussi que si ’on suppose D,,, < y/n, 'ordre de grandeur des deux termes devient
n~P/21n(n), et P'hypothése d’intégrabilité moins lourde p > 2 entraine —p/2 < —1, et le méme
résultat sur Tj;.

Finalement, on obtient,

E| > ( sup (Vn(t))Q—p(mm')) <
meEM,, teS(mvm') n

ol € = 3(Cy + Ca + Cs), et p(m,m') = (py + pa) (m, m') = 6(1 + 20)G3(E[F2(X1)] + 02) 2ot —

n

)

=1Q

6(1+ 25)¢%E[Yf]%, ce qui conclut la preuve dans le cas des modéles trigonométriques.

e Sixiéme étape : Conclusion de la majoration du processus empirique dans le cas
des modéles fondés sur les polynémes par morceaux dyadiques ou les ondelettes

On rappelle que dans ce cadre, D,, = k2™ (ou k = (r + 1) pour les polynémes par morceaux,
k = 2 pour les ondelettes), et la condition D,,, < n entraine
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On reprend la démarche adoptée au point précédent, c’est & dire que 'on majore les quantités
dépendants de n et m et intervenant dans 71,7 ou T3. On sera cependant moins précis sur les
constantes présentes dans les majorations, la définition méme de D,, = 2™ compliquant quelque
peu leurs expressions explicites (par rapport au D,, = 2m + 1 précédent). Ainsi, dans les lignes
qui suivent, ¢ désigne une constante qui peut changer d’une ligne a 'autre.

L’étude de la fonction u ~ uexp(—kk2%) (atteignant un maximum en vy = — In(kkIn(2))/In(2))
nous permet d’affirmer :

mexp (—k‘Dm) <e.

Ensuite,

In(n)
n
mD,, < Mm@ _ Cln(n) <.

n? n? n

Puis, exp(—kD,,) est le terme général d'une série convergente (somme sur m’ € M, C N), et
enfin,

Mmax

> D=k > 2™ =k(2mm=t—2) <en,
m/'eEMyp m/=1

par construction de myax.

Ainsi, aux constantes différentes prés, on est exactement dans le méme cas que dans le cas du mo-
déle fondé sur la base trigonométrique, et tout le raisonnememnt fait précédemment s’applique.
Finalement, on obtient aussi,

E| > ( sup (Vn(t))Q—p(mm')) <
m'eEMy, teS(mvm') +

ot C' est une constante dépendant de ¢, || f|lco, E[f3(X1)], 02, E[|e1]7], et §.

)

=1Q

6.8. Preuve du Lemme 8.
On doit majorer, pour chaque m € M,

~ ~

hS, — hC

A(m) = max {

m'eMn

Pour chaque indice m’ € M,,, on décompose,

. . 2 . 2 . 2
he, — iS¢, | <3 th — b ||+ 3 1B — B2 + 3 HhmAm/ — ke,
Ainsi,
A 2 / . 2 /
A(m) < 3 max thn, —hp || — M + 3 max HhmAm/ — hg/\m, M
m'EMn 6 " m'eEMn, 6 n

3 O
+ mr'%?\)/((nu m m/\mH ,
= 3(T,+ TP +T").

On a donc trois termes dont on doit majorer 1’espérance.
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6.8.1. Majoration de Ty.

On majore brutalement le premier de la fagon suivante :

~ 2 /
S E {Hhﬁ,—hm, _ V(é")} ] .
m/eMpy +
Et 'on remarque que l'on a
D,/
2 m

H]Algl/ - hm/

ol v, est le processus empirique centré défini par I'égalité (9). De plus, on a I’égalité ZJD vi(p;) =

5y
SUDyes(m/) Vi (L), ou S(m/ ) désigne la sphére unité du modeéle S,,,. En effet, si t € S(m’),
t= ZD, "bjpj, avec 3 ;b7 = 1. On peut donc écrire :

D,

va(®)? = [ bale) |
j=1

Zb? ZVN(SOJ')Q = ZVn(SOj)Q

J J J

IN

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité pour le choix bj = vy, (;)/ /> ; va(p;). Ainsi,

sup 2 _V(m’)
{tesp) ) 6 }J

< > E

m'eMn,
Le Lemme 7 appliqué en remplagant m V m’ par m/, et p(m,m’) par p(m’ ) prouve que cette
derniére quantité est bien majorée par C/n, pour le choix de V (m/ ) 6 % ( m’), qui est celui

indiqué a la ligne (5).

6.8.2. Majoration de T;".
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Pour majorer ce second terme, on distingue les cas m’ < m et m’ > m :

2 V(m’)} 7
+

6

" = max {Hhm/\m/ﬁG

/\ !
m'eEMn, mAm

= max | max {Hhm/ — hf,’;/

) e (i -5 )

'eMy, 6 'EMp,
n;@’eﬁm + TZrL’E>m +
2 Viim!

< max | 7,, max {Hhm — hg” — (m)} ,

m'eEMn, 6 +

m'>m

2 v
< max <Ta’{Hhm_h§‘H _(m)} ),
6 +

¢ moffh-igl -2

ou lon a utilisé que pour m < m/, =V (m') < =V (m). Le paragraphe précédent prouve ensuite
que T, est majoré par C'/n, et le Lemme 7 appliqué cette fois en substituant m a mVm’ entraine
a fortiori qu’il en est de méme pour le second terme de la somme ci-dessus (puisque ce serait
méme vrai pour la somme sur m € M,, de ce terme). Ainsi, E[T}"] < C/n.

6.8.3. Magjoration de T}".

Ce terme n’est pas aléatoire, c’est un terme de biais. On le controle de la fagon suivante :

2
" = mr,%%(n P — Rane 1

< max |hpy — hml?,
'eMy,
m<m/

< 2 max ||hw — hlP 4+ 2|k — b
m/'eM,,

m<m/’

Or, sim <m/, S,, C S,, donc la projection orthogonale h,, de h sur S,, est aussi dans S,,.
Comme h,,s est la projection de A sur S,,/, on a par conséquent,

Ve = BlI* < ([ = |1
Ainsi,
T < 4 lh — b,
O

6.9. Estimation adaptative par pénalisation suite : une pénalité aléatoire. Dans le
Théoréme 3 on a défini :

Dy,
me M, — peng;(m):=660(1+ 25)¢%E[Y12]7~

Or l'espérance de Y12 est inconnue. La question qui se pose est donc celle de son remplacement
par un estimateur. On veut bien str conserver l'inégalité oracle pour 'estimateur sélectionné &
partir d’une nouvelle pénalité entiérement connue. Le théoréme suivant résout ce probléme.
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Théoréme 4. On se place sous les hypotheses du Théoreme 3. Soient 6 > 2,6 > 0,0 <b <1
trois parameétres fizés. On note ;2 = (1/n) Y. | Y2, et on définit Uapplication peng s -
D

(13) me M, — Dpengsy(m) = li_be(l + 25)¢3Y727’”

Soit aussi h® € argminmeang(ﬁﬁ) + peng 5p(m).

Alors, Uestimateur fG G = hG o G wvérifie l'inégalité-oracle suivante :

5 ) 0+ 2 291+b 0> C
el o e R A ) S e

ot I’on rappelle que fnci = hmy 0 G, hyy étant la projection orthogonale de h sur Sp,, et ou C est
une constante ne dépendant que de 3, || fllco, 02, Elle1|P], 0, E[Y{], et E[Y{].

Preuve
On notera pour simplifier pen et pen les deux pénalités, en omettant de mettre en indice les
V2

paramétres dont elles dépendent.
On définit ’ensemble
Qp = - —1|<byp.
{ EY7) }
On décompose ainsi le risque de l'estimateur :

1550 -] =150 - ] 2 50 - ]

On a donc deux termes a majorer L’idée est la suivante : sur 2, I'estimateur W est proche de
la quantité qu’il estime, E[Y{?], donc la majoration du premier terme se raméne & la preuve du
Théoréme 3. Pour le second terme, l'idée est d’utiliser que la probabilité de € est petite, et donc

de majorer || fg;G - f||3 par une quantité non aléatoire.

Majoration de E[||fgaG - f||§19b]
Notons déja que sur 2y, on a les deux inégalités suivantes :

1 —
E[Y?] < 1—_byn2, V2 < (1+b)E[Y?].
On procéde tout d’abord comme dans la preuve du théoréme ou la pénalité est déterministe : on
obtient,
0

[ e e TR R

0° ~a —=/sa
L | swp a0 = plmam) |+ 0p(m, ) — g
T meM, tjﬁﬂl_v’fl’

ol I’on rappelle les notations suivantes

i a Dvima
p(m,m®) = 6(1 + 20)¢3E 7] =72,

1 n
= - D YitoG(X;) = (to G, f).
=1
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Puis I'application de I'inégalité de Talagrand justifie I’existence d’une constante C telle que

E| Y ( sup (va(0))? —p(m,m’>) <<
m'eEM, tesS,,vmsltl=1 + n’
On obtient donc toujours
e 2
o[l - 1]

0—1—2 0 62 C 0 . Y ra
S 0 Hf fGH +E|:1Qb9 pen( )] +9—25+6’—2E |:1Qb (Gp(m,mb)—pen(m ))}
Mais 'on a, sur I’événement €2, :

Dy + Dpya
Op(m. i) = 60(1+ 20)E [v2] +
— D + Djpa
< 60(1+ 25)Yn2+7
n

= pen(m) + pen(rm?).
On aboutit donc a

f 2
el -] < GERI - ¢ gt g5

On utilise enfin, l'inégalité pen(m) < (1 + b)pen(m) valable sur €, pour conclure On aboutit
donc &

e[| - 1n] < GER - s+ 2 et + 55

Majoration de E[HfgaG — ngng]
On va montrer que ce terme est en O(1/n), ce qui suffira. Commencons par majorer || fg;G —flI2.

Partant de l'inégalité 75 ( fma ) <% (fma), on obtient classiquement

Hfﬁc;c B f” < |l fe — FI2 +20m (hG _ hma> :
g

puis, pour un ¢ > 0,

“ 1
2y (h?na - hma) < y fma — fma + o' Sup Vn(t)Qv
9 t€Sma, [[t=1
2 2
< @ m“ _fH / Hf—fmaHg"“g/ sSup Vn(t)zv
t€Sma, ||t]=1
D’ou pour un 6" > 2,
N 2 9/ +92 92
G,.G
fol =1 < G5 =l 45— swp vt
9 — 2 teS,a, |1t]=1
6/ +2 9/2
< Hf|| sup  vp(t)%.

— 2 4eSpa, [t]=1
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On borne ensuite le supremum sur un ensemble aléatoire

sup  vp(t)? < Z < sup v (t)? — pen(m)) + pen(m®).
t€Spma, [It]|=1 meM, \t€5m, [ItlI=1 n

Par suite,

2
GG
s o]

< " 2ieeap (k] Y (s ()° — pen(m)
< — — up  vp(t)® — pen(m
o —2 g =2 \ 7| e s =1

On remarque que pen(m®) < 66(1 + 26)pAE[Y}?], en utilisant Dyje < n, ce qui entraine,

+E [pen(m“)lgg]> .
n

N 2 9/+2 9/2 .
B 757 | ang] < (GER s+ 5g000 + 200686 ) Pl

0/2
Z sup  Vp (t)2 — pen(m) )
meM,, \IESm. [[t]=1 N

0 —2
I1 reste donc deux quantités a borner par un O(1/n). Le Lemme 7 s’applique pour le controle
du processus empirique, en remplacant 1 V m par m, et en notant que p(m,m) = pen(m). On

a donc
E [ Z ( sup v (t)? — pen(m)> =0 <1) .
mem,, \t€Sm, lIt]=1 n n

Quant & la majoration de la probabilité du complémentaire de €2, argument principal en est
I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff :

+ E

P(Q) = IP’(

1 2
WV&I (Yn) ,
EV'] 1

VE [V

Y2 -E[¥7]| <tk [v7]),

Le dernier majorant étant en O(1/n), cela termine la preuve.

Troisiéme partie 3. Estimation quand la loi du design est inconnue
7. RAPPELS

7.1. Observations. On rappelle que les observations sont constituées des couples i.i.d. (X;, Y;)i=1,... n,
avec Y; = f(X;) +¢; (les variables g; étant i.i.d. centrées de variance 02), ainsi que des variables
X_i, i =1,...,n, indépendantes entre elles, de méme loi que les variables X; (densité g, fonction

de répartition G), et indépendantes des couples précédents. L’objectif est d’estimer la fonction

de régression f, en commencant par l'estimation de h = f o G~L.
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7.2. Modéles. On considére les modéle trigonométriques, pour m € M,
Sm = Vect {¢1, 025, 2541 5 =1,...,m},

ou, pour z € [0; 1],

p1(z) =1,

25(x) = V2 cos(2rjz),

p2j+1(2) = V2sin(2mjz).
On note toujours D,,, = 2m + 1 la dimension de S,,, et mmax 'indice du plus gros modéle de
la collection. On rappelle qu’'un tel modéle S,, vérifie ’hypothése de connexion de normes avec
¢g = 1. De plus, les fonctions de la base étant de classe C°°, on pourra appliquer la formule
de Taylor-Lagrange aux ordres qui nous seront nécessaires. On utilisera aussi des majorations
uniformes des dérivées successives :

Vr e N\{0}, Vi € {L,....n}, 0} oo < V2(25)" = 1105 loci™ < 65 oo D
On remarque aussi que 'on a les égalités suivantes, pour j > 1 :
Phi = —2mjpaji1, P = —(2m5) @25, Phji1 = 2mjpajt1, Py = —(2m5) a4

7.3. Espaces de régularité. Dans ce cadre, on va faire ’hypothése que la fonction h est dans
un espace de Sobolev périodisé défini par

WPeT (3, L) := {h e W(L), ¥j=0,1,....5 -1, h9(0) = h(j)(l)} .

ou l'on a,
1 2
WQB(L) = {h :[0;1] = R, APV est absolument continue et / (h(ﬁ) (x)) dzx < L2} ,
0

le choix de tels espaces se justifiant par les propositions suivantes, qui nous seront utiles :

Proposition 9. Soient 3 € N\{0}, et L > 0. Une fonction h = 3 22, 0;p; est dans lespace
WPer(B, L) si et seulement si (0;); est dans Uellipsoide ©(B, L2 /m?P).

Rappelons que pour 5 € N\{0}, et @ > 0, on note
0(8,Q) =0 € (N), Y albi<Q;,
j=1

ot (@) jen\{o} est définie par

o — { jﬁ, si 7 est pair,

771 (j—1)8, sinon.

Remarquons que pour 0 < #/ < 3, on a O(B, L?/7*%) c ©(f', L?/n*?), et, par la proposition 9,
I'inclusion analogue est valable pour les espaces de Sobolev périodisés : WP (3, L) C WP (g’ L),
ce qui nous sera utile. De plus, cette proposition permet d’étendre la définition des WP (3, L)
a des valeurs non entiéres de S8 : une fonction est dans un tel espace, si et seulement si la suite
de ses coefficients de Fourier est dans ’ellipsoide correspondant.

Une autre propriété justifie aussi I'usage de ces espaces :

Lemme 10. Soient L > 0 et h € WP (1,L) N Ct. On note Ilg,, l'opérateur de projection
orthogonale sur l’espace Sy,. Alors,

s, (h') = (s, (h))".
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Enfin, une propriété d’approximation similaire au lemme 12 de Barron, Birgé et Massart est
obtenue pour ces espaces : on en déduira des vitesses de convergences vers 0 du risque des
estimateurs.

7.4. Rappels sur la fonction de répartition empirique. On note dans toute la suite, et
pour tout i € {1,...,n}, U; = G(X_;), et U, la fonction de répartition empirique associée au
n—échantillon (U;)1<i<pn. On rappelle le résultat suivant concernant la loi des U :

Lemme 11. Quel que soit i € {1,...,n}, U; suit la loi uniforme sur [0;1].
Lemme 12. Quel que soit u € R, on a Uégalité Gn(G~H(u)) = Up(u).

On utilisera l'inégalité suivante, qui est une version "uniforme" de 'inégalité de Hoeffding,
c’est & dire qui permet de contrbler uniformément les déviations de la répartition empirique
autour de son espérance.

Proposition 13. (Inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz) Il existe une constante C > 0, telle
que, pour tout entier n > 1 et pour tout A > 0,

P(sup U —u’ >)\> <Cexp( 2n/\2)
u€eR
C’est précisément une version intégrée de cette inégalité qui va nous servir. On note désormais

1T, — id|| oo & la place de sup,cg ‘Un(u) — u‘
Corollaire 14. Pour tout p € N\{0}, il eziste une constante C, telle que
olJoe-s ] < G

np/2
On utilisera aussi une autre version intégrée :

Corollaire 15. Pour tout k > 0, pour tout p € N, p > 2, il existe une constante numérique C,

telle que, i
. p/2 2-p
(low -t~ 20 | <t
o) 4

np/2

De plus, on a l'inégalité suivante :

(

Preuve du Corollaire 15
Pour la premiére inégalité, on note déja que pour toute variable Z, E[Z;] = fR (Z4 > t)dt :

(s, <5557 |
.

— /OOOP (( U, —z’dH: — nhlj;gm>+ > t> dt,
Amp@a,ﬁﬂl_ﬁ%§g>>gd@

_ /OOOP |0 —ia| > <t+nlnj;(2")>l/p dt,

) 2 2]
E L —id|| — nln(”)> < On~272%%,

‘ [e%¢} n

IN
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On dispose de l'inégalité (a + b)'/? > 21/P=1(g1/P 4 p1/P) valable pour a,b > 0 : en effet, on a
par concavité de la fonction u : z — z1/?,

1/
<a+b> P > % (al/p+b1/p) .

2

Par conséquent, en utilisant ceci, puis l'inégalité de D.K.W.,

© P In”/%(n)
E <HUn—dem_,€W +
> N 1/p1,1/2
< [ (] > () )
0 OO,[O;I] n /2
o0 1/p1l/2 2
< C/ exp { —2n x 2(2=2)/p (tl/p+ ’M) dt,
0 nl/2
(15) < Coxp {22/l In(m)} / exp {~2C-P/rngtln)
0

2—p 2/
— P
< On7?2 7 R %,

ot 'on a utilisé pour I'inégalité (15) que (a + b)? > a® + b2, pour a,b > 0, et pour la derniére
ligne de calcul, la majoration de l'intégrale restante par 1.
Pour la seconde inégalité, on note déja que pour toute variable Z, E[Z?] = fR+ 2tP(Z4 > t)dt,

puis la majoration est du méme type :

(J - ~22)

<[]
e (o] > o
¢ [ aresp (<20 (=22 1.1) )

= (0/2)n72725 /OOO ueXp(—u)du _ (0/2)7172—2/@'

E

~

2]
U, — idH e nil”) > t> dt,

IN

8. ESTIMATION NON ADAPTATIVE

On fixe un indice m € M, et on estime la projection orthogonale de la fonction h sur le
modéle S,,.

8.1. Construction de ’estimateur.

Dans le cas ou GG était connue, on considérait le contraste

2 n
vt € L¥([a; b)), 7 (t) = [It]; — - Y Yito G(X5),
i=1
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puis un estimateur minimisant ce contraste, h$, = argmin,¢ Sm'y,? (t). On obtenait alors I’écriture
explicite suivante :

D

ay . 1
:Zafcpj,ouVje{l,...,D EZYWJ

=1

et le calcul de ’espérance des dJG nous avait incité a poser fg’G = h& oG. Supposant maintenant

que G est inconnue, on l'estime & ’aide de la répartition empirique calculée a partir de la moitié
des observations :

On se sert de la technique de plug-in : on remplace G partout o elle intervient par son estimateur.
On définit ainsi,

: R -
Vjie{l,...,Dp}, a5 = - Z;mj(an(xl)),
1=
puis
~ Dm ~
717G ~G
oy, = a;'ej,
j=1

et enfin I'estimateur que ’on va étudier est
(16) fG.C — (G o G,

Remarquons que iLTGn est aussi 'estimateur minimisant, sur 'espace Sy,, le contraste 'y,? , défini
pour t € L?([0;1]) par

D
N 92 2" .
(17) v (8) = [It]* - - > Vit o Gu(Xy).
=1

Notre objectif est ici de montrer que sous certaines contraintes sur la valeur de D,,, et sur
le choix du modéle S,,, la vitesse obtenue dans le cas o G était connue est conservée pour

I’estimateur fnG»L’G.
8.2. Résultats préliminaires a I’étude du risque.

On rappelle les notations, pour j € {1,..., Dy, },

Z gojoG Xi).

Nous avons montré au chapitre précédent que E[df] = aj, et nous utiliserons le calcul suivant :

3\H

1 n
_ . 1 A
h,@j) = /0 f oG u)p;(u)du, aJG = g Yipj o G(X;), ]G =
i=1

A 1 A
Lemme 16. Quel que soit j € {1,...,Dp}, E [ ]G\ (Xl/)le{l,...,n}] :/ foG (u)pjoU,(u)du.
0

Preuve
Par linéarité de 'espérance conditionnelle, et en notant que les variables Y;p; o C;‘n(XZ) sont
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identiquement distribuées pour i = 1,...,n, conditionnellement & (X ] )l’
E[af] (Xfh] = E[Vigjo Ga(x)| (XD,
= E[f(X1)g; 0 Gu(X1)| (X[ +E |21 0 Gu(X0) | (X])1]
= E[f(X1)p; 0 Ga(X2) | (X]0] 1= B [x(X1, (X)) | (X])].

ou I'on a aussi utilisé que €1 et ¢; o G‘n(X 1) sont indépendants conditionnellement & (X_;),, puis
que espérance conditionnelle de €1 est nulle, car égale a son espérance (par indépendance avec
(X7)). De plus, X est indépendant de (X_;);, ce qui permet d’intégrer par rapport a sa loi pour
calculer la derniére espérance :

. b 1 X
B[af | (heqtom] = [ X (Xpgle)de = [ 1o G w0 GulG)u)du,

en posant u = G(x). On conclut en utilisant le lemme 12 ci-dessus.

8.3. Etude du risque.

8.3.1. Enoncé des résultats. Pour évaluer le risque quadratique intégré de I'estimateur fﬁ’G, nous
allons utiliser les résultats concernant le risque de ’estimateur construit dans le cas o la loi du
design est supposée connue, fnCi’G ainsi que l'intermédiaire suivant :

= gOG Zj@]

Nous allons démontrer les résultats suivants :

Proposition 17. Supposons que l'on travaille avec Sy, le modéle trigonométrique classique, et
que h = f o G™! est de classe C' et dans WPer(1, L) pour un certain L > 0. Alors, si Dy, <
n/3/In(n)'/3, il existe une constante C > 0 (dépendant de L, ||flloo, |1, ||l b0, ngg)Hoo,
pour v = 1,2 des constantes Cp, p = 2,3,4,6 de l'inégalité de Dvoretzky-Kiefer- Wolfowitz et de
E[Y?]) telles que

759 - 1]1] <olr - g+ 2

Proposition 18. Supposons que l'on travaille avec Sy, le modéle trigonométrique classique, et
que h = fo G~ est de classe C' et dans WP (1, L) pour un certain L > 0. Alors, si Dy, < nl/4,
il existe une constante C > 0 (dépendant de L, || fl, |2, [|F'], ¢o, Hcpg)Hoo, pour r = 1,2 des
constantes Cp, p = 2,3,4,6 de l'inégalité de Dvoretzky-Kiefer- Wolfowitz et de E[Y{]) telles que

AA 2 D In(n
746 - o] <o - 1502 + soaen 2 4 02,
On en déduit un choix optimal pour D,,, dans le cas ou la régularité (au sens des espaces de
Sobolev) de la fonction h est connue. C’est I'objet des deux corollaires qui suivent.

Corollaire 19. Supposons que l’on travaille avec Sy, le modéle trigonométrique classique, et que
h = foG™! est de classe C* et dans WP (a, L) pour un certain L > 0, un certain o > 1 et
Dy, <03 /1In(n)'/3. Alors on a la majoration suivante, pour une certaine constante C' > 0 :

e (|59 - 1] <o mpge + 022
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L’hypothése o > 1 assure que h € WP (1, L).

Corollaire 20. Supposons que h = f o G~ est dans WP (a, L) pour un certain L > 0, un
certain o > 1. Supposons aussi que h est de classe C*. Alors, le choiz du modéle trigonométrique
classique Sy, avec Dy, d’ordre n¥/2ot)  gssure la majoration swivante du risque :

AR A 2 2a
e |70 - 7] < cnst,
g
ot C' est une constante.

Remarque : le choix @ > 1 assure que si Dy, est de 'ordre n/(2a+1) alors D,, < n1/3/ ln(n)1/3,
ce qui était exigé pour avoir la majoration du risque.

Introduction a la preuve de la proposition 17
On décompose la perte de notre estimateur de la fagon suivante :

(T SV S PR TR
|6 - e - B[ - fC il

b |iGe - 166 - [766 - fac 1],

+ el -]l « e - o],
On utilise ensuite la convexité de la fonction = — 22, pour obtenir,
5 4
<6y T,
g 1=0
ou
T3 = ||f—fG||§+ £ = £l ,
T = || £GC - FGO — B[99 - 75O (x| Hg,
" = fgc — fGC¢ _E {fG,G _ fG¢ \(sz)l} Hg
5 -[o s~ o |
T = B[54 - f5¢1x }H

Le terme T}" est le majorant du risque dans le cas ou G était supposée connue. Par conséquent,
on l'a déja traité :
D
E[T"] < CaDy* + GE [Y1] =
n

Il s’agit donc de majorer d’'une part E[T}"], | = 1,2, et E[T}"], | = 3,4 d’autre part. On utilise
les lemmes suivants : dont les démonstrations font ’'objet des prochains paragraphes :

Lemme 21. Sous les hypothéses de la Proposition 17,

3
E[I7") < Callgh LB [¥7] 2
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Si Dy, < Y2 en particulier,
D
E[T]"] < Callgh LB [V =2
Lemme 22. Sous les hypothéses de la Proposition 17,
o D
E[15"] < GE [Y7] 6 |2l 5
Si Dy, < n'/3 en particulier,
9 D
E (T3] < CoE [Y7] 65 [l =+
Lemme 23. Sous les hypothéses de la Proposition 17,
21 2 Dy,
= e

E[I]] < 6(czuh'\ T gy Em >+3C4(7r4/4)llhl

(3) 2Dm
(18) Sl P
En particulier, si D, < n/3,
m 2 2 2 4 2, GCo (3) 2 2\ Dm
BT < (6(CollWI? + GFEI) + 3Ca(rt /) nl2 + 22 o mi2) ==

Lemme 24. Sous les hypothéses de la Proposition 17,

D1 D7 1 D10 DS 1 D3 D2
ninn) | Dhlu) , Diflniw) | Dy , 1 ++n3/2>

ET < C
7 = ( n2 n3 n
ou, C est une constante fOTLCIinTL de Hh‘”v ”h/H7H(ADIQHOO,[O;l]vu(P2 ”oo,[0;1]7 Hh/H27 E[Y12] et: ¢(2) En
particulier, si Dy, < n'/3/1In(n)Y/?,

D

E[Ty"] < C—2.

n

8.4. Preuve du Lemme 21.

Tout d’abord, la définition des estimateurs intervenants dans la définition de 77" permet
d’écrire

2
D, . .
1 = |3 (af —af —E [af —af |(x_0), ]) wj 06
j=1
g
En utilisant ensuite le lien entre ||.||; et ||.||, ainsi que 'orthonormalité des ¢;, on en déduit :
Dy, ) ) )
NeRlNe: NeRNe.
=) (af —af —E[af —af|(x-0,])
j=1

et donc,

E (17" (X ZVar (af = af 1(x ), ).

On calcule et majore chacune des variances de la somme. Pour j € {1,..., Dy},

Var (&f — &JG \(X_l)l> = %Var (Yl (st 0oG(X1) —pjo0 én(X1)> ’(X—l)l> )
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ot 'on a utilisé que &]G — &? s’écrit comme une moyenne des Yj(p; o G(X;) — ¢j o Gn(X3)) qui

sont i.i.d. conditionnellement & (X_;);. On obtient ensuite

Var (ag* —af |(X_l),)

IN

%E [Yf (gc)j 0 G(X1) —pjo én(X1)>2 |(X—l)l] )

= 2B [0 (o0 600 - 0 Gutx) 1060

—i—%E [5% (gpj 0G(X1) —pjo én(Xl))2 |(X—l)l] )
- %E [f(Xl)2 (soj o G(X1) —gjo Gn(Xl))2 (X—l)z]

+(;2E [(cpj oG(X1)—pjo én<X1)>2 ’(Xl)l] )

en utilisant les propriétés de £ : successivement son indépendance avec toute fonction de X et
(X_1);, le fait qu’il est centré, et le fait que sa variance est notée o2. On utilise 'inégalité des
accroissements finis pour écrire,

2

i

(30 G = 50 Ga(X1)) < K512 [G0X1) = Gul0)]| < )12 6 G

ce qui entraine

2

?

E[T" [(X),]

IN

1
n

D,
= P0] + %) Ll e - én

2
)
o

D
1 = N
= “E[V2) | [ - 0w
j=1

On majore la somme par D, X (Dy,||¢h|lo0)?, pour obtenir,

D3 2

E[I7|(X-)] € —2|eb|2E [¥2] |id - O,

o0

L’application du Corollaire 14 avec p = 2 permet de conclure

Dy,

E[TT"] < Callehl%E [V2] =2

8.5. Preuve du Lemme 22.
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On calcule
"

j=1
2
- /[0 } {iﬁf (a5 —E [af 1x-0) ) ) (5w woﬁnw))} du,
0 =

Il vient ensuite, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis celle des accroissements finis,

SR (G [aG 2 {2 7))
o< | o 2o (@ =B [100)S (o560 = 0 Unt))

j=

D, AG AGA 2 N . 2 D 9
< > (a§ -r[ag 10 ]) [ow—al Sl
j=1 j=1
. 2 Pm ; 2
(19) < el D% |00 —id|” 3 (a¢ —E[al 1xn])
Par suite,

D,

B[y < ||6b, DAE | |00 — id]_E {Z (a - E[af 1)) o

<
—_

or, & |4 (a - & [af 106-]) 100y
Dy,

= > Var (%G |(X—z)l> ,

J=1

= ;%Var (gpj (Gn()ﬁ)) Y1 |(X—l)l) ’
j=1

Dy
< %ZE [903 (én(X1)> v ’(X—l)l] ;
j=1
e |
< - D ol BP0,
=1 ||
Lo |
S ; ZQDJ E [Y12:| )
=1

IN

-

o

=

it
N
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Ainsi, il reste a appliquer le Corollaire 14 :

o D2 - 112
Blry) < (7]l 2o |0, -] |.
4
21 42 2 D
- GER A b
O
8.6. Preuve du Lemme 23.
On a d’abord,
. o 2
T = | (756 - 28C 1]
D, R 9
(20) = ZE [df — &JG ‘(Xl')l} , en utilisant 'orthonormalité des ¢,
j=1
et donc,

T = %{ /0 o) (i5(w) = @5 0 Un(w) du}Q,

en utilisant les calculs préliminaires d’espérance ci-dessus.
On effectue alors un développement de Taylor-Lagrange & l'ordre 3 pour chaque fonction ¢;
(7 €{1,...,Dp}). Il existe un réel aléatoire et dépendant de j, &;p .y, tel que

23() = 25(On(w)
A (u = On(w))?

u — u 3
(21) = ) On(w)) — ) I g, ) ]

6

On en déduit une majoration en trois termes :
T3" < 3T3% + 3157 + 31373,

ol 'on a noté

TP = ?j {él h(w) ((w) —u) (p;(u)du}Q ,
= X { [ (G0 =) gt}
Do

I3 = (1/6)) { /O b (Ont) - u)3 gog»g)(&j7n7u)du}2 .

Pour majorer le premier terme, 'idée est d’abord d’écrire,

1 &
U — Un(u) = 7 Z 1U¢SU +E [1Uz‘§u] >
=1



ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 40
ce qui entraine :
D 1 n 2 1
N /
T3 = Z - ZAM —E[A;;]] , oud;= / ()@ (u)du.
=\ Ui

On intégre alors par parties pour calculer A;; (on prend une primitive de gog-, et on dérive h =
foG™! que I'on a supposé C!), et I’on obtient, quel que soit j € {1,..., Dy}, et i€ {1,...,n},

1
Aij — E[Ai ] = —h(Ui)g;(Ui) + E [h(Ui);(Ui)] — /0 (1v,<u — E[1y,<u]) B (u)g;(u)du.

Par suite, en sommant sur ¢, élevant au carré, et sommant sur j, on dispose & nouveau une
majoration en deux termes,

T3 <2037 4 + 21357 5,

avec les notations

Dm 2
i, Z{ Z E[h(UM(Um},

(22) 1 =1

e = { [ ) (0 - ) w(u)du}Q.

L’espérance du terme 73"} ; est une somme sur j de variances de moyennes empiriques, que ’on
calcule et majore comme pour 77" et 15"

D,

7ZE[ (U1)p;(Uh)) } _% 290? /01 h(u)2du,

=1

IN

E[T514]

1 Dy, Dy, b Dy,
= [ hwpadt=m = GBI < B,

en utilisant la connexion de normes, et la définition de h.

Quant au terme 757 5, on remarque qu’il s’agit de la norme d’une projection sur Sy, et on le
majore en utilisant que la norme du projeté est inférieure ou égale a la norme de la fonction que
I’on projette :

o = 3 (00 —id) ) = |, 0@ — i)
j=1

~ 2 N
< ||p@n =i <10, - .

En utilisant le Corollaire 14 pour conclure, on a E[T§ ,] < Ca|[l'||*/n. Par suite,

2L

Dy,
B[31) <2 (CallvP ) + BB )
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Pour majorer le terme ng, on commence par remarquer que pour j > 2, Lp;»’ = —(7r,uj)2<pj, ol
I'on note p; = j si j est pair, et pj = j — 1 si j est impair. Par conséquent,

E T3] = (/4R Z{/Olh )—U)Quiw(U)dU}Q ,
< («'/4D}, %ﬂf{ / 0 (00) ) stan |
= (x*/4)D} { ( —z'd)2,soj>}2 :

. A .
— (x%/4)D)E HS<1>h<Un—id) ] :

(z1/4)DI E

N
=
~~
S
|
~.
S8
~—
o
o
[E——

< piE |0, —idH4 }

IN

Ca(m/4) |05
Enfin, pour le dernier terme,

D,

E[Tf] = (1/0)E Z{ / b ()~ )’ <><a3nu>du}2 |

j=1

< (1/6&“@3 (ke U ] ]
j=1

=

En résumé,
1 D, D}
BT < 6 <02||h/”2 + ¢3E[Yf1n> + 30 /1) P

(23) S e g

8.7. Preuve du Lemme 24.
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On commence & décomposer le dernier terme de la fagon suivante :

= e [f90- 7801 |
2
= E Dzmdjé(gojOG—(Pjoén)’(Xl)l )
Jj=1 g

Dp,

2
Do,
< 2|E D (a5 —aj)(p0G — @0 Gu) (X)), ||| +2|E D ajlpjoG —pjoGn) (X)),
j=1

—
J g

= 2T + 277,

< 3 m .
Commengons par majorer T :

_ 2
T < /[ ) E gﬂj (&f - aj> <cpj oG(x) —pjo Gn(x)> (X_0), | 9(z)dx,
a; j=1
:Dm 9 Dy, 9
< [ B[S (6 -a) Y (¢506@) 00 Gulo) I(X0) | glo)da,
[as0] =1 j=1
= E % (a6 —a;)’ 3 /[0 § (03) — 05 0 Unlw))” dul (X0 |
7=1 7=1 )

< 2TL[7”171 + QTATLQ,

ou ’on note

D’"L ~ . D77L R
= [ B3 (5 Bl 1 0)" 3 (e - ero Ba)” p1CE | i
; =1 =1
12 .
>

o [, 12 E 1] o)

Le premier terme s’écrit aussi

D, A D, A
T, = ZVar (d]G|(X_l)z) o1 Z <<pj(u) —pjo Un(u)>2 du,
j=1 =1

et le second se simplifie en

D, . 9
Ba=t [ 3 (pa0 o Oate) an
5 j=1

d’apreés la ligne de calcul (20), en notant

D,

(24) = (B [af ] —a))

j=1

2

g

Y
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Puis on utilise I'inégalité des accroissements finis dans chacun des deux termes pour obtenir :

D ) D 2
] — ol |12 T
> (o-petw) e < Sl |-
]:1 ) j:1
~ 2
< Dhlehl% [[0n —id

Cela nous donne donc,
Dnm R 2
Ty, < Y Var (a€1(X0n) Dl || 0n — ]|
=1 ,
’OO
Pour terminer la majoration de T} ;, on controle la variance conditionnelle :
. 1 & R
Var (af | <X_z>l) = Var {n > Yipj o Gu(Xi))| (X_m} ,
i=1

1 ~
= HV&I‘ {HSD]OGn(Xlﬂ(X—l)l}’

7b > .
Ti o < T3 DY b | O — id

< 28 [1? (moGutt) |0
1
<

el (B [PO0] +0%) =+ leslZ B [V

Donc la connexion de normes entraine

ZVar(Gy ) < E[Yl}

et par suite,

Dy,

~ 2
(25) Ti' < OB [¥7] = x D3 liehl% ||On — id|_,

ce qui donne, en intégrant et en appliquant I'inégalité de D.K.W :
2 2 12 D;
E [Tﬂg] < ¢ [Yl } C2HS02”OO,[0;1}721-

Pour majorer T}" 5, on doit étre plus précis sur la majoration de |U,, — id||ss : on introduit
dans cette derniére majoration la somme des indicatrices des événements {||U, — id||oo < au},
et {||Un — id||oc > an}, 00 ay = 4/21n(n)/n, ce qui donne le majorant :

m m m
Ty <Tjhi21+T4199,

avec

b
TA:,nl,Q,l = H‘PQHz oy Tm

b
TATL2,2: mH%H HU ZdH 1HU" de >a,LTm‘
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Pour T} , ;, on utilise la majoration de 'espérance de T3" ® obtenue au paragraphe précédent :

IN

Dn, D! . Dp
D llad x € (24 0 4 ),

o <D;4n In(n) n DY1n(n) " D!, 1n(n)> :

n2 n4 n3

E [T 2,]

ot la constante C dépend ici de |[h], [|1/|], | @hloc: 1957 llocs E[Y?Z], et ¢3. Enfin, pour T34 5 5, on

. N m,b
commmence par majorer grosswrement T3

(B[ (x)] ~a;) = ( /0 hiw) (50 - 50 Un(w) du)2,

1 . 2
< [ kP (e = g0 Uutw) " du
2 (1o 3 2
S Ay O] A
en utilisant I'inégalité des accroissements finis,
S PATE
Ce qui donne en sommant sur 7,
m,b o ~G 2 2 2 . 2 3
T =3 (B [af1 (X)) — ;) < 10l [[lf2 |fid - On]|_ D3
j=1

Ainsi, par les inégalités de Cauchy-Schwarz, de la Proposition 13 et du Corollaire 14,

IN

E[T]i25] < DSJHIPIGhILE [

\/7

4
nid] 1HUn—ide>an} 7

IN

D lIh|*e5ll5 =5 exp (—naz,)

6
= \|h\|2\/08\|so’2u§o,m;1]72"‘

Continuons avec la majoration de 7%. On commence par écrire :
b

2

~—
~

Ty = |E D aj(p;0G—p;0Gn) (X
2

= D aj(pjoG—pjoGy)| ,

g




ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 45

et donc
r 2
(26) E[Tj3] < E Za;‘(woG—wO@n) :
/ g
~ 8|S0 [ i) = 030 O inte) — oo O
]k 1

On effectue ensuite le développement de Taylor & 'ordre 2 pour chacun des deux facteurs dont
le produit est 'intégrande ci-dessus. Ceci fournit la décomposition :

E [TI}Q} <E [szl + Ty + Téf}z,g] ,

avec

Dy,
=S aja / )20 ().l () s

7,k=1
Tiho = (1/4) Z ajak/ 4g0;'(ajnu)<pk(aknu)du
7,k=1
T = 3 ajor / )2 (65 (),
7,k=1

et 'on majore & nouveau chacun des trois termes, en rappelant que a; = (h, ;). Ainsi, le premier
terme s’écrit aussi

1
R, = /0 (u— O(w))? {(TTs,, (1))’ ()} du,
1
- /0 <u—Un<u>>2 (T, (W) (w)}? du,

(27) sz

IN

2
R

s, ) <

ol 'on a utilisé le fait que la dérivée de la projection de h coincide avec la projection de h'.
Donc, par I'inégalité de D.K.W.,

Ca|[ |12
E T < =
[Tiea] = —
D’autre part, le second terme est
1 D ?
(28) Tho = (/4 [ (0= Ou)* | 3 ey | du
j=1

Cette fois, il n’apparait pas une dérivée de projection : en effet, le point d’évaluation des fonctions
go}’ dépend lui méme de j. On va exploiter le fait que h € WP (1, L) : on introduit les réels p;,
définis pour j € {1,...,D,,} par

) J sijest pair,
Hi = j—1 sinon.
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Ceci permet d’écrire,

D 2 D, 2

Y Gina) | = 6Bl | Dol |

j=1 Jj=1
Dy, Dy,

(29) < |le5lA Za]z,u,? Z/LJZ, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
: =
2
< wnfng;

ott on utilise la proposition 9 (la suite (a;); est dans Uellipsoide ©(1, L?/7?)) et la majoration
de pj par Dy,. Ainsi,

L
Tha < (A% x D3 0w —id] "
Appliquant aussi 'inégalité de D.K.W. intégrée avec p = 4, on en déduit,
f

m Cy
E[T] 5] < (U‘Uﬁ” x DJ,.

Enfin, pour le dernier terme :
1 Dm Dm
Tyss = / (w=Un(u)® [ Y aj¢f (@) (Z ak%(U)) du,
0 j=1 k=1
le calcul que 'on vient d’effectuer prouve que
L 3/0
Zaa% Gjnu)| < Ilwé’\loo;Dn{ ;
et la méme technique de calcul entraine, pour u € [0; 1],

D,
> arpl(u)
k=1

L
< ”SO/QHOOED%Z'

Donc,

3
—de
o

Tps 0 < Il bl 25 D2, |0
Ainsi, toujours par l'inégalité de D.K.W. (avec p = 3),

L? D2
E[T733] < @b locll@lloe—5Cs-575-

Finalement, en notant C une constante, on a la majoration

Dfnln(n)+D,7nln(n)+D}791n(n) DS 1 D3 D2>

ML frodt s i b7

n2 n3 n n4 n3/2

E[T" < c(
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9. ESTIMATION ADAPTATIVE

On ne suppose plus fixé un indice m € M,,. Disposant de la collection ( fnci)me M,, d’estima-
teurs, on cherche a sélectionner un indice m convenable sur la base des observations.
On propose comme dans le cas ol la loi du design était supposée connue, deux méthodes, 'une
fondée sur un procédure classique de sélection de modéles par pénalisation, et 'autre fondée
sur la comparaison des estimateurs ci-dessus deux a deux, basée sur des travaux de Lepski et
Goldenshluger.

9.1. Construction de ’estimateur par méthode de Lepski.

On définit les deux quantités suivantes, quel que soit m € M,

V() = ok [VE] B,
(30) Abis(m) = max,, e, }AlnCAT; hG o Vbis(m/)} 7
+

avec ¢ une constante numérique.

Nel G _ || fG.G 2
Notons que ||h;, hmAm 12=115." - mAm -
On sélectionne ensuite,

(31) MG = argmin,,c vq { A" (m) + 2V (m)}.
L’estimateur sélectionné ainsi est donc fG G o

9.2. Construction de ’estimateur par pénalisation.

On définit 'application pen’ :
/ Dm
(32) me M, +— pen(m):=c—,
n
avec ¢ une constante dépendant de E[Y] et de ||A’||. Soit aussi Ml ¢ argmin,,, Mnfyné (hG) +
/
pen’(m).

L’estimateur sélectionné est f pc G’p h o G.
9.3. Majoration du risque pour chacun des deux estimateurs.

On va obtenir les deux théorémes ci-dessous, sous les hypothéses suivantes :

— on se place sur les modéles trigonométriques,

— les dimensions des modéles vérifient D,, < n'/?/1n(n) (quel que soit m € M,,),
~ la fonction h est de classe C! sur [0;1] (donc bornée) et dans WP (1, L),

— le bruit &1 admet un moment d’ordre 2 + p, p > 8/3,

—n>mng = exp(||h]]?).

Théoréme 5. L’estimateur sélectionné par méthode de Lepski vérifie l'inégalité oracle suivante :

[HfGGl_sz] S | nin (18Vbis(m)+27(0+¢31@[yﬂ)Dm

meMy
C'ln(n)

+217]|f - fﬁui) + =,
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ot l’on rappelle que fnci = hym oG, hy, étant la projection orthogonale de h sur Sy, et avec C une
constante dépendant de L, ¢3, ||k, |2, [|M]], ||g0g)|]00 pourr =1,2, Cy, et 6, et avec

_ 06 312
C = 6 (CollW'|1* + SZEIY?]) + 3Ca(m* () nll2 + =2 o7 Il
Théoréme 6. L’estimateur sélectionné par pénalisation vérifie linégalité-oracle suivante :

NeRe 2 ) 0+ 2 2 66 C'ln(n)
G?G?IJ_ < G_ /
@) B iS5 < min {35 1= gl e+ SR

ot l’on rappelle que fg = hm o G, hyy, étant la projection orthogonale de h sur Sp,, et ou C' est

une constante ne dépendant que de @3, 8, L, || flloo, |11, |IP|, H@g)Hoo,[O;l], pour r = 1,2 des
constantes Cp, p = 2,3,4,6 de l'inégalité de Dvoretzky-Kiefer- Wolfowitz.

Corollaire 25. Avec les notations et hypothéses des théorémes, en supposant h € WP (o, L) (a

la place de WP"(1,L)), pour o > 1, et pour f;(jG Uun des deuw estimateurs étudiés,

E

AR A 2 —2a
o] < ewst
g
9.4. Résultats préliminaires aux preuves des Théorémes 6 et 5.

On commence par énoncer des lemmes utiles a la preuve. On utilise les notations de la section
8.3.1 et plus précisément de la preuve de la Proposition 17 : il s’agit de recentrer convenablement
les termes 17", ¢ = 1,...,4, m € M, de maniére a rendre négligeable le maximum en m de leur
partie positive.

Lemme 26. Sous les hypothéses du Théoréme 5, il existe une constante numérique C', dépendant
de ¢o et de ||ph|loo, telle que

/ 1
[ max (17— vam) | < B0,
m'eMsy + n
avec pour & =T/3 et 5. = 96GFE[VE] |2
D?,
Va(m') = fm’—n’g In?(n).
Sous ’hypothése D, < (n/ ln(n)2)1/3, on a
D, )
VQ(mI) < HHI m — ZbZS(ml)‘
n

L’inégalité du lemme est encore valable pour V5 remplacé par Vzbis.

Lemme 27. Sous les hypothéses du Théoreme 5, inégalité suivante est valide, pour pp = m’
oumAm,

D /,b / C
m . ‘/ < —.
£ [mr’rg\)/t(n (T3 3(m ))J n

D y . L
avec V3(m') = 03Tm', et c3 une constante numérique, dépendant des quantités tnconnues seule-

ment au travers de E[Y}?].

Lemme 28. Sous les hypothéses du Théoréme 5, l'inégalité suivante est valide, pour n > ng,

E [ max (Tgn’ . V4(m’)>+] _ o).

m'eMn, n
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D L . e
avec Vy(m') = 047’”’, c4 une constante numérique, dépendant des quantités inconnues seulement
au travers de E[Y{] et

ng = exp (||h’||2) .

On peut de plus remplacer Vy par une quantité Vy dépendant de |W||2. Le résultat est alors valable
quel que soit l’entier n.

9.5. Preuve du Théoréme 5.

Dans toute la preuve C' désignera une constante dépendant uniquement des quantités indiquées

dans I’énoncé du théoréme et pouvant varier d’une ligne a 'autre. Pour simplifier, on abrege Abis

Gl GGlenfGG

en A, m~" enm et f.

On fixe m € M,,. On commence par majorer

3766 - 190 -89 - 51 )]

IN

3 |B (756 - fel o || +sfage -1

N N A 2
= 377 4377 + 3 ||RG — hH ,

en utilisant les notations de la preuve de la Proposition 17. On poursuit ensuite en faisant
apparaitre A et V% et en se débarrassant de I'indice aléatoire 7 pour le dernier terme de la
majoration ci-dessus :

2

9

[z h

3Q>

2 G e 2
4| Hm—mmH o =05 42

o
+ VY (1)) + 3 (A () + VI (1))

h(

IN

IA

3 (A(m +3
= 3(A(m) + 2V (m)) +3 (A () + 2V" (1)) + 3
3 (40m (o) +3

)+ 2V (m)) + 3 (A () + 2V" (i

< 6(A(m) +2v7(m)) — 2v" () +

i

par définition de 7. Il faut donc maintenant majorer ||ﬁ,€l — h||?, qui n’est pas, contrairement &
ce qui se passait dans le cas "G connue", la perte de I'estimateur étudié en non-adaptatif. On se
raméne cependant & des quantités déja étudiées :

WGl = fS’G—fH2,
< 3HfGG fGG E[fG’G fGG‘ ”’
8|~ £ o[+l -
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en reprenant toujours les notations introduites dans la preuve de la Proposition 17. Par suite, on
obtient

A A 2 R A
Hfng - f” < 3TI 4 3TI — 3 x 2V (1) + 3 % 6 (A(m) n Vb”(m)>
g
+3 x 3 x (317" + 313" + 3T¢") .
Or, on a démontré en non-adaptatif les inégalités suivantes :
D 2
E[T5"] < 03E 7] = + || = 1l

E[T7"] < g, pour D, < n1/3,

n
E[T3"] < CD——i—g,pourD < nt/3,
avec
C = 6 (CollW|P” + GREIVZ]) + 3Ca(r* /I + 2 o] ni

On obtient ainsi provisoirement :

|75 - fHZ] < 18 (E[A(m)] + V"(m)) + 3E [(Tﬁ” - VbiS(m))J +3E [(Tfl = VbiS(m))J

~ Dy, C
+27 (C + AJE [Y7]) = + || - fﬁHz +

Il reste & majorer A(m), T5" et T}". Concernant ces deux derniers termes, on commence par les
majorer de la fagon suivante : pour k = 2,4,

E [(Tzl“ - Vb“(m))J <E [mné% (7 - vbﬁ(m')u ,

puis on utilise les Lemmes 26 et 28, en notant que par définition, V% > Vzbis et V¥ >V, On
obtient donc

E [Hf%@ - sz] < 18 (E[A(m)] + V(m))
+27 (C + ¢3E [Y{]) %
Cln( )

G
{17 = 2505 +
La conclusion du théoréme provient donc du lemme suivant :

Lemme 29. Sous les hypotheéses du théoréme, il existe une constante C' > 0, telle que, pour tout
m € M,,

1 2
E[A(m)] < O—+ 12| £~ f],-

9.6. Preuve du Théoréme 6.

On notera dans la suite C' une constante pouvant varier d’une ligne a I'autre. Pour simplifier,

G GG,p en fGG

on abrége m™~" en m et f

Soit m € M,, fixé. Par définition de h,;, on a

78 (i) = 7S (him) < pen (m) — pex! (1)
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On utilise ensuite la définition du contraste, ainsi que la décomposition, pour ¢ € L2([0;1]),

1E? = llto G = fllg = 115 +2(t 0 G, fg,

pour en déduire
A 2 9 R A
Hfg’c — ng < Hfg - ng + pen/(m) — pen’ (1) + 20, (hE — hyy),

oit 'on a défini, pour t € L2([0; 1],

Zw( ) (to G, f)g,

processus empirique non centré. On le majore de la fagon suivante :
PG
hy — hm

2ﬁn(ﬁg—hm) - 2“&2—%’ | e
&t

IN

QHES;—

sup |7, (t)].
teSm+Sp,
llt|=1

On introduit ensuite le paramétre 6 > 0, et on a,

20y~ ) < 5 (55~ A+ 15571 0 _sw a2,

teS(mvm)

avec S(m V1) = {t € Sy, + Sp,, ||t]| = 1}. Ceci entraine,

By T2 < RS- A0 sw (3a(0)* + pen (m) — pen' ()

teS(mvm)
Or, on souhaite controler le risque de I'estimateur f. et pas celui de f.". On utilise donc,
A& A 2 A 2 N N
|7e =1 < 8750 g +smy 4 am,

ol 'on a noté

R A 5 A 2
" = Hfﬁ(i’G fGG E[fGG fg’G\(sz)ng,
N A N 2
T = B [£59 - 501X ]| r

pour reprendre des notations utilisées dans 1’étude non adaptative. Introduisant ceci dans (34),
on obtient :

0—2
7

fiC 1 H <3€i2HfG flly+30. up (Fu(®)+3(pent (m)—pen () +3TF"+3T7"
eS(mvm

Le nouveau processus 7, n’étant pas centré, on se raméne au précédent v, comme dans la partie
précédente :

sup  (7a(1)* <2 sup  (va(1)® + 2700,
teS(mvim) teS(mvm)

Z (Gulx)) vi - <G<Xz->m).

avec

T;Zz\,/m = sup
teS(mvm)

3\H
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On majore de méme ce terme :

Tm\/m < 2Tm\/m b + 2Tm\/m b

sup

avec les notations de la partie non-adaptative :

Par suite, pour 8 > 2,

E[\]fﬁG—f(]z] < 30206 g2+ 2 (pend(m) — E [pen’ ()

2
FgogE |, (e
+% (E [Tﬂ FE[T]] + 4 (E [va’” b} +E [Tme bD) .

On retranche maintenant aux quantités de cette majorations, les termes p(m, ) de la preuve
du Théoréme 3, V; (ou V;, ou VYs) i = 2,3,4 intervenant dans la preuve du Théoréme 5 (le
terme non défini, Vj, étant le terme V; "non asymptotique", c’est-a-dire obtenu avant de s’étre
affranchi de la dépendance en ||1/||, cf. la preuve du Lemme 28) :

e {35 -1
g

(35) < 32 155 A1+ 5o (per () — E [pen’ ()]
66> 5
+0 — QE <teSS(1rln%m) (alt)” - plen, m)> +

+% (E[(Tgﬁ—vg(m))J +E{(T4 — Valin ))J
—|—4{E ] +E[(vamb V(i v m)) H)

2
+06f 2E[p(m, m)] + %E [VQ( i) + Va(in) + 4V5 (7 m)} ,

On obtient donc encore la majoration :

2|l ]
g
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9 30

< 3 18 = 11+ 57 (pen'(m) — B [pe ()]

662 2 .
+ E sup  (vn(t))” — p(m,m)
6—2 teS(mvim) N
30 m/ _ ysbis(, /! m' 17 /
g (& |, (77 - o) | +e g, (- a0m) |
mVm,b m'b /
el [ | e (10— vion) | })

66> A 36

a laquelle on peut appliquer les Lemmes 7, 26, 28 et 27 pour obtenir

e |

EPM()+W()+Mﬁmeﬂv

YRR 9+2
e I T

+93f02 (pen'(m) ~ E [pen' ()] + 4B |77 +

662 36

C'ln(n)

n

+

0

On majore 17" Vb de la fagon suivante

. Dm\/m N . 2
B[] = ST (- ag e [af - afix )’
J=1
D’mmax . 2
~G ~G ~G ~G
< aj — a; —E[aj —a; |(X,Z)ID ,
j=1
D3
< cC myx<cf
n

sous la condition D,, . < n'/3. Par suite,

sl ) < v,
30

spen’(m) + Clotn)

—1—71[*3 [29p(m ) + VL (1) + Vi) + 4V (1 vV m) — pen’(1n) | .

9 —

On rappelle enfin que
plm, i) = 6(1 +20)¢3E [Y7] ——=,
V() = e VS () = e,
Va(m V1) = e ="

S Dm
V4(m) = 0477

5B lpm, )] + 7B [V (1) + Va(in) + 4Va(m v )]

53
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avec ¢; des constantes numériques dépendant (linéairement) de E[Y{?], et ¢4 dépendant (linéai-
rement) de ||/||. On peut donc majorer, pour i = 2,4,3, les quantités A;, avec Ay = VP (1),
Az =V3(mV m), et Ay = Vll(m)
D Dy
;< c2m T P
n
le méme majorant étant valable pour p(m, ). En choisissant
D
pen’(m) = c—2,
n

on a donc
E (20p(m, ) + Vi (1) + V(i) + 4V3(r vV m) — pen'(m)} < pen’(m),

et I'inégalité oracle en découle.

9.7. Preuve du Lemme 29.

Soit m’ € M,,. On décompose,
2

~ A ~ A 2 . A
hgj, — hG + 3 ”hm/ — hm/\m/||2 +3 Hhm/\m’ - hr%/\m’

mAm/

2 oA
§3Hh?n, -

On note ensuite que, pour p =m’ ou p=mAm’ ||h,— iLgHQ = SUPes(p) Pn(t)?, ot S(p) désigne
la sphére unité de Sp, et ou I'on a défini

u(t) = L 3" Vit 0 Gu(X,) ~ E Vit 0 G(X,).
=1

En effet, sit € S(p), t = Zf:pl s, avec b? = 1. On peut donc écrire :
2

Dy Dy
()7 < ) bitm(es) | =D ()
j=1 J=1

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité pour le choix b; = 7, (;)/1/>_; Ta(p;). 1l reste

ensuite & remarquer que U, (p;) = de — aj, ce qui donne, en élevant au carré et en sommant la

norme ||iL§ — hyp|[2. On se raméne ensuite au processus vy, centré de la fagon suivante : quel que
soit t € L2([0;1]),

o(t) = — Z Yit o Gu(X) = (to G, f)g,

et ainsi,
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On utilise maintenant la remarque qui suit : ¢t € S, avec ||t|| =1, si et seulement si il existe une
famille de réels 6 = (0;);=1,...p, telle que

p Dy
t:ZQjQOj, avec 20]2: 1.
Jj=1 j=1

Ceci permet d’écrire,

teS(p) i=1
Dy | n ?
= suﬂg Z ng Z Yipj o (Gn(Xi) — G(X3)) |
ZjeG?zl j=1 i=1
2
D, )
= su 0,; 0 — dG )
e | 0 (5 -4)

>, 07=1 =1

A 2
_ 2 ~G _ ~G
() ().
>, 02=1 \J=! j=1

en effet, on a une majoration par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et 1'égalité provient du choix

aG — @
Vji=1,...,Dp, 0; J J
D, ] )
(af - af)
j=1
On en déduit donc,
n 2
sup - Z Y;t o (Gn(Xz) - G(Xz))
tes(p) \" =
Dy )
- Y -a)’
j=1
Dy A 9 D, X 9
< 2} (A]G —iY—E [aJG e y(X_l)z]) +2y° (E [af — 4 |(X_l)lD ,
J=1 J=1
= 1Pty ord?,
avec
Dy X 5
=3 (af —af e [af - af (X ])
j=1
DT—’
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Par conséquent,
G 2 2 D,b D,b
th L H <2 sup (va(t)? +ATPY + 4TP.
teS(p)
On a donc
A A A~ A 2 / /
WS, —hG ol < 6 sup (na(0)?+6  sup  (va(t)* + 12750 + 1215
teS(m’) teS(mAm/)

F12770 £ 12T 3 | s — B |12

Ce que l'on réécrit en retranchant V(m’) et en intégrant

E[A(m)] = E [ max ( (hgi ST vb“(m’)) J

m/EM,, mAm’
bis ! Vbis /
< 6B | max  sup (a(t)? - L) max [ sup () - L)
m/'eMy, teS(m’) 24 N m/eEMn, teS(mam’) 24 .

’ Vs (im! , Vbis(m/
+12E | max fyﬁ_44$TQ 4+ 12F | max ]?Nnﬁ_ggiml
m'eMn, 48 + m'eMn, 48 +

+ 6E

191 b L 19E ALY I Bt — B |12
12| 17 122 | 7] 43 g W =

Le terme non aléatoire est 7" et a déja été majoré (partie adaptation par méthode de Lepski
dans le cas ou la répartition G était supposée connue) :
2 2
max ||hp — hppae || < 4 ||, — R|7.
m/'eEMy,

De plus, on a montré les deux inégalités suivantes, quand on a traité I’adaptation par méthode
de Lepski dans le cas ou la loi de G était supposée connue (voir les termes T, et T ci-dessus) :

E | max sup (Vn(t))2 — Vo(m') < g,
meMn \ teS(m!) n n
2 / c
E | max sup  (vn(t))” — Vo(m') < —,
m'eMn \ teS(mam/) n n
avec la notation D
Vo(m') = 6(1+20)63E [v7] =

On obtient aussi pour p =m/ ou p=m Am’ que

. . 2
7b -~ ~ -~ -~
™ = Z{(af_af)—E[agf‘—aﬁ(x_,)l]} ,

i=1
Dmmax N . 2
NeBlNe: NeBlNe:
< a; —a])—E{aj — a; ’(X—l)l]} ,
Jj=1
— Mmax
= e,

Par conséquent,

C
R
n

12 { max T{”””] +12E [ max Tf“m“b] < 4R [T]"] <
m’EMn m’e/\/ln
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pour D,,_ .. < n'/?. On utilise enfin le Lemme 27. Pour conclure, on effectue le choix de V%%
(précisément le choix de la constante ¢ intervenant dans sa définition) de telle sorte que

Vs > 24V, VY > 48V,

On conclut donc

In(n)

E[A(m)] < C + 12| — B|%.

9.7.1. Preuve du Lemme 26.
On commence par

=, (') | < 5 2 -vio) |

m'eMy,

et on raisonne pour chaque m’ € M,, : en utilisant la majoration (19) de la preuve du Lemme
22, on a d’abord,

D,
, 2 m LA LA ETEN 12
E [(TQM _x@(m/)>J < D% |eh|AE (a5 —E [af [(x-an ]) " |[On —id]|_
j=1
! D ,
- ) |
5113, +
< T+ TS,
ou l'on note
D, 9 9 1 ( )
’ 2 N Ne ~ i n{n
13 = Dy |2 B | D (af ~ B [af 1(xX ) )) ( 0~ id _,4> ,
= o] n +
In(n) | [ 2 D
/ 9 n(n A A K '
T3 = D3, Hcp'QHOOK' . E Z (ajG—E [CLJGKX—Z)ID PATE ;Ln In(n)
j=1 Pallso n

Pour majorer 73", , on commence par utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(

1/2 1/2

Dy R . 4
I Y E | -5 [f1oea])] e

Tg?a’ < D3,

ol

n
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On majore ensuite chacun des deux termes principaux du produit :

E [(a? ~E[af |(X_l)l]>4:| 21 [(af)4 + (e o |(X_l)l]>4} ,

8E [(af)4+E [(df)4\(Xz)z]] :

IN

IN

IN
—_
(=N
5 3~
(]
=
VRS
=
AS
o
[}
=
>
N
™

IN
—
D

Ceci entraine :

D, . . 471/2 12
Y E [(&f —E [aJG \(X_I)ZD } < A2E [v{]"? D,
j=1

D’autre part, la seconde inégalité du Corollaire 15 implique,

(Jow - - w22

et donc en regroupant les deux derniéres majorations,

omy < ¢ Y Dt <ot < on!
m’EMn mIEMn

—2_924/
E < Cn "

deés que D,y < nl'/3 et pour la valeur k' = 7/3.
Pour le terme Tmel , O commence par noter que

Dyt R 5 D
> (dJG —E |:&]G |(X—z)lD = (@),
J=1 j=1

oit I'on définit, pour ¢ € L2([0;1]),

i) = 30 (6 60) — B [V (GulX0) 1000 ).
=1

58

processus empirique centré conditionnellement & I’échantillon (X_;);. Un raisonnement déja ef-

fectué donne ensuite
D._

> vr(ps) = sup pA(1).
j=1

teS(m’)

Ce processus n’est cependant pas borné, on ne peut donc pas directement utiliser une inégalié

de concentration. On effectue la décomposition suivante :

a(t) = P0(E) + 720 (1) + 7220,
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avec
1< R .
7D (8) =~ 7 FOX)E 0 Ga(X0) —E | F(X0)E (Gul(XD) 1(X-0) ]
i=1

_ 1< . R

) = 52 elesnt 0 G~ E (2Ll nat © G (X0 ] -

_ 1< . R

V7(12’2) (t) = ﬁ ;8i15i|>ﬁnt oG, —E [€i1\6i|>f€nt oGy, ‘(Xfl)l} ,
ou

avec ¢ une constante. Ainsi,

m’ m’
15 < E 1515

1e{(1),(2,1),(2,2)}

n) » 2 Kk Dy
E sup |V,(t)) — =5 — In(n ,
Ktesw)( )~ s )“

T3 (22 = Dine 0512 < [ sup (v%?(t)f].

avec, pour [ € {(1),(2,1)},

, 1
Ty, = D%, el

et

teS(m’)

On va appliquer I'inégalité de Talagrand pour contréler les déviations des deux premiers pro-

(1)

cessus, qui sont bornés. Pour le processus 7y ', on notera ry(z) = f(2)t(Gp(z)). Calculons les
quantités Ml(l), HD et v telles que

sup e < M, E| sup [i000) !(X_m] =
teS(m’) teS(m’)
sup ZVar re(X3) (X)) < o

teS

Notons que dés que 'on considérera t € S(m’), on écrira t = Z;):”i/ jPj, avec b? =1.

— Cherchons la constante Ml(l). Soit t € S(m’). On utilise la connexion de normes :

(@) < [Eloollflloe < S0V Dalltll| flloo < b0/ Dl fllow := MY

— Cherchons la constante H(). Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suffit de majorer la
quantité

E

sup (70(1))° r<X_l>l] .

tESm/
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En utilisant la décomposition d’une fonction ¢ de S(m') dans la base (¢;); de U'espace Sy,

on obtient,

IN

IN

IN

— 1l reste & déterminer la constante v(1)

% Z Var (r (X;) [(X-0)1)
i=1

On en déduit que l'inégalité de Talagrand s’applique

(h.bis,l — 8) ’
sup
tESm/

4 | o®

E

n(H(l))2

IN

IN

S| (#06e) 1060
j=1
| D
=3 Var (X0 (Cu(X0) (X0 )
j=1
| D
B[ (X0)e}(Cu(Xi) (X
j=1
b, |
H S I ATE
=y
R [P0 22 = (HO)

: soit t € S(m/),

: on obtient ainsi, pour § = x"!In(n)

(00)” ~ 20+ 29) (H“>)2> |<X_l>l]
+

“E ) P (‘K15 o0

)

0

M)
49 <M1 ) —V2K,C(6)vVé nHW)
3 exp - 0 ,
M
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ou C(§) = (V1+0—1)A1et K3 = 1/6. Les ordres de grandeur des quantités clés sont les
suivants :

1 2
o = gl 2,
nH® E[f2(X1)] (Ml(l)) oy ot Dm
T e o
Ainsi, E (Sup (ag1>(t)>2—2(1+25) (H(1>)2> |(X_l)l]
teS, "
1 Dy

m

SC{DnWeXp(—Kld)—i—CQ((S) i exp (—00(5)\/3\/5)}.

il v1ent en sommant sur m’, en notant que C'(8) = 1 ici, et D, < n'/3

(e Y

m GMW

D4/ is, 1 ;
< C Z Tmn_Kl"ib 1-|-E Z D,y exp(—CVkbis1/ny/In(n)) 3 |

m’GMn m,GMn

< Cln(n) (n(l/:})*”blel +n" 3 exp ( CV Kbis, 1f)>
< Cln(n) (n(l/?’)_”bis’lKl + n_1> ,
< Cln(n),
n
si p—R"T KL/ < n~1, ce qui est le cas puisque x***! = 8. On note aussi que
2 2 . D,
2(1 + 26) (H(1>) < 65 (H<1>) = 6KV 2R [£2(X1)] In(n) =22,
n
< 61 GE [¥2) Intm) 22,

D,
S L Y ()
AR

dés que k > 6k R2E[YE]2]|0h]|%, ce qui est le cas. On a donc aussi, en prenant l'espérance,

' C'ln(n)
> T < :

n
m’eMmn

(2,1)

Pour le terme T34 (2 1), on applique a nouveau l'inégalité de Talagrand, pour le processus vy

cette fois. On notera r(x, ) = 51|5|§Hnt(@n(x)). Calculons les quantités M1(2), H® et v inter-
venant dans l'inégalité.
— Pour t € §(m'), on a :

Ire(z,€)] < Kndor/Dm = M1(2)

— On majore ensuite
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En utilisant la décomposition d’une fonction ¢ de S(m') dans la base (¢;); de U'espace Sy,

on obtient,
E e’ (x < %E[(‘(“)( )>2|(X )}
tzgil <Vn ) (k| = j=1 no R
1Dm/
< Y E[RGa(X) (X0
njzl
1 D, ./ 2
Y S T
j=1 00,[0;1]
Dm/ Dm’ 2
< GE[] T = ghot = (HP)

— Pour t € S(m/),

Var (re (X1) [(X_0)1) < E[e-

< E Dm’{% (Gn(Xl)) 51}2|(X—l)l :
=1
< u(m) =

On en déduit que I'inégalité de Talagrand s’applique : on obtient ainsi, pour § = k2 In(n)
(mb“”’Z = 8), et avec les quantités clés suivantes,

n = %o 3 7)(2) :17

2))?
nH Vvn (Ml > _ 26D
Vsl T kp n2 R
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1l Vient en sommant sur m’, en notant que C(§) = 1 ici, et D,y < nt/3,

2
m EMn tES ’ .
D4/ is,
< C Z 7mn—K1/{b 2 Z D /exp C\/H,blsz\/»\/l 7
m/'EMp, n mem,
; —7/6 _
< Cinn) (0wt g T ovE)
In(n)
S Ch’l(n) (n(l/S)_:‘ibiS’lKI + n_l) :
S CM’
n

. _ . bis,2 _
sin [ohdad K1+1/3§n 1

dés que k > 6/€bis’1¢%E[Y12]2”90/2||go

, ce qui est le cas puisque k
o1\ 2
2(1 + 26) (H( >) <

<

bis,2 — 8. On note aussi que
2 . D,
66 H(l) —6 bis,2 2 121 —-m
< ) K QSOO' n(n) n 3
bis,2 2 2 Dy
6572 $2E [Y?] ln(n)T,

K Dm/
— ™ ()
2lle5ll3

, ce qui est le cas. On a donc aussi, en prenant ’espérance,

C'ln(n)

> Then<—,

m/'eMn

Enfin, pour le troisiéme terme, on se contente de majorations plus grossiéres :

E| sup (z%’?(t))ﬂ(X_z)l]
teS(m’)

pour tout p > 0. Par conséquent,

Y. Thea <

m/eEMnp,
<

< zm:E[

Jj=

DNCENE

1
D !

< E (1), o 0 Ga(X1) (X0, |
j=1
D
S (% u [5%1‘€1|>I€n:| )
< ¢2 —p [|€1‘2+p}7
In(n) DY,
C Mk P
n Z n

m/'eMp,
Cn'/37P21n(n)=P/2 < C'ln(n)n~ !,

dés que 1/3 — p/2 < —1, ie. p > 8/3, ce qui est possible, puisque 'on a supposé e, € L>T8/3(P).

Finalement,

! In(n)
Z T2,b = n )

m'eMn,
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ce qui termine la preuve du lemme.

9.7.2. Preuve du Lemme 27.
Commengons par noter que V3(p,,) < Vs(m'). Par conséquent,

E (Tpm"b—V ’) <E (Tpm"b—V ) .
s (1 vi0) | < | e (70 Vi)

On note p = p,y pour simplifier les notations dans la suite. On commence par effectuer la méme
décomposition qu’en non-adaptatif (cf. Lemme 23) :

TPt < 6T%, 1 + 615, o+ 3T, + 375,

Ainsi,

E (Tp:b — V- ) < E (GTP —V 3>
[mmﬁi PO Vi) | <E| max (677, - Va(p)/3)

E 67T%

m/'eEMn,

+E [ max (377, - V(p) /3)+_

+E [ max (3T§3 - Vg(p)/3)+] .

m/eMnp

L'un des termes n’a pas été recentrer, il est directement négligeable : la ligne de calcul (22)
prouve que, quel que soit m’ € M,

P MM max
T35, 9 < T3775%,
et les calculs qui suivent justifient donc que :

C

E | max 6T§712 < —.
m'eMy, o n

Pour traiter les termes recentrés, on utilise les lemmes suivants :

Lemme 30. Sous les hypothéses du Théoréeme 5, il existe une constante numérique C telle que,

C
E [mrlré%(n (6T§1,1 — Vza,l,l(P))J < o
avec
2 2 Dp
Vs11(p) =6 x 2(1 + 20)E [f*(X1)] ¢>o?-
De plus,

D .
Va11(p) < 12(1 + 20)E [Y7] 3712 = V&%, (p).

L’inégalité du lemme est encore valable pour V311 remplacé par VY%, .

Lemme 31. Sous les hypothéses du Théoréme 5, il existe une constante numérique C, dépendant
de ||h||? telle que

E [ max (3T§2 — Vg,g(p))J < Cln(n)’

m'eMn, n
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avec pour k = 507 /3||h||? ,

D ln2(n)
_ P
Vialp) = .
On note que
DAn3(n
Vs2(p) < 507 /3E [Y7] pn2()
Si de plus, D, < nl/g/ln(n), on a
D .
Vaalp) < 50" 3 [¥7] 72 = VY5 ().

L’inégalité du lemme est encore valable pour V32 remplacé par ‘/31"25

Lemme 32. Sous les hypothéses du Théoréme 5, il existe une constante numérique C, dépendant
de ||h||? telle que

In(n)
P, — <
£ [mrfrg\)/t(n (3T3’3 V3’3(p))+] e
avee pour = (133 2/27) ||| 2|5 |12,
D71n3(n)
_ p
Vaa(p) = k.
On note que
D7 1n*(n)
3
Vaa(p) < (13° x 2/27) |0 I E [Y?] g
Si de plus, D, < n'/3/1n?3(n), on a
3 D ]
Vaa(p) < (13 x 2/27) |0y IR E [Y?] =2 = W5 (p).

L’inégalité du lemme est encore valable pour V3 3 remplacé par V;:gs.

Pour conclure, on note que le choix d’une constante c3 assez grande assure que V3 > 3V3bf1‘f1,
V3 > 3V3bf25, et V3 > 3‘/31’7?. Ainsi, les inégalités des Lemmes 30, 31 et 32 sont encore valables en
substituant V3 aux quantités Vi, i € {(1,1),2,3}.

O

9.7.3. Preuve du Lemme 28.
On obtient déja la décomposition, comme en non adaptatif (cf. Lemme 24)

" < 4T47fL1/71 + 4Téf}1’,2 + 2ng;§’71 + 2T1}2’72 T 2TZ”2'73,

et donc aussi,

m/ / < m' /
e |, (77 - vie), | < 2| (o ),

_m/EMn

+E | max (4111”’3’ oy — Va(m')/3 ]
Y +
m')

E <2Tm’ v 3)
+ _mr,fé%(n 193 — Va(m')/ J

E 2T E 2™ | .
+ max 4,2,1]+ {m%(n 4,2,2]

|m/ EMn m'e
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Deux des termes n’ont pas été recentrés, car ils sont négligeables devant In(n)/n sans contrainte
supplémentaire que D%lmx < n'/3. On a obtenu en effet, a la ligne (27)

, 2
rpyy < fia-G P
o

et donc, le majorant étant indépendant de m/,

E [mnéaﬁ T421] <ofwpt=¢
De méme, on obtient, a I’aide des lignes (28) et (29)
1 D, D,
15, < W) [ -G I | Soadud | 3,
0 j=1 j=1
. Dinnax Dinmas
< /) [ - O | Y @) Y
0 j=1 j=1
et donc aussi
o 7 v B <

dés que Dy, < n'/3. 1l reste & majorer les termes recentrés. On utilise pour cela les lemmes
. N ro. .
suivants. Tout d’abord, concernant le terme ou 7}" | intervient :

Lemme 33. Sous les hypothéses du Théoréme 5 :

E [mrlrézjx\ilcn (Tﬁ’l — V4,171(m’))+] < C,lngl)7
ot I’on note .
Viia(m') = /ﬁDm;Ll;(n),
avee k= (10/3)63 | o4l 2 ELVE]
Sous I’hypothése D, < (n/ 1n(n))1/3, on a
Vipa(m') < ’f% : 4b1181( ).

L’inégalité du lemme est encore valable pour Vj 11 remplacé par V;f’lfl

Concernant le terme,
m m’.b ~ 2
Tyrp =15 (@j(u) —pjo Un(“)) du,

/
on commence par remplacer 75" b par son majorant détaillé :
m/,b m’ m' m/ m’
T3 7 < 6157 1 + 61357 o + 3135 + 3135,

et majorer :
D,

[ S R R A A e




ESTIMATION D’UNE FONCTION DE REGRESSION AVEC DES BASES DEFORMEES 67

Cela donne donc,

4
m’ m’
Ty o < E IVETNE
=1

avec
=61 D, b2 ||E — idl
11,21 = 61371 D5y H‘P2HOO n—1 )
/ . / 3 2 Y .
Ty 5o = 613, D% bl || 0 — |
2
/ o / 3 2 2 .
Ty o5 = 3133 D3, bl ||On — i
/ o / 3 2 2 .
Ty 5. = 3T D3, el [ On — |-
Puis on utilise :
Lemme 34. Sous les hypothéses du Théoréme 5, pour chaquel = 1,...,4, il existe une constante

numérique C, dépendant de ||h||? telle que

' In(n
E [ max (Tﬁz,l—mm,(m’)u < o).

m'eMy, n

avec
D} In(n)
2 9
D, n(n)
27 5 s

Vi121(m') = Kok

Viiga(m') =k

o T
Vijnes(m') = mng,
D0 1n(n
Vigza(m') = H4m,n4()’

et les constantes
ko = 10/3, w1 = [|¢h[|3, x 12(1 +20)E [*(X1)] o3,
ko = 18 x 6[|A'||*]| 5|2,
kg = 13%/27 x 4 x (3% /4)[|h]* || 053,
3
ra = 161/81 x 8 x (1/2) 72057 % [|24 1%
On se débarrasse des constantes dépendant de h, inconnue, et on majore les Vj 12, sous

certaines contraintes sur les dimensions, par des quantités de 'ordre D,,/n. Pour cela, on note
que E[f2(X1)] = [h]|? < E[VZ]. Ainsi,

D,y »
V4,1,2,1(m/) < 40@(2)||<P,2||go(1 + 20)E [Y12] Tm = 4b,z1$,2,1(m/),

pour D,y < (n/In(n))Y/3.
De méme

D,y -
Viraa(m') < 18%/27 x (37| G4I%E [¥7] 2 o= Vit o(m),
pour D,y < nl/3/1In(n)Y/?, et aussi

3 D,
Visza(m') < 16481 x 4ol |3 b % E [VF] =2,
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pour D,y < n'/3 /10" (n).
Enfin, pour le terme Vj 121, on se débarrasse de la norme de la dérivée de h au prix d’une
condition sur le nombre d’observations n : pour n > n; = exp(||h’[|?),

D3, 1n3(n) Dy bi
= <0l < = = Vi (m),

It i)

Viiza(m') < 69513 <

pour D,y < nl'/3/In(n).
Les inégalités du lemme sont encore valables en substituant les quantités V4b,i1i2,l aux quantités
Vi, /

Enfin, pour Tj’ 5 :

Lemme 35. Sous les hypothéses du Théoréme 5, il existe une constante numérique C, dépendant

de ||h||? telle que
In(n)

/ /
E| max (Taza(m) = Vaza(m)) | < C— =,

avec pour £ = (8/3)%/221|ph |l lloc L? /7 ,

D2, 1n%2(n
Vios(m') = %mi()

32
Si de plus, D,y < n'/2/In(n)3/?, on a
D, .
Vips(m') < 5= = V5, (m').

L’inégalité du lemme est encore valable pour Vj 2 3 remplacé par V4I’7"2‘fg. Pour conclure, on note que
le choix d’une constante c4 assez grande assure que Vy > 12V4bf1371, Vi > 48‘/41’7"15’2’1 (l=1,...,4),
et Vy > 61/4”7"2573. Ainsi, les inégalités des Lemmes 33, 34 et 35 sont encore valables en substituant
Vi aux quantités V%, i e {(1,1),(1,2,0),1=1,...,4,(2,3)}.

O

9.7.4. Preuve du Lemme 30.
On constate qu’on peut écrire,

Dp

1, =Y (e}

j=1
ol 1/7(11) est le processus empirique suivant : pour s € L?([0;1])

WD (5) = -3 F(X0)s o G(X:) — B [f(X:)s 0 G(X,)]
=1

en utilisant les définitions U; = G(X_;), f = ho G. Or, on a 'égalité

(36) Z {V,(Ll) (%)}2 = sup (1/7(3)(3))2.

j=1 s€Sp, [|s[|=1

(1)

On applique I'inégalité de Talagrand dans sa version intégrée au processus vy ’, comme dans
la preuve du Lemme Clé :
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yﬁf)(t))Q —2(1 + 26) (H(l))2> ]
.

2
gi {U;n (s 08 (~vmgonson) |

v * K,C?(6) n? 7 Ml(l)

on C(0)=(V1+d—1)Alet K; =1/6, et avec les quantités :

D
MY = 6ul /Dy ()" = 2B (0] 6 0 = U7

Les ordres de grandeur des quantités clés sont les suivants :

o IfII% n(HW)2 D, [f2(X1)] 63
no o v T
nHO  E[PXD] (M2 SIIfIED,
M fle = 2~ w2

On conclut ensuite classiquement que

W5 _ ) ¢
m%;nlﬁj ”z%llippl <un (s)) 2(1 + 26) (H ) <.

+

9.7.5. Preuve du Lemme 31.
On commence comme toujours par

E [ max (3T§Z2 — V32(p))_J < m;nE {(3T§2 - Vs,z(p))+] 7

m'eMn,
et on raisonne pour p fixé. On a montré en non adaptatif que

/4 4 24 |75 s
T3, < (x/0)||2D; |0 — id|_.

Par conséquent,

E [(3T§2 - V3,2<p))+]

~ 4 K In?(n)
< (3n%/4)||h|]2D1E ( —'dH -
< (377 /4)||h["D, Un—1 s GBri/D|RE n2 N ’
< oDt
en utilisant le Corollaire 15 avec p = 4, et Kk = W. Ainsi, si D), < nl/3,
_ /2512
E (3785~ Vaa(p)) | < Cnxn®/® xnal2,
[ml}éaﬁn 32— V32(p) L SEnxn n

Le choix de x = 507 /3||h||? entraine x;, > 200/9, et donc 7/3 — \/kp/2 < —1. Ce qui termine la
preuve.

O
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9.7.6. Preuve du Lemme 32.
On commence comme toujours par

E[max (725 - Vaalr)) | <

m’EMn

> B | (370 - 1aat) .

m’EMn

et on raisonne pour p fixé. On a montré en non adaptatif que

T:’?:s 1/6 HS% ‘ |

(

Par conséquent,

£ (55, o)

a2 | D

IN

/36-2/3

7. —k /32
< CDyn™" ,

U, —id

[hl*Dy ||U

—de

en utilisant le Corollaire 15 avec p = 6, et K, =

E [ max (3T§3 - Vs,s(p))J <Cnxn®xn

m/'eM

Le choix de & = (13%%2/27)||h]|]|¢{”||2, entrain
—1. Ce qui termine la preuve.

9.7.7. Preuve du Lemme 33.
On majore d’abord

E (Tm’ _ ’) <
[m%l(n 4,1,1 1,1,1(m) L =

m/e

Puis, on utilise la majoration (25) :

i _D4 /1
E (T, — rn———= n(n)
bt n2 +

< & (s 7] 222 0

D},
- ;;E[(qzs% ||w2||\

H;/32—2/3

¢ iy > 133/27 %4, et donc 10/3 — r,/®

2 E [(Tfil - V4,1,1(m’))+] :

m'eMn,

2 D? In(n)
de — 5 ,
00 n +

aid _ﬁln;m)J.

On majore ce terme a l'aide du Corollaire 15, avec p =2 :

B | (68 eI 2 7]

2
—de —
o

Hln(”) < Cn RIeBI%EVE
noJt

On conclut comme dans la preuve du Lemme 26 : on a donce, pour D,, < n'/3,

m/'eMnp

, R I
E [ max <T£n1 L V4,1,1(m,>> :| <C Z Di/n 625 13 EY 7] < On x n/3n  sBlleLIZELY, 7
1= +

m/'eEMnp

HG B K ln3(n)> ]
o (/2R ),

K L 1/3
AP, oy st st Dp < 0%,

70

% 2—2/3 <

O
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et le choix de xk = (10/3)@3 |52 E[Y?] assure que 7/3 — r/(¢3]|@5||%E[YE]) < —1, et donc le
résultat du lemme suit.

O
9.7.8. Preuve du lemme 34.
On commence comme toujours par
E [ max <Ti"1 0] — V471,271(m’)) ] < Z E [(Tﬂgl - V4,1,2,1(m’)> } ,
mlEMn sLy4sy + sLs4y +
m'eMn,
pour! =1,...,4. Commencons par les trois termes d’indices [ = 2, 3, 4. On utilise des majorations

non adaptatives pour chacun des termes : on a montré,

12 A . 2
Tyt < WP Jon

m 774 3 A
7y < S Il O — ]|
- 1 32 . (6
< Lo |0 o

Ceci entraine, dans le cas [ = 2,

E [(Tﬂ,zg - V4,1,2,2(m'))+]

IN

o WP 14l D3

~ e Ko ln2(n)>
Un —ZdH - )
<H 10 2| S

/2512
< CD3n fvz?

Y

en utilisant le Corollaire 15 avec p =4, et Ky 2 = . Ainsi, si D,y < n1/3,

K2
6l1A" 15115
’ _1/25-1/2
E |: max (TZLL?»? — V4,172,2(m')>+} S Cnxnxn Fp,2 2 .

m/eMnp

Le choix de rg = 18 x 6| h'||?||¢ ||%, entraine kp 2 > 18, et donc 2—/kp2/2 < —1. Ce qui termine
la majoration de ce terme. On répéte la méthode pour [ = 3 :

E [(Tﬁ,zg - ‘/217172’3(ml))+]

3 ’ 8 K In3(n
< Sttt obe | (10 - - G )>J |
< ODT a2,
en utilisant le Corollaire 15 avec p = 6, et Ky 3 = (3“4/4)“hﬁ390/2\\io,[o;1]' Ainsi, si D,y < nl/3,
B [mr/ré%({n (Tzﬂ/,g,g - V4,1,2,3(m/))+] < Cnxn™/3 xn 32,

Le choix de rg = 133/27 x 4 x (3n%/4)||h||?||¢h]|%, entraine rp3 > 133/27 x 4, et donc 10/3 —
1/3
b,3

)

K> x 272/3 < —1. Ce qui termine la majoration de ce terme. Enfin, pour [ = 4,
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/ /
E [(Tzﬁ,u - V471,274(m ))J
1 2
21 (3) 112 10
I S =
2 00

8 K4 In*(n)
( U”_ZdHoo_ @2 o[z 1t ’
(1/2) 11112 les” 131221130 +

_ 1/45_3/a
< CDm Fpa 2™ ,

en utilisant le Corollaire 15 avec p = 8, et Ky 4 = (3) . Ainsi, si D,y < nl/3,
(1/2)[[R11P 115 1136 lleh 120

xE

_1/45-3/4
E max (T4 1.2.4 — ‘/4’1’2’4(7’”/)) S Cn X n10/3 xXn Hb4 2 .
m/EM, \ TS +

Le choix de ks = 164/81 x 8 x (1/2)||A]2]lo$V |12 |I¢4]l%, entraine ry4 > 164/81 x 8, et donc

13/3 — Ky x 27 3/4 < 1. Ce qui termine la majoration de ce terme.

Pour le dernier terme (I = 1), on doit effectuer une majoration un peu plus fine : on a,

E [(Tﬂ/,m - ‘/21,1,2,1(m'))+} = H‘PIZHio D,

. 2 Dyl
<6T§”‘11HUn—z'dH — 0% Tm n(n)) ]
bl 00 +

xIE
[hlle  m?

m’.a
< T4 1,2 1 T 1

It ]

avec

, ) ln(n)
7715 = Il D o Tw(HU —l ) .
+
b 2 In(n) / f1_ D
i = el Do | (613, - P )

. . . LY /
Pour majorer le premier de ces deux termes, on majore grossiérement 737 ; :

D,/

2
., z{ zh E[hwwm},

7j=1
m/
2
<> il Il
j=1

< 493Dy |hl|3.

On est donc ramené au méme type de majoration que ci-dessus :

e 4¢%Hh\|§ouwguin;;,1a[(Hﬁn_iduz woln(n)) }
* +

n

~
E
IN

S CD?;L/ X n_ﬁo,
en utilisant le Corollaire 15. Ainsi, si D, < nl/3,

m',a 4/3 —Ko
E Ty121 < Cnxn/? xn™".
m/'eMn,
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Le choix de kg = 10/3 entraine 7/3 — ko < —1. Ce qui termine la majoration de ce terme.
Enfin, pour le dernier terme, on utilise le Lemme 30 qui prouve
E Z <6T3?11/1 - Vi‘),l,l(m/)) < g;
m/eMp - * "
avec

Vaalm) = 6 x 2(1 4+ 20)E [2(X1)] 6 2

Si k1 = [|phll% x 12(1 + 26)E [f?(X1)] ¢3, on a donc la majoration cherchée :

/ 1 \
> 7ty = oy, ) < o0

Mmax n2 n
m/’ EMn

9.7.9. Preuve du Lemme 35.
On commence comme toujours par

E |:mrlré%(n (T472,3(m') — V4,273(m'))+} < mIEZ.M E |:(T4,2,3(m/) - V4,2,3(m,))+] )

et on raisonne pour m’ fixé. On a montré en non adaptatif que
L? . 3
m / /! 2 -
Tiss < Neblloollelloo =5 D% [0 — | .

Par conséquent,

E [(T4,2,3(m’) - V4,z,3(m’))+}

L? . 3 K In®/2(n)

< Nesllelitle D2 E || |0 - idH -

> ||902||00||802||007T2 m n - H<,0’2”ooH¢lngooL2/7T2 n3/2 . )
< CD?n,n_”i/Bzil/S,

en utilisant le Corollaire 15 avec p = 3, et Ky = AT ”ﬁ” T2 Ainsi, si D,y < nl/3,
2llco||Pg ||oo
2/34_
E max (T423(m') - V423(ml)) :| < Cn x n2/3 x n~ " 2 1/3.
m’EMn 14y 14y =+

Le choix de k = (8/3)3/221/2H4P/2Hoo,[o;l]||<P/2’Hoo,[o;1}L2/7TQ entraine k, > (8/3)%/221/2, et donc
5/3 — Hg/g x 271/3 < —1. Ce qui termine la preuve.
O
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