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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre

1.1.1 Modéle : Régression a design aléatoire

suivant :
Y = f(X)+e (1.1)

On rappelle les notations qui lui sont associées :

— X est appelé le design du "modéle", ou variable explicative. Ici, on considére un design
aléatoire (par opposition au cadre déterministe) : X est une variable aléatoire réelle de loi
donnée par la fonction de répartition G, supposée dérivable, de dérivée g (qui est donc la
densité de X par rapport a la mesure de Lebesgue sur R),

— ¢ désigne une variable aléatoire réelle appelée bruit. Elle est centrée, de carré intégrable
(au minimum), de variance notée o2,

— Y est la variable d’intérét. Elle est bien stir aussi aléatoire.

— f est une fonction inconnue de R dans R, dite fonction de régression. On supposera que f
est dans Despace de Hilbert L?([a;b], Bja5), Aja5)) (que I'on abrégera par L?([a; b]) quand il
n'y aura pas d’ambiguité sur la mesure de référence utilisée), pour un certain segment non
vide [a;b] C R, ou Bjg et Ajqyp) désignent respectivement la tribu borélienne et la mesure
de Lebesgue sur [a; b].

Pour simplifier, on supposera que X est a valeurs dans [a; b], presque stirement, ce qui revient

a dire que le support de g est inclus dans [a; b)].

Le probléme statistique associé a ce modéle est la reconstruction de la fonction f inconnue,
son estimation sur lintervalle [a;b]. C’est donc un probléme non paramétrique, l'espace des
paramétres étant 'espace de Hilbert L? des fonctions de carré Lebesgue-intégrable sur [a;b], et
non un espace de la forme R*, pour un entier naturel non nul k. Un estimateur est une quantité
mesurable, calculable a partir d’observations ou données dont on va maintenant décrire la forme.

1.1.2 Observations

Soit n € N\{0} fixé.
On distingue deux cas, selon que 'on suppose la loi du design connue ou non :
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— Si la fonction de répartition G des X; est connue, ce que 'on supposera dans un premier
temps, on se donnera un n—uplet de vecteurs aléatoires indépendants satisfaisant le modéle
de régression : c’est & dire

Zn = {(X,Y),i€{l,....n}}, (1.2)

ou l'on a, quel que soit i € {1,...,n},Y; = f(X;) +¢&;. Les g5, ¢ € {1,...,n} sont donc
indépendants identiquement distribués de méme loi que le £ ci-dessus. De méme, les Xj,
i €{1,...,n} forment un n—échantillon de fonction de répartition G. Enfin, 'on suppose
le vecteur (X;); indépendant du vecteur (g;);.

— Si G est inconnue, 'observation prendra la forme d’un 2n—uplet :

Zyy = (X0 YO(XLYY), i € {L,....n}}, (1.3)

ou chacun des couples satisfait le modele de régression, avec des ¢;,¢},7 € {1,...,n} in-
dépendants identiquement distribués, et ou l'on fait 'hypothése que le vecteur (X;); est
indépendant du vecteur (X);.

Tout estimateur f(Z,) ou f(Z5,) de f sera noté abusivement f pour simplifier. On s'inté-
ressera a des propriétés non asymptotiques pour chaque estimateur (au sens ou 'on ne fera pas
tendre le nombre n d’observations vers I'infini). On mesurera la qualité d’un tel estimateur par
son risque R(f,f) = E[L(f, f)] ou £ : (L*([a;b]))? — R, est une fonction symétrique en ses
deux variables, dite fonction de perte, qui prendra souvent la forme ¢(f,g) = dP(f,g), pour d
une certaine distance et p un certain exposant. On considérera ici p = 2 et on parlera donc de
risque quadratique. La distance utilisée sera précisée plus loin : il s’agira de la distance déduite
de la norme d’une certain espace L2.

1.2 Principe de estimation : minimum de contraste et sélection
de modéles

La seule hypothése que 'on fait pour I'instant quant & la fonction f est son appartenance a
'espace de Hilbert L?([a;b]). Les procédures d’estimation dans ce cadre exploitent la structure
hilbertienne. On va considérer des estimateurs par projection sur certains sous espaces, puis
sélectionner le "bon" sous espace, selon la méthode de sélection de modéles. On pourra se référer
par exemple aux cours de Massart regroupés dans [17], pour le principe de cette méthode. Les
estimateurs par projection se fondent sur des développements de la fonction & reconstruire dans
des bases hilbertiennes de L?. Il s’agit, pour proposer un estimateur, de reconstruire un nombre
fini des coeflicients de ces développements. La sélection de modéles dans ce cadre revient & choisir
le nombre de coefficients & reconstruire. Détaillons ici un peu plus précisément cette procédure.
On se donne une collection (Sy,)men, finie de sous ensembles de L?([a;b]). Ces sous ensembles
seront appelés modéles, et seront des sous-espaces vectoriels de dimensions finies respectives D,,.
On procéde en deux étapes :

1.2.1 Premiére étape : estimation sur des sous espaces d’approximation

La premiére étape consiste & estimer f sous I’hypothése qu’elle appartient & un sous espace
S de la collection, fixé, supposé connu. Cet ensemble est & comprendre comme un sous espace
d’approximation ; on parle alors d’estimateurs par projection au sens suivant : en réalité, on
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n’estime pas directement f, mais par exemple sa projection orthogonale f,,, sur .S,,. Ceci raméne
le probléme complexe de 'estimation d’une quantité non paramétrique & un probléme paramé-
trique : en effet, si on dispose d’une base orthonormée (e, ...,ep,, ) de Sy, fm s'écrit Z]D:"i aje;,
ou a; = (f,ej), et estimer f, revient a estimer ces Dy, réels a;. L’estimateur est alors de la forme
fm = ZJD:T’} aje;. Celui-ci peut souvent étre obtenu comme un M —estimateur, précisément un
estimateur minimisant un certain contraste, a savoir une certaine application 7y, : L*([a;b]) — R
dépendant uniquement des données et telle que

fm € argmingc g n(t).

L’introduction de cette application est & comprendre comme la construction d’une version
empirique pour le risque : ce que 'on souhaite, c’est batir une fonction sur la base des obser-
vations qui minimise le risque. Ceci n’est pas possible, puisque le risque dépend de la fonction
f inconnue. Donc on construit une estimation du risque, c’est a dire une version fondée sur les
observations.

Si la perte utilisée est £(f,g) = ||f — g||?, o ||.|| désigne la norme de I’espace de Hilbert que
I'on considére, le risque quadratique admet la décomposition suivante, d’aprés le théoréme de
Pythagore :

R(fons £) = E [ = FI?] = 1 = Fnll® + B[ = Fnl].

— Le premier terme ||f — f||* est Uerreur d’approzimation : elle mesure Perreur que I'on
commet en remplagant L?([a;b]) par Sp,. C’est le biais au carré lorsque fm est sans biais
pour Pestimation de f (ie. E(fy) = fm). Cest une fonction décroissante de Dy, : en effet
plus S, grossit, moins ’on se trompe en approchant f par sa projection f,,. Précisément,
l'on verra que ce terme est d’ordre D;,2% ot a est l'indice de régularité de la fonction f.

— Le deuxiéme terme est I'erreur d’estimation (ou erreur stochastique) : c’est l'erreur due au
caractére aléatoire des observations, provenant du choix de la procédure d’estimation des
a;. C’est le terme de variance lorsque fm est sans biais pour l'estimation de f. Typiquement,
ce terme est croissant avec D,, : plus D,, est grand, plus le nombre de coefficients a; a
estimer augmente, et plus le risque de faire des erreurs d’estimation est donc grand.

Ainsi, obtenir un estimateur qui minimise le risque nécessite de faire un compromis : on

ne pourra pas choisir un estimateur qui minimise a la fois I'erreur d’approximation et celle
d’estimation. Il y aura donc toujours un choix a faire & ce niveau, choix consistant fréquemment
a choisir un estimateur tel que ces deux termes ont le méme ordre de grandeur, ce que refléte la
deuxiéme étape.

1.2.2 Deuxiéme étape : Adaptativité

A lissue de la premiére étape, on dispose donc d’une famille ( fm)me M, d’estimateurs de
f. 1l parait alors naturel de vouloir choisir le "meilleur" estimateur parmi cette collection, ou
de facon équivalente choisir le "meilleur" modele S}, de la collection. C’est ce qu’on appelle la
sélection de modeéles (sélection de modéles linéaires ici, puisque les S,, sont des sous espaces
vectoriels). Comme le critére de qualité retenu est le risque, le modéle a choisir serait Sp,«, ou
m* = argminmeMnR(fm, f). La fonction associée, fime est appelée oracle. Comme f est inconnue,
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cette quantité est un pseudo-estimateur : elle n’est pas calculable & partir des observations. Il est
donc nécessaire de mettre en place une procédure permettant de batir un véritable estimateur sur
la base des données, c¢’est & dire ne supposant aucune connaissance quant a ’espace Sy, auquel la
fonction f serait susceptible d’appartenir : on parle d’adaptativité. Au vu de la premiére étape,
une premiére idée pourrait étre de sélectionner

m e argminmeMn'yn(fm).

Mais ceci ne peut convenir : en effet, supposons par exemple S,y C S;,, pour deux indices m et
m’ de M,,. Alors fo € S, et donc n( fm) < fm/) par construction. Ainsi, si les modéles sont
emboités, le contraste vu comme version empirique du risque va décroitre en fonction de D,,.
Donc le risque empirique sous-estime le vrai risque : la décomposition ci dessus montre en effet que
ce dernier n’est pas une fonction décroissante de D,,, mais une fonction plus complexe. Il convient
donc de "pénaliser" le risque empirique : on introduit une certaine fonction pen : M, — R4
appelée pénalité, et 'on sélectionne

™ € argmin,, .y, crit(m) ou Vm € M, crit(m) := Yn(fm) + pen(m).

L’estimateur correspondant, fm, est alors un estimateur minimisant le contraste pénalisé.
L’objectif de cette procédure de sélection de modéles est de définir une pénalité de telle sorte que
cet estimateur ait globalement les mémes performances que l'oracle, au sens ol il doit vérifier
une inégalité, dite inégalité-oracle de la forme :

R(fiu ) =E |Ifa = JI?| < € inf {If = ful®+ pen(m)} + R, (1)

o C' est une constante que I’on souhaite proche de 1 (plus elle est proche de 1, plus on s’approche
des performances de l'oracle) et R,, un reste que 'on souhaite d’ordre de grandeur négligeable
par rapport & l'ordre de grandeur du risque (par exemple, si l'erreur d’approximation est de
Vordre de D,,/n, on souhaite avoir R,, = O(1/n), ou R, = O(In”(n)/n) pour un certain p > 0).
Fréquemment, on obtient une pénalité du méme ordre de grandeur que l’erreur d’estimation,
et 'on dira alors qu’on n’a rien perdu en suivant cette procédure d’estimation adaptative par
rapport a la procédure suivie a m fixé.

On peut aussi justifier I'introduction d’une pénalité de la fagon suivante : la décomposition du
risque ci-dessus montre qu'un bon estimateur (au sens du risque quadratique) est un estimateur
dont le biais au carré est petit et la variance petite. Or, dans de nombreux cas, la construction
du contraste 7, entraine que v, (fm) = —|| fm||?. Par ailleurs, le biais au carré (erreur d’approxi-
mation) s’écrit aussi | f — finl* = | £]I? — || fm||* puisque

1f = fnll? = IFIZ + 1 fmll® = 2, Fin),

<f= fm) = <f - fmafm) + <fm;fm> = Hme27

par définition d’une projection. Comme || f||? est indépendant de m, on peut donc dire que le biais
au carré est estimé par 7, ( fm) Ainsi, pour minimiser la somme "biais au carré" plus variance, il
ne suffit pas de minimiser en m la valeur du contraste vn(fm), il faut lui ajouter un terme. D’ol
I'introduction d’une pénalité, qui doit par conséquent étre qualibrée sur l'ordre de grandeur de
la variance.
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1.2.3 Outils théoriques

Pour obtenir des inégalités-oracles de type (1.4), on a souvent recours a des inégalités de
concentration. En effet, le terme de reste R, de 'inégalité que ’on vient de citer est généralement
un majorant qui controle un processus empirique, c’est a dire une quantité du type E,(f) =
1/nd 7" f(&), ou les & sont des variables aléatoires i.i.d, et f € F, pour F une certaine classe
de fonctions. L’outil que nous utiliserons ici est une version intégrée de l'inégalité de Talagrand
([22]), dont la preuve donnée dans I’Annexe A, repose principalement sur le résultat d’un article

de Klein et Rio ([15]).

Proposition 1.1 (Version intégrée de l’inégalité de Talagrand)
Soient n € N\{0}, F une classe au plus dénombrable de fonctions mesurables & valeurs réelles et
(Xi)ieq1,..,ny une famille de variables aléatoires réelles indépendantes. On définit, quel que soit

ferF,

=1

On suppose qu’il existe trois constantes strictement positives My, H et v telles que :

sup || flle < Mi, E
fer

1 n
sup [vn(f)|| < H, et sup — > Var(f (X;)) <.
feF fer i

Alors, quel que soit € > 0,

E

2 2 4 (v nH?
(sup(l/n(f)) —2(1+25)H>+] < Kl{nexp <—K1€ 5 > (1.5)

feFr
N 49M? . V2K\C(e)yenH
K1C2%(e)n? 7 M ) [’

ouCle)=(V1+e—-1)Alet K1 =1/6.

Remarques :
— On a donc :

E || sup (vn (f))? —2(1 + 25)H2>
N

feF
v nH? M} nH
<Ci|—exp| —Co—— | +Cs—exp | —Cs— ,
n v n M,

ou les C; pour ¢ € {1,...,4} sont des constantes dépendant seulement de ¢.

— On a généralement besoin d’utiliser cette inégalité pour une classe F de fonctions non
dénombrable. Le lemme suivant permet de le faire sous certaines conditions :
Lemme 1.1 Soit (B,d) espace métrique séparable. Soit A partie dénombrable dense de B.
Soit v : B — R une application continue. Alors,

sup v(f) = sup v(f).
febB feA
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Preuve :
e Ona A C B, donc supe g v(f) < supsepv(f).
e Soit fp € B et € > 0. Par continuité de v, soit n > 0 tel que pour tout f € B,

d(f,f) <n = [v(f) —v(fB)l <e.

D’autre part, par densité de A dans B, soit fq4 € A tel que d(fa, fB) < 1. On a donc
lv(fa) —v (fB)| <e. En particulier,

v(fB) <v(fa) +e<supv(f)+e,
feA

et ainsi suprep v(f) < supseyq v(f) + €. Comme ceci est valable quel que soit € > 0, cela
permet de conclure.
O
La procédure de sélection de modeéles que nous avons décrite n’est pas spécifique a ’estima-
tion d’une fonction de régression. Elle est mise en oeuvre dans d’autres problémes statistiques
d’estimation : on peut par exemple citer I'estimation du signal s € S (S un Hilbert) dans le mo-
déle Y; =< s,t > +eZ; de bruit blanc gaussien ((Z;)ics désignant alors un processus isonormal,
ie. processus gaussien centré de fonction de covariance (t,t') — (t,t’)), ou encore l'estimation
d’une densité sur la base d’'un n—échantillon de variables de loi donnée par cette densité. On va
maintenant s’intéresser a ce qui fait la spécificité et la difficulté de ’estimation et de la sélection
de modéles pour une fonction de régression dans le modéle & design aléatoire, en comparaison
avec ce dernier exemple de 'estimation d’une densité entre autres.

1.3 Travaux existants en sélection de modéles pour le modéle de
régression

On va évoquer ici quelques travaux réalisés par certains auteurs pour appliquer cette pro-
cédure de sélection de modéles dans le cadre qui nous intéresse, celui de la régression & design
aléatoire.

Mais pour cela, on va considérer d’abord ce qui se passe lors de ’application de cette pro-
cédure dans 'autre grande famille de modéles statistiques ou il est question d’estimation non
paramétrique : 'estimation d’une densité.

1.3.1 Cas de ’estimation d’une densité

Le lecteur peut se demander pourquoi on prend ce modéle comme point de comparaison plu-
tot que le modéle de régression & design fixe. On justifie ceci en suivant les remarques de Birgé
dans [3] : le lien est beaucoup plus étroit entre 'estimation d’une densité et 'estimation de la
fonction de régression dans notre modéle (1.1) qu’entre les deux modéles de régression : design
fixe ou aléatoire. En effet pour des observations (x;,Y;) telles que Y; = f(x;) + &;, avec les g;
comme dans notre modéle mais les x; € R déterministes, I'estimation de f correspond plus a
l'estimation de la quantité "paramétrique" f = (f(x1),..., f(z,)) C R™, espérance du vecteur
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aléatoire (Y;);, qu’a un véritable probléme d’estimation non paramétrique : I’espace naturel des
paramétres étant alors {(f(z1),..., f(zn)), f € L*([a;b])} C R™.

Le paralléle entre notre modeéle (1.1) et le modéle de densité est par contre plus visible : si
I’on suppose pour simplifier que la loi des g; est donnée par une densité v par rapport a A la
mesure de Lebesgue sur R, et si 'on note Px la loi des X, alors le couple (X;,Y;) admet pour

densité P
f _

de telle sorte que I'estimation de f est & mettre en relation avec ’estimation de cette densité sur
la base d’un n—échantillon (X;,Y;).

Considérons donc 'application de la procédure de sélection de modéles pour l'estimation
d’une densité. On suppose ici que I'on observe (&;)ic(1,.. n) un n—échantillon de loi de densité
s € L*(R) que 'on souhaite estimer sur un intervalle [a;b]. La perte, inconnue, que ’on souhaite
minimiser en ¢t € L?([a;b]) est ||t — s||?. Comme il s’agit d’une norme hilbertienne, ce probléme
d’optimisation est équivalent & la minimisation de ¢ + ||t||?> — 2(¢, s). Le deuxiéme terme étant
inconnu, on le remplace par une version empirique. Remarquant (¢,s) = E[t(£;1)], on utilise un
estimateur de type moment, et ’on obtient le contraste

n
() = el — 2 3 4(c)

i=1
Avec un tel contraste, on peut montrer que 'on obtient pour des modéles (S, ), bien choisis
(ie. vérifiant les propriétés classiques détaillées plus loin), des estimateurs avec une expression
explicite pour chaque Sy, puis un estimateur par minimum de contraste pénalisé vérifiant une
inégalité-oracle, avec une pénalité dont l'ordre de grandeur est celui du terme de variance dans la
décomposition du risque. On pourra se référer toujours au cours de Massart [17], pour les détails.

1.3.2 Cas de la régression a design aléatoire

Lorsque les statisticiens ont commencé a s’intéresser a ce modéle (1.1), les premiers esti-
mateurs proposés pour la fonction de régression f n’étaient pas des estimateurs minimisant un
contraste, mais des estimateurs de type noyaux. Rappelons trés briévement quelle est la forme
de tels estimateurs. On se donne un noyau K (fonction intégrable, d’intégrale égale a 1) et une
fenétre h, > 0. On commence par batir un estimateur de g, la densité des X;, en posant

1 " .’E*Xi
o — S K .
g anhn; ( Tim )

Ceci est justifié par le fait que § estime sans biais la convolée de g avec une certaine approximation
de T'unité, convolée qui a la propriété de converger vers g en un certain sens et sous certaines
hypothéses bien choisies (cf. pour ses propriétés le chapitre 13 de Briane et Pages [6]). Puis on
définit de méme un estimateur pour le produit fg par

— 1 " x—XZ'
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Il semble alors naturel de proposer f = E/ g pour estimer f. On obtient alors un estimateur
dit aujourd’hui de "Nadaraya-Watson" d’aprés le nom des chercheurs les ayant étudiés (on se
référera a leurs articles de 1964, [19] et [24]). L’étude du risque de tels estimateurs fait apparaitre,
sous certaines conditions, a la fois le risque de § pour 'estimation de g, mais aussi celui de E
(pour 'estimation de fg). Ainsi, on obtient un "bon estimateur" seulement sous hypothéses de
régularité & la fois pour fg, mais aussi pour g, hypothéses que 'on peut ne pas souhaiter faire
sachant que la quantité d’intérét est f. Enfin, la question de la sélection de modéles ne se pose
pas pour de tels estimateurs en les termes ci-dessus. Il s’agit plutét de probléme de sélection de
la fenétre h,,.

Plus proche de notre stratégie d’estimation, certains statisticiens ont ensuite cherché a appli-
quer la méme procédure que dans le cas du modéle de densité : la premiére idée est peut-étre de
considérer encore des estimateurs de type quotient, en estimant tout d’abord ¢ par minimisation
du contraste yZensite (cf. I'expression ci-dessus en remplacant simplement & par X;) sur un sous

espace Sy, puis en estimant le produit fg par minimisation de

produzt( _ HtHZ A ZYt

pour t dans un certain sous espace. On obtient ensuite en suivant la deuxiéme étape de la procé-
dure décrite ci dessus deux estimateurs adaptatifs, dont on fait le quotient pour estimer f. Mais
encore une fois, ’étude du risque montre que cette stratégie n’est pas optimale...

La meilleure procédure du point de vue théorique utilise un critére des moindres carrés, c’est
& dire minimise en ¢ le contraste

n

W) = 1S (¥ X)),

i=1
ce qui revient a minimiser

~ 1 =
S MCbis gy g2 — 2 ZYt ), ou|t|? = ﬁzt(Xiﬂ

i=1

Mais on voit alors un premier probléme survenir : 'apparition d’une norme empirique ||¢||,,
a la place de la norme hilbertienne ||¢||. Ceci entraine la survenue de difficultés lorsque 'on veut
mettre en oeuvre la premiére étape de la procédure, & savoir la minimisation de ce contraste

sur un sous espace d’approximation S,, = Vect{p1,...,¢p, } ou les p; sont orthonormées :
pour obtenir ’expression explicite d’une fonction minimisant 'y% Cbis {] faut faire 'hypothése

d’inversibilité de la matrice G = (g k) req1,....Dm}> OU

Vi,k€{l,...,Dn}, gk ZS"J Xi).

MChbis (t)

En effet, minimiser ¢ — 7, sur S, revient a minimiser 7/ ¢Bs(g) = 4 MCbis (3 ;aj%;)

pour a = (a;); € RPm (puisque (¢;)j=1,.. p,, est une base de S,). En calculant les dérivées
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partielles, on détermine les points critiques :
~MCBis
= ke{l,...,Dp}, — Yipr(X;) = — (X X;
Vi PRa) =0 & Vke{l,...,Dpn} nz; 1 (X) ;agn;%( )er(Xi)
\ 1\
& Ga=boub=(b) bj:=— ;Yz‘%(Xi)

Ce qui entraine a = G~b, seulement si G est inversible! (On vérifie alors ensuite que ce point
critique est bien le lieu d’un minimum). Certains auteurs (Baraud [1] ou Birgé [3] par exemple)
parviennent & mettre en place une procédure de sélection, qui aboutit & des inégalités oracles
pour le risque L? (dans le cas de Baraud) ou pour le risque basé sur la distance de Hellinger
(pour Birgé), mais sans expression explicite de I’estimateur minimisant le contraste des moindres
carrés pénalisé.

Partant de ces résultats, nous allons essayer de voir si les idées formulées par Kerkyacharian
et Picard permettent de contourner cette difficulté (inversion de matrice).

1.4 Objectifs du stage : Notion de bases déformées

Notre travail se fonde sur des idées développées par Kerkyacharian et Picard ([14]). Ils consi-
dérent le modéle classique (1.1), et construisent un estimateur de f par projection, fondé sur un
développement en base d’ondelettes (base notée (1))x), dont les coefficients sont estimés puis
seuillés : on conserve uniquement ceux dépassant un seuil judicieusement choisi (pour le principe
général de cette méthode, "concurrente" de la sélection de modéles, on se référera a [13]). Mais
au lieu d’effectuer un développement dans la base usuelle (1)) )y, ils utilisent une déformation,
une distorsion de cette base ("warping"), et développent suivant les 1 o G (ot 'on rappelle que
G désigne la fonction de répartition des X;), lorsque G est connue, avant de la remplacer par son
estimateur classique, la fonction de répartition empirique G. On estime donc en fait h = foG™!
par une fonction fL, et on choisit comme estimateur de f la quantité hoG ou hoG selon que G
est connue ou non.

L’intérét de cette idée, comme on va le voir, est que ’on obtient un estimateur simple & écrire
au sens ou les coefficients du développement dans la base ont une expression de type moyenne
empirique sans condition d’inversibilité matricielle. Kerkyacharian et Picard formulent cette idée
en terme du seuillage en ondelettes. Ceci améne dans notre cadre de nombreuses questions. La
premiére étant ’existence ou non d’une formulation d’un tel estimateur comme minimisant un
certain contraste. Ceci permettrait a la fois 'utilisation d’autres modeles que les ondelettes (cf.
les exemples de modéles classiques a la section suivante), ainsi que la mise en oeuvre de notre mé-
thode de sélection de modéle (remplacant alors le seuillage). Ensuite, le "plug-in" de la fonction
de répartition empirique a la place de G entraine-t-il de nouvelles complications ? Il conviendra
aussi de comparer les résultats obtenus avec ceux de Kerkyacharian et Picard.

On s’intéressera d’abord au cas ol la répartition G est supposée connue, et ’on verra alors
que 'on peut mettre en oeuvre notre procédure, puis ’on s’interrogera seulement ensuite sur le
cas ou G est inconnue.



Chapitre 2

Risque, modéles, et classes de fonctions
considérés

Nous avons présenté dans le chapitre précédent la procédure d’estimation que nous allions
utiliser. La qualité des estimateurs batis sera mesurée par le risque quadratique intégré. Ces
estimateurs seront définis relativement a des modéles qui vérifieront toujours les mémes proprié-
tés, et auront de bonnes qualités pour estimer des fonctions ayant une certaine régularité. Nous
précisons donc ici le risque retenu, les modéles que l'on va choisir, ainsi que les régularités des
fonctions que 'on va estimer.

2.1 Risque considéré

On détaille dans cette section le choix du risque permettant d’évaluer la qualité des estima-
teurs que 1’on va construire.

On ’a vu, pour le modéle de régression (1.1), la mesure naturelle de référence semble étre la
mesure de densité g par rapport & la mesure de Lebesgue. On introduit donc le produit scalaire

associé a l'espace de Hilbert L2([a; b], Ba), Px ), ot Px désigne la loi de X restreinte a [a;b],
c’est & dire la mesure de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue sur [a; ] :

b
Vt, s € L*([a; bl, Bia) Px), (t:8)g ::/ t(z)s(x)g(z)dz.

De méme, on définit la norme dérivée de ce produit scalaire :

b 1/2
Wt € L2(a; ), By, Bx), ] = ( / t2<x>g<w>dx) .

Par ailleurs, on note désormais ||.|| et (.,.) respectivement la norme et le produit scalaire usuel
sur L2([0; 1], Bio;1), Ajo;1])- On a alors par un changement de variable les propriétés suivantes :

Lemme 2.1 Soient t,s € L*([0; 1], Bio;1), Ajo;1))- On a les deux relations suivantes :

[t o Gllg = [I2]],
(toG,s0G)g = (t,s).

13
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On considére la perte quadratique : 4(u,v) = [ju — va]. Le critere de qualité retenu pour

évaluer un estimateur f de f est le risque quadratique intégré, que I’on va chercher & majorer :
E[uf,n] =E[If - £12].

Pour se ramener au risque quadratique intégré usuel, c’est a dire basé sur la norme usuelle
|-ll2 de L?([a;b], Bap); Aa; b]), on peut par exemple faire 'hypothése classique en régression :

dgo > 0, Vz € [a;b], g(x) > go. (2.1)

Ceci permet d’affirmer

E[IF - 718] < B [1F - 1)

2.2 Modéles considérés

La procédure de sélection de modéles que 1’on va utiliser repose sur la définition d’une famille
(Sm)mem, de sous ensembles de L?([a;b], Bl Aap)), Ces sous ensembles étant appelés mo-
déles. Dans la littérature, ces modéles sont généralement supposés vérifier un certain nombre de
propriétés. On tente ici d’en recenser quelques unes classiques, qui nous seront utiles, avant de
donner des exemples de modéles fréquemment utilisés.

2.2.1 Hypothéses classiques sur les modéles

On s’inspire ici d'un article de Baraud ([1]).

1. La premiére hypothése précise le cadre "linéaire” dans lequel on travaille : pour tout m €

M., Sin, est un sous espace vectoriel de dimension finie notée D,,, vérifiant D,,, < n, ou n
désigne toujours le nombre d’observations.
Cette hypothése est raisonnable car I’on souhaite considérer des estimateurs par projection
d’une fonction s sur ces sous espaces : cela signifie que 'on va estimer s,, la projection
de s plutét que s elle méme sur 'espace S,,, considéré comme espace d’approximation.
Pour estimer cette projection que l'on écrit s, = Z]D:“i aje;, en supposant disposer d’une
base orthonormée (eq,...,ep,,) de Sy, et en notant a; = (e;, s), il suffit d’estimer les Dy,
coefficients aj. On ne peut espérer une estimation correcte si le nombre de coefficients a
déterminer est supérieur au nombre d’observations. En particulier, comme on va voir que
la partie "variance" du risque est en général d’ordre D,,,/n (au moins dans les cas qui vont
nous intéresser), le risque ne pourra tendre vers 0 si D,, > n.

2. On ajoute en général une hypothése de connezion de normes : on note, pour t € L%([a; b)),
[tlloc := SUPge[ay [t(2)| la norme uniforme et ||¢[| la norme de ¢ dans I'espace de Hilbert
considéré. Cette hypothese traduit une relation entre ces deux normes mais peut s’exprimer
aussi comme propriété de la structure des bases orthonormées de S, d’aprés le lemme ci-
dessous :
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Lemme 2.2 Les trois assertions suivantes sont équivalentes,

(Z) E|¢0 >0Vm e Mm vVt € Sm7 HtHoo < ¢0 V DmHtuv

(13) Y(pA)aen,, base orthonormée de Sy,, Ipo > 0, Z 4,0%\ < ¢(2)Dm,
AEAm,

(131) 3(or)ren,, base orthonormée de Sy,, Ipo > 0, Z o3l < 2D,
AEAM
ot A, désigne un ensemble de cardinal D,y,.

Preuve

e (i) = (ii) Cette implication est démontrée dans larticle |4] de Birgé et Massart. Soit
(¥x)aen,, une base orthonormée de S,,. On a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout z € [a;b],

1/2 Z axea(z)

AEA
> A | = s S
AeAm e 2

ot |aly désigne la norme euclidienne usuelle de @ € RP™. Donc, en notant que les )
forment une base de S,,, et qu’ils sont orthonormés :

1/2

t .
Y@l =suwp Il $0V/ D par (i).

ser | sy M

e (ii) = (ii7) Evident!
o (iii) = (i) Soit t € Sy,. Il existe alors une famille (ay) de réels telle que ¢ = Z]'D:Wi axpa,
avec |alo = ||t|| par orthonormalité de la base. Donc, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
quel que soit x € [a;b],

1/2 1/2 1/2

@) < | D Yoea@? ] <l Do @8] < Nt/ é5Dm,

AEAM, AeAm AEAm oo

par (#i1).

O
Cette hypothese, que I'on notera Hgy, dans la suite, sera intéressante surtout sous la forme
(1), lorsque par exemple, voulant appliquer des inégalités de concentration a des processus
empiriques, on aura & vérifier une hypothése de majoration uniforme alors que le raison-
nement débutera par des assertions sur la norme de I'espace de Hilbert. Remarquons aussi

que les bases constituées de fonctions bornées (pour la norme infinie, avec une borne ne
dépendant pas de n) vérifient cette propriété (le (ii) du lemme).
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3. On supposera aussi fréquemment les espaces S, emboités, ou alors, hypothése moins res-
trictive, qu'il existe un espace vectoriel S, C L?([a;b]) englobant, c’est a dire tel que
Sm C Sn quel que soit m € M,,. La dimension de S, est supposée elle aussi finie, et notée
N,. Cette hypothése nous sera utile lorsqu’on fera apparaitre des bornes supérieures sur
des ensembles de la forme "somme de deux sous espaces" par exemple : on majorera par
le supremum sur ’espace de plus grande dimension.

4. On peut aussi ajouter une hypothése de localisation concernant les bases orthonormées des
Sm, sous la forme suivante : pour m € M, il existe une base orthonormée (yx)xen,, de
Sm, et une constante K > 1, telles que les deux conditions ci-dessous soient réalisées :

(a) VA€ A L{X € A, papx # 0} < K,
(0) Sup [oall5e < K Dpp.

Ces deux conditions traduisent globalement le fait que les supports des fonctions de la
base ne se "superposent pas trop". Remarquons que ces deux conditions entrainent ’hypo-

thése de connexion des normes ci-dessus : en effet, on a alors, pour = € [a;b], en utilisant
successivement (a) et (b) :

> oa@)? < K sup |lpal% < KDy
el NeAn,

2.2.2 Exemples de modéles

De nombreux articles donnent des exemples de modeéles fréquemments utilisés : on reprend
ici ceux d’un travail de Comte et Brunel ([5]).

Modéle trigonométrique (fondé sur la base de Fourier)

On rappelle (théoréme de Riesz-Fisher) que les fonctions trigonométriques correctement re-
normalisées forment une base hilbertienne de L?([0;1]). On considére, pour m entier naturel
strictement positif, Sy, := Vect {1, p2;, 02541 = 1,...,m}, ot, pour x € [0;1],

(Pl(x) =1,

p2;(x) = V2 cos(2mj),

@aj+1(z) = V2sin(27jx).
Dans ce cas, Dp, = 2m + 1, M,, = {1,...,[n/2] — 1} (pour avoir D,, < n), les (¢;) forment
une base orthonormée de chaque S),, les modéles sont emboités, et 'on peut par exemple choisir

¢o = V/2 en reprenant les notations ci dessus. Cependant, les ¢; ne forment pas une base localisée
au sens ou la derniére hypothése de la section précédente est mise en défaut.

Modéle trigonométrique modifié

On considére,
Sm = Vect {p;, 7=0,...,m—1},

ot @;(x) := V2cos(mjz)1)(x). Les (;)jen forment bien une base hilbertienne de L2([0; 1]).
Justifions ceci en suivant Efromovich [12] : si ’'on prend m € L?(]0; 1]), alors on peut définir une
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fonction m*, paire et 2—périodique & partir de m. Il suffit pour cela de définir d’abord m* sur
[—1;1] par

v [ m(x) sixzel0;1]
m(z) = { m(—xz) size[-1;0],

puis de prolonger m par périodicité sur R. Comme m* est L%, 2—périodique, elle est développable
en série de Fourier dans la base trigonométrique classique constituée des cos(mj.) pour j € N, et
des sin(7j.), pour j € N\{0}, c’est a dire que I'on a I'égalité dans L? :

m*(x) = ap + Z (aj cos(mjx) + bjsin(mjx)).
j=1

ol, par exemple, les b; se calculent par la formule :

1
bj:/ m*(z) sin(mjzx)dx.
-1

Comme m™* est paire, ces derniers coefficients sont donc nuls, et ainsi, m* s’écrit seulement en
fonction des cosinus, ce qui est a fortiori le cas de m, restriction de m* a l'intervalle [0; 1].

Tout comme les modeéles fondés sur la base classique de Fourier, ces modéles sont de dimensions
finies (dim(S,,) = m), emboités, et vérifient I'hypothése de connexion de normes (puisque les
fonctions de bases sont uniformément bornées) mais ne sont pas localisés.

Modgéles fondés sur des polyndmes par morceaux

On considére, pour r € Nyet m e N, m > 1,
Sm = Vect{cpj7k11j j=1...,h(m) k= O,...,r},

ou les ;1 sont des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égal & r (précisément ¢; j est
de degré k) et ot (I;);—1,. . n(m) est une partition de [0;1]. S, est donc I'ensemble des fonctions
dont la restiction a un intervalle I; de la partition est un polynéme de degré inférieur ou égal
ar. On a alors D,, = (r 4+ 1)h(m), ou h(m) est une fenétre vérifiant h(m) < [n/(r + 1)]. On

envisagera uniquement des partitions réguliéres de [0;1], du type I; = [%7 ﬁ On évoquera

une collection dyadique de polynémes par morceaux lorsque h(m) = 2™. Les sous espaces associés
sont alors emboités.
Donnons deux cas particuliers usuels :
— Base donnée par les polynémes de Legendre.
On note (Lg)ren la famille de polynoémes orthogonaux associés a lespace de Hilbert
L?([-1;1]). On rappelle que le degré de Ly est k (par définition des polynomes ortho-
gonaux), Lg(1) =1, |Lg(x)| < 1 pour z € [—1;1], et fil Li(t)?dt = 2/(2k +1). A partir de
ces polyndémes, on construit S, comme étant ’espace engendré par la famille orthonormée
(@) k)j=1,....m k=0,...,- ot pour x € [0;1],

k() = /m(2k + 1)L (2ma — 25 + 1)1{;‘71. j [(aj)

m

3f
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On a ici h(m) = m, Dy, = m(r + 1), et donc M,, = {1,...,[n/(r + 1)]}. L’hypothése de
connexion des normes est vérifiée avec ¢g = v/r + 1. En effet

sup 3> @ju(e)® = sup Z<ZW )

z€(0;1] =1 k=0 z€(0;1]

= max sup E k()%
J=leomgelo] 125

< Zm(2k +1
k=0
= m(r+ 1)2 = Dp(r+1),

— Base d’histogrammes.
On se restreint toujours au cas des subdivisions réguliéres de [0; 1], pour décrire cet exemple,
peut-étre le plus simple. On suppose r = 0, et 'on prend donc pour S,, l'espace des
fonctions constantes par morceaux sur chaque intervalle [(j — 1)/h(m);j/h(m)], c’est a
dire I'espace vectoriel dont une base orthonormée est donnée par les (;);—1,... h(m), OU

Une base d’histogramme est donc constituée d’une famille de fonctions indicatrices associées
a une partition de [0;1].

Modéles d’ondelettes a support compact

On se reportera a l'ouvrage collectif [13] pour une introduction sur la notion de base d’onde-
lettes. Soit (¢, 1)) un couple de fonctions & support compact dans [0; 1], pére et mére d’ondelettes
(@5, Vjk)jkez, ot on note classiquement ¢ x(z) = 27/2p(27x — k) (et de méme pour ;).
Soit jp un indice fixé dans Z. On choisit

Sm = Vect {@jo,lmd}j,ka ke Z, jE {j(), - ,m}}

de telle sorte que, en utilisant la compacité des supports (cf. Plancade, [20]), toute fonction
t €Sy, s’écrit

2J0—1 m 27—1
t= Z agokz%okJrZ ijk%k,
Jj=jo k=0

et que I'on a ainsi Dy, = 2™+ ; cette dimension imposant m < In(n)/In(2) — 1, et donc M,, =
{1,2,...,[In(n)/In(2)] — 1}. Ces espaces sont emboités, et vérifient la propriété de localisation.

2.3 Classes de fonctions considérées

Pour étudier la qualité des estimateurs que 'on va construire, il faudra majorer l'erreur
d’approximation ou terme de biais, mesurant ’erreur commise en approchant la fonction estimée
(f o G~! = h dans notre cas) par sa projection sur I'un des modéles S,,,. Cette erreur dépend de
la régularité de la fonction, sur laquelle il est donc nécessaire de faire des hypotheéses, hypothéses
qui vont dépendre du cas que 1’on considére : loi du design connue ou non.
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2.3.1 Cas ou la loi du design est connue

Dans le cas ol la fonction de répartition G des X; est supposée connue, on fera I’hypothése
que la fonction h est dans un certain espace de Besov, I'espace 85‘7 ooy avec o > 0, c’est a dire que

supt™ “wy(h,t)2 < oo, ot wy(h,t)s = sup |AL(h)|e,
t>0 0<u<t

avec A] désignant 'opérateur "différence d’ordre r". On se reportera a 'ouvrage de DeVore et
Lorentz [10] pour les définitions détaillées de ces quantités, ainsi que pour les propriétés générales
de tels espaces (entre autres le lien avec d’autres espaces fonctionnels, comme ceux de Hélder,
ou de Sobolev). Remarquons simplement ici que le choix de I'indice "2" est lié au choix du risque
quadratique. Le choix méme des espaces de Besov est justifié par 'utilisation que l'on va faire
de leurs propriétés d’approximation : on utilisera le lemme 12 de Barron, Birgé, et Massart [2].

2.3.2 Cas ou la loi du design est inconnue

Dans ce cas, on verra que la démarche pour obtenir une majoration du risque de I'estimateur
construit est plus complexe. On aura donc recours a des espaces un peu plus réduits, les espaces
de Sobolev périodisés. On note ici ¢; les fonctions du modéle trigonométrique classique définies
au paragraphe 2.2.2. On définit, en suivant Tsybakov [23], pour 8 € N\{0}, et L > 0,

WPer (8, L) = {h e WS(L), ¥j=0,1,...,8 -1, h9)(0) = h<j>(1)} .

ot I’on rappelle,
1 2
WQB(L) = {h :[0;1] = R, AP~V est absolument continue et / <h(ﬁ) (x)) dx < L2} ,
0

(pour les rappels sur ’absolue continuité, on renvoit & Rudin [21]). Toute fonction h € WQ’B (L)
est de carré intégrable, donc la suite de ses coefficients de développement dans la base de Fourier
que l'on note (a;); (avec a; = (h,p;)) est dans £2(N). De plus, h est développable en série de
Fourier, au sens ol

Va € [0;1], h(z) =) ajp;(x).
j=1

On introduit enfin l'ellipsoide suivant, pour 8 € N\{0}, et @ > 0,
0(8,Q) =0 € (N), Y alb;<Q ¢,
j=1

ot (@) jen\{o} est définie par
o — jﬁ, sl j est pair,
J (j —1)#, sinon.

L’intérét de ces espaces réside dans la proposition suivante.

Proposition 2.1 Soient 8 € N\{0}, et L > 0. Une fonction h = 3772, 0;¢; est dans l'espace
Wrer(B, L) si et seulement si (0;); est dans Uellipsoide ©(3, L?/m%%).
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Référence pour la preuve : Ce résultat est démontré par Tsybakov dans 'annexe de [23].
L’outil principal est I'égalité de Parseval, reliant la norme L? d’une fonction a la série des carrés
de ses coefficients de Fourier.

Remarquons que pour 0 < ' < 8, on a O(8, L?/x?%) ¢ ©(F', L?/x*?), et, par la proposi-
tion 2.1, I'inclusion analogue est valable pour les espaces de Sobolev périodisés : WP (5, L) C
WPer (8, L), ce qui nous sera utile. De plus, cette proposition permet d’étendre la définition des
WP (3, L) & des valeurs non entiéres de 5 : une fonction est dans un tel espace, si et seulement
si la suite de ses coefficients de Fourier est dans 'ellipsoide correspondant.

Une autre propriété justifie aussi 'usage de ces espaces :

Lemme 2.3 Soient L > 0 et h € WP"(1,L) N CL. On note Ilg,, l'opérateur de projection
orthogonale sur l’espace Sy,. Alors,

I, (h') = (s, (h))"-

Preuve
Puisque (¢;); forme une base orthonormée de S, Ig,, (h) = EJD:”“i a;jpj, ot aj = (h, ;). Donc,

m /
(s, (k) = (al + ) ankpor + a2k+1902k+1> ;
k=1

m
/ /
= E W2kPor T A2k+1P2k+15
k=1

m
= Z 21k (—agkp2r+1 + A2k+192k)-
k=1

D’autre part, g, (k') = Z?:"i jpj Ol

bj <h/7()0j>7
1
= [ W@pa,
1
= @)@l = [ hagla)ds,
1
— - [ W) wyin,
0

ot ’hypothése h € C! justifie I'intégration par partie, et I’hypothése h € WP (1, L) justifie que
le crochet est nul. Si j = 2k, on a donc

1
bgk = 271’k/ h(.%')(pgk+1(.%')d$ = 27rka2k+1,
0
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et de méme, by 11 = —27mkasgy, ce qui entraine donc,

M, (1) = 2mk(—askport1 + asksrpar) = (s, (b))
k=1

d

De tels espaces ont aussi de bonnes propriétés d’approximation : si on projette une fonction
de WP (3, L) sur le modéle trigonométrique classique S,,, on a un controle de la distance entre
la fonction et sa projection, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.2 Soient § > 1, L > 0, et h € WP (5, L). Soit Sy, le modéle trigonométrique
classique défini en (2.2.2), et hy, la projection orthogonale de h sur Sy,. Alors,

o L 28
[h = hm|” < %Dm :
Preuve
On écrit h = Z;’il ip;, de telle sorte que hy,, = ZJ.D:’”I ;. Ainsi, en utilisant le caractére
orthonormé des ¢;,

2
o0 o0
2 2
[h = hml|* = Y e = > 6
j=Dm+1 j=Dm+1
1 o
S — 2p2 i d ;
< 3 aj07, par croissance des oy,
(6%
< 9 .9

2 — 287
aD’"L+1 Dm

en notant @ = L?/7%? et en utilisant la proposition 2.1.



Chapitre 3

Estimation dans le cas ou la lo1 du
design est connue

On suppose dans toute cette partie que c’est le vecteur Z, (selon (1.2)) qui constitue nos
observations.

3.1 Estimateur sur un modéle S, fixé

On suppose donné S,, = Vect{ep1,...,¢p,,} C L*([0;1]) ot D,, > 1 et ou les ¢; sont
orthonormées. On supposera vérifiée I’hypothése de connexion de normes définie ci-dessus, ie.
I’existence de ¢, tel que

Dm
S 2| < iDm
=
3.1.1 Construction de ’estimateur
On considére le contraste
2 n
v € L2((0:1), 75 (1) = 1l - = 3 Vit o G(Xy) (3.1)
i=1
On définit )
hyy, = argmingeg, 7y (¢)- (32)

Proposition 3.1 On a lécriture explicite suivante :

D n
. m 1
G ~G N . ~G
h$ = Zlaj @, ouVje{l,...,Dp}, aj = - 2}Q¢j(G(Xi)).
Jj= 1=

22
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Preuve

Sit € Sp, alors il existe (aj)jeq1,..,p,,} famille de réels tels que t = Z]D:”“l a;p;. Ainsi,
minimiser ¢ — 75 (t) sur S, revient a minimiser a + 4, (a) sur RP= oi

n Dm

Va = (a) € RP", 5 (a) := 77 ij Za—*ZZaa%

=1 j=1

la derniere expression étant obtenue en utilisant le caractére orthonormé des ¢;, pour calculer
le carré de la norme intervenant dans la définition du contraste. Il s’agit donc d’'un probléme
d’optimisation d'une fonction de classe C> sur RP™. On calcule

Yo € {1,..., Dy}, Ya € RP™,
et on détermine ainsi les points critiques :
- : 1 ¢
Vin(a) =0 <= Yje{l,...,Dy} a; = nz;gpj(c; X
1=

Comme la matrice hessienne de la fonction 7, est égale a 2 fois la matrice identité (quel que
soit le point en lequel on la considére), elle est définie-positive et donc le seul point critique
correspond bien & un minimum.

d

On dispose maintenant d’une expression explicite pour I’estimateur minimisant le contraste.
On va maintenant voir que cette fonction estime sans biais la projection h,, de h = f o G~! sur
Sm :

Lemme 3.1 Avec les notations de la proposition précédente, quel que soit j € {1,..., D},
E[a$] = (fo G, ;).
En conséquence, E[ﬁg} = hm, 00 hy, est la projection orthogonale de h sur Sy,.
Preuve
1 n
B[] - 13 Moo,
i=1
= E[Yip; 0 G(X1)] (les observations sont i.i.d),
= E[f(X1)g; o G(X1)] en écrivant Y1 = f(X1) + €1,
avec E(e1) = 0 et 'indépendance entre €1 et X7,
- / [@)gs 0 G)g(w)de,
= O G 1’ (10]>

Ainsi, il est naturel de proposer
&9 =hploq (3.3)

comme estimateur de f, sur le modéle S5, fixé.
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3.1.2 Etude du risque
Décomposition biais-variance

Il s’agit de majorer E [Hﬁ%G — fo]] Comme hC estime la projection hy, de h sur le sous

espace vectoriel Sy,, il est naturel de décomposer le risque en utilisant fg = hyy oG 1 on
décompose la perte de I'estimateur,

1556 = 1112 = ||£ = £SI12+ 115G - FSC12,

avant de prendre ’espérance,
A 2 A
E[I75C = 712 = |If = £SI + B [IFG - FGCN2).

Comme E| AnGla(:c)] = f%(x), quel que soit x € R (égalité résultant du lemme 3.1), le premier
terme dans la décomposition ci dessus s’interpréte comme un terme de biais (au carré), et le
second comme un terme de variance. Le second terme seulement est aléatoire ; le premier terme
est I’erreur d’approximation commise en substituant & f une déformation de sa projection sur
Sm. On commence par majorer ’erreur d’estimation, puis on rappelle le résultat d’approximation
utilisé concernant le biais, dans le cas ou la régularité de la fonction estimée est connue.

Proposition 3.2 Avec les notations ci-dessus,
. D

G GG
E[I£5 - FS9I2] < sREV—.

Preuve
On notera dans la suite a; = (f o G_l,g0j>, pour j=1,..., Dy,.

2
Dm,
IS = FSClz = 1> (a5 —af)e; 0G|
j=1
g
b 2
= Z(aj - &]C-")gpj par le lemme 2.1,
j=1
D,
= Z(aj - AjG)Q puisque les (¢;); sont orthonormées.
j=1
Or,
E [(a;j — d]C-;)2] = Var(&jG), par le lemme 3.1,

1 n
Var (n ; vjoG( ))

1
= —Var (Yi¢; 0 G(X1)) (caractére i.i.d des observations),
n

IN

CE [V (g5 0 G0,
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ce qui donne le résultat annoncé, en sommant sur j, et en appliquant 'hypothése de connexion
de normes.

O

Pour I'étude du biais, on suppose maintenant que l’espace S,, de dimension D,, est I'un
des modeles décrits dans 'un des chapitres ci-dessus : I'un des espaces de polynémes trigono-
métriques, espaces fondés sur les polynomes par morceaux de degré inférieurs ou égaux a r, ou
espaces fondés sur des ondelettes & supports compacts.

Proposition 3.3 Supposons que h = f o G~ soit un élément de l’espace de Besov B . avec
a >0 fixe (a < r+1 dans le cas ot Sy, est un espace de polynémes par morceaur de degrés
inférieurs ou égauzx a r). Alors, il existe une constante Cy, ne dépendant que de « telle que

If = 15, < CaDy2.

Preuve

On note déja que Hf — ngg = ||h — hu||, ot l'on rappelle que h,, est la projection de h sur
Sm. Par conséquent, le terme & majorer est aussi infieg,, ||h — t||?. Le résultat provient donc
directement d’un résultat d’approximation, le lemme 12 de Barron, Birgé et Massart [2].

De ces deux propositions, on déduit immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Sous les hypothéses de la proposition précédente, la majoration suivante du risque
de l’estimateur fg’G a lieu :

. o D,,
E[IIf5 - FI2] < CaDp2® + 3BV,

Ce corollaire fait bien apparaitre le phénomeéne que 1’on soulignait en introduction : le majorant
du terme de biais décroit avec D,, alors que le majorant de ’erreur d’estimation est une fonction
croissante de D,,. Pour obtenir une "vitesse" optimale, on est donc bien amener & faire un
compromis entre ces deux termes : le meilleur compromis va consister a choisir D,,, de telle sorte
que ces deux termes aient le méme ordre de grandeur, comme on va le voir.

Choix du modéle optimal

La question qui se pose maintenant est la suivante : connaissant une majoration du risque
de l'estimateur de f pour chaque modéle S,, fixé, est-il possible de choisir un modéle qui la
minimise, lorsque 1'on fait ’hypothése que la régularité « de la fonction f est connue (cadre non
adaptatif) ? La proposition suivante donne une réponse positive :

Proposition 3.4 Supposons que h = f o G~ soit un élément de l’espace de Besov BS ., avec
a >0 fizé (a < r+1 dans le cas o Sy, est un espace de polynoémes par morceauz de degrés
inférieurs ou égauz ar). Alors, le choiz d’un modéle Sy, de dimension D, de l’ordre de pl/(2a+1)
entraine la majoration :

. —2a
E [an(i’G — fHﬂ < Cn2a+t,

De plus ce choix est optimal quant & la majoration du risque obtenue dans le corollaire 3.1.
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Preuve
Il s’agit de minimiser en z € R%, la fonction x(z) := Ciz/n + Coz ™2, ot C1 = FAE[Y?] et
Cy = C,. En dérivant, on obtient un unique point critique,

Tog = (QQCQ/Cl)l/(2a+1) nﬁ,

et on vérifie qu’il s’agit bien du lieu d’'un minimum, minimum dont la valeur est

—2a

X(CCO) — Cn2a+17

ou C est une constante dépendant de C7 et Cs.

d

Commentons rapidement le résultat obtenu. La vitesse de convergence vers 0 du risque est
n—20/(2e+1)  (est la vitesse classiquement obtenue pour des estimateurs non paramétriques de
fonctions de régularité a. On peut citer par exemple les régressogrammes réguliers et estimateurs
& noyaux pour l'estimation de la fonction de régression dans un modéle & design fixe, ou encore
les estimateurs & noyaux pour l'estimation d’une densité de régularité holderienne « (cf. par
exemple Tsybakov [23]). Ce qui change ici, c’est que 'hypothése de régularité porte non plus
directement sur la fonction estimée f elle-méme, mais sur sa composée avec I'inverse de la fonction
de répartition de la loi du design.

3.2 Adaptativité, sélection de modéle

Dans cette partie, on met en oeuvre la deuxiéme étape de notre procédure estimation /sélection
de modéles : on se donne une collection de modéles, et I’on cherche une pénalité telle que ’esti-
mateur minimisant le contraste pénalisé vérifie une inégalité-oracle du type (1.4).

3.2.1 Enoncé du résultat

Considérons toujours le cadre de la régression a design aléatoire, au travers des observations
(Xi,Yi)ieq1,....ny selon (1.2).
Soit (Sm)mem, 'une des collections de modéles emboités décrites ci dessus : collection fondée
sur la base trigonométrique, sur les polynémes par morceaux dyadiques, ou sur les ondelettes,
c’est & dire une collection de sous espaces vectoriels emboités, de dimensions finies respectives
Dy, avec D,, < n, pour tout m € M,, et vérifiant ’hypothése de connexion de normes H., .
On considére toujours le contraste (3.1)

2 n
vt e L2([0;1]), 7 (8) = |1t — - > YitoG(Xy),
i=1

ainsi que les estimateurs associés ﬁg (3.2) pour h = fo G~ et fg’G (3.3) pour f (m € M,,),
comme dans la section précédente. L’objectif est de démontrer le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1 Supposons l'existence d’un réel p > 4 tel que E[|e1|P] < oco. Supposons aussi f
bornée sur [a;b].
Soient 6 > 2 et 6 > 0 deuz parametres fizés. On définit lapplication peny s :

D
meE My > pengs(m):=66(1+ 25)¢>(2)IE[Y12]7. (3.4)

Soit aussi m € argmmmeMn’yf(iL%) + peng 5(m).

Alors, Uestimateur fﬁc,’:’G = hg o G vérifie l'inégalité-oracle suivante :

P 0+ 2 260 62 C
B 1759 1) < mig {7 - IS+ fgrenatm) b+ 550 35)

mGMn

ot I’on rappelle que fg = hy, 0 G, hy, €tant la projection orthogonale de h sur S,,, et ou C' est
une constante ne dépendant que de ¢3, || flloo, 02, E[|€1/P], et 6.

Remarques :

— L’inégalité-oracle est donc bien obtenue avec une pénalité du méme ordre de grandeur que
le terme de variance en non adaptatif.

— En choisissant p = 4 et non p > 4, on obtient l'inégalité-oracle avec la perte d’un facteur

In*(n) dans le reste : C'/n est remplacé par C'In(n)/n, ce qui ne modifie pas la vitesse.

Le choix # = 3 et § = 1/2 entraine donc

!
(175 - 71E) < i {5lr - s+ ey 22 b+ €
EMn n n
ot C’ est une nouvelle constante.
— On peut aussi supposer D,,, < /n, pour tout m € M,,, ce qui permet de supposer seulement
lexistence d’'un moment d’ordre p’ > 2 pour €1, ou alors méme l'existence du moment
d’ordre 2 si on accepte la perte d’un facteur In?(n) dans le reste.

Corollaire 3.2 Supposons que h = f o G™! soit un élément de lespace de Besov BS o, avec
a >0 fixé (a < r+ 1 dans le cas ot Sy, est un espace de polynémes par morceauzr de degrés
inférieurs ou égaux a r). Supposons aussi f bornée sur [a;b]. Alors, en reprenant les notations
du théoreme 3.1, on obtient la vitesse suivante de décroissance du Tisque :

E[If5¢ - £I2] = 0 (n55).

Preuve du corollaire 3.2

On reprend I'inégalité (3.5), on majore le biais par C, D;,2* en utilisant le lemme 12 de Barron,
Birgé et Massart [2], puis on calcule le minimum du membre de gauche de I'inégalité-oracle :
celui-ci est atteint pour D,, de Pordre de n'/(2e+1) et vaut la vitesse n=2¢/(22+1) ~ =1 annoncée.

O
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Ainsi, la procédure adaptative mise en oeuvre sélectionne bien le "bon" modéle Sy, : c’est ce-
lui qui atteint la méme vitesse que la meilleure vitesse en non adaptatif, ie. qui réalise le meilleur
compromis entre I’erreur d’estimation et celle d’approximation.

Remarque : Sil'on impose D,, < /n (pour alléger la condition d’intégrabilité a p’ > 2 sur
le bruit €), il faut ajouter I'hypothése o« > 1/2 dans le corollaire 3.2 : ceci permet en effet de

satisfaire les deux exigences D,,, < \/n et D,, de 'ordre de nl/(2a+1)

3.2.2 Comparaison avec les résultats de Kerkyacharian et Picard

Comparons maintenant les performances de notre estimateur adaptatif fnCiG a celles de l'es-
timateur f* obtenu par une méthode de seuillage sur une base d’ondelettes dans l'article de
Kerkyacharian et Picard [14]. Les deux estimateurs atteignent la méme vitesse a un facteur In(n)
prés : la méthode employée dans Particle [14]| aboutit dans le théoréme 2, p.1065 a 'inégalité :

2«
- In(n) \ 2o+1
B 17"~ Alag] < € (20)

La sélection de modele, quant a elle, n’entraine pas cette perte d’'un facteur In(n).

De plus, notre procédure est en un certain sens plus générale : elle couvre le cas des ondelettes,
mais aussi les cas d’autres modeéles (modéles trigonométriques ou fondés sur des polynomes par
morceaux), et surtout n’est pas restreinte au cas d’un bruit gaussien : la seule condition sur la
loi des g; est une condition d’intégrabilité : existence d’un moment d’ordre supérieur & 4. Enfin,
notons que la contrainte de régularité sur la fonction h est @ > 1/2 dans le cas de 'estimateur
obtenu par seuillage, et a > 0 dans notre cas.

Cependant, la procédure de Kerkyacharian et Picard présente ’avantage d’aboutir & une
majoration du risque LP quel que soit p > 1, 14 ot nos méthodes sont spécifiques au risque L?
(utilisation constante de la structure hilbertienne).

La démonstration du théoréme 3.1 fait I’objet des deux paragraphes qui suivent, et repose
essentiellement sur le contréle d’un processus empirique, utilisant la version intégrée de I'inégalité
de Talagrand : le prochain paragraphe détaille la preuve du théoréme, et le suivant explique le
controle du processus empirique.

3.2.3 Preuve du théoréme 3.1

Soit m € M, fixé. Ecrivons dans ce paragraphe v, = ’y,? , et pen = peny 5 pour alléger les
notations.
On commence par utiliser la définition de m comme argument-minimum du contraste pénalisé :

Y(hG) + pen(rin) < 7, (hS) + pen(m).
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On utilise ensuite celle de hC

-, comme minimiseur du contraste sur S, donnée par (3.2), et le
fait que h,, € Sim.

En combinant les deux inégalités, on a

Y (hS) = Y (ham) < pen(m) — pen(rn). (3.6)
On remplace ensuite le contraste par sa définition, en remarquant que pour tout t € L2([0;1]),
I£1* =1t Gll; = llto G = FlI = IFII; +2(t 0 G, fg,

ce qui entraine par l'inégalité (3.6),

|hG 0 G — fII2 < |[hm o G — f||2 +pen(m) — pen(in) + 2vn (A, — h), (3.7)

IF5E—£13 175 - 1112

ott 'on a défini, pour ¢t € L?([0;1]),
11’L
W) == YitoG(X;) = (to G, ). ,
Vn(t) n; 0 G(Xi) = (toG, fg (3.8)

Ce vy, est un processus empirique centré car E[Y1t(G(X1))] = (t o G, f)g. 1l s’agit ensuite de
se débarrasser du caractére doublement aléatoire de un(hnCI; — hp) : aléa du v, et aléa de son
argument. Dans cet objectif on écrit :

hS — hy,

2w (hG — hm) = 2|hG — hml|vn (
12, = T

) par linéarité de vy,

IN

2| = hll sup [ (1)],
t€5m+Sm
llell=1

= 2||hE — k|| sup |vn(t)] car les espaces sont emboités,

€Sy
llll=1

GG G
= 2[f57 = fally sup |wn(D)].
tESmvin
llll=1
On introduit ensuite le paramétre 6 > 0, et on utilise I'inégalité 2zy < x2/6 + 6y2, valable pour
tout couple de réels (z,y), pour en déduire :

:G,G
Vi 175 - 7612 :
Un(hy, — hpy) < +60 sup (vn(t))°,
9 tESm\/'ﬁL
[It]=1

IN

(LS9 = FIZ+ 15 = FI2) +0 s (va(8)).

tE€ESmvim
=1

2
0
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On injecte ceci dans I'inégalité (3.7) pour obtenir,

(1= ) 0759 = 712 = (145 ) 17 = F5I2 + pentm) = pen(i) +6 sup_ (0 (0"
=1

On introduit maintenant p(m,m), quantité positive définie par

A Dm m
plm, i) = 6(1 + 20) R[] 20,

(choix dont la justification apparaitra plus loin), et 'on écrit, pour 6 > 2,

2G.G 0 0+ 2
1756 = 12 < 5o {020 = SR + pen(m)+

tes’m\/'ﬁzv ||tH:1

0 ( sup (vn(t)? = p(m, m)) + Op(m, 1) — pen(m)} .

+

Il reste un double aléa dans le "sup" qui apparait dans la majoration : aléa dans 'indice du modéle
en plus de ’aléa présent dans la définition de v,. Pour s’en débarrasser, on majore brutalement
de la fagon suivante :

A 0+ 2 0
12 =1l < G5 = £l + 5= pen(m) (3.9)

62 2 ’
to—5 D | s (a(t)® —p(m,m)

/ tESm\/m’
EMn N
0 ) i
45 (Bp(m, ) — pen(im)).

La clé de la preuve consiste & utiliser le lemme ci-dessous, dont la démonstration fait 'objet du

paragraphe suivant :

Lemme 3.2 Avec les notations et hypothéses ci-dessus, quel que soit m € M,

C

E| SO [ sw @) —pmm)| | <=,

m'eM,, teS ! n
Ht”:1 +

ot C est une constante ne dépendant que de ¢3, || flloo, E[f?(X1)], 02, E[le1|P], et §

On obtient alors, en partant de I’équation (3.9),

642 a0 02 c 0 ) )
m”f — fmllg + 0 2Pen(m) T o + mE[GP(m>m) — pen(m)].

GG 2
E[I759 - 712 <
La définition de pen(m) impose ensuite que

E [0p(m, ) — pen(1m)] < pen(m).
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puisque l'on a
D Dy
plm, 1) < 6(1 +20) GRE[VZ ==
n

Ceci entraine,

2G,G 0+ 2 20 6> C
E[If79 - 512 < =,

T lf =SSN+ s pen(m) +

ce qui est le résultat annoncé.

3.2.4 Preuve du lemme 3.2

Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste & prouver le contrdle du processus
empirique annoncé dans le lemme du paragraphe précédent. Il s’agit d’obtenir, pour un choix de
p(m,m), et quel que soit m, une inégalité du type

C
E| ST [ sw @) —pmm)| | <=,
tes n
mlEMn mvm/
Ht”:1 +
ou C' désigne une constante (indépendante de m et n).
Pour simplifier I’écriture, on notera T,y := {t € S,vmv, [|t]| = 1}. Pour plus de lisibilité on

décompose la preuve en 6 étapes.

e Premiére étape : décomposition de v,
L’idée directrice est 'application de I'inégalité de Talagrand &

= L3 Vit o G(XD) ~ (oG, f)y,
=1

pour ¢ € L2([0;1]). Mais son utilisation nécessite des quantités bornées : or, Y;t o G(X;) ne l'est
pas a priori. On écrit donc,

va(t) = vV (8) + v PV () + 22 (),

avec

Zf DtoG(X;) — (to G, f)y,

1 n
v2U(t) = - ;5i15i|§nnt 0 G(X;) — E [eil), <, t 0 G(X4)],

1
V7(12’2) (t) = E Z€i1\5i|>ﬁnt o G(Xz) +E [Ei1|si|§nnt © G(Xz)] »

=1
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ou
Kp = v

~“n(n)’

avec ¢ une constante dépendant du modeéle choisi (trigonométrique, ondelettes, polynémes par
morceaux).
Le dernier terme s’écrit aussi :

1 n
EAt) = =) e, X;) - E [e1y, X;
Vn (t) n £ &i \51|>Hnt o G( z) [51 |az|>nnt o G( z)] )

en utilisant le fait que E(g;) = 0 et I'indépendance de X; d’avec &;.

On a ainsi
va()? < 3 ((Vfll)(t))Q n <u7(12’1)(t)>2 n (y7(12,2))2> 7

et si on décompose p(m,m) = p1(m,m) + p2(m,m), on a, quel que soit m’ € M,,

2 !
sup v ()2~ plm.m') | < 34 ( sup (vD (1)) _ pam,m)
t€7'-m/ + t€7;n/ 3 N

2 m, m’
+ | sup (Vn2’1)(t)) —;L( )
tGTm/ 3

+ o (470)

On va maintenant majorer chacun des trois termes, en appliquant I'inégalité de Talagrand pour
les deux premiers, et une majoration de type Markov pour le suivant.

¢ Deuxiéme étape : Majoration du premier terme
Pour t € 7,,/, on s’intéresse a

A0 = 3 FX)0 GIX) — (oG, )y,
=1

= 3" A0~ EL(X)
i=1

ou fy:x— f(x)toG(x).
Pour appliquer 'inégalité de Talagrand (1.5), on commence par déterminer les quantités Ml(l),
o, gD qui interviennent.
- 1(1) est un majorant uniforme sur T, des || fillco. Or, || ftlloo < ||fllool/t]loos €t, comme
t € Spvmy, il existe (bj)j=1,...p, . , une famille de réels telle que ¢ = Y b;p;. Comme de
plus ||t]] = 1, on a Zb? = 1. Donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine que ||t||%, <

S92 < ¢8Dim. Donc on peut choisir

MY = 6ol £lloo v/ Doy -
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— On cherche HM) majorant E

sup V,r(ll)(t)] . Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suffit de
teT,,

2| (0)]

et en écrivant que t € 7,y comme ci-dessus, on obtient,

majorer

mvVm/

swp (0(0) < > (W)
teT, j=1
De plus,
2 1 —
E [(%(11)(%)) ] = Var <n2f(Xi)@j(G(Xi))> )
i=1
= Var(F(X))gs (G(X)),
< CE[PENAGCED)]
donc,

< B[] 3D

D, ! 9
E { > (V)

=1

et on peut donc choisir :

(H0)" = Pl [120x)] 63,

— v est défini comme un majorant de supser , 1/n3_; Var(fi(X;)). Comme les données
sont i.i.d, cette quantité est égale a

b
Varfy(X1) < E[ft(Xl)Q]:/ (G (2)) f*(x)g(z)da,

1 1

- / 2(u)(f o G2 (u)du < [£I% / £ (u)du,
0 0

= )2 = o,

On applique maintenant 'inégalité :

E [( sup (V,(ll)(t))2 —2(1+ 25)(H(1))2> ]
n

tETm/

<

m)?
4 f oW Lk 5nH(1) . 49 (M1 ) —V2K,C(0)V/8 nH®
K, KiC2(8) nz P 7 m® ) (7
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ounC() = (V14+d—1)Alet K; =1/6. En remplagant ensuite Ml(l), v, HD) par leurs valeurs
ci-dessus, et en choisissant
2
pr(m,m’) = 3 x 2(1 + 26) (H<1>) :

il vient, en sommant sur m’ € M,,,
2 /
Z E || sup (Vé”(t)) — pi(m,m’)
tETm/ 3 +

m’'eMn
4 1 - 4902 1 _
< EHngo n Z exp (_kDm\/m’> + 0 Z Doy €Xp (—k\/ﬁ)

2 2
m'eMn K1C2(0) n m'eMn

ou l'on a noté,
k10Q3E[f*(X1)]
[FAIES—

V2K1C(6)VE/E[f2(X1)]
T fllsc '

Le membre de droite de I'inégalité ci dessus fait apparaitre deux sommes du méme type que 'on
majore de la fagon suivante :

Z x(mvm') < Card{m' e M,, m" <m}x(m)+ Z x(m'),

m/eMp, m/eMpy,

mx(m)+ Y x(m'),

m'eMy,

k

=l
Il

IN

ce qui permet d’obtenir,

2 /
B [( sup (ufll)(t)) ~ pi(m,m )) <,
teT, 3
" +
ou 5
T = ol {2 e (RDp) + ot T Dy ()

1 _ 49 2 exp —Z\/ﬁ
L Z eXp(_kDm,)+K1C'd;(E5) (n2 ) Z D

m/eMy, m/'eMnp

e Troisiéme étape : Majoration du deuxiéme terme
Pour t € 7,,/, on s’intéresse a

1 n
I/(Q’l)(t) = Ezgil\ﬁﬂﬁﬁntoG(Xi)_E[‘gi]‘\&ﬂﬁﬁntoG(Xi)]7

n
=1

1 n
= > gl Xi) — E [gi(ei, X)),
=1
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ot gi(e,7) := el|o<, t o G().
Comme pour le premier terme, pour appliquer I'inégalité de Talagrand, on commence par déter-
miner les quantités M1(2), v H®)  définit ci-dessus (en remplagant f; par ¢g;) qui interviennent :

— On écrit ||g¢|loo < Knl|t]|oo, ce qui permet de prendre, en suivant le choix du Ml(l) ci-dessus,

M1(2) = kn®0V Dmvm -

— De la méme facon, on écrit aussi

D ’
2 1 mVm
Elswp (v2V®) | < — Y E[F1 2., 05GXD)],
teT, n =
1Dm\/m’
< - ) E[dg(GH))],

j=1

2

< % 9 Dimvm _ (H(z))

— Pour la quantité v@ | comme ci-dessus, la variance de la somme est n fois la variance
individuelle, puis on majore la variance individuelle par ’espérance du carré, et I’indicatrice
par 1 pour faire sortir o2E(t o G(X1)?) = 02 := (2.

Comme pour le premier terme, on applique I'inégalité, on somme sur m/, et en choisissant
2
pa(m,m’) = 3 x 2(1 + 20) (H<2>> ,

il vient,

(m,m’)
<t?3r§ CROEE )J

4 1 ~ 4942 K z
< X 025 Z exp (—kDme/) e 020 - Z D,y €Xp (—kﬁ)
m'eMn, m'eEMy,

E

ou l'on a noté,

k = ki1042E,

P V2K,C(0)Véo
- .

On conclut encore comme pour le premier terme :

2 /
. (Sup (e0w) _JWW)) “1,
teT 1 3
m +
" T 4 2 ( kD ) + 49¢% m 2D ex l:c\/ﬁ
= —_— _— X —_ m J— —_—
2 K7 0 P K1C2(5) n? P %

=
+02% m;n exp (—INCDm/) + ngﬁ%(s) b ( k )

> D

m GMn
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e Quatriéme étape : Majoration du troisiéme terme
Pour t € 7,,/, on s’intéresse a

1
I/T(L2’2) (t) = E ;8i1€i|>ﬂnt © G(Xz) —E [5i1|5i|>nnt © G(Xz)] :

Ce processus empirique n’est pas borné, donc on ne peut espérer lui appliquer 'inégalité de
Talagrand. En écrivant ce que signifie t € 7,7, comme explicité ci-dessus dans I’étude du premier

terme, on obtient :
ap (e20)] < 52 (7).

E

et
1 n
E[( (2.2) (.2 )] — Var (nzgﬂspﬁn%oa(xi)),
=1
1
= B (111, 5, (95 0 G(X1))?]
D’ou
Dm\/m 1
> E[(Vr(?’z)(@j)Q” < B (€311, 150, | D0 Dravn
j=1
1 _
< E(rb%ﬁan [|51’2+p1|€1\>nn] Dm\/m’7
< ¢ kP E [|e1**?] Dyyns,

On en déduit donc :

2 D /H_p
(2,2) 2 2+p mvm'vn
E th}rg (v22) ] < GE [len[FF] =

En sommant sur m’ et en appliquant la méme démarche que pour les deux premiers termes,
on obtient :

E < T37

sup (v (1))’

teT,

ol
Do kn? k.Y
To — H2 24p7 [ MLmbn n /
= 63 [l 2] | Z2mnl 5D Sy
m/EM,,

En résumé, nous avons obtenu :

> E [( sup vy (t)? —p(mam')> ] <3(T1 + T + T3)
+

meM,, tET/
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ou

= I {mexp< FDw) +

_ 49¢2 exXp —Z\/ﬁ
+E Z eXP(_kDm’)+KIC2O(5) (n2 ) Z Dy 0

m'eEMy, m'eEMy,

_ 4 2 7 49925(2) m . :\/ﬁ
Ty = {a exp( kDm)+K102(5) 2 KknDmexp | —k

s9g o0 (- f)

. ~

+0_25 m/ezj\/tn exp (—kDm’> + Kl 02 (6) m;/ln D )
9 2+ mDmK" /

Ts = o [lea|"] | ——— Z o

m EMn

e Cinquiéme étape : Conclusion de la majoration du processus empirique dans le
cas des modéles fondés sur la base trigonométrique

On choisit maintenant le modéle fondé sur la base de Fourier pour conclure la majoration.
On raisonne avec la base trigonométrique classique décrit au paragraphe 2.2.2, mais le méme
raisonnement est valide pour le modéle trigonométrique modifié (paragraphe 2.2.2). Dans ce
cadre, D,,, =2m+1, m < [n/2] — 1, donc 2m + 1 < n, et m < n. On exploite ceci pour majorer
les quantités 11,15, T5.

On commence par considérer séparément les termes présents dans 17, 15, T3, et faisant intervenir
m et n. Dans les calculs qui suivent, k pourra étre remplacé par k quand on majorera 75 au lieu
de Tl. B L

%exp(—lz:Dm) = exp(— E)— exp(—2km) < exp(knl)%’
la derniére majoration découlant de 1’étude de la fonction u + uexp(—2ku) dont le maximum
est atteint en 1/2k.

Ensuite,
n n
Puis,
exp(—k)
Z exp(—kD)) Z exp(—kD.)
e 1 — exp(—2k)
et
[n/2]—1
> D, < 2 ) m+CardM,),
m/eMy, m/=1
< [n2/2]([n/2] -1+ [n/2] -1,
< U1 <n?m,

4
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d’ou

-2
eXp / = e 1
< —
Z D], < (1/4)exp(—ky/n) < TR
m EMn
comme le montre I’étude de u — uexp(—lzf\/ﬁ), qui atteint son maximum en 4/ k2. Ceci nous
permet déja d’écrire, en notant que qbg = 2 ici,
o< 2L
n

ot C; est une constante dépendant de 0, || f||oo, E[f?(X1)], mais ni de n ni de m : précisément,

4 2 —k—1 1 -2 —k -2
o Hf||oo{e Tt 196e L eh 982 |

K, ok K2R 1_ e K1C2(5)k?

Il s’agit ensuite de montrer que T est en O(1/n).
On rappelle que K, < n. Ceci, ainsi que I'utilisation des majorations ci dessus, montrent que ’'on

a .
Kn, 1 kyn
3 OXp ( ) Z D < 17 exp ( f) )

m'eMy Fin
On impose que cette derniére quantité soit majorer par C'/n ot C est une constante. Choisissons
par exemple C' = 1/4 pour fixer les idées. On obtient donc

exp(—k\/ﬁ>§1 — nngg\/ﬁ.

n n?

permet d’écrire,

2 7 =
mDy, Kexp( kﬁ) = mDm§ r:L exp(—2In(n)),

Ainsi,
ou (5 est une constante dépendant de 9, qbg, o2, mais ni de n ni de m : précisément,

o A e, 49K? L et
= — ~—0 g = .
T KL 2k 2K,C2(5) 1—e2k  2K,C2(5)

Enfin, il s’agit de montrer que I'on a T35 = O(1/n), pour le choix de la puissance d’intégrabilité
dee; :p>4.0na

K B\ AN
mDmn§<§> n(ln(n))P:<§> n*=P/2(In(n))P,
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et d’aprés les calculs qui précédent

ﬁ Z D < E iDEEn?_ E plnlp/2(1n(n))p
n —\2 n 4  \2 4 '

m/'eEMy,

Ainsi, les deux termes intervenant dans la majoration de T3 sont du méme ordre de grandeur.
Comme p > 4,
p
1-=-< -1
2

Par suite,

T3S77
n

4 -P I~ -p
N k 5 12 k 5

ou 03 = <2> quO]E[gll]] = (2) §E[Elﬂ

Remarquons que c’est & ce niveau que le choix p = 4 entraine un perte d’un facteur In(n)* dans

la majoration : il reste alors

T, < Cs 1n4(n)7

n

ce qui suffit tout de méme pour avoir une majoration négligeable de I'espérance du processus
empirique (cf. les remarques suivant le théoréme).
De plus, notons aussi que si ’on suppose D,,, < y/n, 'ordre de grandeur des deux termes devient
nP/2 In(n), et 'hypothése d’intégrabilité moins lourde p > 2 entraine —p/2 < —1, et le méme
résultat sur T53.
Finalement, on obtient,

C

El S| sw @u@®)?—pomm | | <$,

m'eM,, teHsﬂLVnL/ n
t||=1

+

o1t € = 3(Ci + Cy + Cy), et plm, m') = (p1 + pa) (m, m') = 6(1+ 20) GR(E[f2(X1) + 02) Pt —

n

6(1+ 25)¢%E[Y12]%, ce qui conclut la preuve dans le cas des modéles trigonométriques.

e Sixiéme étape : Conclusion de la majoration du processus empirique dans le cas
des modéles fondés sur les polynémes par morceaux dyadiques ou les ondelettes

On rappelle que dans ce cadre, D,, = k2™ (ou k = (r + 1) pour les polynémes par morceaux,
k = 2 pour les ondelettes), et la condition D,,, < n entraine

< [ln(n) ~In(k)

In(2) } — Mmax-

On reprend la démarche adoptée au point précédent, c’est & dire que 'on majore les quantités
dépendants de n et m et intervenant dans 71,7 ou T3. On sera cependant moins précis sur les
constantes présentes dans les majorations, la définition méme de D,, = 2™ compliquant quelque
peu leurs expressions explicites (par rapport au Dy, = 2m + 1 précédent). Ainsi, dans les lignes
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qui suivent, ¢ désigne une constante qui peut changer d’une ligne a I'autre.
L’étude de la fonction u — wexp(—kk2") (atteignant un maximum en ug = — In(kkIn(2))/In(2))
nous permet d’affirmer :

mexp (—kDm) <ec.

Ensuite,
D nln(n) 1
MPm - “In@) _ c n(n) <e.
n2 — n2 n

Puis, exp(—kD,,) est le terme général d'une série convergente (somme sur m’ € M,, C N), et
enfin,

Mmax

> D=k Y 2™ =k(2mmt—2) <en,
m/EM, m/=1

par construction de myax.

Ainsi, aux constantes différentes prés, on est exactement dans le méme cas que dans le cas du mo-
déle fondé sur la base trigonométrique, et tout le raisonnememnt fait précédemment s’applique.
Finalement, on obtient aussi,

C
E| Y | sw ()’ —pmm)| | <=,
tes n

m'eMy, EHtﬁljfln’

+

ot C' est une constante dépendant de ¢, || f|loo, E[f3(X1)], 02, E[|e1]7], et 6.



Chapitre 4

Estimation dans le cas ou la lo1 du
design est inconnue

On suppose dans toute cette partie que c’est le vecteur Z5, qui constitue nos observations.
La loi du design est inconnue, donc la fonction de répartition G doit étre estimée. On suit le
méme schéma que pour I’étude précédente : définition de ’estimateur considéré, étude du risque
sur un modéle fixé, puis sélection du "bon" modéle & partir des observations.

4.1 Estimateur sur un modéle S,, fixé

On suppose ici donné S, = Vect{e1,...,pp,.} C L*([0;1]) ott Dy, > 1 et ot les p; sont
orthonormées. On spécifiera précisément ce modéle plus loin.

4.1.1 Construction de ’estimateur

Dans le cas ot GG était connue, on considérait le contraste
27 . Gy . 2 2%
VteL ([av b])a Tn (t> = HtHg - 5 E;szt © G(XZ)7
1=

puis un estimateur minimisant ce contraste, h§ = argmin,cg 75 (t). On obtenait alors I'écriture
explicite suivante :

Dy,
hG =Y aSp;, ot Vj€{l,...,Dp}, 4§ =
j=1

S|

S Yipi (G(X0)),

et le calcul de I'espérance des de nous avait incité a poser fﬁf’G = h,% o (. Supposant maintenant
que G est inconnue, on 'estime & ’aide de la répartition empirique calculée a partir de la moitié
des observations :

1 n
Gnl T — — E 1X’§x
n 3
=1

41
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On se sert de la technique de plug-in : on remplace G partout ot elle intervient par son estimateur.

On définit ainsi,
n

1

i €{l,....Dn}, a5 =~ ;wj@n(&)),
1=
puis
D,
717G ~G
hm = Z a5 i
j=1
et enfin I’estimateur que 'on va étudier est
FEC =G o G, (4.1)

Remarquons que ﬁg est aussi 'estimateur minimisant, sur I'espace S,,, le contraste ’yf , défini
pour t € L?([0;1]) par

D
N 2 m .
7 (t) = [t? = = Y Yit 0 Gn(Xi). (4.2)
=1

Notre objectif est ici de montrer que sous certaines contraintes sur la valeur de D,,, et sur
le choix du modéle S,,, la vitesse obtenue dans le cas ou G était connue est conservée pour

I’estimateur fnci’G.
4.1.2 Résultats préliminaires a I’étude du risque
On va ici introduire des notations et résultats que I'on utilisera plus loin, dans la majoration
du risque.
Rappels sur la fonction de répartition empirique

On note dans toute la suite, et pour tout i € {1,...,n}, Uy = G(X!), et U, la fonction

K2
de répartition empirique associée au n—échantillon (U;)1<i<n. On rappelle le résultat suivant

concernant la loi des Uj :
Lemme 4.1 Quel que soit i € {1,...,n}, U; suit la loi uniforme sur [0;1].

Preuve
11 suffit de remarquer que U; a bien la fonction de répartition d'une telle loi : pour u € [0;1],

P(U; < u) = P(G(X]) < u) = P(X] < G (u) = G(G™(u) = u.

Lemme 4.2 Quel que soit u € R, on a Uégalité G, (G~ (u)) = Uy (u).

~—

Preuve
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On utilisera I'inégalité suivante, qui est une version "uniforme" de I'inégalité de Hoeffding,
c’est & dire qui permet de controler uniformément les déviations de la répartition empirique
autour de son espérance.

Proposition 4.1 (Inégalité de Dvoretzky-Kiefer- Wolfowitz) 1l existe une constante C' > 0, telle
que, pour tout entier n > 1 et pour tout A > 0,

IP(sup U —u‘ >)\> <Cexp( 2n/\2)
u€ER

Références pour la preuve

Cette proposition est une partie du lemme 2 de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz [11]. La démons-
tration qu’en font les auteurs repose principalement sur ’expression explicite de la probabilité
majorée, expression pour laquelle une référence semble étre un article de Smirnoff.

O
C’est précisément une version intégrée de cette inégalité qui va nous servir. On note désormais

”Un —id||o & la place de sup,cp ‘Un(u) - u‘

Corollaire 4.1 Pour tout p € N\{0}, il existe une constante C, telle que

)< S,

E[ U, -

Preuve

E [Hﬁn - z'de } = p/ PP (Sup ﬁn(u) - u‘ > :c) dx,
© 0 u€eR

o0
< cp/ 2P~ exp(—2nax?)dz par la proposition,
0

cp o0 P ,
- W u2 " exp(—u)du en posant u = 2nz~,
n 0

cpl'(p/2) _ Cp
2(2n)p/2  np/2

Calculs préliminaires d’espérances

On rappelle les notations, pour j € {1,..., Dy},
! 1« !
= (h, ;) = / foG M upj(u)du, af == YipjoG(X,), af == Yip;oGn(X;).
0 n “ n
Nous avons montré au chapitre précédent que E[de] = a;, et nous utiliserons le calcul suivant :

Lemme 4.3 Quel que soit j € {1,...,Dp}, E { JG\ (XDieq1,...n / foG Y (w)p;oU, (u)du.
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Preuve
Par linéarité de 'espérance conditionnelle, et en notant que les variables Y;p; o G’n(XZ) sont
identiquement distribuées pour ¢ = 1,...,n, conditionnellement & (X ; )l’

E[af | (X]n] = E[YigsoGalX)| (X7)],
= E[f(X1)g; 0 Ga(X1) | (X]1] +E [1; 0 Gu(X0) | (X])1]

= E[£(X1)p; 0 Cul(X0) | (X1 1= E [x(X0. (X])0) | (X))

ot l'on a aussi utilisé que 1 et @; o Gp,(X1) sont indépendants conditionnellement & (X /)i, puis
que espérance conditionnelle de €1 est nulle, car égale & son espérance (par indépendance avec
(X])). De plus, X est indépendant de (X]);, ce qui permet d’intégrer par rapport a sa loi pour
calculer la derniére espérance :

A b 1 .
B [af | (heqm] = [ X (XDslade = [ 067 )y 0 Gu(G ) w)du

en posant u = G(x). On conclut en utilisant le lemme 4.2 ci-dessus.

Choix du modéle et de la régularité de la fonction h

Nous allons évaluer le risque de ’estimateur ng dans le cas ou le modéle S, est le modéle
trigonométrique :
Sm = Vect {¢1, 025, 2541 5 =1,...,m},

ou, pour z € [0;1],

901(*75) =1,

p2j(w) = V2 cos(2mjz),

p2;+1(2) = V2sin(2mjz).
On note toujours D,,, = 2m + 1 la dimension de S,,. On rappelle qu'un tel modéle vérifie
I'hypothése de connexion de normes avec ¢y = /2 (majorant uniforme de chaque fonction ©;i).
De plus, les fonctions de la base étant de classe C*°, on pourra appliquer la formule de Taylor-
Lagrange aux ordres qui nous seront nécessaires. On utilisera aussi des majorations uniformes
des dérivées successives :

Vr e N\{0}, Vi € {L,....n}, 9§ oo < V2(25)" = 1108 locd™ < 65 oo Dh-
On remarque aussi que 'on a les égalités suivantes, pour j > 1 :

Phi = —2mjpaji1, P = —(2m5) @25, Phji1 = 2mjpajt1, Py = —(2m5) a4

On rappelle que dans ce cadre, on va faire 'hypothése que la fonction h est dans un espace
de Sobolev périodisé défini par

WPer (8, L) = {h e WE(L), ¥j=0,1,...,8 -1, h9)(0) = h(j)(l)} .
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ou l'on rappelle,

1 2
Wzﬁ(L) = {h :[0;1] = R, A"V est absolument continue et / (h(ﬁ) (:1:)) dx < L2} ,
0

le choix de tels espaces se justifiant par les propositions 2.1 et 2.3, dont on va se servir.

Enfin, nous utiliserons aussi que pour une projection Ily sur un sous-espace de dimension
finie V' de L2([0;1]) (notation conservée dans la suite), et pour toute fonction ¥,

[T x| < {1l

4.1.3 Etude du risque
Enoncé des résultats

Pour évaluer le risque quadratique intégré de I’ estlmateur fm , nous allons utiliser les résul-
tats du chapitre précédent concernant le risque de fm , ainsi que l intermédiaire suivant :

D
Jacicpe. hg’LoG:ZaJGgpjoG.
j=1

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 4.2 Supposons que l’on travaille avec Sy, le modéle trigonométrique classique, et
que h = foG~" est de classe C* et dans WP (1, L) pour un certain L > 0. Alors, si D, < nl/4,
il existe une constante C > 0 (dépendant de L, || f|lc, |2, P, ¢o, Hcp(;)Hoo, pour r = 1,2 des
constantes Cp, p = 2,3,4,6 de linégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz et de E[Y}?]) telles que

e 2 D In(n
(746 - o] <o - 102 + v2amn 2 4 02,
On en déduit un choix optimal pour D,,, dans le cas ou la régularité (au sens des espaces de
Sobolev) de la fonction h est connue. C’est I'objet des deux corollaires qui suivent.

Corollaire 4.2 Supposons que l’on travaille avec Sy, le modéle trigonométrique classique, et que
h = foG™! est de classe C* et dans WP (a, L) pour un certain L > 0, un certain o > 1 et
D,, < n**. Alors on a la majoration suivante :

In(n)

T PO

Preuve du corollaire 4.2
Ce résultat est une conséquence directe des propositions 4.2, et 2.2 (pour majorer le biais sur les
classes de Sobolev périodisées). L’hypothése a > 1 assure que h € WP (1, L).
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Corollaire 4.3 Supposons que h = f o G~! est dans WP (a, L) pour un certain L > 0, un
certain o > 3/2. Supposons aussi que h est de classe Ct. Alors, le choiz du modéle trigonométrique
classique Sy,, avec Dy, d’ordre n'/2et) assure la majoration suivante du risque :

AR A 2 2c
E [Hf%G ~ | } < on T,
g
ot C est une constante.

Preuve du corollaire 4.3
On reproduit exactement la preuve de la proposition 3.4.

d

Remarque : le choix o > 3/2 assure que si D,,, est de 'ordre nt/2at1) “alors D, < n'/4,
ce qui était exigé pour avoir la majoration du risque.

Introduction a la preuve de la proposition 4.2
On décompose la perte de notre estimateur de la fagon suivante :

(T I T PR VAR s
7 = 30 ~B £ - B x|

| = e — B 750 — i3] |

+
+

+ R0 - lean]|| + B[40 - Al

On utilise ensuite la convexité de la fonction x — 22, pour obtenir,
PN 2 4
rG,G
e - o o3
=0

ol
Ty = \If = £S5+ 15— £5C112,
T = 736~ 13 B |73 - 1391 ]
)i

Ty = |6 - 8¢~ (19 - 19¢ |(xpy)

2

)
3

)
g

7y = |[B [£5C - 7% |

1y = [ 770 - 20 ]|

Le terme T" est le majorant du risque dans le cas ou G était supposée connue. Par conséquent,
on I'a déja traité. Il s’agit donc de majorer d’'une part E[T"], [ = 1,2, et E[T"], | = 3,4 d’autre
part.

La stratégie est la suivante : on se raménera toujours & utiliser I'inégalité de Dvoretzky-Kiefer-
Wolfowitz (D.K.W.), le plus souvent sous forme intégrée, ainsi que la connexion de normes quand
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on le pourra, et des majorants des dérivées de ¢;, quand cela ne suffira pas. Concernant les deux
premiers termes, il va s’agir de faire apparaitre des variances de moyennes empiriques, qui seront
majorées par 1/n multiplié par des espérances de carrés. On utilisera alors, pour conclure les
majorations, les propriétés des fonctions ¢; et de leurs dérivées (d’ordre 1). Quant aux deux
autres termes, qui sont des normes d’espérances, nous utiliserons des développements de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1 ou 2, selon les cas, et nous aurons a traiter a chaque fois plusieurs termes.

Majoration de E(T}"), [ =1,2

Nous allons détailler le calcul pour la premiére espérance, celle de 77", avant de traiter la
seconde.
Tout d’abord, la définition des estimateurs intervenants dans la définition de 77" permet d’écrire

2
Z( af —E |af —af |(X{n)) @i G
=t 9
En utilisant ensuite le lien entre |||y et ||.|| (cf. lemme 2.1), ainsi que I"orthonormalité des ¢,
on en déduit :
Dp, ) ) )
=Y (ajG —a¥ —E [aJG—ajG \(X,’)lD ,
j=1

et donc, en écrivant que ’espérance est égale & I'espérance de I'espérance conditionnelle,

E(T") =E |} Var (ajG —af \(X;)l) ,
j=1

ot I'on rappelle que

Var (& al (X)), ) —E [(af—af—E [af—af{(xl’)l])z \(X,’)l} .

On calcule et majore chacune des variances de la somme. Pour j € {1,..., D},
. A 1 .
Var (af —af |(X{)n) = ~E [Var{¥i (; 0 G(X1) = ¢ 0 Gul(X0)) (XD }]
Ne é

ot on a utilisé que a3’ — a5 s’écrit comme une moyenne des Yi(pjoG(X;)—p; oén(Xi)) qui sont
ii.d. conditionnellement a (X]);. On majore ensuite la variance conditionnelle par I’espérance
conditionnelle du carré pour obtenir,

A 1 B 2
Var (af —af |(X[)) < -E [Yf (950 G(X1) = 05 0 Gul(X1)) !(Xl’)l},
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et par suite, en prenant ’espérance, on se débarrasse du conditionnement,
. e 1 . 2
E [Var (ajG —af |(X;)l)] < -E {f(le (w 0 G(X1) — @ 0 Gn(Xl)) ]
n
1 R 2
+-E [6% (%‘ 0 G(X1) —gjo0 Gn(X1)> ] :
n
1 . 2
= _E [f(X1)2 (%’ o G(X1) —gjo Gn(X1)> ]
o? . 2
+ 28 (0600 - 9y 0 Gux)|.

en utilisant les propriétés de £ : successivement son indépendance avec toute fonction de X et
(X)), le fait qu’il est centré, et le fait que sa variance est notée o?. Par suite,

1 Dm . 2 o2 Dm . 2
E[I] = ~E|f(0)2Y (950 (G- G)(X0) [+ ZE |3 (00 (G- Ga)(X) |
j=1 Jj=1

On utilise 'inégalité des accroissements finis pour écrire,

2
)
e

(70 G0X1) — 050 Gn(x1))” < g5 [G0x0) — Gn(x0)|” < IgllZ |6~ G

2
)
o

ce qui entraine

I ICITEE S RE) pl P S

2
)
o9

S|

D
1 = -
= LE[R) D I E i,
j=1

Cy 2
< B ZY I,
j=1

en utilisant les propriétés de la répartition empirique, et 'inégalité de D.K.W, version intégrée.
Il reste & majorer la somme par Dy, X (D ]| |ls0)? (cf. le paragraphe précédent), pour conclure
a la nouvelle majoration,

D3 1
E[T{"] < Col¢h||2E [Y7] TTZL < Collh||2E [Y] -

avec la contrainte D,, < n'/3, ce qui est la majoration cherchée.

Passons maintenant au second terme. On ne peut pas directement se débarrasser de la norme
et I'écrire comme une somme de variances comme pour le premier terme, mais en utilisant le
théoréme de Fubini-Tonelli, pour permuter l'espérance et U'intégrale (de définition de la norme),
NnouS avons

E[13"] = / B [Var (7$(a) - 59() |(X0)] ala)de.
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En écrivant ensuite
Var (f59 (@) = f5C (@) [(XDn) = Var{ Zyz%oe ) (#3(6@) = ¢5(Gala)) |<Xz>l},

on se raméne au méme type de calcul que précédemment : on utilise 'indépendance, on majore
la variance par l'espérance du carré, et ’on obtient,

Var (f56() - f5(@) | (X))

2
Dm

g |y7 {Zsoj(@n(Xl))(sDj(G(w))wj(én(x)))} (XD
j=1

< ZE :
- 2
= B () +2) Z% (03(G@)) = o3 (Cule)) § (X0 -
! - 2
< Lsz+onE [{ij(@n(Xl))(st(G(ﬂf)) so]-<é:n<x>>>} »(Xl’)z] ,
j=1

en écrivant Y72 = (f(X1) + 81)2, et en remarquant que l’espérance du terme ou intervient le
double produit 2f(X1)e; est nulle, puisque €1 est centré et indépendant des autres quantités en
présence, conditionnellement a (X]);. La derniére inégalité est obtenue en majorant f2(X;) par
la norme infinie de f, en utilisant E[e?] = o2. En faisant apparaitre p; o G(X1) a la place de
@; 0 Gnp(X1), on a donc la majoration en deux termes

Var (f56(2) = F5C@) (X ) < 2 (161 + %) (T35 (2) + T (@)
ou l'on a noté

D,
I3 (@) = 1B {3 650 G (6i(C ) — 0 Cae)) ¢ [(XD |
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Pour majorer le premier terme, on développe le carré de la somme pour obtenir :

Dy,
Ty (z) = % > (i(G(@)) = 9(CGn(2)))(0r(G(x)) = or(Gn(@))E [0j 0 G(X1)pr 0 G(X1) [(X])i]
jk=1

o

Dp,
= % > (9i(G(x)) = 0j(Gal@))(2r(G(2)) —

jk=1

n(2)))E [pj 0 G(X1)pr 0 G(X1)],

Dy,
= % > (0i(G(@)) = 95(Cn(2))) (0r(G(x)) = 0r(Gn(@))) (05, 2k,
Jk=1

1 -
= D (9i(G@) — ¢;(Gn(x))?,
j=1

IN

1 2
- g ||SD;||§<> HGn - GHOO , par inégalité des accroissements finis,
j=1

1 . 2
< liehlZ Dk |G- 6|
n [e'e)
en utilisant les propriétés des fonctions ;. L'inégalité de D.K.W. nous permet d’en déduire
/12 D ;
m
E (137 (z)] < CQH()DZHOOF'
Pour le second terme, on applique directement 'inégalité des accroissements finis :

2

1 - A DS
E[T5()] < B |4 S Il — Gall? b | < Cullghfil. 2.
j=1
Par suite,
/112 2 2 D3 /112 D6
BTy < bl (1B + o) (oo + il 22 ).
1
<

2lla 1% (1f11% + o) (C2 + Callgallce) -

des que D,, < nl/3, ce qui est le cas.

Majoration de 73"

La majoration de ce terme, ainsi que celle du suivant, va faire appel & des techniques différentes
(et plus fines en un certain sens) de celles utilisées au paragraphe précédent.
Commengons par le troisiéme terme :

o = |[e[f5¢ - 7% o]

9

D
m N 2
= ZE [de - &JG ‘(le)l} , en utilisant 'orthonormalité des ¢, (4.3)
7=1
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et donc,

E[T"] = %E [(E [ag’ —a¢ \(X;)ZDQ] , (4.4)

=1

<

E %;{/OlfoGl(U) (s(u) 50 Uala)) du}2 ,

en utilisant les calculs préliminaires d’espérance ci-dessus.
On effectue alors un développement de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 pour chaque fonction ¢;
(7 €{1,...,Dp}). Il existe un réel aléatoire et dépendant de j, &; p .y, tel que

(1) = (Un(w)
A U — u 2 " — A U 3
= ¢i(u)(u—Uy(u)) — 90;/(“)((/;()) + ¢§3) (dj,n,u)%-5)

On en déduit, en utilisant 1'inégalité (a + b+ ¢)? < 3a® + 3b% + 3¢? valable pour a,b, ¢ € R, que
I’on a une majoration en trois termes :

E[T5"] < 3T37 + 31357 + 373’5,

ol 'on a noté

Dp, 1 . , 2
3 =E 2 {-/0 h(u) (Un(u) - u) wj(u)du} ,
D, 1 A 2
T3 = (1/4)E Z {1 (00 =) o |
Dy, 1 . 2
Ty = (1/6)E ; { /0 h(u) (Un(u) - u>3 gp§3)<aj,n,u)du}

Pour majorer le premier terme, 1’idée est la suivante : majorer directement les quantités en pré-
sence par leur norme infinie serait trop brutal pour obtenir la majoration visée avec la contrainte
annoncée. En effet, la présence de la dérivée de ¢; donne un ordre de grandeur D,,, qui élevé au
carré et multiplié par le nombre D,, de terme dans la somme ne sera pas compensé par le 1/n
qui provient de la majoration de espérance de ||, — id||%,. Ainsi, on aimerait se débarrasser
de la dérivée de ¢;, et pour cela, faire une intégration par parties. Cependant, U, nest pas une
fonction réguliére, donc on écrit d’abord,

1
w=Un(u) = —= % Tuiu+E[luisa]
=1
ce qui entraine :

D, n 2 1
1
T:le =E Z ( ZAi’j - E[Am’]) y ou Ai,j = /U h(u)gog(u)du

J:]_ =1 7
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On inteégre alors par parties pour calculer A;; (on prend une primitive de cp;, et on dérive h =
foG™! que I'on a supposé C!), et I'on obtient, quel que soit j € {1,..., Dy}, et i € {1,...,n},

A j — ElAij] = —h(Ui)p;(Ui) + E[h(Us)p;(Us)] — /O (1v,<u — E[1y,<u]) B (u)g;(u)du.

Par suite, en sommant sur ¢, élevant au carré, et sommant sur j, on dispose & nouveau une
majoration en deux termes,

m m m

31 < 2035 1 + 2137 5,

avec les notations

Dm n 2
=Y E {i > (Ui (U) ~ [h(UM(Um} ,

j=1 i=1

Dm T 1 R 2
T3 = ;E _{/0 h'(u) (Un(u) - u) cpj(u)du}

Le terme 73" | est une somme sur j de variances de moyennes empiriques, que 1'on calcule et
majore comme pour 17" et 15" :

IN

m
LS

—ZE[ (U1)es( Uﬁ)}g% > /Oh(u>2du,

1
= [ a2 = GBI < G,

en utilisant la connexion de normes, et la définition de h.

Quant au terme T3 5, on remarque qu’il s’agit de 'espérance de la norme d’une projection sur
Sm, et on le majore en utilisant que la norme du projeté est inférieure ou égale a la norme de la
fonction que 'on projette :

Dm N 2 “ 2
o = B|Y (000 - id.ep)’ | =E |[0s. oy @, - )],

j=1

|

en utilisant I'inégalité de D.K.W. pour conclure. Par suite,

IN

N 2 N
W(O, — id) } < IWIPE [0, - id%) < Collt'|*/n,

" 1 D,
133 < 2 (CallP -+ GBIV )

Concernant 73", cette méthode d’intégration par parties ne s’applique pas, car la quantité

Uy (u) — u apparait élevée au carré. On emploie donc une méthode différente : on commence
par écrire le carré de l'intégrale intervenant dans la définition de ce terme comme une intégrale
double en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli.

T, = (1/4)% /[Wh(u)h(v)ﬂz[(Un(u)—u)2<ﬁn(v)—u)1 ! ()" (v) dudv.
j=1710;
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On calcule ensuite,
E [(Un(u) - u>2 (Un(v) — 0)2}

— % Z E [(lyigu —u) (1y,<u — 1) (1U{§v - ”) <1U;Q§v - U)] '

ik k'e{l,...n}

_ L [nE (13, <0 — w)? (L,<0 — 0)°] + 0~ DE [(1p, <0 — w?] E [(1p,20 — 0)’]

nt
+n(n—1) (B [(Loy <u = v) (Loy <o = )}

ce qui est obtenu en distinguant les cas suivants pour calculer la somme :

el e {i,i',k,K'} tel quel ¢ {i,7',k,k'}\{l} — terme nul,
ei=k=1=F,
ei=Fketi =k eti#7,
ei=ietk="Fketi#k.
On calcule ou majore chacun des termes apparus. Tout d’abord,

E [(1U1§u —w)? (1y, <o — U)Q] < 922492 = 16,

puis
E [(1U1§u — u)Q] = Var (1, <y) = u(l — u),
et enfin,
E[(1y,<u — u) (Lp,<o — v)] = Cov (1, <u, L, <o) = u A v — uv.
Par suite,

E [(Un(u) — u>2 (An(v) - 1))2:| < 10 + L_lu(l —u)v(l —v) + nr;)’l (uAv—uv)?,

n3 n3

et donc,
T3 < (1/4) (T3, + T3 + T35 3)

ot 'on a noté

T =3 h(u)h(v)@] (u)¢] (u)dudv,
n j=1 [0;1]2
12
T3y o = 3 Z /[0 . h(u)h(v)u(l — u)v(l — v)go}’(u)gog(u)dudv,
— Jho;
1 JDm
T35 = 2 Z /[0 . h(u)h(v)e] (u)@f (u) (u A v — uv)? dudv.
=1 710;

On majore brutalement le premier terme :

D 2
m E = 12 2 2D7?n
5 = 13- ( [ rh<u>|du> < 16|, 22
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Quant au second terme, on utilise le théoréme de Fubini pour se ramener au calcul du carré de
I'intégrale suivante, que l'on intégre par parties :

— WM Wdu = -— UU—UQ//»uu
[ ot =t = = [ (a1 gy

o ([ e -wnass | —ojan).

IN

)

Par suite,

IN

| T3 5|

2
nQZH%H (/ 7 >|du+3/[0,1]|h<u>|du) :

3
< llebll, @12 + 6lpl) 2

Majorons enfin le dernier terme. Le théoréme de Fubini, ainsi que la distinction des cas u < v et
u > v permettent d’écrire,

D

m 2

ha=5) / h(u)@] (u) / @1 (0)h(v) (v — w)2dvdu.
j=1 u€[01] veE[O;u)

Une nouvelle intégration par parties entraine, quel que soit u € [0; 1],
/
/ , }(p}’(v)h(v)vzdv = u2h(u)<p;-(u) /[0 | (h(v)vQ) @ (v)dv.
ve|Ou u

Donc, en intégrant en u, on a a nouveau deux termes :

T35 < 2 Z Ll + |l

Ij,l— - 2(1 ) 903( )(P]( )d
—u)? vv2/"vvu'
/ue[ou /’UGO'u] (w)(1 = u)* (h(v)v?) ¢ (v)dvd

On ré-écrit le premier terme, pour 'intégrer par parties :
L= (/2 [ B - w? () (wdn
[0;1]
/
= ) [ e )

On en déduit, aprés quelques calculs,

Ll < 15112 1Bl 2N+ 3lIAl) -
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Pour le second terme, on applique & nouveau le théoréme de Fubini, avant d’intégrer par parties :

2 = — v)0?) (v W1 = w2 (w)du
e = = [ @B [ H@0 e e
- -v v v)o?) (v w) (1 —u)?) & (u)dudv
= [ ) amrgrans [ ) o) [ 00— 0 e

u€lv;1]

ce qui entraine, aprés quelques calculs,

Ll < 5112 (U912 + 4[] + 4l [121]) -

Ainsi,
2 o 2 2 2 /
T35 5] < EZH%HOO(\WH + 7|[R[1* + 6[|R'[[[]]) ,
c’est a dire
m /12 2 2 / Dgn
T 5] < 2||¢b|2, (IR]17 + 7[Rl +6Hh||||h||)7-
Donc,
) . D
T35 < CUIAIL IR @alloos || #5]]) +5 )

ot C' est une constante fonction de [|A||, |||, ¢4l €t [|¢h ||C>O

Enfin,
D’I’L R 3 3 2
ng = (1/6)E Z{/ (U (u)—u) (pg)(dj,n,u)du} ,
7j=1
D, )
SEO) i A
j=1
Co || (3] 2D}
< e e
En résumé,

Biry] < o (CallP ) + oRER O )

D;, . Dy,
+3OI I e ) (25 + 22 ) (4.6
Co || (3)]]2 DI,
e s

D,
< GBIV 2 + (6CalP+ 3CUBIL I bl ) + 5 7

E
T
~_
S

si D,, < nl/4.
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Majoration de T"

Ty

On commence & décomposer le dernier terme de la fagon suivante :

<

e g0 - 599 i

2||E

n”j

)

2
Dm A
> a§(pj0G =0 Gu) (XD ||
j=1
g
Dy, R m
> (@S —aj) (050G — @0 Gu) (XD [ || +2|E D aj(e;0G—pjo0Gn)|(X])]
=1 j

2T + 2077,

On utilise des techniques différentes pour majorer chacun de ces deux nouveaux termes : pour
le premier, on va essentiellement utiliser un développement de Taylor-Lagrange, et 1'inégalité de
D.K.W., pas seulement dans sa version intégrée. Quant au deuxiéme, aprés un développement de
Taylor, il faudra faire appel aux propriétés de 'espace WP (1, L) auquel la fonction h appartient
par hypothése.
Commengons par majorer Ty :

IN

/

[a;b]

/
[a;0]

D

—1

|
B

S

2

Dp,

=1
Do,

Jj=1

E [(af —a])

Z\/ar(

2

> (a6 —a5) (050 G@) — 950 Gul@)) | |(XD | glw)d,

DTYL

S (a8 —as) Y (50 G@) — 050 Gula)) (X0t | gl

=1

l]if/[ﬂl]< (u) — ;o Un(u ))QdU,

7=1

o) + 35 (26100 ) [ [ (o

]:

.

[y

+T3 Z/ @;(u j Un(u))Qdu

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le changement de variable v = G(z), en faisant appa-
raitre la variance des estimés des coefficients, et en reconnaissant ’expression de 73" obtenu en

(4.3).

On calcule et majore la variance apparaissant ci-dessus, pour chaque j € {1,..., D

m}, selon une

g
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méthode déja utilisée
R 1 & R
~G / /
Var (a¢|(x])) Var{n D Vi © Gul X0 m}
1 ~
= ~Var{Yig; 0 Gu(X)I(X])

< 2B |vE (0 Gulxn) X0

2

= 1000 (0 606 1080 + [ (i3 G) 060

= 2 [500)? (50 Gu000) 100 + ZE [ (6 0 Gutxn) ]

1

<
n

) ~ 2
(151 +0%) | (30 6ui0x0)) 100
DOHC la COnneXiOn de normes entraine

DT’L
Dy,

> Var (1000 ) < 68 (11 + %) =
]:
et par suite,
m 2 2 2 Dm m i 2 2
7y <2 {1 +0) 227 )3 [ (54000 = 0500
j=1"1%

Puis on effectue le développement de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 analogue a celui utilisé pour
le terme T4", et on utilise toujours I'inégalité (a + b)? < 2a? + 2b? (pour a,b € R) pour obtenir :

D

~ . 2
Z /[0 n (st(u) — ;o Un(u)> du < 2T7" | + 2T} 5,
j=171

ou,

2 O
T4,1,2:Z . %‘(%‘,n,u)# du,
j=1

ce qui donne deux termes & étudier séparément.

Pour le terme T} ; ci-dessus, on introduit dans I'intégrale la somme des indicatrices des
évenements {|U, (u) — u| < an}, et {|Un(u) — u| > an}, ot a, = 1/2In(n)/n, ce qui donne
a nouveau deux termes intermédiaires. Dans le premier, on majore (u — Uy, (u))? par o2, et
I'indicatrice du premier événement par 1, alors que dans le deuxiéme on majore cette quantité
par 4 et on conserve l'indicatrice. Il vient alors,

o 2
> 1115 (02 + 1o —iaf) ) -
=1

b2 D3 (02 + 1, —iaf_sa)

IN

m
Ty

IN
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D’autre part,

O i< (/) |l [0

Dy,
T2 < /94l
j=1

Ceci entraine donc,

—de D5

D
o< G0+ o) 2t vy

—id

A

~ 4
0, — z’dHoo +4 b2 1\0n—z‘dllwza"D§”> o

{2 D (024 15, _sa) + /2 I 0

2D0z
n

= 46 (If1% +o?) || @b
+ (11 +0%) 6 (2, 22

+2 H<p’2H D3 2T

4
- idH ",
o

4| ehl2 Di L, ia_san T+ 68112 D [0

On prend 'espérance et on applique déja aux termes de la ligne (4.7) les inégalités de D.K.W,
version intégrée ou non :

zDa

DS,
BT < 07 +o?) (41l 22 4 (12 a2 + a2, Dy expl-2na) ) )
+2||ih 1%, Do2E T3] (4.8)

4
A, DS (1, s 5] + 2, D5 [0~ ] 7).

On doit maintenant faire intervenir des majorations de T5". Concernant la ligne (4.8), on utilise
la majoration de l'espérance de ce terme (4.6) obtenue au paragraphe précédent. On a donc

%t (bl €5 + 4l Dy exo—2002) ) )

+2Hso'2HioD$;aix6(c2||h'1121+<z>o v; ]Dm)

B[] < 6 (171 + o) (4l 22

3 21)7
+OAL I el ) (22 + 22) + B o2 e 2

n — id

sl DA [ty i s, ] + I8 DR [0 =i 7). a9

Pour les deux termes de la ligne (4.9), on se contente d’une majoration moins fine détaillée
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ci-dessous :

(Blaicn] -«)" = (/[ hw) (15 0) — 5 0 D) du)z,

! . 2
< /0 (h(u))2 (@j(u) — ;o Un(u)> du,
2 (1o 2 2
< g% / W2 (u) x 2{0u) — [
en utilisant I'inégalité des accroissements finis,
< ENIe50% (4.10)

Ce qui donne en sommant sur j variant de 1 & Dy,
Dm R ) )
15 =Y (B [af1(X)] —a;)” < B b2 |

=1

2

3

- D3
o0

On utilise donc successivement ceci ainsi que les inégalités de Cauchy-Schwarz et de D.K.W.
pour en déduire :

m 2 112 3 . o )12
Lonmid]_sa 5| < EI?)[l@b]|% DAE [IHUn—idHOOEan jid ~ U, Ja
) ) 1/2 a1\ 2
< E[Y? s> D8, (]P’( n—idH Zan)) (E [Hz’d—Un D ,
2 112 Dg@ 2\\1/2
< E[Yl]H%HOO\/C:T (exp (—2nag)) "
De méme
- N | 2 3 a1l 12 ~ D
E||0n—id| 7| < EN?|eblf DLE| [0 —de < E[Y?][|oh 3, Co 2
Ainsi,

E[r] < & (If1% +0%) (4“@2\\ (Hso 2. 2 4 4 4 2 D2 exp(—2na >))

12 gh2, Do x 6 <C2Hh'Hz L gampy O )

2 D7
+C(AL 1 el o) (22 + 22) + 2 o0 g 2

DS D8
I BRI VOT 2R (exp (~2002)) 2+ 2 BV b2, o 2,
C’est a dire si 'on résume, en notant ¢, une constante indépendante de n et m,

D DS D3 D> D3 DI D8
E[Tfy] < c<nm1n()++m1()+++ +—3

6
+D§n exp (—2nai) + % (exp ( 2no )) /2>
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Sachant a, = v/2In(n)/n, on a exp (—2na?) =n"*, on a bien
1
B[] < o2
' n

sous la condition D,, < nl/4.

Continuons avec la majoration de 7T7%. On commence par écrire :
K

2
D
Ty = (B> ailej0G —@0G) (XD ||
J=1 g
2
D
= D ailpioG—pj0Gn)| ,
=1 .
et donc
— Dy, ) 2
E[T7h] < E|Y aj(ej0G—gjoGn |, (4.11)
j=1
- g
- 1
- B[ ga /0 (3(4) — 5 0 U () (0(10) — 01, © U(u))
i k=1

On effectue ensuite le développement de Taylor & 'ordre 2 pour chacun des deux facteurs dont
le produit est I'intégrande ci-dessus. Ceci fournit la décomposition :

E[T}5] < Tisy +Tiso + Tibs,
avec

D 1
T, =E | Y aja /0 (u — O ()0} () gl ()l |

J,k=1
Dm 1 A
Tho = (LA | 3 ajon | (u= () (05 ildnna)du
j k=1 0
Dy, 1 .
15 =B | Y ajan [ (u= 0n(@)*6 (@l
k=1 0

et 'on majore a nouveau chacun des trois termes, en rappelant que a; = (h, ;). Ainsi, le premier
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terme s’écrit aussi

rorl

~ 2
7, = E /0 (u— U(u))? { (T, ()’ ()} du] ,
- 1
- E / (u— Un(w))? {0, (W) (u) }? du] :
LJO

- ~ )12 2
< E||id-0, ]Hﬂsm(h’)ﬂ :
_ Gl

n

ot 'on a utilisé le fait que la dérivée de la projection de h coincide avec la projection de h’, puis
I'inégalité de D.K.W.. D’autre part, le second terme est

2

1
Ty, = (1/4)E / (u— ij (Gm) | du
0

Cette fois, il n’apparait pas une dérivée de projection : en effet, le point d’évaluation des fonctions
gog-’ dépend lui méme de j. On va exploiter le fait que h € WP'(1, L) : on introduit les réels y;,
définis pour j € {1,...,D,,} par

~_J 5 sijestpair,
Hi= j—1 sinon.

Ceci permet d’écrire,

D 2 D 2
S el | = b (a2 |
j=1 =1
Dy,
< H‘Plz/Hgo ZaQ 2 ZMJZ’ par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
j=1
o L? 3
< ésl5 =5 x Dy,

ot 'on utilise la proposition 2.1 (la suite (a;); est dans I'ellipsoide ©(3, L2 /%)) et la majoration
de pj; par Dp,.
Appliquant aussi 'inégalité de D.K.W intégrée avec p = 4, on en déduit,
L2 L2
Tihs < 1/t 2 315 55 % D < llobllce ;5

des que D,, < n'/3, ce qui est le cas par hypotheése. Enfin, pour le dernier terme :

1 D, D,
Tip3=E /0 (w=Un(@)® | D ajf (@) (Z awk(u)) du|,
j=1 k=1
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le calcul que 'on vient d’effectuer prouve que

L
Zaa% Qjna)| < 6 Hoo*Df;{Q,

et la méme technique de calcul entraine, pour u € [0; 1],

Do,
> apph(u)
k=1

Ainsi, toujours par l'inégalité de D.K.W. (avec p = 3),

L
< HSO/ZHOOED}?{Z'

L? D2, L2 1
Ti% 3 < [|h ool 0o oA ey 52 = < llgallocllalloo 50

des que D,, < n'/%. On conclut donc

)

S

L2
E[173] < (czr|h'||2+||so 1225 + bl o 203)
sous la condition D,, < n'/4.

Pour conclure la preuve de la proposition 4.2, on somme les majorations obtenues pour cha-
cun des quatres termes étudiés, E[T7"], | = 1,...,4, et on utilise la majoration du terme de
variance & G connue pour 1"

4.2 Adaptativité, sélection de modéles

Dans cette partie, on considére (S, )mem, la collection de sous-espaces définis a partir du
modeéle trigonométrique classique, avec m < [n/2] — 1, sans supposer un certain indice m fixé a
priori. On met en place la procédure de sélection d’un modéle S, sur la base des observations
Zb,,, selon (1.3).

4.2.1 Enoncé du résultat

On considére toujours le contraste ’yné dont la définition est donnée par (4.2), ainsi que la
suite d’estimateurs définis par

D
VYm € My, il% = CAL]-GQOJ‘,

3

.
I
-
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Théoréme 4.1 Supposons que l'on travaille avec (Spm)mem, la suite des modéles trigonomé-
triques classiques, avec D, < n'/* quel que soit m € M,,, et que h = foG™! est de classe C!
et dans WP (1, L) pour un certain L > 0. Supposons aussi l'existence d’un réel p > 2 tel que
E[le1[P] < oo.
Soient 0 > 2 et 6 > 0 deux parameétres fixés. On définit lapplication pen’y 5 :

D,

me M,  penps(m):=[24+120(1+ 25)]¢3E[Y12]7. (4.12)

Soit aussi m € argmmmeMn'yf(iL%) + penj 5(m).

Alors, lestimateur fg’G = hg o G, vérifie l'inégalité-oracle suivante :

peXe ) 0+ 2 66 Co 1In(n)
97G_ 2 < _ GQ M .
B[ = s < min 3857500 = FSI5 4 ggpenoslm) 4+ 5= (413)

ot U'on rappelle que fS = hy, 0 G, hy, étant la projection orthogonale de h sur Sy, et ot C est
une constante dépendant des mémes quantités que les constantes de la proposition 4.2 ainsi que

de || flloos 02, Elle1]P], et 6.

Comparons ce résultat avec celui obtenu dans le cas ol G était supposée connue. On obtient en
fait une inégalité-oracle similaire, avec une pénalité du méme ordre de grandeur (¢ZE[Y] Dy, /n).
Cependant, les hypothéses pour I'obtenir sont bien plus fortes : on a a la fois une contrainte sur
la dimension des modéles (D,,, < n'/*) et une contrainte sur la régularité de la fonction estimée.
On va utiliser dans la démonstration le théoréme 3.1 : 'existence d’'un moment d’ordre 2 pour &1
et pas nécessairement celle d’'un moment d’ordre supérieur a 4 va suffire ici (la contrainte sur la
dimension de modéle entraine D,,, < y/n, ce qui suffit, cf. la remarque suivant le théoréme 3.1).
Enfin, par rapport au résultat de la proposition 4.2 étudiant le risque de I'estimateur sur un
modéle S, fixé, on obtient la méme vitesse, sous les mémes hypotheéses.

Corollaire 4.4 Supposons que h = f o G~ soit un élément de l’espace de Sobolev WP (a, L),
avec o > 3/2 et L > 0 fizés. Supposons aussi que h est de classe C*. Alors, en reprenant les
notations du théoréme 4.1, on obtient la vitesse suivante de décroissance du risque :

X 20
E [Hfg’a — fHﬂ < Cn2a+,

Preuve du corollaire 4.4

On reprend 'inégalité 4.13, on majore le biais par (L?/72%)D,2* en utilisant le lemme 2.2, puis
on calcule le minimum du membre de gauche de I'inégalité-oracle : celui-ci est atteint pour D,,
de Dordre de nt/2atD) ot vaut la vitesse n=22/2o+1) 5 =1 annoncee.

d

Remarque : le choix a > 3/2 traduit la contrainte sur la dimension des modéles, D,,, < nt/4,
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La démonstration du théoréme, donnée dans 'un des paragraphes suivants, repose fortement
sur celle du théoréme 3.1 qui en est 'analogue dans le cas ou G est connue, et précisément sur le
lemme 3.2 permettant de controler le processus empirique v, défini en (3.8) a l’aide de I'inégalité
de Talagrand. Elle s’appuie aussi sur la preuve de la proposition 4.2 ci-dessus, & laquelle on
fera constamment référence : en effet, on va faire apparaitre chacun des quatre termes majorés
ci-dessus.

4.2.2 Comparaison avec les résultats de Kerkyacharian et Picard

Comme pour le théoréme 3.1, on effectue maintenant la comparaison entre les performances de
I’estimateur ng et, celle de I’estimateur seuillé correspondant dans ’article de Kerkyacharian et
Picard [14], noté f@. Les deux estimateurs atteignent la méme vitesse, mais sous des hypothéses
différentes. Nous avons travaillé sur des bases trigonométriques, avec des fonctions qui sont dans
des espaces de Sobolev périodisés, 1a on larticle [14] se référe uniquement a des bases d’ondelettes
et & des espaces de Holder : I’hypothése de régularité faite est ’appartenance de h & I’espace de
Holder d’indice 1/2. Ensuite, la contrainte de régularité ci-dessus, a > 3/2 est plus forte que celle
de larticle [14] (cependant, il ne s’agit plus des mémes espaces, donc la comparaison s’avére plus
délicate), et encore une fois nous aboutissons uniquement a une majoration du risque quadratique
alors que le théoréme 2 de [14| donne une majoration du risque LP quel que soit p > 1. Mais par
ailleurs, notre procédure ne nécessite encore une fois pas ’hypothése selon laquelle le bruit est
gaussien.

4.2.3 Preuve du théoréme 4.1

Dans toute la démonstration, C' désigne une constante, dépendant des mémes quantités que
les constantes de la proposition 4.2, et pouvant changer d’une étape de calcul & I'autre.
Le schéma de preuve est donc le méme que celui de la preuve du théoréme 3.1 : on fixe m € M,
fixé, on abrége pen = pen’y 5, puis on commence par obtenir,

VG (hS) = 2C (hm) < pen(m) — pen(i).

De la méme fagon, on en déduit,

" A 2 )
thb oG — fH <||hmo G — fHE +pen(m) — pen(im) + 20, (hG — hu),
g ﬁf_/

—_————
6 IG=£1g
B :
g9
ott 'on a défini, pour ¢t € L?([0;1]),
1 n
In(t) =~ Y Yito Gn(Xi) = (to G, f)y,

i=1
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ce qui est un processus empirique non centré cette fois. Cependant, on le majore pour 'instant
en suivant toujours la méme démarche :

EYe e - Bg — hm
20, (hi, — hpy) = 2 hm—hm’ Up | m——r
AG — |
< 2/|hG — hy|| sup (D),
tESmM+Sy,
ll£ll=1
:G.G .
= 2[F5C =8| swp I,
9 teS, v
l[tl=1
On introduit ensuite le paramétre 6 > 0, et on a,
~ 26 G,G
200 (G, — hm) < (Hf 1]+ g - 11 )+0 sup (7n(1))”.
"
Ceci entraine,
ReXe! < 4 + 2 .c 2 .
— |51, [a fH +0 sup (7n(t))” + pen(m) — pen(m). (4.14)
e
Or, on souhaite controéler le risque de I'estimateur f et pas celui de f @, On utilise donc,
A A 2 A N N
|786 1" < 8] 589~ g| + sz +am,
g g

ol 'on a noté A o )
5 G,G GG G,G GG
Ty = || - FC — B [f5C - 150 |(xDn]|

1y = &[99 - 7S x|

pour reprendre des notations utilisées dans I’étude non adaptative. Introduisant ceci dans (4.14),
on obtient :

)

)

0—2 10 0+ 2 ) i e ap
THfmG’G— H <3—an€ fH +39 sup (Vn(t))2+3(pen(m)—pen(m))+3T2 +37y".

IItII

Le nouveau processus 7, n’étant pas centré, on se raméne au précédent v, de la facon suivante :
quel que soit ¢ € L?([0; 1)),

) = Vit GulXe) (oG f)y.
i=1

_ %ZYitoG(X — (to G, f), ZYto - G(X)),
=1
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et ainsi,
1 ’
(7n(1))* < 2 (va(1))” +2 (n > Yito (Gn(Xi) — G(Xm) :
i=1
On utilise maintenant la remarque qui suit : ¢ € Sy, avec ||t|| = 1, si et seulement si il existe
une famille de réels 6 = (0;);=1,... .., telle que
Dm\/m Dme
t= Z Ojp;, avec Z 0]2- =1.
j=1 J=1

Ceci permet d’écrire,

=1~ =
Dsivm n 2
= sup [ D 0,2 Yipjo(Gu(Xi) - G(Xy)) |
ocrmvin \ S T
>, 05=1
Dipym . 2
= sg}zm Z 0; <de - d?) ,
2,6 8
Dipym Dme . 2
= (X)X (@) )
6263%12.:1 j=1 j=1

en effet, on a une majoration par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et 1’égalité provient du choix

aG — 4G
vjzlv"'aDmVﬂ% 0]: 2 J
Dﬁl\/m . 2
> (af —af)
j=1
On en déduit donc,
2
1 .
sup | = Yito (Gu(X:) — G(X1))
te€Sum \ TV i1
l[t]=1
D'anm . )
NelpYe
- Z (aj — 4 ) )
j=1
Dme . R 2 D'r?LVm . 2
< 2 ) (af-af-E[af —af |xn]) +2 Y (B[af-af|xin])
J=1 j=1

= 2TV 4oyl
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puisque I'on reconnait I’expression exacte de 77"V™ étudié en non adaptatif, ainsi que I’expression
Vii,b N . N
de T3""™" obtenue apreés calcul ci-dessus en (4.3). D’ou,

sup (Tp(1))? <2 sup (vn(t))* +2 <2T1me n 2T§ﬁVm,b> _

tE€Smvim tE€Smvim
lltll=1 lltll=1
Par suite,
0—2| ;0.6 2 0+ 2 2 .
o |5 =1 < 8T~ 760 sup (va(1))? + B(pen(m) — pen(i)

mVin

Ief~1
3T + 3T 12 (T 4 TP

c’est & dire pour 0 > 2,

B |75 | < 35T ala - 11+ 52y tentm) ~ Elpent) (1.15)
+ HGEQ E| sup (vn(1))?
T
+% (B [1"] + 1T + 4 (B [17"] + B [15°])).

On montre maintenant que sous nos hypothéses, les termes ET{W’", IET{”, IETZ”, ainsi qu’une
partie de ET}" Vb sont négligeables, au sens ot ils sont d’un ordre de grandeur au plus égal a

In(n)/n.

Commencgons par ’espérance de T: 2’” On la majore brutalement de maniére & se débarasser
de I'aléa apporté par le m :
Bl < > Elmy,
meMy,

ot T3 est I'un des termes étudiés ci-dessus, dans le cadre non adaptatif. Or, on a montré,

D3 DS
BTy < 212 (112 +0%) (28 + a2 ).

Par conséquent, en notant D la plus grande valeur autorisée pour D,,, m € M, c’est & dire

Mmax

la valeur pour mmax = [n/2] — 1, comme card(M,,) = card{1,..., Mmax} = Mmax < D, =
2Mmax + 1,
) D? DT 1
E|75"| < 2l¢hll% (1715 +o?) (02 + cuwauzo;zm) <c-,
dés que Dy, < n'/%,

La méme méthode appliquée au terme 77" entraine

m /112 2 Dfnmax ]'
E [T1 } < Col|h||Z.E [YT] —p =0,
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toujours pour D,, < nl/4.

Passons au terme TI”. On ne peut se contenter du méme type de majoration grossiére que celle
utilisée pour 75". On peut déja écrire, comme au paragraphe 4.1.3,

E |T}] < 2B 1§ | + 2B |17 .

Pour T}y, on écrit, comme pour 1,7,

D, o D ) )
o< [ B (6 ) D (w0 G e Gu@) 06D | o)
w =1 j=1
[Dinax 5 Drmmax ) ,
= /[b]E > (d?—%') (%OG(w)—sojoGn(x)) (X)) | 9(x)dz,
a; j*l j:l

de telle sorte qu’on est ramené au cas d’un indice m fixé (et non plus aléatoire) et que les
majorations effectuées & m fixées sont donc valables. On obtient donc comme en non adaptatif
In(n)

E[Tm < 0=,

deés que Dy, < n'/%,

De méme pour 77", on va se ramener au majorations ci-dessus de la maniére suivante :

2
Dy,
Ty = |[E|D aj(p;0G—@0Gn) [(X])i |||
j=1 g
b D,
— / E | a;(050G@) — 950 (@) [(XD0 | | g(w)de,
a j=1

D, 2
> aj(pj 0 Glz) — ;0 Gul(@) | [(X)1 | g(x)da,
j=1

IN
m\@
=

2

D,

= E Zaj(gojOG—@joGn) }(Xl/)l
j=1

g

Par suite,
2

Dy,
E|Tj3] <E ;aj(sojoG—¢joén) 7
g

et 'on a ainsi fait disparaitre le conditionnement, tout en se ramenant exactement a (4.11). On
procéde alors comme en non adaptatif (paragraphe 4.1.3) pour obtenir la majoration en trois

termes, A A A A
E[TT5] < Tiby +Tibo + Tis s,
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avec

C

n .

~

T, <E [HUn - z'deo ||H5m(h’)H2] <E U 0, — idHZO Hh’ll] <

De plus, en utilisant le méme raisonnement qu’a m fixé,
2

Do
. 1 1 . i} .
Tho < 1B | [ w=Ou)! | (@) | du.
j=1

< CE [HUn—idH:D%] < CE[

N 2
Un—idH D3 ] ,

Mmax
D3 1
< Cim;“ <C=
n n

dans le cas oit D,,_ . < n'/% Par la méme méthode, on obtient aussi
2

. 3 2 Dmmax 1

T, <E “

toujours pour D
donc,

Mmax

< n'/4 ainsi qu'une majoration similaire pour T 5. Finalement, on a

In(n) n Cl,
n n

< C

< nl/4,

Mmax —

sous la contrainte D

Passons enfin au terme E [T gn Vm’b] En suivant la majoration de la section 4.1.3, on obtient

de la méme fagon
mvm,b mVm mVm mVvm mVm
E [T?) } <3 (2T37171 + 2Ty ) +BTPY™ 4+ 3T ™,
Les termes Tf‘l\g", T?Tzvm, et T;ﬁvm sont majorés respectivement par Ty'75*, T35, et par

T&max (car il s’agit de sommes sur j variant de 1 & Dy, de termes positifs) et donc, utili-
sant les résultats obtenus a m fixé, on a,

; . D; D} D} : 1
E |:Tm\/m,b:| < 6FE |:Tm\/m:| 4 C Mmax 4 Mmax + Mmax < 6F |:Tme:| + -
dés que D,,,... < n'/* Le terme restant 1357 1 n’est pas négligeable : on a obtenu dans la section

4.1.3 qu’il était d’ordre D,,,/n. On va donc le traiter différemment.

A ce niveau de la démonstration, nous avons obtenu, pour 6 > 2,

B[99~ A| < 35— 11+ 52y (entm) ~ B penti)
g

0 —2
602 2 720 mvm
+9 — QE teitlnl\)/m (Vn(t)) * mE [T?)’l’l }
=1
CO In(n)

0—2 n
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On introduit les quantités suivantes :

Dmvfn

plm. 1) = 6(1 + 20) GFE[YVZ] =

. Dy
p'(m, m) = ¢3E[Y12] 7;11\/7717

de la méme fagon que dans le théoréme 3.1 :

0
3_ pen(m)

2

Eﬂ\fgé—f“ﬂ < SZ%Hfﬁ—szw

+06_—92E S| sw @)= p(m,m) (4.16)
+- 2 g [Tgﬁ}lﬁ” — P (m, m)} (4.17)

h—2
9 / A . . C6 In(n)
+5 =B [720/(m, 1) + 60p(m, 1) — 3pen(ri)] + — = =

On applique alors le lemme 3.2 : ceci assure que la ligne (4.16) est majorée par C0/((60 — 2)n).
Ensuite, on reprend la majoration de la ligne suivante :

Dy n 2
i mVm 1
T = Y E {nZMUi)wG(U@-)—E[h(injoG(Ui)]} ,
j=1 i=1
1 D’rh\/m
= = > Var(W(Uh)g; o G(h)),
no
1 D’rh\/m
< — 25, 2
< 5 2 Bl o 0w,

D D
< QIR < SRR = pl (my i),

par des techniques déja utilisées : connexion de normes etc... Ceci nous permet de conclure que
la ligne (4.17) est négative. Enfin, sachant que 'on a défini

pen(m) = [24 + 1260(1 + 25)]¢3E[Y12]%,

on obtient,
E [24p'(m, ) 4 20p(m, ) — pen(rn)] < pen(m).
Par suite, quel que soit m € M,
66 CO In(n)

B|[799 -] < 3gTg e - 11+ Egpentm + ;5

ce qui conclut la preuve.



Chapitre 5

Simulations

L’objectif de cette partie est d’illustrer les performances des estimateurs que I'on a construit :

fmG’G quand la loi du design est connue, dans un premier temps, et fg’G dans un deuxiéme temps.

5.1 Principe

5.1.1 Choix du modéle, des fonctions, et des lois

Pour des raisons de simplicité, le modéle retenu est le modéle trigonométrique
Sm = Vect {¢1, 025, 2541 5 =1,...,m},

ou, pour z € [0; 1],
(pl(x) =1,
p2;(x) = V2 cos(2mj),
p2j+1(z) = V2sin(2mjz).

Dans chacun des cas, on va considérer deux exemples de fonctions de régression a estimer :
— fi:x— z(x —2)(x — 5) sur intervalle [a;b] = [0; 5],
— fo: x> exp (—(2z — 1)?) sur Dintervalle [a;b] = [0;1].
Ces fonctions vérifient bien les hypothéses de régularité que les théorémes supposent, qu’il s’agisse
de régularités liées & un espace de Sobolev ou de Besov.

On considérera par ailleurs différentes lois possibles pour les variables de bruit &;.
~ loi normale N (0, 1),
— loi uniforme sur un intervalle [c; d], Ujc,q,
— loi exponentielle E(N), A > 0,
— loi de Laplace L£(u,b), p € Ret b> 0,
et différentes lois (& support compact dans [a;b]) pour le design,
— loi uniforme sur [a;b],
~ loi dérivée de la loi uniforme, de densité g : & — cxli,y, ou ¢ = 2/(b* — a?),
— loi béta (¢, d), ou ¢,d > 0, dans le cas d’une estimation sur [a;b] = [0;1].
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La simulation de variables distribuées selon de telles lois se fait soit en utilisant les fonctions du
logiciel Matlab déja implémentées, soit en utilisant la méthode de simulation par inversion de la
fonction de répartition : si U suit une loi Ujp,y), F ~1(U) suit la loi de fonction de répartition F.
Enfin, on sera amené & faire varier la valeur n du nombre d’observations considérées.

5.1.2 Implémentation de I’estimateur

La procédure d’estimation mise en oeuvre présente I'avantage d’étre facilement implémen-
table, comme on I’a déja souligné. Si on note =, et fz respectivement I'un des deux contrastes

7% ou 4% et I'un des deux estimateurs fg’G ou fg’G, la démarche est la suivante :

1. Pour chaque valeur de m € M,, (ot M,, = {1,..., Mmax}, avec mmax = 50), on calcule
Yo (fm) + pen(m), en remarquant que v, (frn) = — Z;‘D:"i djz (ou a; = de ou de selon le cas
considére).

2. On sélectionne Pargument minimum 7 de 4, (f,n) + pen(m).

3. Lestimateur est donc f;, = Z]D:”i ajpj oG ou fg = EJD:”i ajpj o G
On calcule en fait directement les valeurs de cet estimateur aux points d’abscisses ou on le
représente ensuite : ces abscisses sont 1000 points répartis dans l'intervalle [a; b] d’estimation.

5.2 Simulations dans le cas ou la loi du design est connue
5.2.1 Premiers tracés

Estimation de f; Estimation de f

Estimateurs fonction f1 Estimateurs fonction 2

FIGURE 5.1 — Estimation avec G connue, fonction estimée en bleu, estimateurs en vert

Sur chacun des deux graphiques de la figure 5.1, sont superposées les courbes représentatives
de la fonction estimée f; ou fo et celles de 10 estimateurs calculés & partir d’observations indé-
pendantes les unes des autres, chaque échantillon d’observations étant de taille n = 1000. La loi
choisie pour le design est la loi uniforme, celle du bruit étant la loi normale centrée réduite. Ces
choix nous servirons de "base" & toute les comparaisons qui suivent. La pénalité utilisée est

D,
pen(m) = 4E[Y"] =",
n
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ot E[Y{] est remplacé par la moyenne empirique des observations correspondantes. La figure 5.2
ci-dessous représente cinq courbes représentatives du contraste pénalisé ’yn(hg’;) + pen(m), tracé
en fonction de m, dans le cadre de 'estimation de fi, avec les mémes choix que ci-dessus.

Contraste penalise en fonction de m

crit(m)

FIGURE 5.2 — Estimation avec G connue : représentation du critére pénalisé

5.2.2 Influence de la variation du nombre d’observations

Dans ce paragraphe, on tente d’illustrer I'influence du nombre d’observations n sur la qualité
de l'estimateur fmG’G. Les choix des lois des variables sont les mémes que ci-dessus : loi uni-
forme pour le design, loi gaussienne standard pour le bruit. On commence par tracer la courbe
représentant la fonction f et ses estimées pour quatre valeurs de n différentes.

n=100 n=500
5 5
0
(0]
-5
-5
_10 L
-15 -10
0 2 4 6 (0] 2 4 6
n=1000 n=5000
5 5
0 (0]
-5 -5
-10 -10
0 2 4 6 (0] 2 4 6

FIGURE 5.3 — Estimation avec G connue : Influence du nombre d’observations
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Il ressort de ce graphique ce & quoi I’on pouvait s’attendre, au vu de I’étude théorique : plus n
est grand, meilleure semble étre I’estimation. La figure suivante nous permet de confirmer ceci :
on représente la décroissance du risque en fonction de n. Pour chacune des valeurs de n, on
estime le risque par méthode de Monte-Carlo, c¢’est-a-dire que l'espérance définissant le risque
est approché en utilisant la loi forte des grands nombres :

E ||| 166 20 1 al pexen’ 2
|75 =1l = |50 - 1]
k=1

p
g

ot les fﬁf’G’k, k=1,...,N (N = 50ici) sont des estimateurs construits comme ng a partir de N
séries d’observations D¥ indépendantes les unes des autres. De plus, pour chaque k € {1,..., N},

la quantité
2

[fot 1 = [ (54w - 1) sty

est elle-méme approchée par une somme de Riemman.

Decroissance du risque en fonction de n

e o

Risque quadratique integre
°
2
5

0.02 L L L L L L L L ,
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
n

FIGURE 5.4 — Estimation avec G connue : Risque en fonction du nombre d’observations

5.2.3 Influence de la loi de ’erreur

On vérifie maintenant que n’importe quelle loi pour le bruit (vérifiant les hypothéses de nos
théorémes, a savoir l'existence d’un moment d’ordre supérieur a 4) convient pour la mise en
oeuvre de notre procédure d’estimation. Alors que la loi du design est toujours la loi uniforme,
et que le nombre d’observations est fixé (n = 2000), on représente les estimations obtenues pour
f1 avec quatre lois différentes pour les €; (loi normale, loi de Laplace, loi exponentielle, et loi
uniforme).
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Loi de lerreur: N(O.) Loi de ferreur U(c,d), ¢=0d=5

=
—
r~
<o
s
o
=y
—
~
oo
s
o

Loi de lerreur: L (moy, bbis), moy=Obbis= 1 Loi de Terreur: Exp(lambda) lambda=2

=S
—
r~
<o
s
o
=y
—
~
<o
s
o

FIGURE 5.5 — Estimation avec G connue, Influence de la loi de 'erreur : de gauche a droite et de
haut en bas, loi normale, loi exponentielle, loi de Laplace, loi uniforme

Les résultats des figures 5.5 montrent que la procédure fonctionne quelle que soit la loi choisie,
parmi nos exemples. Certaines différences apparaissent néammoins. On peut faire 'hypothése
que celles-ci proviennent des différentes variances associées & ces lois : plus la variance du bruit
est importante relativement a celle du signal (c’est a dire a celle de f(X;)), plus il est difficile
d’estimer le signal. Pour illustrer ce phénoméne, on choisit la loi gaussienne pour les €;, mais
on fait varier la variance de cette loi (le design est toujours de loi uniforme, n = 1000, et on
estime f1). On calcule pour chacune des variances choisies une estimation de la proportion de la
variance du bruit par rapport a la variance totale : quel que soit i € {1,...,n}, par indépendance
de X; et g;,

Var(Y;) = Var(f(X;)) + Var(e;).

On estime la variance des Y; par la variance empirique V, et on calcule le rapport Var(e;)/ V. Le
graphique ci-dessous illustre 'influence de ce rapport sur la qualité de ’estimation.
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bruit/signal 0.049257

o
—
o
w
~
[3,]

bruit/signal 0.86125

o
—
[
w
~
[3,]

FIGURE 5.6 — Estimation avec G connue : influence de la loi de l'erreur

5.2.4 Influence de la loi du design

Jusqu’ici, nous avons toujours conservé une loi uniforme sur [a;b] pour les X;. En théorie,
notre procédure fonctionne quelle que soit la loi du design, a condition que celle-ci soit absolument
continue devant la mesure de Lebesgue et a support compact dans [a;b]. On propose donc deux
autres types de lois : loi uniforme modifiée (de densité g : z — calj,y), ¢ = 2/(b*> — a?)) et loi
béta (seulement quand on estime f3). Considérons les résulats obtenus, quand la loi du bruit est
la loi normale centrée réduite, et le nombre d’observations fixé n = 2000.
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Design Uniforme

FIGURE 5.7 — Estimation avec G connue : influence de la loi du design, cas de fi

Design Uniforme Design Uniforme Modifie
15 15
1
0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
Design Loi Beta
15

0 0.5 1

FIGURE 5.8 — Estimation avec GG connue : influence de la loi du design, cas de f
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Sur les deux premiers graphiques, c’est f; qui est estimée : les résultats sont bons pour les
deux lois testées. Sur les trois graphiques suivants, on estime la fonction f5. Les courbes obtenues
sont correctes, bien que ’on note quelques effets de bords surtout dans le cas de la loi béta.

5.3 Simulations dans le cas ou la loi du design est inconnue

5.3.1 Premiers tracés

On s’intéresse maintenant & I'estimateur fg’c. On prend garde a simuler les observations (1.3)
et non plus seulement (1.2), puisque 'implémentation de I'estimateur nécessite les variables X/
pour estimer GG. Un choix adapté pour la pénalité est cette fois

D
pen’(m) = 10E[Y?]
n

ot E[Y{] est remplacé par la moyenne empirique des observations correspondantes. On estime
toujours fi et fa, sur la base d’un design uniforme et d’un bruit gaussien centré réduit, avec
n = 2000.

Estimation de f; Estimation de f

Estimateurs fonction f1 Estimateurs fonction 2

FIGURE 5.9 — Estimation avec G inconnue, fonction estimée en bleu, estimateurs en vert

La superposition de la courbe de f; (i = 1,2) et des courbes de plusieurs de ces estimateurs
montrent que ces derniers remplissent bien leur role d’estimation.

5.3.2 Comparaison avec le cas ou le design est supposé connu

Pour comparer les qualités de ’estimateur fg’G par rapport a celles de fg’G, on place en vis
a vis les résultats graphiques obtenus, dans le cas de l'estimation de f; et de fa (toujours design
uniforme et bruit gaussien standard).
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Estimation de f; Estimation de f

Ginconnue Ginconnue

FIGURE 5.10 — Estimation avec G inconnue, fonction estimée en bleu, estimateurs en vert

:G.G P . .
Les performances de f. sont légérement moins bonnes que celle de I'estimateur obtenue
pour une loi de design connue, mais les résultats restent corrects.

On peut effectuer le méme type de comparaison que dans la section précédente, & savoir faire
varier la loi du bruit, celle du design, ainsi que le nombre d’observations. Les résultats obtenus
sont similaires. On peut toutefois noter que ce deuxiéme estimateur semble encore plus sensible
aux nombres n d’observations que le précédent, comme en témoigne la figure 5.11 ci-dessous.
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n=100 n=500

6
n=5000
5
0
-5
-15 -10
0 2 4 6 0 2 4 6

FIGURE 5.11 — Estimation avec G inconnue : influence du nombre d’observations
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Conclusion

L’objectif du stage consistait & mettre en place une procédure d’estimation et de sélection

de modéles pour la fonction de régression dans le cadre statistique de la régression non paramé-
trique & design aléatoire. Le point de départ était I'idée développée par Kerkyacharian et Picard
[14], & savoir le développement de la fonction non pas dans une base hilbertienne de L2, mais
dans une base déformée par la fonction de répartition de la loi du design. Aprés avoir reformulé
I’estimateur proposé par ces deux auteurs comme un estimateur minimisant un certain contraste
sur un modéle fixé, nous avons pu mettre en oeuvre la méthode de sélection d’un modéle sur la
base des observations, méthode remplagant celle de seuillage proposée dans larticle [14] et ne
nécessitant pas 'hypothése selon laquelle le bruit est gaussien.
La déformation des bases a permis d’obtenir une expression simple d’un estimateur, sans condi-
tion aucune d’inversibilité de matrices, contrairement & certaines procédures classiquement uti-
lisées : cet estimateur est facilement implémentable, comme en témoigne la briéveté des pro-
grammes de simulations. De plus, concernant 1’étude théorique, et tout au moins lorsque la loi
du design est supposée connue, le risque quadratique intégré de ’estimateur sur un modéle fixé
est facilement contrdlé, et la vitesse classique n—2%/(22+1) ghtenue (pour des fonctions de régu-
larité o). Toujours dans le cas ou la répartition du design est connue, la procédure adaptative
se fait ensuite en suivant un schéma devenu classique (majoration d’un processus empirique par
I'inégalité de Talagrand), et I'on obtient une inégalité-oracle ainsi que la méme vitesse pour
I’estimateur résultant de la minimisation du contraste pénalisé. Le cas ou la loi du design est
inconnue fournit le méme estimateur facilement implémentable, mais 1’étude de son risque est
moins directe. Elle consiste a se ramener au cas précédent, et & majorer les (nombreux) termes
intermédiaires qui sont alors apparus : I'une de ces majorations est pour I'instant dépendante du
choix de la base trigonométrique, et le résultat obtenu suppose une contrainte forte de régularité
sur la fonction, ainsi qu’une contrainte forte sur la dimension des modéles. La dérivabilité des
fonctions de base est 'une des autres hypothéses du résultat de majoration du risque, élimi-
nant par conséquent les bases de fonctions seulement continues par morceaux (histogramme par
exemple), mais rejoignant ainsi le choix d’ondelettes réguliéres de 'article de Kerkyacharian et
Picard. L’étape suivante de ce travail pourra donc consister & alléger les conditions, tant sur la
dimension des modéles que sur la régularité des fonctions estimées, & changer le modéle utilisé
(adapter par exemple la procédure d’estimation aux bases d’ondelettes), avant éventuellement
d’utiliser la déformation des bases pour d’autres problémes statistiques.
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Annexe A

Version intégrée de I'inégalité de
Talagrand

L’objectif de cette partie est de démontrer 'inégalité de concentration que nous avons utilisé
pour controler les processus empirique, a savoir

: 2 A2 ey (—aie ™
A RR

4902 (_ V2K, C(e)v/E nH ) }

E

RO 7 h

onC(e)=(V1+e—1)Alet K3 =1/6.

A.1 Premiére étape : Application de I’'inégalité de Talagrand ver-
sion Klein et Rio (2005)

L’objectif est d’obtenir un majorant pour
P sup|vn(f)| > H+y|,ouy>0.
ferFr

On va utiliser pour ceci la derniére inégalité du théoréme suivant, du a Klein et Rio [15].

Théoréme A.1 Soient S un ensemble au plus dénombrable de fonctions mesurables définies
sur X espace métrique polonais et a valeurs dans [=1;1]", (&)ief1,....n) des variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans X. On suppose que pour tout vecteur s = (s',...,s") € S, pour

tout i € {1,...,n}, E[s'(&)] = 0. On définit :

Z = sup Zsi(fi), et V,, =sup Var (Z 3’(&)) .

s€Ss=(s1,....s") ;1 seS i—1

Alors, pour tout X > 0,

log E [exp(AZ)] < AE(Z) + g (2E[Z] + V) {exp (‘EMQ_ 1) - 1} .

82



ANNEXE A. VERSION INTEGREE DE L’INEGALITE DE TALAGRAND 83

En particulier, en notant v = 2E[Z] + V,,, on obtient, pour tout x > 0,

P(Z>E(Z)+1z) < exp <—ilog <1+210g <1+f>>> ,

< z*
exp | — )
- P 20+ 3z

Remarque : La deuxiéme assertion provient de la premiére en utilisant la méthode de

Chernoff.

On applique ceci de la fagon suivante : on prend &; = X;; pour f € F, on définit

Séc s s”}(x) = 2]{41(93) —E [QJCM(XZ)] .

et on prend § = {s; = (s},...,s’}), feF}.

On a bien, pour f € Feti € {1,...,n}, E[s*(X;)] =0, 330 a valeurs dans [—1; 1] (par définition
de M) et Z se rééerit Z = sup e r(n/2M1)vn(f).

Le théoréme s’applique donc, et 'on a, quel que soit x > 0,

2
n X
P g <exp (-
<2M1 sup va(f) 2 2M1 +x> = eXp( 2v—|—3x>’

c’est a dire, pour tout y > 0, en prenant x = ny/2Mj, et en utilisant la définition de H,

")
n2y?
< exp| — 5 .
8Miv + 6Miny

On majore ensuite v = 2E[Z] 4+ V,, : d'une part, E(Z) < (nH)/(2M;), d’autre part,

V., = sup Var
m (z m)
= ——sup — Var f

——5, par définition de v.
1

sup vp(f)
ferF

IN

sup vn(f)
feF

P <sup vn(f) > H + y) P (sup vn(f) 2 E
feF feF

IN

On a donc,
un

e

H
< 2
LS4
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Il vient ainsi,

2

ny
P W) > H4y| < - .
(fféﬁ” (f) = y) = eXp( 2(4M H + v) —|—6M1y>

On utilise ensuite

<P ({SUPVn(f) > H+y} N {Sup [vn(f)| = sup %(f)})
feF feF

+P ({Sup Un(f) > H+y} N {Sup [vn(f)] = sup — Vn(f)}) ,
fer I feF

SIP’<suan(f)ZH+y> <SUP —vp(f >H+y>,

feFr fer

feF ferF

=P (sup vn(f) = H+y> +P <Sup vn(=f) = H+y> :

<2Xxe ny2
o [ —
= P\ T2 H + o)+ 6Myy )

car le raisonnement fait ci dessus pour controler les déviations de sup ¢ r vn(f) s’applique de la
méme maniére pour controler celles de sup pez vy (—f).

A.2 Deuxiéme étape : Modification type Birgé-Massart

L’objectif est d’obtenir un majorant pour

P (sup|1/n(f)| > /\+(77+1)H> ,ouX>0,n7>0.
fer

On applique I'inégalité obtenue & la premiére étape avec y = A+nH, et ’on va majorer le membre
de gauche de I'inégalité, c’est a dire minorer la quantité suivante, en suivant la démarche employée
par Birgé et Massart dans le corollaire 2 p.354 de [4].

12 B N2 4 n?H? 4 2n\H
2(v+4MH) +6Myy — 2v+8HM; +6M\+ 6MnH’
AN+ 2n\H

>
= 20+ 6MA+ M{H(8+ 61)’

a+b
= ;, avec des notations évidentes.
c+d+e
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Or quels que soient a,b,c,d, e > 0,

atb J1fa a b
c+d+e " 3\c d e)’

En effet,
a+b S a+b
c+d+e — 3(cvdVe)
1 fa+b a+b a+bd
= = A A ,
3( c d e )
S 1 a/\a/\b
— 3\c d e
Appliquer ici, ceci donne
y? >1 A2 2) (1 n
20 +4MH)+6Myy — 6 v M \6 4+3n
On utilise ensuite
1 n nAl
A P
6 44+3n— 7
en effet, on a d'une part 1/6 > 1/7 > (n A 1)/7, et d’autre part,
3(1 —
MZOpourngl,
7 nAl 7(4+ 3n)
A ! MEOpournZL
7(4+ 3n)
Ainsi, il vient
v S LAY 2mal) A
2(’1)—|—4M1H)—|—6M1y_6 v 7 My ’

et par suite,

2p A1) A

7T M

n (N2
P (sup wn(F)] = A+ (n+ 1)H> < 2exp (—6 { A

feFr

A.3 Troisiéme étape : Intégration

L’objectif est maintenant de parvenir & I'inégalité annoncée.

On veut majorer 'espérance de la variable positive :

feFr

X = (Sup (vn (f)* —2(1 + 25)H2> .
+

)
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On suit ici la preuve du lemme 6.1 de [8] et on commence par écrire :

E[X] = /OOOIP(XZt)dt,

= /OOIP’ <sup (vn (f))? > 2(1 + 2¢) H? +t> dt,
0

fer

— /OO]P’ <sup lvn (f)| > V/2(1 + &) H2 + 2(c H? +t/2)> dt,
0

feFr

< / P(sup]yn(f)\Z\/1+€H+\/€H2+t/2> dt,
0 feF
(en utilisant v/2a + 2b > y/a + Vb).

A ce niveau, on peut utiliser I'inégalité de la deuxiéme étape avec n = /14+¢e —1 et A =

VeH? +t/2. On en déduit,
> H?+1/2 2(nA1)\/eH?+1t/2
E[X] < / Qexp(—Kln{E +t/ A (A1) Vel 1/ })dt,
0

v 7 M1

to 2
= 2/ exp (—Kln{gHJ—t/z}> dt
0

. /°° ox ({_sz(n A1) /eHZ+1)2 }) i
to

7 M,

ol tg est fonction de tous les paramétres intervenants ici, et ot ’on choisit la convention fgo =0
si tg < 0. Comme les intégrandes sont positives, on majore de toute fagon chacune des deux
intégrales par les intégrales de 0 & 400, et 'on utilise dans 'intégrande de la deuxiéme :

\/m>\ﬁH\+f\/tT2
- 2

pour en déduire :

E[X] < Q/Omexp (—KUW(EHQH/2)> dt

o0 2K1n(n A1)
+2/0 exp (—M(\@H + \/75/72)> dt,

K & K
= 2exp (—WEH2) / exp <—1nt> dt
v 0 2v

s (G ) [ (EE)
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et il reste & calculer les deux intégrales restantes : on a , pour toute constante C' > 0 :

—Ct)dt = = et —CVt)dt = .
| escnar= g e [T en-cvi = 4
Ainsi,
Kin o\ 2v V2Kin(n A1) 2 x 49M?
E[X] < 2 —T—eH?) — T D N (VEH) |
[ ] {exp < v € > Kln + exp ( 7M1 (\/g ) K12n2(77 A 1)2 )
— i ge_KlanI;IQ _|_ 49 ﬁeiw% ,
Ky \n Ki(nA1)? n?

ce qui est 'inégalité cherchée.
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