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1 Introduction aux
Distributions

Lotfi Belkoural!

'LAGIS & INRIA-ALIEN, Université des Sciences et Technologies de Lille,
Bat. P2, 59650 Villeneuve d’Ascq, France. E-mail :
Lotfi.Belkoura@univ-1illel.fr

1.1 Introduction

La théorie des distributions permet, en se placant dans un cadre plus large
que celui, classique, des équations différentielles ordinaires, de résoudre de nom-
breuses équations issues de la physique, de la mécanique des fluides ou du traite-
ment du signal. Elle permet ainsi, par exemple, de dériver, méme indéfiniment,
en un certain sens, une fonction qui n’est dérivable au sens usuel, et des infor-
mations essentielles tels que les discontinuités des fonctions ne sont pas perdues
par dérivation. Une des idées fondamentales de cette théorie consiste & définir les
distributions au travers de leur action sur un espace de fonctions, dites fonctions
tests.

Ce chapitre limite son ambition & ’acquisition rapide de techniques de cal-
culs puissantes, et les aspects tels que ceux relatifs aux propriétés topologiques
des différents espaces ne sont as abordés. Il ne faut donc pas hésiter a consulter
les ouvrages tels que celui de Laurent Schwartz, auteur de cette théorie, pour
des développements et démonstrations plus complets. Les exemples et énon-
cés sont pour la plus grande partie extraits des ouvrages cités en références
[10, 7, 1, 9, 4, 2, 5, 12, 6, 11, 3, 8]. Bien que restreintes aux situations a une
dimension (de la variable t), les représentations développées dans ce chapitre ad-
mettent généralement une extension naturelle aux dimensions d’ordre supérieur,
permettant d’appréhender les problémes d’équation aux dérivées partielles.



1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

1.2 Espaces des fonctions tests-Espaces des
distributions

Une distribution est une forme linéaire continue sur un espace vectoriel de
fonctions, dites fonctions tests. Il existe différents types de distributions cor-
respondant aux différents espaces de fonctions de test. Plus les conditions de
régularité imposées aux fonctions tests sont sévéres, plus les fonctionnelles ainsi
définies seront générales. Les distributions, généralisant la notion de mesure,
sont définies a partir de 'espace D(2) définit ci-aprés. Dans tout ce qui suit, les
définitions générales et exemples sont basés sur des fonctions tests notées o(t),
en nous bornant, sauf mention contraire, au cas des fonctions définies sur R ;

Espace vectoriel D({)

Définition 1.2.1. Soit €2 un ouvert de R. On note D(2) I'espace des fonctions
indéfiniment dérivables & support compact dans €.

Rappelons au passage la définition du support d’une fonction ; soit A 'en-
semble des t tels que ¢(t) # 0. Le support de la fonction ¢, noté supp ¢ est
le sous ensemble fermé A. Ainsi par exemple, pour la fonction "porte" yr de
largeur T' > 0, définie par :

LJtf <

XT(t) = { 0 ‘t‘ >

Des exemples de fonctions appartenant & I’espace vectoriel ainsi défini ne vien-
nent pas immédiatement & ’esprit. Un exemple fréquent est fournit par la fonc-
tion suivante

(1.1)

o[l

TT].

5 nous aurons : supp xXT = |:_27 5

0 [t| > 1

t) = L, 1.2
O={ oot 121 2

de support [—1, +1]. Plus généralement, toute fonction (,;(t) définie par

0 t ¢]a, b
t) = 1.3
Cab( ) { exp% [ﬁ . i} t G]a,b[ ) ( )
est une fonction de D ayant pour support [a, b]. Enfin, le théoréme suivant permet
d’en construire bien d’autres :

Théoréme 1.2.1. Si ¢ € D et si f est une fonction sommable & support borné,
alors : Y(t) = [ f(8)p(t — 0)dO est une fonction de D.
Distributions

Définition 1.2.2. Une distribution sur un ouvert €2 de R est une forme linéaire
continue sur I'espace D(2). Les distributions forment un espace vectoriel noté

D'(Q).

2



1.2. Espaces des fonctions tests-Espaces des distributions

Fi1a. 1.1: Tracé de (o3(t).

Une distribution 7" est donc un application de D(€2) dans C faisant corres-
pondre & une fonction test ¢ un nombre complexe noté (T'(t), p(t)), ou plus
simplement (T, p)lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur la variable. C’est la valeur
prise par la distribution sur la fonction ¢. Les propriétés de linéarité et de conti-
nuité se traduisent respectivement par

V1,02 € D) : (T, 01 + p2) = (T, 1) + (T, 2) ,
(1.4)
Vo € D(Q),YA € C: (T, \p) = X (T, ),

et pour la continuité par : Si ¢y, converge dans D vers ¢, la suite (T, px) converge
au sens usuel vers (T, @), c’est a dire :

Ve >03N(e), k>N [T,p)—(T,pr)| <e (1.5)

Les distributions généralisent la notion de mesure définie par une fonctionnelle
linéaire et continue sur ’espace Dy des fonctions continues & support borné.

Distributions réguliéres

On examine maintenant des distributions particuliéres, nommées distribu-
tions réguliéres, définies par une intégrale et qui permettent d’associer de ma-
niére univoque une fonction localement sommable (c’est a dire sommable sur
tout ensemble borné) et la distribution qui lui est associée. Nous utiliserons
pour simplifier la méme notation pour désigner une fonction f(t) et la distri-
bution f qu’elle définit, le sens étant précisé par le contexte. Pour une fonction
f(t) localement sommable, on définit la distribution f par

(f. ) = / f(Hp(t)dt Ve e D, (1.6)

qui a toujours un sens puisque ¢ est a support borné. Notons que dans ce cas
on ne peut attribuer a la distribution f une valeur pour chaque ¢, méme si la

3



1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

fonction f(t) est une fonction réguliére. En effet, deux distributions f et g seront
considérées comme identiques si pour tout ¢ € D,

(f,0)=(g,9). (1.7)

Cela n’entraine I’égalité des fonctions f(¢) et g(¢) dont elles sont issues que si ces
derniéres sont continues. Cependant, lorsque f et g sont des fonctions localement
sommables quelconques, nous avons le théoréme suivant ;

Théoréme 1.2.2. Deux fonctions localement sommables f et g définissent la
méme distribution si, et seulement si, elles sont égales presque partout.

On voit ainsi que les distributions sont une extension non pas des fonctions
localement sommables, mais des classes de fonctions sommables presque partout
égales. Ceci provient du fait I'intégrale de Lebesgue n’est pas modifiée sur une
ensemble de mesure nulle.

Distributions singuliéres

On appelle distribution singuliére toute distribution qui n’est pas réguliére.
L’exemple le plus usuel est la distribution de Dirac § définie en un point a
quelconque par :

(00, ) = pla), Vo eD. (1.8)

Une telle distribution a été introduite initialement par Dirac pour les besoins
de la mécanique quantique. Elle est parfois improprement appelée fonction de
Dirac et manipulée comme une fonction en écrivant

(6ar ) = pla) = / (1)5(t — a)dt, (1.9)
1= /5(t —a)dt. (1.10)

Une telle fonction devrait étre nulle pour ¢t # a et valoir co au point ¢ = a.
D’aprés la théorie classique des fonctions, son intégrale serait nulle ce qui est en
contradiction avec (1.10). La distribution de Dirac définit également une mesure,
et c’est aussi I'exemple le plus simple de mesure qui ne soit pas une fonction.
Plus généralement, toute combinaison linéaire, finie ou non, > b;d,, définit une
distribution singuliére, mais d’autres distributions singuliéres, qui ne sont plus
des mesures, peuvent étre définis. Ainsi, comme on le verra au paragraphe sur
la dérivation, la dérivée d’un Dirac au point a admettra naturellement pour
définition :

(0, 0) =—¢'(a), VYpeD. (1.11)
Une distribution peut parfois également étre définie & partir d’une fonction qui
n’est pas localement intégrable. Sa valeur sur une fonction ¢ est définie par la
partie finie (notée pf) d’une intégrale divergente, notion introduite par Hada-
mard pour les besoins de la théorie des équations aux dérivées partielles. La

4



1.2. Espaces des fonctions tests-Espaces des distributions

distribution associée est appelée pseudo-fonction, également notée pf et, f étant
la fonction, on écrit :

(0t . 0) = pf / 7 eyt (1.12)

Il faut dans chaque cas définir les conditions d’existence de la partie finie. Un
exemple classique concernant la fonction log |x| et la pseudo-fonction 1/z est
abordé au paragraphe portant sur la dérivation.

Support d’une distribution

La définition du support d’une distribution 7', noté supp T peut étre envisagé
au travers de celle de restriction d’une distribution & un ouvert définie ci-dessous :

Restriction d’une distribution a4 un ouvert Considérons deux ouverts
QC Q deR et soit T € P'(). Nous pouvons associer a T' une distribution Tq
appelée restriction de T' a Q, définie pour toute ¢ € D(2) par :

(Ta,p) = (T, o), (1.13)

et dans laquelle @ est le prolongement par 0 de ¢ a Q. Il faut cependant prendre
garde au fait que, contrairement aux fonctions, deux distributions distinctes sur
Q' peuvent avoir la méme restriction a Q. Ainsi par exemple, pour a € ' et
Q = Q' —a, la distribution nulle et la mesure de Dirac § —a ont méme restriction.
Cela permet d’introduire la

Définition 1.2.3. Le support de T', noté supp 1’ est le complémentaire dans €2
du plus grand ouvert w de € tel que la restriction de T & w soit nulle.

Il y a cohérence entre la notion de support établie du point de vue de la
théorie des fonctions et celle issue de la théorie des distributions. Le support
d’une fonction coincide avec celui de la distribution qu’elle définit. Pour des
distribution singuliéres, et & titre d’exemple,

supp 6, = {a}. (1.14)

Inversement, un théoréme trés utile est & notre disposition concernant les dis-
tributions a support ponctuel.

Théoréme 1.2.3. Toute distribution de support l’origine admet une décompo-
sitton unique comme combinaison linéaire finie de dérivées de la distribution de
Dirac :

T=>Y co, (1.15)

p<m

les ¢, étant des constantes.
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Deux classes de distributions sont appelées & jouer un réle important en
physique. Les distributions & support borné, et celles & support contenu dans
[0,00). Toutes deux forment des espaces vectoriels notés respectivement &£ et
D', . Les distributions a support borné a gauche sont souvent appelée en physique
distributions causales (la variable étant dans ce cas le temps). Elles représentent
des phénomeénes qui ne peuvent avoir lieu avant la cause qui les produit et par
conséquent sont nulles pour ¢t < 0.

Ordre d’une distribution

La notion d’ordre d’une distribution peut s’avérer utile dans certaines ap-
plications. On note Dk (§2) 'ensemble des fonction de D(2) ayant leur support
inclut dans K C Q.

Définition 1.2.4. On appelle distribution d’ordre fini toute distribution 7" de
D'(R2) pour laquelle il existe k € N, tel que pour tout compact K inclus dans 2,
on ait :

ACKk >0, Ve eD(), [(T,¢]) <Ck sup sup |D%(t)]. (1.16)
K lo| <k teQ

L’entier k, qui ne dépend pas de K, est appelé ordre de la distribution 7.

Ainsi par exemple, la distribution de Dirac au point a est d’ordre 0 car :

Vip € D(Q), [(da, ¢l) = |p(a)] < sup o ()] (1.17)

Aussi, on établit que les fonctions localement sommables définissent des distri-
butions d’ordre 0, tandis que les distributions singuliéres sous forme de somme
finie (3°f a,0(") + fonctions) sont d’ordre 7.

Sous espaces de D'(Q)

Comme mentionné en introduction, si I’on prend des espaces de fonctions
tests moins restreints que D, on obtient des sous espaces de D’. Les espaces
de fonctions tests les plus couramment utilisés sont les espace S et £ ci-apres,
vérifiant D C S C &, et définis par :

— espace S : espace des fonctions indéfiniment dérivables décroissant & 'in-
fini, ainsi que toutes leurs dérivées, plus vite que toute puissance de 1/|z|.
— espace € : espace des fonctions indéfiniment dérivables quelconques.

Ils conduisent aux sous espaces de D’ suivants :

— espace 8’ : espace des distributions tempérées,
— espace &' : espace des distributions a support borné.



1.3. Opérations sur les distributions

avec les inclusions D' D &' D &’. Les distributions tempérées jouent un role
particuliérement important en physique, grace notamment a la transformée de
Fourier. Ainsi, toute distribution tempérée admet une une transformée de Fourier
qui est elle méme une distribution tempérée.

1.3 Opérations sur les distributions

Changement d’échelle et translation

Ces opérations peuvent étre réalisées en considérant I'image d’une distribu-
tion par un opérateur affine. Soit v un opérateur linéaire continu dans D. On
définit par transposition dans I’espace dual D’ 'opérateur ‘v qui a T' € D’ associe
t(T) tel que :

(o(T),0) = (T,u(p)) Vo eD VT eD. (1.18)

Lorsque v est Popérateur ¢(t) — o(at + b), et f une fonction localement som-
mable, une application classique du changement de variable dans I'intégrale per-
met d’obtenir :

1 t—>b
(10 ptat +0) = o (7000 (1.19)
Par analogie, pour une distribution T quelconque, on définit :
1. .t—b
o(T)(t) = =T . 1.20
o)1) = T () (1.20)

Cette formule permet par exemple d’écrire, pour un changement d’échelle de
temps, en prenant b =0 :

t
5(5) = |a|d(t). (1.21)
De méme, la parité d’une distribution peut étre définie en prenant a = —1 et

b = 0. Avec le notations T'(t) = T(—t), nous dirons qu'une distribution est paire
(resp. impaire) lorsque T' = T (resp 7' = —T). Enfin, en prenant a = 1, on
obtient I'image d’une distribution par translation d’amplitude b :

(T(t =), (1)) = (T, p(t + b)), (1.22)

et une distribution sera dite périodique de période b > 0 lorsque T'(t—b) = T'(t).

Dérivation

La propriété essentielle des distributions est qu’elles sont indéfiniment déri-
vables. On introduit tout d’abord la dérivée d’une distribution de sorte que sa

7



1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

définition coincide avec avec la définition usuelle pour une fonction localement
sommable f, a dérivée f’ continue. Par intégration par partie, il vient pour cette
derniére :

(F() (1)) = / F(E)p(t)dt = - / fOQ(Bdt =~ (f.¢).  (1.23)

Ceci définit bien une distribution réguliére puisque ¢’ € D. On est ainsi conduit
a la définition :

(T', 0y = —(T,¢), (1.24)
et plus généralement pour la dérivée d’ordre m :
(T, ¢) = (=)™ (T, 0™, (1.25)

Exemples de dérivation

Dérivée de la distribution de Dirac §. Un premier exemple de dériva-
tion ne conduisant pas a une mesure est donnée par la relation (1.11) donnant
I’expression de la dérivée d’une distribution de Dirac :

<5/,<p> =— <5, <p/> = —¢/(0). (1.26)

Dérivée de la fonction de Heaviside H(t). La fonction de Heaviside, définie
par :
+1 t>0
H(t)—{ 0 t<0 (1.27)
est une fonction localement sommable qui définit donc une distribution. A noter

qu’en tant que distribution, la valeur de cette fonction en ¢ = 0 n’a pas besoin
d’étre précisée. Sa dérivée s’écrit :

(H(1),0(t)) = —(H(t), ¢ (1) = — / byt
= eI = 9 (0). (1.28)

On en conclut que :
H =6 (1.29)

Fonctions réguliéres par morceaux. L’exemple précédent se généralise ai-
sément aux fonctions f qui possédent les caractéristiques suivantes : Soit {tV}VEZ
un suite de nombres réels dstincts tels que lim, 40 t, = 00, et lim, oo t, =
—o00. On suppose f indéfiniment dérivable au sens classique dans les intervalles
Jtu,tus1], et f, ainsi que toute ses dérivées d’ordre p au sens usuel, notées f ®),
ont des discontinuités de premiére espéce (i.e. les limites a droite et & gauche de
f®)(t,) existent). On note alors of les sauts de f®) en t, :

ob = fO(t, +0) — f@(t, —0)). (1.30)
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On note enfin par la suite DP f la dérivée distribution d’ordre p de la fonction
f, et ce afin de la distinguer de la dérivée usuelle f®). La dérivée distribution
Df de f est définie par :

(Df, ) == (f,¢') = —/f(t)w’(t)dt— —Z/tm fO)¢'®at,  (1.31)

pour toute p € D. Une intégration par parties montre alors que :
(Df.) =~ [ 1tyettiat + > (o (1.32)

ce qui s’écrit :

(Df, o) =1+ 0.6, (1.33)

Ainsi, les discontinuités de f apparaissent dans la dérivée Df sous forme de
mesures de Dirac. Les informations concernant les discontinuités de la fonction
f ne sont donc pas perdues par la dérivation. Cette formule se généralise de
proche en proche pour les dérivations d’ordre supérieur, faisant apparaitre les
dérivées successives de la distribution de Dirac :

(DPf, ) Zap 15, +Zap 26,4+ Y ooy (1.34)

Dérivation de log |t| et pseudo fonction pf 1/t". La dérivation de distribu-
tions réguliéres peut conduire a des distributions singuliéres. C’est le cas de la
fonction log |t| qui définit une distribution réguliére, mais dont la dérivée au sens
des fonction 1/t n’est pas localement sommable. Elle ne peut donc représenter
la distribution dérivée. Cette derniére s’écrit au sens des distributions :

(Dloglt],p) = —<10g!t!,<p’(t)dt>:—/ log [t ' (t)dt
= lim— log |t], ' (t)dt
e—0 Mzﬁ

~ lim {log6 [p(e) — p(=e)] + / ) Wdt}

— lim de

1.
e—0 /. t t’ ( 35)

car loge[p(e) — p(—€)] — 0 grace au théoréme des accroissements finis. Ce der-
nier terme est noté alors partie finie de 'intégrale divergente f ( 2®) dt et définit

une distribution notée pf % On obtient alors :

1
Dlog|t| = pf n (1.36)
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Notons également que la dérivation de pf % conduit & son tour & la formule
générale :
1 1
DIpf t—n] = —npf sy (1.37)

Autrement dit, la régle de dérivation est celle classique de la théorie des fonctions.
Ces résultats permettent de considérer des distributions basées sur des fraction
rationnelle quelconques. Il suffit de décomposer en élément simples pour faire
apparaitre, outre les éléments qui sont indéfiniment dérivables, une somme de
termes de la forme ﬁ qui sont des pseudo fonctions translatées de a.

En restreignant le domaine d’étude a ¢ > 0, nous pourrions de maniére
analogue introduire la pseudo-fonction pf @ par :

<pf Ht(t) @> ~ Jim {/OO 2 gt 4 o(0) log(e)} , (1.38)

e—0 t

et pour laquelle une intégration par parties permet d’obtenir :

<pf Ht(t),gp> = /000 ¢ (t) logtdt = /OO ¢'(t)H (t)logt dt. (1.39)

—00

La fonction ¢’ logt est intégrable, ce qui justifie 'existence de la partie finie. En
outre, le dernier terme conduit, par définition de la dérivée d’une distribution,
a:
Hi(t
DI[H (t)logt] = pf f) (1.40)
Dans ce cas, on montre que les dérivations successives conduisent a la formule

suivante faisant intervenir les dérivées de la distribution de Dirac & I'origine :

H(t)
t'I’L

H)  (=D)"

g+l + n!

D[pf ] = —npf 6. (1.41)

Multiplication des distributions

Si f et g sont deux fonctions localement sommables, et si T et T, dési-
gnent les distributions correspondantes, nous souhaitons, comme pour le cas des
fonctions, pouvoir écrire :

T7.Ty = Tjy- (1.42)

Malheureusement, 'existence de Ty et de T, n’entraine pas automatiquement
celle de T'g, car les deux fonctions peuvent étre localement sommables sans que
le produit le soit (I’exemple le plus courant étant f(t) = g(t) = 1/y/t). Il semble
donc ne pas y avoir de définition naturelle pour le produit de deux distributions
quelconques.

10
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Dans le cas du produit d’une distribution 7" et d’une fonction « indéfiniment
dérivable, on définit le produit o/I" par :

(T, ) = (T,ap), Yo€D. (1.43)

La fonction ap appartient bien a D car, comme ¢, elle est & support borné, et in-
définiment dérivable (comme produit de deux fonctions indéfiniment dérivables).
Donc VT, le produit a1 a un sens. Pour certaines distributions, la définition du
produit reste applicable méme si la fonction « n’est pas indéfiniment dérivable.
11 suffit par exemple que «(t) soit continue en 0 pour pouvoir définir ad :

(a(t)o(t), p(t)) = (4(t),
= (a(0)d(1),¢(t)) - (1.44)

On obtient donc
a(t)o(t) = a(0)d(t). (1.45)

On établit de méme, en un point a quelconque ol «v est continue, a(t)d(t —a) =
a(a)d(t — a), et en particulier :
t5 = 0. (1.46)

Parmi les premiéres propriétés du produit multiplicatif, on note celle relative
aux supports :
supp a1’ C supp a Nsupp 7. (1.47)

D’une maniére plus générale, nous avons le théoréme suivant, aux conditions
assez restrictives :

Théoréme 1.3.1. Le produit de plusieurs distributions, lorsque toutes, sauf une
au plus, sont des fonctions indéfiniment dérivables au sens usuel, est associatif
et commutatif.

(a1 +a2)T = T + T, (1.48)
(v1o2)T = ai(aT), (1.49)
a(T1 + TQ) = od] +als (1.50)

Si les conditions ne sont pas vérifiées, la multiplication n’est plus nécessairement
associative, comme le montre I’exemple suivant avec ¢, t, et pf % :

(5t)pf%:0 car 0t =0,

(1.51)
S(tpf3)=06 car tpf}=1.

Dans ce dernier cas en effet, nous avons :

<tpf1,g0> = <pf1,tg0> = pf/ t%odt :/ o(t)dt. (1.52)

11
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Toujours dans la mesure ou le le produit 1" a un sens, la régle de dérivation

s'obtient par la formule usuelle de Leibniz, avec C¥ = k!(;’i ik

D™aT) =Y Ck(D™Ma)DT. (1.53)

k<m

La démonstration pour la dérivée d’ordre 1 est simple et permet de revisiter les
définitions précédemment introduites :

((@T),¢) = —(aT,¢') = —(T,a¢’) = — (T, (ap) —a'p)
= — <T, (ago)’> + <T, a’90> = <T’, ag0> + <O/T, g0>
= (aT", )+ (o'T, o) = {(aT" + T, p). (1.54)

Le théoréme ci-dessous peut s’avérer bien utile dans certaines applications :

Théoréme 1.3.2. Si T a un support compact K, et est d’ordre (nécessairement
fini) m, T est nulle toutes les fois que « et ses dérivées d’ordre < m sont nulles
sur K ; si T a un support quelconque et est d’ordre quelconque, fini ou infini,
aT' est nulle si o est nulle ainsi que toute ses dérivées sur le support de T.

Compte tenu de ce qui précéde, on établit ainsi que :

0 [>n
lg(n) _ ’
e { (1! G2y 8D 1<, (1.55)

et plus généralement :

ad™ = 3"(~1)DCiaD(0)5@. (1.56)

q<n

Le produit de deux distributions peut également étre étendu en faisant appel a
la notion de support singulier :

Définition 1.3.1. Soit T' une distribution sur un ouvert €2 de R. Le support
singulier de T' est par définition le complémentaire du plus grand ouvert w de
Q tel que la restriction de T' & D(w) coincide avec la distribution associée a une
fonction de classe C* sur w.

Ainsi, par exemple, les distributions pf fﬂSﬁ ou plus simplement la fonction de
Heaviside (en prenant n = 0) ont pour support [0, 00| et pour support singulier
Porigine. On a alors la

Proposition 1.3.1. Soient T1 et Ty deux distributions de supports singuliers
disjoints. On peut alors donner un sens au produit T1'To en tant que distribution.

12
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Le probléme de la division

La formule (1.46) (i.e. t0 = 0) montre que le produit de deux distributions
peut étre nul sans qu’aucune d’elles le soit. Réciproquement, que peut-on dire
d’une distribution 7T telle que t7"= 07 Nous avons la

Proposition 1.3.2. Les solutions de l’équation tT = 0 sont les distributions
T =cé, ouceC.

Plus généralement, on démontres que si «(t) est une fonction indéfiniment
dérivable, n’admettant que des racines simples a; & I’équation o = 0, alors toutes
les solutions de I'équations a1’ = 0 sont de la forme :

T=> cid(t—a), (1.57)

ol les ¢; sont des constantes arbitraires. Le probléme de la division est assez
délicat dans un cadre plus général, mais on notera que, avec la fonction « pré-
cédente, pour résoudre le probléme

oT = S, (1.58)

ol S est une distribution donnée, et en supposant connaitre une solution Tj
particuliére, nous avons immédiatement «(T — Tp) = 0, et par suite,

T=To+ Y cd(t—a). (1.59)

Lorsque la fonction a admet des racines multiples, I’énoncé précédent n’est plus
valable, mais nous disposons de la

Proposition 1.3.3. Pour toue distribution S, il existe un infinité de distri-
butions T vérifiant t*T = S. Deuz d’entres elles quelconques différent d’une
combinaison linéaire de dérivées 6™, m < k.

Exemples :

1. Soit & résoudre t1T' = 1, ot 1 est la distribution définie par la fonction
constante. En notant que pf % constitue une solution particuliére (car
tpf % = 1), T admet la forme générale T' = ¢d + pf %

2. Si maintenant on cherche a résoudre tT = §, une astuce pour obtenir une
solution particuliére consiste a dériver td = 0 pour obtenir § + ¢’ = 0, ce
qui suggére comme solution particuliére Ty = —4¢’, et par suite la solution
générale T = &' + cd.

1.4 Convolution des distributions

Le produit de convolution est une opération essentielle dans les mathéma-
tiques appliquées. La convolution posséde un élément neutre, ce qui va permettre
de résoudre certaines équations de convolution et d’obtenir des solutions élémen-
taires d’opérateurs différentiels.

13
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Produit tensoriel de deux distributions

La définition du produit de convolution requiert celle de produit tensoriel
(ou produit direct) dont I'existence est fondée sur le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1. Soient deuz distributions U et V sur R et deux fonctions g
et h de D(R)). Il existe une et une seule distribution sur R%, notée U @ V et
telle que :

UV, g(u)h(v)) = (U, g(uw) (V,h(v)) . (1.60)

C’est le produit tensoriel de U et V. Sa valeur sur une fonction ¢(u,v) € D(R?)
est :

(U V,p)=(U(u), (V(v),p(u,0))) = (V(v), {U(u), p(u,v))) - (1.61)

Les expressions (V (v), p(u,v)) et (U(u), ¢(u,v)) se calculent en laissant res-
pectivement u et v fixes. Ainsi, si f et g sont deux fonctions localement som-
mables, le produit tensoriel des distributions associées s’écrit :

toge = [ [ageretdud). (162

si bien que (f®g)(u,v) = f(u)g(v). (1.63)
Si maintenant on calcule le produit tensoriel de §(u) et §(v), il vient :

(0(u) @ 8(v), p(u,v)) = »(0,0) (1.64)

si bien que 0(u) ®o(v) = d(u,v). (1.65)

Définition et conditions d’existence

On commence par rappeler le produit de convolution de deux fonctions f et
g, pour chercher ensuite a I’étendre au produit de convolution de distributions.
Lorsqu’il existe le produit de convolution de f et g est la fonction A définie par :

h(t) = / F(t— 0)g(0)db, (1.66)

et on note h = f x g ce produit. Lorsque f et g sont intégrable, h existe et est
intégrable. Calculons alors la distribution associée a h, en définissant pour toute
peD:

(Frg.e) = (uoh= [ mow
= [ [#e-oo)etanar
_ / / F)g(v)p(u + v)dudo, (1.67)

dans lequel nous avons posé le changement de variable v =0 et u =1t — 8. Ceci
suggére de définir le produit de convolutions S et T par :

14
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Définition 1.4.1. On appelle produit de convolution de deux distributions S
et T, la distribution S * T, quand elle existe, telle que pour toute ¢ € D :

(ST, ) = (S(u) @T(v),¢(u+0)), (1.68)
et dans lequel S(u) ® T'(v) est le produit direct de S et T.

Le produit de convolution de deux distributions quelconques n’est pas tou-
jours défini car, si la fonction t — ¢(t) est a support borné dans R, il n’en est
pas de méme de la fonction (u,v) — @(u + v). En effet, si (a,b) est le support
de ¢, le support de (u,v) — p(u + v) est la bande a < u + v < b, et par suite
©(u 4+ v) n’est pas un élément de D. Néanmoins, on montre que le produit de
convolution existe dans un des cas de figures suivant, que 'on rencontre trés
largement dans la pratique :

e 'une au moins des deux distributions est a support compact,
e les deux distributions sont a support limité a gauche (resp. a droite).

Il est clair que le produit de convolution est commutatif, S« T =T *x S. L’ex-
tension au produit de plusieurs distributions (dans cet exemple 3) se généralise
en :

(R ST, ) = (R(u) ® S(v) © T(w), p(u+ v +w)), (1.69)

et l'existence est assurée dans I'un ou 'autre des trois cas suivants :

e toutes sauf une au plus sont a support compact,
e toutes ont leur support limité a gauche (resp. a droite),
e les produit deux a deux sont bien définis.

De plus, lorsqu’il existe, ce produit est associatif. Il faut garder en mémoire qu’il

s’agit ici de conditions suffisantes, le produit de convolution pouvant exister

dans d’autres situations. Néanmoins, ne pas en tenir compte peut conduire & des

conclusions erronées telles celle considérant sans précaution le produit 1% &' x H
pour aboutir aux deux différents résultats :

1x(0+«H)=1x5=1 (1.70)

(1%0)*H=0xH =0. (1.71)

Propriétés

Support du produit de convolution : Nous disposons de l'inclusion sui-
vante :
supp S * T C supp S + supp 7, (1.72)

et dans laquelle le membre de droite se lit (somme de Minkowski) :

{r+y; x €supp S, y € suppT}. (1.73)
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Ainsi, par exemple, si le support de S est inclut dans (a,o0) et celui de T' dans
(b, 00), celui de S =T sera inclut dans (a + b, 00). A noter également un résultat
plus précis, connu sous le nom de Théoréme des supports, et qui s’énonce,

conv(supp S * T') = conv(supp S) + conv(suppT), (1.74)

et dans laquelle conv(supp X) désigne I’enveloppe convexe du support de X.

Convolution par § : § étant & support compact, § * T existe pour toute
distribution 7', et, par définition :

0xTp) = ()T (), p(u+0)) = (T(v), (§(u),p(u+v)))
= (T(),p(v+0)) =(T,¢) (1.75)

Ce qui montre que
oxT =T, (1.76)

c’est & dire que la distribution de Dirac joue le réle de I'unité pour le produit de
convolution.

Convolution par 6™ : on considére tout d’abord le cas m = 1 qui conduit
par définition & :

$T0) = (F@T0), -+ ) = (T), (), e+ v)))
= - <T(v),cp’(v)> = <T’,<p>, (1.77)

ce qui montre que la dérivation équivaut & un convolution avec ¢’. On établirait
de méme que :
50 s« T = 10m), (1.78)

Plus généralement encore, si T' = Rx.S, le produit de convolution étant associatif,
on obtiendrait :
(R*8)™ = RS0 = R(™ « g, (1.79)

que 'on retient en disant que pour dériver un produit de convolution, il suffit
de dériver I'un quelconque de ses termes.
Convolution par 6(t —a) : Ici encore, 'application de la définition conduit

a:

Ot —a) «T(t), () = (5(u—a)T(v),p(u+v))
= (T(v), {6(u = a),p(u+v)))
= (T'(v),p(v+a)) =(T(t—a),p(t)), (1.80)

ce qui permet de conclure que pour translater une distribution de a, il suffit de
la convoluer avec la translatée §(t — a) de la distribution de Dirac 4.
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Primitives d’ordre n dans D/ : Si f est une fonction de D/, c’est a dire
dont le support est contenu dans (0, c0), nous pouvons écrire :

/ £(0)do = /oo H(t—0)f(0)d0 = (H * f)(t), (1.81)
0 0

de sorte qu’intégrer f de 0 & t revient & convoluer f avec la fonction de Heaviside.
Nous avons, en d’autres termes, obtenu une primitive de la fonction f. Plus
généralement, la primitive d’ordre n s’écrit :

t rOp—1 01
€d9md0n_d9_ )" 1do. (1.
I/ [~ @) dor -0, /f (1.82)

Si on note H,, la fonction ¢ — H(lf)(f;_l , la primitive d’ordre n de f s’écrit H, * f.

Ces considérations se généralisent également & l'obtention de la dérivée et la
primitive d’ordre v avec o complexe.

Convolution de polynémes-exponentiels : Toujours dans le cas de fonc-
tions sommables fi et fo, le produit de convolution de deux distributions s’iden-
tifie au produit usuel de deux fonctions. En particulier, si elles appartiennent a
D', , nous aurons :

Bt = (i + fo)(t /f1 ) falt — 0)d6 (1.83)

A titre d’exemple, par application directe de cette relation, on obtient facile-

ment :
A1t Aot

(& — €

H(t)eM! s H(t)et = H(t) ——— (1.84)
Al — A2
Un autre exemple qui sera utile par la suite est celui ou f,(t) = %e”, et
pour lequel on obtient que :
H(t)tn_l At * H(t)tm_l At H(t)tn+m_1 At (185)

T(n) © T(m) © ~ T(ntm)
Il s’agit ici d’une application directe de (1.83), suivie du changement de variable
0 = tw, et utilisant la propriété :

/0 "1 ) gm gy — Im (1.86)

Multiplication par t"”, e, et convolution : La multiplication par un po-

lynéme ou une exponentielle, combinée avec la convolution peut avoir des pro-

priétés intéressantes dans certaines applications. On établit ainsi que si I'une des
distibution S ou T est & support compact, alors :

(S« T) Z CE(FS) * (t"FT) (1.87)

(S x T) = (e™S) % (e™T) (1.88)
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Régularisation et continuité de la convolution : La convolution par une
fonction a un effet régularisant (lissant), ce qui se traduit notamment par :

Théoréme 1.4.2. Lorsqu’il existe, le produit de convolution d’un distribution
T et d’une fonction v indéfiniment dérivable est une fonction h donnée par

B(t) = (T(w), (t — ). (1.89)

Cette fonction est elle méme indéfiniment dérivable lorsque 1 est & support
borné, et de dérivée :

R (1) = <T(u), b (1 — u)> . (1.90)

On établit de méme que la convolution est une opération continue dans D’ dans
le sens ot :

Théoréme 1.4.3. S étant une distribution fixée, T, — T entraine T, * S —
TS dans chacune des circonstances suivantes : (a) les distributions T, ont leur
support contenu dans un ensemble compact fize, indépendant de o, (b) S est a
support compact, (c) Ty, et S sont des éléments de D', .

On en déduit la propriété dite de densité de D dans D', a savoir que toute
distribution est limite dans D’ d’une suite de fonctions appartenant a D.

Algébres de convolution

On appelle algébre sur le corps des nombres réels ou complexes, un ensemble
A muni des trois opérations : somme, produit par un scalaire, et produit, ayant
les propriétés :

e A muni de la somme et du produit par un scalaire est un espace vectoriel,
e le produit est une application bilinéaire de A x A dans A,
e le produit est associatif.

On s’intéresse ici aux algébres pour les opérations : somme de deux distributions,
produit d’une distribution par un scalaire, et convolution de deux distributions.
On doit donc vérifier que le produit de convolution de deux distributions de A
est encore un élément de A, et que la convolution est associative lorsqu’on la
restreint aux éléments de A. L’'intérét de ces algébres réside dans le fait que
si § € A (A posséde donc un élément unité), et si une distribution 7' admet
une inverse (notée par la suite 7%~ ou T~ lorsqu’il n’y a pas de risque de
confusion), c’est a dire vérifie

T+T* 1=, (1.91)

cette inverse est unique, et on saura résoudre toute les équations de convolutions
(en X)
TxX =W, (1.92)
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ou W € A. On notera cependant que 'inverse de convolution n’existe pas tou-
jours. C’est par exemple la cas ou T € D car dans ce cas nous avons vu que,
quel que soit X, T'x X est une fonction indéfiniment dérivable qui ne saurait étre
égale a §. L’associativité du produit de convolution permet aussi de montrer que
si T1,- -+, Ty, admettent pour inverses 77 L. , -1 il vient

(Ty* - % Tp) L =Ty x5 T (1.93)
On distingue essentiellement deux algébres que sont les :

e algébre &£’ des distributions a support compact,
e algebre D', des distributions a support contenu dans [0, co).

Lorsqu’on s’intéresse particuliérement aux équations différentielles (ou aux dé-
rivées partielles) a coefficients constants, I'algébre £’ présente un intérét limité.
On montre en effet que si T € & n’est pas de la forme c¢d, I’équation en X,
T x X = § n’admet aucune solution a support compact. On concentrera donc
notre étude a ’algebre D/,

Exemples simples d’application :

e Soit W € D/, et soit a résoudre dans D', 1'équation X' = W. Cette relation
s’écrit encore :

X' =6«X=W. (1.94)

Sachant par ailleurs que ¢ x H = ¢, la fonction de Heaviside H est donc
bien 'inverse de convolution de &', si bien la solution unique X est donnée
par X = H « W. En d’autres termes, la seule primitive de W est H x W.

o Il est aisé de vérifier que dans D/, I'inverse de ¢’ —Ad, A € C, est donnée par
H(t)eM. Tl est en effet simple de montrer que (H (t)eM) = § + MNH (t)e,
pour obtenir :

(6" = X6) x H(t)eM = 6. (1.95)

Equations différentielles Toute équation différentielle & coefficients cons-
tants admet la représentation équivalente :

Y™+ ayay ™Y 4 agy = (1.96)
P(6) <y = f, (1.97)

ou P(9) est le polyndéme symbolique en 9 :

P©) = 6™ +a, 18"+ 4 agd,
= (0W = Xgd) 5 -+ % (61 — An6), (1.98)
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et ot Mg, - - - , A, sont les racines, distinctes ou non, du polynoéme 2" +a, 12" '+
-+« 4 ag. La résolution de ’équation différentielle se raméne donc & la recherche
de l'inverse de convolution de P(¢), soit en utilisant (1.93), a la recherche de des
inverses de (6() — \;8). Cette inverse a déja été établit en (1.95), si bien que :

(P(0))* L = H(t)et x ...« H(t)eM?, (1.99)

On notera également que la présence de racines multiples \g = --- = A,y = A
conduit, en accord avec la relation (1.85), a :

o H@r

(1.100)

Exemple : filtre RC passe-bas. En supposant la capacité initialement non
chargée, le courant i(t) du circuit est lié a la force électromotrice de charge e(t)
par la relation :

Fi1G. 1.2: Circuit RC.

1 t
Ri(t) + C/ i(0)d0 = e(t), t>0. (1.101)
0
Au sens des distributions dans D/, cela se traduit par :
1 .
(R5+6H)*z:e. (1.102)

Si la mesure consiste en la tension v(t) = % fg i(6)df aux bornes de la capacité,
cela s’écrit v = éH * 1, soit 1 = C'0’ * v et par suite :

(RCY + ) xv=Txv=c. (1.103)
Il suffit donc de savoir inverser la distribution 7' = (RC¢’ + §) pour retrouver
I'expression de v(t) pour toute entrée e(t). Il vient :

1
T = EIjne—z?tc. (1.104)

La distribution ainsi obtenue porte le nom de réponse impulsionelle du systéme,
dans le sens ou elle correspond a la solution de (1.103) lorsque l'entrée e est
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une distribution (impulsion) de Dirac. A titre d’exemple, si e(t) consiste en la
fonction de Heaviside, e = H, il vient immédiatement, compte tenu de (1.84)
avec (A1, A2) = (0, —%) :

1 1 ot ot
v=T" «H=——He RC*H:H(t)[l—e Rc]. (1.105)
RC

Prise en compte des conditions initiales Il arrive fréquemment que I'on
cherche a résoudre, au sens des fonctions, une équation différentielle en y, d’ordre
n, connaissant les conditions initiales y(0), ™1 (0),---,y™ 1 (0), notées par la
suite yo, Y3, - - - ,yg_l. I1 suffit pour cela multiplier I’équation par H(t), de poser
z(t) = H(t)y(t), et de former Iéquation différentielle vérifiée par z, en tenant
compte de la formule des sauts présentée au paragraphe 1.3, ou plus directement
par dérivation. Illustrons cette approche sur une équation différentielle du second
ordre :

y® + ary™ + agy = f. (1.106)

Compte tenu que z() = HyM 4108, 22 = Hy@ 4 4560 + 9§, la substitution
dans la relation précédente (multipliée par H) conduit a :

2?4 a2 4 apz = Hf +yoo™ + Yoo + aryod. (1.107)

1 suffit alors d’inverser 'opérateur P(8) = 62 + a;6()) + a¢d pour obtenir :

z=(P(8)) L« [Hf + 906 4 436 + aryod| . (1.108)

Equations intégrales Dans certaines équations intégrales, nous pouvons étre
amené & inverser dans D/, des éléments de le forme § + K ot K est une fonction
de D/,. L’existence ainsi qu’une formulation de cette inverse sont données par
la :

Proposition 1.4.1. Si K € D/, est une fonction localement sommable et loca-
lement bornée, alors 6 + K est inversible dans D!y et (§+ K)* ' =86+ S, ou S
est la somme de la série de terme général (—1)" K*™.

Ainsi les équations de Volterra de la forme, pour t > 0 :

t
o)+ [ K= 0)y(0)d8 = g0 (1.109)
0
ou K et g sont localement sommables, s’écrivent en terme de distributions :
(6+K)xy=g, (1.110)

et la solution recherchée admet la forme y = g + 5 * g, soit, lorsque S est une
fonction :

t
y(t) = g(t) +/0 S(t — ) g(6)(df. (1.111)

21



1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

Ce résultat peut également étre appliqué aux équations différentielles avec re-
tards, comme le montre ’exemple simple suivant :

y D@ +yt — 1) = g(t). (1.112)

En faisant abstraction des conditions initiales, et en notant H, = H(t — 7) et
dr = d(t — 1), cette équation se réecrit :

(6N —6)xy =60 % (8- H,)xy =g, (1.113)
et I'application de la proposition précédente conduit & la solution :
y = (0—H,)" 'xHxg
= (0—H, +H? 4+ (-1)"H" +-- )« Hxg.  (1.114)

A noter que chaque terme de la série admet le formulation explicite ci-dessous
de support (nr,00) :

H™ = [(0;%xH) - % (0 xH)] =0pr x H™"
n}gis
B (t—n7)"t
= H(t ’I’LT)i(n — (1.115)

Equations matricielles La manipulation de systémes d’équations de convo-
lution se plie aux mémes régles que celles du produit matriciel ordinaire, dans
lequel la multiplication est remplacée par le produit de convolution. Dans ce
cadre nous aurons la

Proposition 1.4.2. Une matrice A (n x n) de convolution est inversible si et
seulement si son déterminant A est inversible au sens de la convolution dans
D',.. Son inverse s’obtient en convolant A*1 par la matrices des cofacteurs.

A titre d’exemple, reprenons 'exemple du second ordre décrit en (1.106),
avec f = bu, b constant et u fonction de D', désignant la commande appliquée
au systéme. Cette équation admet la représentation dite d’état, qui au sens des
fonction s’écrit :

(1) o 0 1 0 o Yy
x —< Ly —ay )x—i—( b)u, avec a:-(y(l) > (1.116)

Notant comme précédemment le vecteur z = Hz, il vient 2() = Haz(M 4 z¢ avec
zo = (y(0),y™M(0))%, et la substitution dans la représentation d’état se lit :

1 _ 0 ) 0
z = (—a05 _a15>*z+<b5>*u+xo(5 (1.117)
. s =5 0
soit ( s 50+ ay6 ) kz = ( b > * U+ Tod (1.118)
A B
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1.5. Transformées de Fourier et de Laplace

Il suffit donc de savoir inverser la matrice A au sens de la convolution. Son
déterminant est le polynome de dérivation A = 6 +a;6M +aod, déja rencontré
au paragraphe précédent. Il est toujours inversible et la solution z s’exprime par :

(1)
Z:A*_1*<5_;§15 53))*[<&>*u+x05]. (1.119)

Cette démarche ne se limite pas aux équations différentielles et peut s’étendre
aux équations différentielles intégrales, faisant intervenir des termes de retard,
ponctuels ou distribués. Considérons par exemple le systéme ci-dessous, pour
lequel nous ferons abstraction des conditions initiales, un peu plus délicates
dans le cadre général :

g1(t) = y1(t) + [0, yalt + 0)d6
(1.120)

() = yr(t — 1) + ya(t +f u(t +6)d

En notant 7(t) = H(t) — H(t — 1), il est aisé de constater que les termes fai-
sant intervenir les intégrales se traduisent également sous forme de produit de
convolution. On obtient alors la description matricielle :

( 5/_515 5 s ) * ( 'z; ) = ( _OW ) *u (1.121)

1.5 Transformées de Fourier et de Laplace

Transformée de Fourier

Rappelons tout d’abord la définition de la transformée de Fourier de fonc-
tions. Si f est une fonction Lebesgue intégrable sur R, on définit sa transformée
de Fourier, notée indifferemment F[f](v) ou f(v), par

FIflw) = fv) /f ) e~ 2y, (1.122)

Au vu de cette définition, nous sommes tentés de définir, pour toute ¢ € D, la
transformée d’une distribution 7" par :

(FITL, ) = (T, Flel),  VepeD. (1.123)

Cette définition ne peut pas étre retenue car le membre de droite ne définit pas
un distribution. Plus précisément, ¢ étant & support borné, on montre que F[y]
n’est jamais & support borné. Aussi sommes amené a considérer une classe plus
restreinte de distributions (espace S’ C D), et, par conséquent, une classe plus
large pour les fonctions tests ¢ (espace S D D). De tels espaces ont déja été
évoqués plus haut, rappelés plus précisément ici :
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1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

Définition 1.5.1 (Espaces §). On appelle S 'espace des fonctions indéfiniment
dérivables, décroissant ainsi que toute leurs dérivées, quand ¢t — oo, plus vite
que toute puissance de %

Les fonctions § C D ne sont donc pas nécessairement a support compact,
comme celle de D. Leur décroissance a l'infini se traduit par, ¥m, p entiers non
négatifs,

sup |t P ()] < oo. (1.124)
t

Définition 1.5.2 (Espaces §’). On appelle distribution tempérée toute forme
linéaire continue sur S.

Les distributions tempérées forment un espace vectoriel S’ qui est un sous
espace de D’. La plupart des fonctions que l’on rencontre en physique sont
des distributions tempérées. Il en est de méme des distributions de Dirac et
ses dérivées qui sont a support compact. Notons aussi que la dérivée d’une
distribution tempérée, ainsi que la multiplication d’une distribution tempérée
par un polyndéme, forment des distributions tempérées. Des contre exemples
sont donnés par des fonctions telles que e, et2, qui elles n’appartiennent pas &
S

Définition 1.5.3. Si T € §’, on définit sa transformée de Fourier par :

(FIT), o) = (T, Flgl), VYpeS§. (1.125)

On montre alors que F[T] est toujours une distribution tempérée si T Uest,
et cette définition coincide avec celle obtenue en (1.122) pour des distributions
fonctions. Plus encore, dans le cas particulier ot 1" est un distribution a support
compact, on montre que sa transformée est la fonction indéfiniment dérivable :

T(v) = (T(t),e 2"y, (1.126)

prolongeable, pour les valeurs complexes de v en une une fonction holomorphe
dans tout le plan complexe. Plus généralement, on notera la tendance selon
laquelle plus la fonction T'(t) décroit a Dinfini, et plus T'(v) sera dérivable. Les
tableaux ci-dessous fournissent quelques propriétés et exemples de transformées
de Fourier de distributions singuliéres et réguliéres. Les propriétés relatives a la
multiplication et au produit de convolution sont & considérer avec les réserves
d’existence précédemment énoncés.

Dérivation FIT' ()] = 2imvT(v)
Translation FIT(t —a)] = e 2™ T (v)
Changement d’échelle  F[T'(at)] = ?}L'T(%)
Convolution FIS«T)| = F[S]. FIT]
Produit FIS.T) = FIS] = FIT
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1.5. Transformées de Fourier et de Laplace

Quelques propriétés de la transformée de Fourier

Fll] =0
Fle=#m0t = 5(v — o)
Flsgn(t)] = —pf 5
Flo]=1
FI6W] = (2imv)”

[

Exemples de transformées de Fourier

Transformée de Laplace

On procede ici aussi par analogie avec les transformées de Laplace des fonc-
tions, et on se limite aux situations les plus fréquentes pour lesquelles la fonction
f(t) étudiée est nulle pour ¢ < 0, donc appartient & D’,. On appelle transformée
de Laplace de f la fonction s +— L(s, f), notée aussi f(s) lorsqu’il n’y a pas de
confusion possible avec la transformé de Fourier, définie dans C par :

L(s, f) = /OOO f(t) e stdt. (1.127)

Cette définition n’a pas toujours un sens. On appelle abscisse de sommabilité
de f(t) le réel a, borne inférieure de I'ensemble o = Re(s) telle que |f(t)e™ |
soit sommable. Dans ces conditions, £(s, f) est définie pour Re(s) > a. On note
plus précisément les cas de figures suivants :

e Si f est & support compact, a = —o0,

e Sif est & décroissance rapide,—oo < a < 0,
e Sif est tempérée, a = 0,

e Sifest & croissance rapide , 0 < a < .

Ce dernier cas montre que la transformée de Laplace de f peut exister tandis
que sa transformée de Fourier n’est pas définie. Si a est fini, s — L£(s, f) est une
fonction holomorphe dans le demi plan Re(s) > a. Cette définition est étendue
aux distributions comme suit :

Définition 1.5.4. Soit T une distribution de D’,. On définit sa transformée de
Laplace par la fonction s — £(s,T') définie dans C par :

L(s,T) = (T(t),e""). (1.128)

Cette définition n’a de sens que si T' vérifie également certaines conditions,
en général satisfaites dans la majeure partie des applications. Plus précisément,
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1. INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

on montre que s’il existe un réel ¢ tel la distribution e ¢*T soit tempérée, alors
L(s,T) existe et définie une fonction analytique dans le demi plan Re(s) > ¢. On
trouve dans certains ouvrages une autre définition de la transformée de Laplace
d’une distribution T :

Définition 1.5.5. Soit T' une distribution de D/ qui est une dérivée piéme
au sens des distributions d’une fonction continue f € D!, avec abscisse de
sommabilité a. On définit sa transformée de Laplace par la fonction £(s,T)
définie, pour Re(s) > a, par :

L(s,T)=3s"L(s, f). (1.129)

Les tableaux ci-dessous fournissent quelques propriétés et exemples de trans-
formées de Laplace de distributions singuliéres et réguliéres. Comme pour la
transformée de Fourier, Les propriétés relatives & la multiplication et au produit
de convolution sont & considérer avec les réserves d’existence précédemment
énoncés, de méme que les abscisses de sommabilité doivent étre précisées.

Dérivation L
Translation L
a’

(at)) = 4 £(2,7)

Convolution L

(

(
Changement d’échelle (s,

(

(

Produit L

@
o
|
g
=3
Il
D
@
4
£
3

_(s—a)

Exemples de transformées de Laplace

On notera également ce cas particulier intéressant d’une multiplication d’une
fonction f indéfiniment dérivable par un peigne de Dirac, conduisant a une série
entiére en la variable z = e7° :

&) x 3202 0(t —n) =300, f(n)d(t —n)
s
Yoo f(n)em™ =372 f(n)2". (1.130)
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1.5. Transformées de Fourier et de Laplace

Cette série est appelée transformée en z de f et intervient fréquemment lorsqu’un
signal est sujet & un échantillonnage .

Calcul symbolique Une application particuliérement pratique de la trans-
formée de Laplace réside dans la résolution d’équations de convolutions qui se
raméne au calcul d’inverse de transformées de Laplace. Sous réserve d’existence,
cela se traduit par :

axy=>b = g(s)=——. (1.131)

En particulier, pour les équations différentielles a coefficients constants, a =
P(6) = 3 a;6® est un polynéme de dérivation dont linverse de convolution
admet pour transformée une fraction rationnelle pouvant étre décomposée en
élément simples :

*—1y __ 1 _ ﬁk
L(s,a* ) = )~ E}; RS WIS (1.132)

Les inverses de chaque élément étant connus (cf. Exemples), il vient :

tak—l

' = H(t) Zk: ﬁke_’\ktm. (1.133)

On obtient ainsi I'expression de la solution élémentaire de 1’équation, c’est a
dire celle de a x y = §. Cette décomposition en éléments simples peut égale-
ment s’appliquer 4 la fraction b(s)/a(s) lorsque le second membre b admet une
transformée de Laplace analytique, conduisant ainsi directement & 1’expression
de la solution y. Ainsi, 'exemple traité en (1.119) avec u = H et les valeurs
numériques a1 = 2, ap = 1, xg = 0, b = 1, se traduit par :

1
2 1—et—te?
ss)=| ST ~ 2= H() L (1134)
—_— te~t
(s+1)2

Cette démarche peut aussi s’appliquer a certaines équation intégrales qui se tra-
duisent sous forme d’équation de convolution, comme par exemple la recherche
d’une solution y & support positif et vérifiant, pour ¢t > 0 :

/t y(0)sin(t — 0)d0 =t* = (H(t)sint) xy = H(t)t* (1.135)
0

et qui fournissent par transformée de Laplace et inversion

Sglﬂz)@) = 333 g(s) = % + 333 y(t) = HB)(2+1?).  (1.136)
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1.6 Travaux Dirigés

Note : cette section a été rédigée par Kaouther Ibn Taarit et Lotfi Belkoura

Objectifs

Mettre en évidence les propriétés issues de la combinaison de la multiplication
et du produit de convolution. Ces propriétés fournissent un cadre plus général
aux approches du type intégration par parties et conduisent a des techniques
simple d’estimation de parameétres.

Exercice 1 En s’inspirant de la preuve établie en annexe pour la multiplication
d’un produit de convolution de deux distributions S et T par des fonctions
exponentielles, établir la relation (1.137) et la généraliser a (1.138) :

HS*T) = (tS)* (T) + (S) * (tT) (1.137)

t"(S*T) = zn:Cﬁ(tkS)*(t”’kT), (1.138)
0

ol Cﬁ désigne les coefficients du développement binomial. En déduire la relation :
ty(l) = —2z0+ z%l), avec 2 = t Y,

et donner I'expression correspondante au produit 2 y(2). En supposant y € D', et
en notant H 1’échelon de Heaviside, & quelles simples manipulations se résument
alors H + (ty™M) et H « H * (t2y?).

Exercice 2 On considére un systéme linéaire du premier ordre d’entrée u(t),
de sortie y(t), d’état initial y(0) et de fonction de transfert F(s) = SJ%CL Pour
une entrée en échelon retardé u(t) = H(t — 7), et en considérant y dans D/,
donner ’équation différentielle décrivant ce processus au sens des distributions.

En déduire que la réponse de ce systéme vérifie la relation :
t(t—1) [y(z) + ay(l)] =0.

En supposant a connu, discuter de la possibilité d’obtenir une estimation du re-
tard 7 ne nécessitant pas la connaissance des dérivées de y. (On pourra s’inspirer
des résultats de I'exercice précédent, et on examinera avec soin les supports des
quantités formulées).

1.7 Travaux Pratiques

L’objectif de ces manipulation consiste & illustrer numériquement quelques
propriétés fondamentales sur les distributions. Par la suite, le produit de convo-
lution a * b pourra étre approché par la fonction conv(a,b).te de Matlab, t.
désignant le pas d’échantillonnage choisi.
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Objectif 1

Pour un produit de convolution de deux distributions, nous disposons de
I'inclusion suivante dans laquelle le membre de droite (somme de Minkowsky)
se lit :

supp S« T Csupp S +suppT = {x +y; x €supp S,y €suppT}. (1.139)

Cette inclusion est en général au sens strict. Un résultat plus précis existe (Théo-
réme des supports), dans lequel conv(supp X) désigne I'enveloppe convexe du
support de X.

conv(supp S * T') = conv(supp S) + conv(supp 7T).

Manipulation On note x|, la fonction caractéristique de l'intervalle [a, b].
Effectuer le produit de convolution x| 3] * X[4,5]- Représenter sur un méme gra-
phique les trois courbes et vérifier (graphiquement) la propriété sur les supports.
Reprendre cette manipulation avec le produit de convolution (X[0,0.5] + X[273]) *

X[4,5]

Objectif 2

Une suite de distribution T, converge dans D’ vers T lorsque la suite de
nombres complexes (T}, p) converge dans C vers (T, ) pour toute ¢ € D. En
particulier, la distribution § peut étre aussi vue comme limite (dans D) de
fonctions sommables. Ainsi, une suite de fr > 0 localement sommables telles
que [ fr(z)dz = 1 et vérifiant fi(z) — O uniformément dans tout ensemble
0 <a<|z| <1/a, tend vers 0.

Manipulation Pour différentes valeurs de k entier, représenter graphiquement
les fonctions v et (j ci-dessous :

0 [t >

T(t) = ve(t) = KTI(kt) o) = keF®=1  (1.140)

NI—= D=

1 |t <

Réaliser ensuite les produits de convolutions 7y * y et (i * y pour une fonction
continue arbitraire et comparer les courbes obtenues avec la fonction y. Conclure.

Objectif 3

On établit que si une suite de distribution T}, converge dans D’ vers T, alors
les dérivées TT(Lm) converge dans D’ vers T(™). La dérivation est une opération
linéaire et continue dans D’ et on peut toujours permuter les signe de dérivation

et de limite (propriété plus simple que pour les fonctions).
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Manipulation Calculer au sens des distributions les dérivées ~; et Ck des
fonctions v et (i précédentes. Réaliser les produits de convolutions 4 * y et
ék «y et comparer les courbes obtenues avec la fonction ¢ (calculée ou approchée
par les fonctions diff ou gradient de Matlab). Conclure.

Annexe

Rappel de formules sur la multiplication et la dérivation :

n!

m 5(71,7[) pour l S n.

tl 5(71,) — O pour l > n, et tl 5(”) = (—1)[

(™(S % T)ep(D)) = (S + T)e, e (t)) = (S, (T, (¢ 1)) ) =
<S¢, <ea<+‘”7T77, (¢ + 77)>> = <e“<Sg, (e, (¢ + 77)>> = (e"S*e"T, ).
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2 Optimisation et LMI

M. Dambrine!

'LAMIH, ENSIAME - Université de Valenciennes et du Hainaut-Cambrésis,
59313 Valenciennes cedex 9, France. F-mail :
Michel .Dambrine@univ-valenciennes.fr

2.1 Généralités

Notions de base et notations

Minimiser les coiits, maximiser le rendement, trouver le meilleur modéle
possible, ... toutes ces expressions montrent & quel point 'optimisation a une
place fondamentale dans les sciences de l'ingénieur.

Les données d’un probléme d’optimisation de dimension finie sont les sui-
vantes :

— un vecteur & composé des variables de décision x1,..., Ty ;

— un ensemble K représentant ’ensemble des vecteurs x correspondant a
des valeurs réalistes des variables de décision. Il peut étre décrit par un
ensemble d’égalités ou d’inégalités devant étre vérifié par la solution. K
sera appelé dans la suite ensemble des contraintes ou ensemble admissible ;

— enfin, une fonction J définie au moins sur K et & valeurs réelles représen-
tant la quantité que ’on cherche & optimiser. La fonction J est appelée le
critére, le codt ou la  fonction-objectif

Le probléme d’optimisation (formulé ici sous forme d’un probléme de mi-

nimisationl) consiste a trouver — s’il en existe un — un élément xp;, de K
minimisant la fonction J sur K, c’est-a-dire, tel que
J(Tmin) < J(z) VreK, (2.1)

ou de maniére équivalente

min K min) = 1 f .
Tmin € et J(Zmin) ;gKJ(x)

1pour la recherche d’un maximum, il suffit de remplacer J par son opposé —J
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2. OPTIMISATION ET LMI

Un tel élément est appelé minimum global du critére J sur K.

60

50 B

10 B

F1G. 2.1: une partie du graphe de ( +0.522) * (2 + sin(20z))

1
0.04+=z

La caractérisation d’un tel élément pouvant étre délicate (cf. figure 2.1), on
se contente souvent en pratique de la recherche d'un minimum local, ¢’est-a-dire,
un élément i, pour lequel I'inégalité (2.1) n’est vraie que pour des éléments
x € K pris dans un voisinage V de iy, :

J(@min) < J(x) Ve VNK, (2.2)

Un minimum global ou local sera dit strict si I'inégalité large (2.1) ou (2.2) peut
étre remplacée par une inégalité stricte lorsque x # Zmin :

J(Zmin) < J(x) Ve e VNK,z# Tmin. (2.3)

Le sous-ensemble K représente l’ensemble des contraintes du probléme (ou
ensemble admissible). Lorsque K = R", on parle de probléme sans contraintes,
sinon de probléme avec contraintes. Couramment, les contraintes sont définies
par un systéme d’équations non linéaires

gi(x) =0 Vie{l,...,m},
(contraintes de type égalité) ou un systéme d’inégalités

filz) <0 Vje{l,...,p},

(contraintes de type inégalité) voire une combinaison de ces deux types.
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Classification des problémes d’optimisation

Suivant le type des variables de décision, la nature du critére J et de 'en-
semble des contraintes K, on distingue différentes sortes de problémes d’optimi-
sation. Dans le cadre de ce cours, on supposera que les composantes de x sont
réelles : on parle alors d’optimisation continue. Mais, on peut aussi considérer
des problémes pour lesquelles les variables sont entiéres, voire booléennes (0 ou
1) (optimisation combinatoire ou discréte) et d’autres ou les variables sont des
fonctions (optimisation en dimension infinie).

Dans le cadre méme de 'optimisation continue, on catalogue les problémes
suivant les propriétés (linéarité, convexité, différentiabilité, ...) des fonctions J,
g; et f;. On distingue ainsi

— les problemes linéaires pour lesquels les fonctions J, g; et f; sont des

fonctions affines de x ;

— les problémes non linéaires (lorsqu’ils ne sont pas linéaires) ;

— les problémes quadratiques lorsque J est une fonction quadratique, les fonc-

tions g; et f; étant affines;

— les problémes convexes quand les fonction J et f; sont convexes, les fonc-

tions g; étant affines;

— les problémes différentiables ou non différentiables suivant que les fonctions

J, gi et f; sont différentiables (en un certain sens) ou non.

Existence d’un minimum

La premiére question que 'on peut se poser avant de rechercher la ou les so-
lutions optimales d’un probléme est de déterminer si le probléme admet bien une
solution optimale. Cette étape peut se révéler ardue méme pour des problémes
catalogués comme simples tels les problémes d’optimisation linéaire.

Le point de départ des critéres d’existence d’'un optimum repose sur un
résultat classique d’Analyse : le théoréme de Weierstrass.

Théoréme 2.1.1 (Weierstrass). Toute fonction continue sur un compact non
vide y admet un minimum.

Rappelons qu’en dimension finie, les ensembles compacts sont les ensembles
fermés et bornés. Il est possible de généraliser ce théoréme au cas d’un sous-
ensemble fermé F' C R™ mais non nécessairement borné lorsque le critére a
optimiser J est coercif : pour toute suite (xj)r>0 d’éléments de F, on a

lim [|zg]| = +00 = lim J(z) = +o0. (2.4)
k—o0 k—o0

On convient ici que cette condition est systématiquement remplie lorsque 1’en-
semble F' est borné. En effet, soit (zj) une suite minimisante de J sur F', c’est-
a-dire, une suite telle que J(zy) converge vers infycp J(x). La suite J(z) étant
majorée, la condition (2.4) (dite de coercivité) implique alors que (xj) est une
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2. OPTIMISATION ET LMI

suite bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il est possible d’ex-
traire de (xy) une sous-suite (x,, ) convergente vers un point zmi, de R™. L’en-
semble F' étant fermé, x,;, appartient a F. Si J est continue, alors on a :

J(Zmin) = im J (2, ) = inf J(z).

zeF

Théoréme 2.1.2. Soit F' un ensemble fermé non vide de R", et J : F — R
une fonction continue sur F et vérifiant la propriété de coercivité (2.4). Alors,
la fonction J posséde un minimum sur F.

2.2 Minimisation sans contraintes

On suppose ici que K = R” tout entier ou un ouvert O de R".

On s’attaque dans cette partie au probléme plus pratique de la caractérisa-
tion des points de minimum, c’est-a-dire établir des conditions qui sont auto-
matiquement remplies dés lors qu’un point correspond & un minimum local de
la fonction & minimiser. C’est & l'aide de ces conditions nécessaires que seront
établis les algorithmes d’optimisation.

Notions préliminaires

Eléments de calcul différentiel

Soit J : R™ — R™, on dit que J est différentiable en x s’il existe une appli-
cation linéaire L de R™ dans R™ telle que

J(@+h) = J(@)+ L(k) + [kll=(h),  lime(h) =0

L’application L est l'application dérivée de J en x et est notée J'(z).

Lorsque m = 1 (c-a-d, J & valeurs réelles), L est une forme linéaire (une
application linéaire a valeurs réelles), il existe alors un vecteur noté V.J(x) € R"
— le vecteur gradient de J en x — tel que

L(h) = J (z)(h) = VJ(z)Th, YheR"
(produit scalaire de V.J(x) et de h) et on a
52 (@)
VJ(z) =
oo ()
La dérivée de J dans la direction h est alors donnée par

lim J(x + 0h) — J(x)

_ T
, Jim ; =VJ(z)'h. (2.5)
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2.2. Minimisation sans contraintes

Dans le cas général, la matrice associée & L (dans les bases canoniques de R™
et R™) est la Jacobienne de J en z que l'on notera encore J'(x). Si

Jl(l‘)
@) = Jo() 7
I ()
alors
O - COA N A SR
J(x) = : : -
P o F@) \VIa@)"

Pour une application J : R®" — R deux fois dérivable en un point x, on
définit la matrice Hessienne V2J(z) € R™*" par :

82J() 9%J ()

8;(;12 8:16182:” €z
Vi (z) = :
2 2
g (z) ... 51;’2 (x)

(’est une matrice symétrique : 8% J(x)/0z;0x; = 0*J(z)/0x;0x;.
Le théoréme suivant donne le développement limité a 'ordre 2 de J.

Théoréme 2.2.1 (Formule de Taylor-Young). Si J : R" — R est différentiable
dans R™ et deux fois différentiable en x, alors

1
J(x+h)=Jx)+VJ(x)Th+ §hTV2J(a¢)h + |hl? e(n), lim & (h) = 0.

Notion d’analyse convexe

Une partie C de R™ est dite convezxe si tout segment d’extrémités prises dans
C' est inclus dans C, c’est-a-dire :

\A$+(1—A)yec Va,y € C,¥\ € [0,1],.\

Un point x est une combinaison convexe des points x1,...,x; s’il existe des
nombres réels Aj,...,A\p tels que A\,..., Az > 0, A1 +---+ X = 1et x =
Ax1+- - -+ Apxg. Par extension du résultat précédent, toute combinaison convexe
d’éléments appartenant a un ensemble convexe C' est également dans C.

Définition 2.2.1 (convexité, convexité stricte). Une fonction J : C' — R, ou C
est un ensemble convexe non vide de R"™, est dite conveze si
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2. OPTIMISATION ET LMI

[ JOz+ (1= Ny) <M (2)+ (1= N)J(y) VYa,yeCYA€0,1].|

J est dite strictement convere si I'inégalité précédente est stricte lorsque
xr #yet A€o, 1].

Citons ici quelques propriétés des fonctions convexes :

Proposition 2.2.1.

— L’ensemble des fonctions convexes sur R™ est un cone conveze : si Ji et
Jo sont convexes alors la fonction A\1J1 4+ AoJs est également convexe quels
que sotent A1, Ao > 0.

— L’enveloppe supérieure f(x) = sup;c; fi(z) d’une famille (f;)icr de fonc-
tions convexes est convexe.

— Si J est une fonction convere sur un ensemble convere C, tout point de
manimum local de J sur C' est un minimum global et I’ensemble des points
de minimum est un ensemble convere (éventuellement vide). Si de plus
J est strictement convexe, alors il ne peut exister qu’au plus un point de
MINIMUM.

Si la fonction J est différentiable, il est alors possible de caractériser les
différentes notions de convexité & l'aide des propriétés suivantes :

1. J est convexe sur C si et seulement si

J(@') > J(z) + (VJ(z),2' —x), Va,2'eC. (2.6)

2. J est strictement convexe sur C' si et seulement si

J(@') > J(z) +(VJ(z),2' —z), Vz,2’€C, 2’ #u.

Notons que la premiére propriété admet une interprétation géométrique simple :
une fonction est convexe si et seulement si le plan tangent en chaque point est
situé en dessous du graphe de la fonction.

Enfin, si la fonction J est deux fois différentiable, alors

3. J est convexe sur C si et seulement si V2.J(z) est une matrice semi-définie
positive, Vz € C.

4. J est strictement convexe sur C si et seulement si V2J () est une matrice
définie positive, Vo € C.
Caractérisation d’un point de minimum
Conditions de minimalité du premier ordre

Soit O un ouvert de R"™ et zp; € O un minimum local de la fonction J sur
O, la fonction J étant supposée différentiable au point xyi,. Le point x;, étant
a lintérieur de O, pour tout vecteur d € R", on peut alors trouver un €, tel
que

Tmin +0d € O et J(Tmin + 0d) — J(Xmin) <0 VO €] — Omax, Omax],
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2.2. Minimisation sans contraintes

On a alors ; od) —
lim (:L'min + ) - ($min)
6—0 0

c’est-a~dire, V.J(2min)’ d < 0 pour tout vecteur d € R”. On a donc

<0,VYd € R",

Vj(l'min) =0.

Théoréme 2.2.2 (Condition nécessaire du premier ordre). Soit J : O — R
une fonction différentiable au point xmin € O. Si J admet un minimum local en
Tmin, alors le gradient de J au point xmi, est nul :

VJ(Zmin) =0 (équation d’Euler).

Cette condition n’est bien sir pas suffisante : le méme raisonnement réalisé
pour un maximum conduirait au méme résultat. De plus, on sait que la dérivée
de J(z) = 23 (pour x réel) s’annule en x = 0 sans que ce point ne soit un
minimum ou un maximum. Les points pour lesquels le gradient d’une fonction
est nul sont appelés points stationnaires ou points critiques de cette fonction.

Comment détecter si un point stationnaire est bel et bien un minimum 7 Il
faut pour cela une étude plus poussée du comportement du critére J au voisinage
de ce point. Ainsi, si J est convexe alors la CN de minimalité du premier ordre
devient suffisante :

Théoréme 2.2.3. Soit J : O — R une fonction convexe différentiable sur
Uouvert convexe O. Alors, J admet au point Tmim € O un minimum local si et
seulement si

VJ(Zmin) = 0.
En effet, puisque J est convexe, on a
J(2) > J(Zmin) + VI (Zin) " (T = Tmin), VT, Tmin € O,
et donc, si iy est un point stationnaire de J, on a
J(x) > J(xmin) Vz e O.

Notons qu’alors, du fait de la convexité de J, Ty est un minimum global de J.
Si la fonction n’est pas convexe, on peut essayer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4. Si J est continue en Xy, sur O et qu’il existe un voisinage
V' de ce point tel que :
— la fonction J est différentiable sur V \ {min},
~ Uinégalité VJ(2)T (z — Tmin) > 0 (resp. > 0) est vérifie pour tout x dans
VA {Zmin},

alors J admet an point Ty, € O un minimum local (resp. minimum local strict).

La démonstration de ce théoréme repose sur 'utilisation du théoréme des
accroissements finis.
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2. OPTIMISATION ET LMI

Conditions de minimalité du second ordre

On suppose, cette fois, la fonction J : O — R deux fois différentiable au
point xmin € O.

Si J admet en Z,i, un minimum local, alors on a VJ(2ymin) = 0 et la formule
de Taylor-Young & l'ordre 2 s’écrit

02
0 < J(Zmin + 0d) — J(Zmin) = EdTVQJ(xmin)d + 6%¢(0),

avec limg_oe(f) = 0.
On a donc nécessairement

d"V?J(Tmin)d >0, Vd € R™

Théoréme 2.2.5 (CN de minimalité du second ordre). Soit J : O — R une
fonction deuz fois différentiable au point xmim € O. Si J admet un minimum
local en xmin, alors

VJ(2min) =0 et V2J(zmin) est semi-définie positive.

Il est possible d’obtenir une condition suffisante de minimalité sous des hy-
pothéses plus restrictives :

Théoréme 2.2.6 (CS de minimalité du second ordre). Soient J : O — R et un
point Tmin € O ou J est deux fois différentiable. Si

VJ(2min) =0 et V2J(zmin) est définie positive,
alors J admet un minimum local strict au point Tmin.

En effet, soit A > 0 la plus petite valeur propre de V2J(2min), alors, pour
tout d € R™, on a
A"V J (Zmin)d > Aminl|d]?,

il suffit alors d’appliquer la formule de Taylor-Young & I’ordre 2 pour démontrer
le résultat.

Algorithmes

Le but ici n’est pas de présenter un catalogue complet d’algorithmes mais
quelques méthodes de base ainsi que leur principe-clé.

La plupart des algorithmes de résolution numérique des problémes d’optimi-
sation sont des procédés itératifs : on construit une suite (zy) par une récurrence
du type

Trt1 = Tk + aghg. (2.7)

La direction hj est choisie telle que
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2.2. Minimisation sans contraintes

VJ(.Z'k)Thk <0

(on dit alors que hy, est une direction de descente). Le coefficient oy, est pris tel
que
J(z + aghg) < J(.%'k),

la suite (J(zy)) est décroissante, on parle d’algorithmes de descente.

Méthodes du gradient

On suppose ici la fonction J au moins une fois contintiment différentiable sur
R"™. Dans le cas sans contraintes, un minimum ne peut étre atteint qu’en un point
stationnaire du critére J, c’est-a-dire en un point zpi, tel que VJ(zpin) = 0.
Les techniques itératives de recherche des zéros d’une fonction peuvent donc étre
appliquées a la recherche d’un optimum : si la suite (zj) vérifiant la récurrence

Tpr1 = o) — o VI (xk), avecai #0 (2.8)
converge vers une limite zn,, alors, par continuité de VJ, on a nécessairement
VJ(l'min) =0.

Les méthodes du gradient reposent toutes sur le choix de 'opposé du gradient
comme direction de descente : & chaque étape, on a

| by, = =V (). |

Suivant le choix du parameétre o, on distingue différentes méthodes :

— Méthode du gradient a pas fixe (ax prend la méme valeur & toutes les
étapes).

— Méthode du gradient a pas optimal : a chaque étape, oy est la solution du
probléme d’optimisation unidimensionnel

inf fi(0), (2.9)

ou fr(a) = J(zp + o hy).
Remarquons que, de la condition d’optimalité f;(aj) = 0, 'on déduit la
relation

VJ(zpg1) VI (2p) =0,

exprimant que deux directions de descente consécutives sont toujours or-
thogonales. La convergence de cet algorithme peut donc se révéler assez
lente lorsque les valeurs propres de la matrice hessienne de J au point
optimal ne sont pas du méme ordre de grandeur (cf. Fig. 2.2),

— Méthodes du gradient a pas variable : en pratique, la résolution compléte,
a chaque étape, du probléme (2.9) est trop coiiteuse en temps de calcul.
Pour éviter cela, la valeur du pas est choisie en considérant les éléments
une suite géométrique de raison strictement inférieure 4 1. La valeur du
pas retenue étant la premiére a satisfaire certaines conditions (pour plus
de détail, se référer a [8])

39



2. OPTIMISATION ET LMI

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

—;)/:‘04 —04‘02 0 0.‘02 0.(‘)4 0.2)6 0,68
Fi1G. 2.2: Meth. du gradient & pas optimal

Méthode de Newton
Recherche des zéros d’une fonction : méthode de Newton-Raphson

Un algorithme couramment utilisé pour la recherche des zéros d’une fonction
F : R" — R est la méthode de Newton-Raphson. Le principe est le suivant :
soit x; un point donné de R™ constituant une estimation d’un zéro de F', on
approche au voisinage de ce point, la fonction F' par son développement limité
au premier ordre :
F(z) = F(zg) + F'(zg)(x — )

Le point suivant x4 est alors pris comme le zéro de I (obtenu en résolvant le
systéme d’équations linéaires F'(xy)(dg) = —F(xy), avec xx11 = x + di) (la
figure 2.3 illustre le cas d’une fonction F' & une seule variable réelle x).

On peut montrer que si F' est contintiment différentiable au voisinage d’un
de ces zéros z* tel que det(F’(x*)) # 0, alors pour un point initial zo choisi
suffisamment proche de z*, la suite (zj) converge vers z*.

Application a optimisation : méthode de Newton

On suppose que la fonction J est deux fois contintiment dérivable et que 'on
peut calculer de maniére relativement aisée la matrice Hessienne en tout point.
Alors, la méthode de Newton-Raphson appliquée & la recherche d’un zéro de V.J
conduit & un algorithme itératif de la forme (2.7) ou la direction de descente est

hy = —(V2J (2)) " VI (2). (2.10)

Le paramétre ay peut étre pris égal a 1 (méthode de Newton pure) ou dé-
terminé en résolvant le probléme d’optimisation a une seule variable réelle (2.9).
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L L
0 0.5 1 15

F1G. 2.3: Recherche d’'un zéro de la fonction F(z) = (1 — x)(x — 2)(z — 3)

Méthodes de quasi-Newton

La convergence de la méthode de Newton est rapide, mais la détermination
de la matrice Hessienne de J et la résolution, a chaque étape, du systéme linéaire

V2 (x1) by = =V J(21)

nécessitent un nombre important de calculs, ce qui rend cette technique inap-
plicable pour des problémes de grande dimension. Un reméde consiste alors a
généraliser la formule (2.10) en choisissant pour direction de descente un vecteur
de la forme

hi, = —Hp VJ(xy),
ou Hj, est une matrice symétrique, définie positive. Les critéres de sélection pour
Hj. sont :
1. Etre calculable facilement et rapidement. On peut, pour cela, déterminer

les matrices Hj a ’aide d’une récurrence de la forme

Hyy 1 = Hy + Ay,

la matrice Ay pouvant étre une fonction de Hy, xgy1, Tk, ...

2. Converger vers 'inverse de la matrice Hessienne de J au point de minimum
(au moins pour toute fonction J quadratique et elliptique) ou étre telle que
la direction de descente hj converge vers la direction (2.10). Pour cela, il
suffit que Hj, vérifie I’égalité

Hy (VJ(zx) — VI (2-1)) = T — Tp—1.
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2. OPTIMISATION ET LMI

Parmi les méthodes de quasi-Newton, I'algorithme BFGS ( Broyden, Fletcher,
Goldfarb et Shanno) est considéré comme le plus efficace. La mise a jour des
matrices Hj, se fait alors a 1’aide de la relation de récurrence

gt Higy,, 0507 B k9t Hy + HygrdF
6L g 6L gk 6L gy,

Hk+1 :Hk+(1+

ou 5k = Tk+1 — Tk et gr = VJ(.I]H_l) - VJ(QZk)

2.3 Minimisation avec contraintes

Caractérisation du minimum

On considére ici le probléme de la recherche du minimum d’une fonction
J :R" — R sur K, un sous-ensemble fermé de R" représentant les contraintes.

Le raisonnement que l'on a effectué pour obtenir la condition nécessaire
de minimalité dans le cas sans contraintes n’est plus valide ici : du fait des
contraintes, le point de minimum peut étre sur la frontiére de K et seules les
suites de la forme xymi, + 0rd restant dans K pour 6;, suffisamment petit sont a
considérer. On introduit alors la notion de direction admissible.

Définition 2.3.1. h € R" est une direction admissible de K au point z € K il
existe une suite (zy) d’éléments de K et une suite de réels strictement positifs
(e) telles que limxy, = x, limeg, = 0 et lim(zy, — x) /e, = h.

L’ensemble des directions admissibles au point x € K constitue un cone
fermé de R™ noté K(x).

Une autre facon d’interpréter le fait que d est une direction admissible de
K en xp, est de dire qu’il existe une suite de vecteurs (dg) convergeant vers d
et une suite de réels positifs (0;) convergeant vers 0 telles que Xyin + Oxd, € K
pour tout K. Si Zmi, est un minimum local de J sur K, on a alors

J(xmin + ekdk) - J(xmin)
O

Si J est différentiable en z,;y, il suffit alors de passer a la limite lorsque k£ — oo
pour montrer le résultat suivant :

>0

Théoréme 2.3.1 (inéquation d’Euler). Soit K un sous-ensemble fermé de R™
et J : R" — R une fonction différentiable au point xmin € K. Si J admet sur K
un minimum local en Tmin, alors

VJ(Zmin) ' d>0  Vd € K(Zmin). (2.11)

La difficulté dans ’application de ce théoréme est de caractériser I’ensemble
(ou un sous-ensemble) des directions admissibles. Avant de le faire pour des
contraintes de type égalité et/ou inégalité, considérons deux cas particuliers
simples & traiter.
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— Si = est un point intérieur de K, alors K(x) = R™ et on retrouve la
méme condition nécessaire d’optimalité que dans le cas sans contrainte :
VJ(Zmin) = 0.

— Si K est convexe, alors, étant donnés deux points x et y de K, le point
x+e(y —x) est aussi dans K pour tout ¢ € [0, 1], autrement dit, y — z est
une direction admissible au point z. On a donc K \ {z} C K(x). Il vient
alors le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1. Soit K un sous-ensemble conveze et fermé de R™ et J : R™ —
R une fonction différentiable au point xmi, € K. St J admet sur K un minimum
local en Twmin, alors

VJ(xmin)T(x — Tmmin) >0 Vr e K.
Si de plus J est convexe, alors la réciproque est vraie. En effet, on a
J(l‘) 2 ‘](xmin) + VJ(CCmin)T(JZ — fmjn) Yz S K,

d’ou
J(.T) Z J(Z‘min).

La fonction J admet donc un minimum global en xyiy.

Cas des contraintes de type égalité
On suppose ici que I'ensemble des contraintes est de la forme suivante :
K={zxeR":¢i(x)=0 Vie{l,...,m}} (2.12)

ol g1, ..., gm sont des fonctions définies sur R" et & valeurs dans R.

Recherche des directions admissibles

Soit & un point de K — c-a-d. tel que g;(z) = 0 Vi € {1,...,m}— et
recherchons les directions admissibles a K en x.

Soit d une direction admissible & K en z, alors il existe (di) — d et (6) — 0
telles que x + Ody, € K, Vk, c’est-a-dire :

gi(x +0pdp) =0 Vie{l,...,m}

Si les fonctions g; sont continiiment différentiables en x, alors en développant au
premier ordre et en prenant la limite lorsque (dy) — d, on montre que :

Vgi(x)'d=0 Vie{l,...,m} (2.13)
D’ou
K(z) C Tr(z) 2 {d €R": Vgi(z) d=0, Vie{l,..., m}} (2.14)

Par extension, si les vecteurs (g;(z));.,;,, sont linéairement indépendants
— cas dit régulier — alors, a ’aide du théoréme des fonctions implicites, il est
possible de montrer que les deux ensembles K (x) et Tk (z) sont confondus :
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2. OPTIMISATION ET LMI

K(z)={deR":Vg(z)'d=0, Vie{l,...,m}}

Dans ce contexte, K (x) est le sous-espace tangent & K en x et représente 1'or-
thogonal du sous-espace vectoriel engendré par les Vg;(x).

Condition au premier ordre : régle de Lagrange

On se place dans le cas régulier. Si d est une direction admissible, alors —d
I'est aussi. La condition de minimalité (2.11) s’écrit alors

VI (min) [d =0, Vde K(z)= {h €R":Vgi(x)Th=0, Vie{l,... ,m}}

On a donc VJ(zmin) € K (z)1, puisque les vecteurs (gi(x)) pour 1 <4 < m sont
supposés linéairement indépendants, nécessairement V.J(Zmyin) est un élément
du sous-espace vectoriel engendré par les Vg;(x).

Théoréme 2.3.2 (Reégle de Lagrange). Soient J, g1, ..., gm des fonctions défi-
nies sur R"™ et a valeurs dans R et K le sous-ensemble de R™ défini par (2.12).
On suppose que les fonctions J et g; (pour i = 1,...,m) sont différentiables
en un point Tmin € K et que les vecteurs (Vgi(Tmin))i<;<,, SONt linéairement
indépendants. Si J admet sur K un minimum local e_n_xmin, alors 1l existe
A, -5 m € R tels que

VI (min) + Y AiVi(min) = 0. (2.15)

=1

Les coefficients \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange associés au
point de minimum Z;y.
Définissons la fonction £ : R® x R™ — R par

L(z,2) = J(@)+ ) Nigi(@),
i—1

ou A = [Ag,..., )\m]T. Cette fonction est appelée fonction de Lagrange ou La-
grangien du probléme de la minimisation de J sur K.
La régle de Lagrange dit alors que si iy minimise J sur K, alors il existe
un vecteur A € R™ tel que le vecteur (mmin,X) soit un point stationnaire de L.
Pour trouver la solution d’un probléme d’optimisation avec des contraintes
égalités, il suffit de résoudre le systéme & n + m équations et n + m inconnues

V.L(x,A\)=0 et V L(x,\)=0

La regle de Lagrange ne donne qu’une condition nécessaire de minimalité
(on obtiendrait de toute fagon la méme condition pour un maximum). Pour
obtenir des conditions suffisantes, il faut rajouter des hypothéses, par exemple
la convexité :
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2.3. Minimisation avec contraintes

Théoréme 2.3.3. Soit J une fonction convexe différentiable sur R™. Et soient m
fonctions g; (pouri=1,...,m) supposées affines (de la forme gi(v) = a; x+b;).
Alors, un élément xmin € K ={z € R" : g;(z) =0,Vi € {1,...,m}} pour lequel
il existe un vecteur A € R™ wérifiant (2.15) est un minimum (global) de J sur
K.

Conditions du second ordre

On suppose cette fois les fonctions J et g; deux fois différentiables. On ad-
mettra les deux résultats suivants.

Théoréme 2.3.4 (CN au 2nd ordre).

Soient J, g1,..., gm des fonctions définies sur R™ et a valeurs dans R et K
le sous-ensemble de R™ défini par (2.12). On suppose que J et les fonctions g;
sont deux fois différentiables en un point rmim € K et que les différents vec-
teurs (Vgi(Tmin))q<j<,, Sont linéairement indépendants. Si J admet sur K un

minimum local en Tmin, alors il existe X = [A1,..., Am] € R™ tels que
Vil (Zmin, A) = 0. (2.16)
d"V2L(min, N)d > 0, (2.17)

pour tout d € {h € R" : Vg;(x) Th =0, Vie{l,...,m}}

Théoréme 2.3.5 (CS au 2nd ordre). B
Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme précédent, s’il existe A € R™ tel que
POUT Tin € K

VoLl (Zmin, A) = 0. (2.18)
d"V2L(xmin, N)d > 0, (2.19)

pour tout d # 0 dans {h cR":Vgi(zx)Th=0, Viel{l,.. ,m}} , alors, Tmin
est un minimum local strict de J sur K.

Cas des contraintes de type inégalité

On suppose maintenant que ’ensemble des contraintes est de la forme sui-
vante :

K={zeR": fj(x) <0 Vje{l,...,p}} (2.20)

ou f1,..., fp sont des fonctions définies sur R" et a valeurs dans R.

Une contrainte f;(z) < 0 sera dite active ou saturée au point z si fj(x) = 0.
Seules ces contraintes ont un réle dans le probléme d’optimisation. En effet,
si, & optimum, on a fj(zmin) < 0, Vj € {1,...,p}, alors le point Zpi, est a
I'intérieur de K et alors K(z) = R™.

Pour un point « € K, on notera I(x) I'ensemble des indices des contraintes
actives défini par

I(x) ={j e{l,...,p}: fj(x) = 0}.
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2. OPTIMISATION ET LMI

Recherche des directions admissibles

Soit d € R™ une direction admissible & K en x, alors il existe deux suites
(di) — d et (0x) — 0 telles que = + Ordy, € K, Vk, c’est-a-dire :

fj($ + dek) <0 Vje I(:L‘)

Si les fonctions f; sont continiment différentiables en z, alors en développant
au premier ordre et en prenant la limite lorsque (d) — d, on montre que :

Vii(x)Td<0 Vjel(z) (2.21)
En fait, on vient de montrer que
K(z) C K*(z) ={d € R": Vfi(x)"d <0, Vjecl(zx)}

L’égalité n’est vraie que sous certaines hypothéses dites de qualification des con-
traintes. 1l existe différentes conditions de qualification des contraintes, une des
plus simples est la suivante :

Théoréme 2.3.6. Supposons les fonctions f; différentiables, alors les contrain-
tes sont qualifiées au point x € K s’il existe h € R™ tel

Viix)'h<0 Vjel(z). (2.22)

Lorsque f; est une fonction affine, on peut remplacer I'inégalité stricte (2.22)
par linégalité V f;(z)Th < 0.

Remarquons alors que si toutes les contraintes f; sont affines, alors les
contraintes sont systématiquement qualifiées : il suffit de choisir h = 0.

Géomeétriquement, I'ensemble K*(z) est un cone (cf. illustration dans le plan
figure 2.4).

01,)

L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fi1G. 2.4: cone des dir. admissibles
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2.3. Minimisation avec contraintes

Condition au premier ordre

En supposant les contraintes qualifiées, la condition de minimalité (2.11)
s’écrit ici :
VJ(Zmin) "d > 0,

pour tout d dans {h € R": Vf;(z)Th <0, Vj € I(¥mmn)}.
On peut alors montrer que cela est équivalent & ’existence d’un vecteur
1t € RP & composante fz; > 0 tel que

VJ(@min) + Y V(i) =0
jel(xmin)

(cf. interprétation géométrique sur la figure 2.5)

01,6

AN 1,60

08

06

L L L L L L L
0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6

F1G. 2.5: CN de minimalité : VJ(zpin) doit étre dans le cone convexe engendré
par les —V f;(Zmin) pour j € I(Zmin)

En résumé :

Théoréme 2.3.7. Soient J, f1,..., f, des fonctions définies sur R™ et a valeurs
dans R et K le sous-ensemble de X défini par (2.20). On suppose que J et
les fonctions f; sont différentiables en un point rmin € K et qu’en ce point
Uhypotheése de qualification des contraintes est remplie. Si J admet sur K un

mainimum local en Tmin, alors il existe des réels pi, ..., pu, > 0 tels que
P
VI (min) + Y 15V fi(@min) = 0, (2.23)
j=1
/Ljfj(%‘min) = 0, Vj S {1,...,p}. (2.24)

Les coefficients u; jouent le méme role que les multiplicateurs de Lagrange
pour les problémes avec contraintes égalités : on les appelle parfois “multipli-
cateurs de Lagrange généralisés”. Attention, toutefois au signe positif imposé
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2. OPTIMISATION ET LMI

dans le cadre de contraintes inégalités. La condition (2.24) est appelée condition
de complémentarité, elle précise que si une contrainte est inactive au point de
minimum, alors nécessairement le multiplicateur associé est nul.

Cas des contraintes de type mixte
CN de minimalité du premier ordre : conditions de KKT

Il est possible d’étendre sans difficulté majeure les résultats précédents de
fagon & prendre en compte des contraintes se présentant sous les deux formes
égalités et inégalités :

K={zeR": fj(x) <0 Vje{l,...,ptet gi(x) =0 Vie{l,...,m}}.
(2.25)
Les fonctions f; et g; sont supposées différentiables sur R".
Pour ce probléme, les principales conditions de qualification des contraintes
en un point x sont les suivantes :

QC1 les fonctions f; (pour j € I(z)) et g; (pour i =1,...,m) sont affines.
QC2 les gradients V fj(z), Vgi(z) (pour j € I(x) et i = 1,...,m) sont linéai-
rement indépendants.

QC3 si

Z)\ngi($)+ Z ,uijj(x) =0 et ,uj Z O,j S I(:L‘) = )\i = 0, ,uj =
=1 jel(x)

On a alors le résultat :

Théoréme 2.3.8 (Karush-Kuhn-Tucker). Soient J, fi, ..., fp, g1, ..., gm des
fonctions définies sur R™ et a valeurs dans R et K le sous-ensemble de R™ défini
par (2.25). On suppose que J et les fonctions f;, g; sont différentiables en un
point xmin € K et qu’en ce point les contraintes sont qualifiées.

St J admet sur K un mintmum local en xwyin, alors il existe des réels fuy,. . .,
f, >0 et A, ooy A tels que

m p
v<](55min) + Z )\ivgi(xmin) + Zﬁjvf] (-’Emin) =0,
=1 7j=1

pifi(@Tmin) =0, Vie{l,...,p}.

Les coeflicients \;, p1; sont appelés coefficients de Lagrange (généralisés) ou
de Karush-Kuhn-Tucker.
On peut reformuler les conditions de KKT en introduisant le Lagrangien du
probléme :
L:R"xR™ x RE
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2.4. Optimisation convexe

Lz, A p) = J(x)+ Z Aigi(z) + Z pifi(x)

1<i<m 1<j<p
Conditions de KKT

(VoL (min A1) =0, OF
Gi(Tmin) =0 (1<i<m), (ii);
fi(@min) <0 (1<j<p), (ii);
i =0 (I<j<p), (iv);
145 f5(Tmin) = 0 (1<j<p), ).

2.4 Optimisation convexe

Optimisation convexe

La notion de convexité posséde un réle privilégié en théorie de 'optimisa-
tion car elle permet d’obtenir des conditions globales d’existence, mais aussi par
I'existence de conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité et cela méme dans
le cas non différentiable. Elle est également d’une grande importance pratique
puisqu’il existe des algorithmes de résolution numérique trés efficaces et, consé-
quence logique, de plus en plus de problémes concrets sont traités au moyen de
I'optimisation convexe.

Le probléme

(P)  minJ(z),

est un probléme conveze si la fonction objectif J et 'ensemble des contraintes K
sont convexes. Lorsque ’ensemble K est défini par des égalités et des inégalités :

K={zxeR":¢i(x)=0,ie{l,...,m}et fj(x) <0, je{1,...,p}}, (2.26)

alors il suffit que les fonctions g; (pour ¢ = 1,...,m) soient affines et les fonctions
fj (pour j =1,...,p) convexes pour que K soit lui-méme convexe. On supposera
que c’est toujours le cas dans la suite.

Une propriété importante en optimisation convexe est la suivante

Théoréme 2.4.1. Si J est une fonction convexe sur un ensemble convere C,
tout point de minimum local de J sur C est un minimum global et [’ensemble
des points de minimum est un ensemble convere (éventuellement vide). Si de
plus J est strictement convexe, alors il ne peut exister au plus qu’un point de
MINIMUM.

Conditions d’optimalité

La plupart des conditions nécessaires d’optimalité données dans les sections
précédentes sont également suffisantes dans le cas convexe. Il en est de méme
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2. OPTIMISATION ET LMI

pour les conditions d’optimalité de Karush, Kuhn et Tucker. Un autre avantage
non négligeable obtenu a l'aide de la propriété de convexité est la possibilité
d’utiliser une condition de qualification des contraintes (dite de Slater), plus
simple d’emploi car valable non plus localement mais globalement :

QC4 Si, en écrivant les contraintes égalités sous la forme matricielle Az = b,
les m lignes de A sont linéairement indépendantes et s’il existe un point
T € R™ tel que AT =b et

fi(@) <0, Vjie{l,...,p}, (2.27)

alors les contraintes sont qualifiées en tout = de K.

Pour toutes les fonctions f; affines, I'inégalité stricte (2.27) peut étre remplacée
par I'inégalité large (f;(z) < 0).

Théoréme 2.4.2 (Conditions de Karush, Kuhn et Tucker). Soient J, fi,...,
fps 91,- -, gm des fonctions définies sur R™ et a valeurs dans R et K [’ensemble
défini par (2.26). On suppose que les fonctions J et f; (1 < j < p) sont convexes
et différentiables en un point xwmin € K et que les fonctions g; sont toutes affines.

1. St J admet sur K un minimum en Tyin et si les contraintes sont qualifiées,
alors il existe des réels \1,... A\ (de signe quelconque) et ..., pp >0,

tels que
p m
vJ(xmin> + Z vafj (xmin> + Z ijyi(xmin) =0, (2.28a)
j=1 i=1
:u]fj(xmln) =0 v.] € {1a s 7p}
(2.28b)
2. Réciproquement, sl existe des réels \1,... Ay et p1, ..., 1y > 0, vérifiant

les relations (2.28), alors J admet sur K un minimum en Tip.

Exemples de problémes convexes

Il existe des familles de problémes convexes ayant une portée trés importante

en pratique :

— Les problémes d’optimisation linéaires pour laquelle la fonction objectif est
linéaire par rapport aux variables de décision x;, et les fonctions contraintes
(égalités et inégalités) sont des fonctions affines des z; :

minimiser J(z)=c"z,

n . T . :
: ) e,
(PL) sd.c. xR a;x="0b; i=1 m

djz<e;, j=1,...,p
Ces problémes seront étudiés au chapitre suivant.
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2.5. Programmation linéaire

— Les problémes quadratiques ou la fonction objectif est quadratique (con-
vexe) et les contraintes affines :

minimiser J(r) =1/22"7Qz + ¢z + co,
(PQ) sd.c. xeR™: alx="0by, i=1,....,m

)

dijSej, j=1...,p

Les problémes d’optimisation quadratique avec contraintes quadratiques
ou la fonction objectif ainsi que les contraintes inégalités sont quadratiques
(convexes) et les contraintes égalités affines :

minimiser J(z) =1/22" Qoz + pd = + o,

(PQCQ) sd.e. zeR": 1/2xTij+pij+7“j§0, j=1...,p
T

a;x="b, t1=1,...,m

Les problémes d’optimisation semi-définie pouvant étre mis sous la forme :

minimiser J(r)=c'z
(SDP)
sle. zeR": Fy+x1Fi+--+x,F, =0
ou les F;, pour ¢ = 0,1,...,n, sont des matrices & coefficients réels, symé-

triques et de méme dimension et I'inégalité A = 0 signifie que la matrice
symétrique A est semi-définie positive. Ces problémes seront traités au
chapitre 2.6.

2.5 Programmation linéaire

Définitions - formes inégalité et standard

On appelle programme linéaire un probléme d’optimisation o le critére J et
toutes les fonctions f;, g; intervenant dans les contraintes sont affines en z. Ce

sont donc des problémes pouvant s’écrire sous la forme

minimiser J(z) =c"z,

(P) sle. zeR": alz=0b;, i=1,....,m

7

djz<ej, j=1,...,p

(s.l.c. = sous les contraintes). Remarquons qu’il n’existe pas une fagon unique

d’écrire un programme linéaire :
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2. OPTIMISATION ET LMI

— une contrainte égalité peut étre transformée en deux contraintes inégalités :

— une contrainte inégalité peut étre transformée en une contrainte de type
égalité et une condition de signe sur une variable en introduisant une
variable dite d’écart

dlx+z; =e;
d;x§6j<:>3,zj€ﬂ£: J J /
ZjZO

— une variable x; de signe quelconque peut étre remplacée par la différence
de 2 nouvelles variables positives :

xi:xj—x;, ijO, xz; > 0.

On peut ainsi écrire tout programme linéaire de maniére équivalente sous :
— une forme inégalité :
minimiser J(x)=c'x
sd.c. x€eR™: a;-l—xgbi7 i=1,...,m
ol toutes les contraintes sont de type inégalité (on réécrira ces inégalités de
maniére plus condensée sous l’écriture matricielle Az < b, ot A € R™*™
est la matrice de ¢ ligne a; , et b= [by...b,] € R™);
— une forme inégalité a variables positives :
minimiser J(x)=c"z,

sd.c. xe€R": a;rgzcgbi7 i=1,...,m

— une forme standard :
minimiser J(z)=c"z,

sl.ec. zeR": a;x:bi, i=1,...,m

ol toutes les contraintes sont de type égalité, les variables d’optimisation
x; étant toutes de signe positif. On réécrira les contraintes sous 1’écriture
matricielle Az = b, x > 0.
Remarque : dans ces trois formulations, le vecteur z, le nombre de variables n
et le nombre de contraintes m ne sont pas nécessairement conservés.
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2.5. Programmation linéaire

Un exemple simple

Un laminoir peut produire deux types de bobines d’épaisseurs différentes,
nommeées B1 et B2. La premiére — plus épaisse — est produite a 200 tonnes par
heure et est vendue avec un bénéfice de 25 euros/tonne, la seconde est produite
a 140 tonnes/heure avec un bénéfice de 30 euros/tonne. Pour des raisons de sa-
turation du marché, on ne veut pas produire cette semaine plus de 6000 tonnes
de bobines B1 et de 4000 tonnes de B2. Il n’y a que 40 heures de production dis-
ponibles cette semaine, quelle quantité de chacune des bobines doit-on produire

pour maximiser le profit ?

Si on note x1 et xo les quantités de bobines B1 et B2 produites, alors il s’agit

de résoudre le probléme d’optimisation suivant :

maximiser 2521 + 30x9
s.l.c. x1 < 6000
z9 < 4000

21/200 + 22,/140 < 40

1,72 >0

Il est facile de résoudre graphiquement cet exemple :

4000

6000 1

Fi1G. 2.6: Résolution graphique de I'’exemple

On peut tirer de cet exemple simpliste quelques conclusions générales :

— le domaine des contraintes est un polyédre convexe (ici un pentagone),
— la solution optimale est située sur un sommet de ce polyédre.
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Polyédres convexes
Définition
Considérons un probléme d’optimisation linéaire mis sous forme inégalité

minimiser  J(z) =c'x

sdl.c. zeR" Ax <b

ot A e R™" et b e R™.
L’ensemble des contraintes (appelé aussi ensemble admissible)

K ={xeR"| Az < b}

définit ce que I'on appelle un polyédre (convexe). Il correspond a 'intersection
des m demi-espaces
{z e R" | a] z < b;}
ou les aiT correspondent aux lignes de la matrice A.
C’est un ensemble éventuellement vide, borné ou non et convexe : on peut
facilement vérifier que

r,ye K=V0e€[0,1], 6zx+(1—-0)ye K.

Sommets d’un polyédre

Définition 2.5.1 (sommet). Un sommet d’un polyédre convexe K C R" est
un point xg de K pour lequel il existe un vecteur ¢ € R" tel que

c'zo<c'z, VezekK, x+#mx
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2.5. Programmation linéaire

On peut reformuler cette définition en disant qu'un point xg est un sommet du
polyédre convexe K C R” s’il existe un vecteur ¢ € R™ tel que xg soit I'unique
point de K minimisant la fonction z — ¢'
Caractérisation géométrique

Un sommet xq est également caractérisé géométriquement par le fait qu’il ne
peut étre situé strictement a 'intérieur d’'un segment contenu dans K :

x sur K.

xo=0y+(1-0)z, 0€0,1], y,z€e K=x9=youzy==z2

(on parle de point extrémal du convexe K).
Caractérisation algébrique

Intuitivement, on congoit bien qu'un sommet est défini comme étant 'inter-
section de n hyperplans indépendants constituant la frontiére du polyédre. Pour
formaliser cela, définissons pour un point x de K :

— I(x) U'ensemble des contraintes actives (ou saturées) en x défini par

I(z)={ie{l,...,m} | a x =b;}.

(I(z) est un ensemble d’indices dont on notera k le cardinal et iy, ..., i
les éléments.)

— A(z) la sous-matrice de A obtenue en ne prenant que les lignes correspon-
dant & des contraintes actives en x :

Az) = ©o|, avec I(x) = {i1,..., ik}

Alors, xg est un sommet de K si zg € K et vérifie rang(A(xo)) = n (dans
la littérature, un tel point est appelé une solution basique admissible).

Théoréme 2.5.1. Les 3 caractérisations d’un sommet sont équivalentes.

Démonstration :
— Si zg est un sommet de K, c’est aussi un point extrémal de K.
En effet, soient y, z € K, y # xg, 2 # xo. o est un sommet de K : il existe
donc ¢ € R™ tel que :

clzo<cly, cxp<cz
Pour 6 € [0, 1], on a alors

cxg<c(By+(1—-6)2)
d'ot zg # Oy + (1 —0)z
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— Si zg est un point extrémal de K, alors c’est aussi une solution basique
admissible.
En effet, supposons qu’il existe un vecteur d # 0 tel que A(zg)d = 0,
c’est-a-dire
ajd=0, icI(x).

Pour ¢ > 0 suffisamment petit, on a
y=x+ged e K, z=z9—ede€ K,

car

T T

- pouriEI(:co):aiTy:aiz:ai To = b;,

T

a; ro—b
xg — b; < 0, prenons ¢ < |-

T dj‘ pour tous les
J

— pour ¢ ¢ I(z) : q
je{l,...,m}\ I(x) tels que d; # 0, alors a] y < b; et a] 2 < b;.

On a alors zgp = (y + 2)/2 : ce qui contredit le fait que xp est un point
extrémal de K.
Conclusion : Ker(A(zg)) = {0} = rang(A(zo)) = n : zo est une solution
basique admissible de K.

— Si z est une solution basique admissible de K, alors ¢’est aussi un sommet.
Posons ¢ = — Zie[(mo) a;. Alors, pour tout y € K :

cTxg—cly= Z (af y —b;) <0,
1€I(z0)

avec ¢y = ¢’

7o si et seulement si @]y = b; pour tout i € I(xg). Or
rang(A(zg)) = n : il ne peut y avoir au plus qu’une seule solution & ce
systéme d’équations, donc y = xg.

Conclusion : ¢ zy < ¢y pour tout y € K, y # xo.

Propriétés des polyédres sous forme standard

Soit K un polyédre représenté sous forme standard :
K={zeR": Az =0, x > 0}.

Si 0 € K, alors c’est un sommet de K.

Un point z de K , x # 0, est un sommet si et seulement si les colonnes de A
correspondant au composantes non nulles de x sont linéairement indépendantes,
c-a-d.

rang {a;,, aj,,...,ajy} = N,

ou
{jl,jg,...,jN} :I+(JJ) = {j S {1,2,...,n}:xj > 0}
et a; représente la jme colonne de A.
Le sommet = de K est dit dégénéré s’il a plus que n — m composantes nulles

(ou encore l'entier N est strictement inférieur & m).
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2.5. Programmation linéaire

Remarque : on peut déduire de ce résultat qu’un polyédre n’admet qu'un nombre
fini de sommets.

Théoréme 2.5.2. Tout polyédre non vide représenté sous forme standard
K={zecR": Az =0, z >0}

posséde au moins un sommet.

Théoréme fondamental de la programmation linéaire

On considére le probléme d’optimisation linéaire mis sous forme standard

minimiser ¢’z

(Ps) :
sle. reK={zxeR": Az =0b, x>0}

Notons

* — inf T
P =i ele)

la valeur (optimale) du probléme.
On conviendra que
— p* = +o0 si K est vide et

~ p* = —oo si l'ensemble {c"z : x € K} est non minoré
On appellera ensemble des solutions optimales ’ensemble des x € K tels que
T *
c'z=p*.

Théoréme 2.5.3. Sip* est fini, alors ’ensemble des solutions optimales contient
auw moins un sommet de K.

Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est due & George Dantzig (1947). Son principe
consiste & construire une suite de sommets {xk} telle que, a chaque étape, on ait
J(xF*1) < J(2%). Le nombre de sommets d'un polyédre étant fini, I'algorithme
doit normalement converger en un nombre fini d’étapes.

Avant de formaliser I'algorithme du simplexe, on va voir sa mise en ceuvre sur
un exemple simple.
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Exemple

On reprend I'exemple précédent (mis sous forme minimisation) :

minimiser J(z1,22) = —25x; — 3022
s.l.c. z1 < 6000
To < 4000

1/200 + x5/140 < 40

T1,T2 > 0

Reformulons ce probléme sous forme standard en introduisant trois variables
d’écart x3, x4, T5 :

minimiser J(x1,xe,x3, x4, x5) = —2521 — 3022
s.l.c. x1 + x3 = 6000
To + x4 = 4000

$1/200—|—1’2/140+$5 =40

x1,%2,T3,T4,25 > 0

— Phase I du simplexe : détermination d’un sommet initial

Pour 1 = x5 = 0, on obtient x5 = 6000, z4 = 4000, x5 = 40. On obtient ainsi
une solution admissible puisque x1, T2, x3, T4, x5 > 0. Le point obtenu constitue
en fait un sommet de l’ensemble des contraintes?. Ce premier sommet a été
obtenu ici relativement facilement, il n’en est pas toujours de méme. On verra
cependant au paragraphe 2.5 comment un premier sommet peut étre obtenu
systématiquement. Remarquons que pour ce premier sommet, la fonction J a
pour valeur 0.

— Premiére étape

Test de 'optimalité du sommet courant L’ensemble des contraintes est
donné par un ensemble de 3 contraintes égalités liant les 5 variables x1,..., x5 :
on a donc 2 degrés de liberté. En choisissant d’exprimer la fonction coiit ainsi que
les variables 3, x4 et x5 en fonction des variables x; et zo (qui lorsqu’elles sont
nulles nous redonne le sommet courant), on obtient une formulation équivalente

Zyérifier que les conditions données au paragraphe 2.5 sont remplies
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2.5. Programmation linéaire

du probléme de départ

minimiser J(x1,x2,x3, x4, x5) = —2521 — 3022
s.l.c. x3 = 6000 — 21
x4 = 4000 — x4

x5 =40 — x1/200 — /140

T1,T2,73,%4,25 > 0

L’expression ci-dessus de la fonction J montre qu’il suffit d’augmenter z; ou g
pour faire décroitre le cott : le sommet courant (correspondant & z; = zg = 0)
n’est pas une solution optimale !

Passage a un nouveau sommet Pour faire décroitre .J, il suffit, par exemple,
d’augmenter x; en laissant xo & zéro. La variable x; ne peut cependant pas
augmenter indéfiniment : la premiére contrainte nous limite & une valeur de
6 000, tandis que la troisiéme, moins sévére, nous autorise une valeur maximale
de 8 000. Pour la plus petite de ces deux valeurs, c-a-d. 1 = 6000 (en laissant
pour Uinstant z & 0), on obtient 3 = 0 (normal!), x4 = 4000, 25 = 10 . Ce
point est un autre sommet de I’ensemble des contraintes. La valeur de la fonction
cotit J est passée de 0 & —150 000.

— Deuxiéme étape

Test de 'optimalité Ce deuxiéme sommet est-il optimal ? Pour le voir, choi-
sissons cette fois de tout exprimer en fonction des variables x3, zs. Les contraintes
égalités s’écrivent alors :

z1 = 6000 — z3
x4 = 4000 — x4
x5 =10+ T(l)oxg — foxg
et la fonction colit a pour expression
J(x1, 22,23, 24, x5) = —150000 + 2523 — 302

On voit donc que la solution n’est pas optimale puisque 'on peut faire encore
diminuer J en augmentant xs.

Recherche d’un nouveau sommet On augmente xo en laissant cette fois
3 & zéro. La valeur maximale de xo, égale & 1400, est maintenant fixée par la
troisiéme inégalité. On obtient alors le nouveau sommet x7; = 6000, zo = 1400,
x4 = 2600, 3 = x5 = 0. En ce sommet, J vaut —192 000.
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2. OPTIMISATION ET LMI

— Derniére étape
Cette solution est optimale. En effet, si ’'on formule de nouveau le probléme
en choisissant comme variables indépendantes x3 et x5, on obtient le probléme
minimiser J(x1, xo, x3, x4, r5) = —192000 + 43 + 420025
s.l.c. 1 = 6000 — I3
x4 = 2600 — {523 + 14075
xg = 1400 + {523 — 14075
T1,%2,x3, T4, 25 > 0
Puisque J(z1,x2, x3, 4, 25) = —192 0004423+ 420025 et x3, x5 sont positifs, on
a bien
J(x1, 29,3, x4, 25) > —192000 et cette valeur est atteinte pour g = x5 = 0 :

c’est donc bien la valeur la plus faible possible. La solution optimale est donc
obtenue en produisant 6000 bobines B1 et 1400 bobines B2.

Formalisation de P’algorithme

Hypothéses : On considére un probléme linéaire mis sous forme standard :

T

minimiser c'x
(Ps):q sle. zeR™ Az =b,
x>0,

ol A € R™*™,

On suppose dans cette section que A est de rang m (sinon, soit le systéme
d’équations Az = b est incompatible, ’ensemble des contraintes est alors vide,
soit il y a des équations redondantes que I'on peut supprimer).

Terminologie :
— Une base B est un ensemble de m indices pris dans {1,2,...,n} — notée
ci-dessous {j1, j2,...,Jm} — telles que les colonnes correspondantes de A
(c’est-a-dire, aj,,aj,, . .., a;, ) soient linéairement indépendantes.

On notera N 'ensemble des autres indices (indices non basiques).
— Selon le choix de cette base, aprés permutation des composantes, on par-
titionnera un vecteur x de R™ sous la forme

rp
xr —

N
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2.5. Programmation linéaire

ol g = [zj, ...xj,] regroupe les composantes basiques (z; pour j €
B) et
xzn les composantes non basiques (les autres composantes).

On utilisera la méme partition pour le vecteur ¢ et la matrice A :

e | A an Ay ]
CN

On a alors

¢y = chB + c}x]\/

et, la matrice Ag étant inversible
Ar=bs Apzgp+ Ayzy =b & 2 = Aglb — AglAN$N.

— On appelle point basique une solution de ’équation Ax = b ayant toute
ses composantes non basiques nulles : on a alors

xB:A]_Blb, .%'NZO.

— Si un point basique a toutes ses composantes basiques xp positives, alors
c’est un sommet (on rencontre également I’expression “point ou solution
basique admissible”)

:L‘B:Aglbzo, zny =0

Si xp > 0, on dira que x est un sommet non dégénéré : il ne peut
correspondre qu’une seule base & un tel sommet. Inversement, si au moins
une des composantes de g est nulle, on parle alors de sommet dégénéré
(qui peut alors étre associé a des bases différentes).

— Deux sommets x et Z sont dits adjacents si leurs bases ne différent que
d’un seul élément. Géométriquement, le segment [x,Z]| est une aréte du
polyédre K.

Une itération courante de la méthode du simplexe

On suppose que l'itération précédente nous a fourni un sommet & de K =
{r € R": Ax = b et x > 0} et sa base B associée.

Le but de cette itération est de tester si & est une solution optimale du
probléme, ou alors, trouver un nouveau sommet £ adjacent & & de coiit inférieur
(J(@F) < J(2)).

* Reconnaitre ’optimalité
Soit & un sommet de base B et & un point quelconque de K

cle = chB—l—chN

= cpAGD+ e — cpAG AN | 2N
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2. OPTIMISATION ET LMI

Si le vecteur c} — CEAElA ~ a toutes ses composantes > 0. Alors, étant donné
que x € K, on a xy > 0 et donc cle > chglb =c'z
* Passage d’un sommet & un sommet adjacent

Si le vecteur c} — CEAE;IA ~ admet au moins une composante j* < 0, alors
en faisant augmenter z;- la fonction objectif diminue (il ne faut pas toutefois
sortir de I’ensemble des contraintes).

Soit j* € N (un indice n’appartenant pas & B). On va rechercher un sommet

2T adjacent a & sous la forme

&t =1+ td,

ot t € RT et d est un vecteur tel que dj» = 1 et dj = 0 pour j € N\ {j*} (on
ne veut modifier qu’une seule composante non basique de & : la j* — iéme).
Choisissons le vecteur d tel que Ad = 0, car si 27 et Z sont dans K, on a
0=b—b=As" — Az = tAd.
On a donc

Z ajdj + aj;x = 0 dg = —Aélaj*.

jEB

Si & est un sommet non dégénéré, alors pour ¢ > 0 suffisamment petit, le point
I + td appartient aussi a K :

A(Z +td) = b,

( +td); > 0, pour j € B et t > 0 suffisamment petit,

(Z + td)j= = t, pour tout ¢

(z+td); =0, pour j € N\ {j*} et tout ¢.

On recherche alors la plus grande valeur de t pour laquelle (& + td) reste dans
K:

+00 si dg>0
tmax = .
. .’EJ .o .
mln{—d—j :j € B, dj <0} sinon
Remarque : si z est dégénéré, on peut avoir ty,x = 0, sinon on a toujours

tmax > 0.

Si tmax est infini, alors K contient la demi-droite {& + tmaxd, t > 0}.

Si tmax est fini et non nul, alors le point 27 = & 4 tmaxd est un nouveau
sommet de K adjacent & & de base B* = {j*} U B\ {k}3, ott k € B est tel que
— e — tmax (on dit alors qu’on a fait rentrer j* dans la base et sortir k de la
base).

Si tmax est nul, alors on reste sur le méme sommet £+ = £, mais avec la
nouvelle base Bt = {j*} U B\ {k}.

* Variation de la fonction codt

3C’est bien une base, car sinon a;~ serait une combinaison linéaire des a;, j € J \ {k},
c-a-d il existerait un vecteur u tel que a;+~ = Bu avec ux = 0, donc on aurait u = —d; ce qui
contredit le fait que di < 0.
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2.5. Programmation linéaire

On a

J(x + tpaxd) = CT<.1‘ + tmaxd)
= c'x+ tmax (cj* + c;dB)
= J(x) + tmax(cj — C};Aglaj*).

On appelle ¢; = ¢; — chl}laj le cotit réduit associé a I’'indice non basique j.
Si ¢; < 0, alors le cofit diminue si 'on fait entrer j dans la base. Si de plus
dp > 0 (c’est-a-dire tyax = +00), alors le probléme est non borné inférieurement.
Si ¢; > 0 pour tous les indices j non basiques (j € {1,...,n} \ B), alors le
point Z est une solution optimale du probléme.

Algorithme du simplexe

On suppose que l'on dispose d’un sommet & € R™ de base B.

1. On calcule les cofits réduits ¢; = ¢j — c;Aglaj associés aux indices non
basiques.
Si ¢; > 0 pour tous les j ¢ B, alors & est une solution du programme (fin).
Sinon, on choisit un indice j* tel que ¢+ < 0.

2. On calcule la direction d :
dp = —Aglaj*, dj» = 1 et d; = 0 pour les autres indices.

Si d > 0, alors le probléme est non borné (fin), sinon on calcule

tmax = min{—% :j € B, dj <0}
j

On choisit I'indice k£ sortant de la base parmi ceux qui vérifient ty.x =
3. On remet a jour & :
T =2 + tmaxd,

ainsi que la base B: B = (BU{j*}) \ {k}

Remarques :
— A la fin de la premiére étape, le choix de l'indice j* peut se faire selon

plusieurs critéres :

— minimiser ¢;

— minimiser tmyaxC;j

— plus petit indice tel que ¢; < 0.
Pour une meilleure efficacité, ce sont les deux premiéres régles qui sont
utilisées dans les algorithmes disponibles dans les bibliothéques spécia-
lisées (netlib, ...)
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2. OPTIMISATION ET LMI

— Si le point & est non dégénéré, alors soit il est optimal, soit le nouveau
sommet obtenu & un coiit strictement inférieur a J(z). Si tous les sommets
successifs sont non dégénérés, on est siir que l'algorithme converge en un
nombre fini d’étapes (il n’y a qu’un nombre fini de sommets). Si le sommet
T est dégénéré, il se peut que tyax = 0 : le point suivant est encore & mais
avec une autre base. Il y a alors risque de cyclage : ’algorithme reste
collé au méme sommet en reproduisant périodiquement les mémes bases.
Ce phénomeéne est trés rarement rencontré en pratique et les algorithmes
disponibles ne prennent pas en compte ce phénoméne, mais il existe des
remédes a ce phénoméne de cyclage, comme par exemple en choisissant
comme indices entrant et sortant de la base les plus petits indices parmi
ceux possibles (régle de Bland).

— Lorsque tymax = 0, il y a deux situations possibles : soit il existe des valeurs
de j permettant de faire progresser normalement ’algorithme (régle anti-
cyclage), soit toutes les valeurs de j tel que ¢; < 0 conduisent au méme
cas (tmax = 0) et la solution x est en fait optimale.

Initialisation de la méthode du simplexe (phase I)

Il reste & obtenir un premier sommet (et sa base associée) pour démarrer
I’algorithme ou montrer qu’il n’en existe pas (K peut étre vide).
Pour cela, on va en fait appliquer I’algorithme précédent au probléme

m
minimiser > %
i=1
(P):q sic. zeR%zeR™ Av+Dz=b,

x>0,2>0

ol D est une matrice diagonale avec Dy; = 1sib; > 0et D;; = —1sib; < 0. Pour
ce probléme, on dispose d’un sommet évident : x = 0, z = Db de composantes
Z; = ‘bz’ Z 0.

Remarquons que le probléme (Ps) a une valeur finie comprise entre 0 (car

z>0) et > |b
i=1

L’ensemble des contraintes du probléme de départ (P) est non vide si et
seulement si le probléme (Ps) admet 0 comme valeur optimale. En effet, si 1’en-
semble des contraintes de (P) est non vide, il existe x > 0 tel que Az = b. 1l

suffit de prendre pour z le vecteur nul : toute les contraintes de (Ps) sont véri-
m

fices et > z; = 0, ce qui est le minimum pour une somme de nombres positifs.
i=1

Réciproquement, si (Ps) a 0 comme valeur optimale pour la solution optimale

(z,2) alors

m
2?3120, 2>0=2%=0,i=1,...,m
i=1
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2.5. Programmation linéaire

et donc, Z est un point vérifiant les contraintes du probléme (P).
En résolvant le probléme (Ps) avec la méthode précédente et en prenant
comme premier sommet x = 0, z; = |b;|, on obtient alors deux cas possibles :
— la valeur optimale est strictement positive : il n’ y a pas de point vérifiant
les contraintes du probléme (P) (fin de 'algorithme) ;
— la valeur optimale est obtenue en un sommet (0,%). On peut alors vérifier
que Z est un sommet particulier de (P) : on peut alors démarrer la phase
IL.

Dualité
Motivation

Reprenons I'exemple introductif

minimiser J(x1,x2) = —2521 — 3022
s.l.c. z1 < 6000
To < 4000

x1/200 + x2/140 < 40
z1,22 >0
11 est facile d’obtenir un majorant de la valeur p* du probléme si I’on connait

un point (x1,x9) vérifiant les contraintes, par exemple pour z; = 2000, xo =
1400, on obtient :

p* < —25x 2000 — 30 x 1400 = —92 000.
Comment peut-on obtenir un minorant de p*?
Soient z1, zo et z3 des nombres positifs. Multiplions la premiére inégalité par

—z1, la seconde par —z9 et la troisiéme par —z3 et additionnons les inégalités
obtenues, on obtient alors

—21T1 — 222 — 23 ($1/200 + 562/140) > —(600021 + 400029 + 4023)
Si—z1 —23/200 < —25 et —z9 — 23/140 < —30, alors, 1, x2 étant positifs, on a

J(I‘l, ZL‘Q) = —251‘1 — 30$2
(=21 — 23 /200) x1 — (22 + 23/140) 29

(—21 — 23 /200) 1 + (—ZQ — 23/140) €9
—(600021 + 400029 + 4023)

AV

On a ainsi obtenu un minorant de p* :
p* > —(6000z1 + 400022 + 40z3)
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La recherche du plus grand de ces minorants conduit alors au nouveau pro-
bléme

maximiser —(6000z; + 400022 + 40z3)
s.l.c. —z1 — 23 /200 < —25
—z9 — 23/140 < =30
z21,22,23 >0
Si on choisit 21 = 4,29 = 0 et z3 = 4200, on obtient p* > —192000 (et c’est le
plus grand minorant possible puisque p* = —192000).
Probléme dual

Considérons le probléme d’optimisation linéaire, appelé dans ce contexte le
primal, admettant £* comme solution optimale

minimiser J(x) =c'z,
(P) sdle. xeR": Ar=0b, beR™
z >0,

Considérons la fonction

g(p) =min |¢'z+p"(b— Ax)] :
x>0
On a alors
g(p) < c'a* +pT(b— Ax¥) = cla™.
g(p) est donc un minorant de la valeur de (P). Cherchons le plus grand de
ces minorants, c’est-a-dire : max g(p).
Avec quelques manipulations :

_ : T Ty
g(p) = minjc z+p (b Aw)}

= p'b+min(c' —p'A)z.
x>0

et en remarquant que

0 sicl — pTA >0
min(c' —p' Az =
220 —00  sinon
on voit que maximiser g(p) revient a résoudre le nouveau probléme d’optimisa-
tion
(D) maximiser bI'p
sle. peR™: ATp<c
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C’est le probléme dual de (P).

De maniére générale, on passe du primal au dual en utilisant les transforma-
tions suivantes

min. clx — max. b'p

slec alz>b; i€ M s.l.c. pi =0 1€ M,y
aiT:bei 1€ My pi <0 1 € Moy
a]z="b; i€ Ms pi libre i€ Ms
;>0 jEN plA;j<c¢; jEN
z; < 7 € Ns pTAjZCj J € No
x;j libre  j € N3 p'Aj=c; jEN;

T

ol les A; représente la j-iéme colonne de la matrice A de i-iéme ligne a; .

Remarque : le dual du dual est le primal.

Dualité faible

On considére de nouveau les problémes (P) et (D) précédents :

minimiser cTac,
maximiser bip
(P) sdle. xeR": Ar=0b, beR™ (D)
sle. peR™: ATp<ec

x>0,

On notera :
- K = {z € R": Ax = b,z > 0} 'ensemble des solutions primales admis-

sibles ;

— p* la valeur du probléme (P), c’est-a-dire p* = inf(c'z : z € K);

- K* = {p eR":ATp < c} I’ensemble des solutions duales admissibles;

— d* la valeur du probléme (D), c’est-a-dire d* = sup(b'p:p € K*).

On convient toujours que p* = —oo si K est vide, p* = +o0o si ’ensemble
{¢T2 : 2 € K} est non minoré (probléme non borné). De méme, d* = —oo si K*
est vide, d* = 400 si I'ensemble {pr 'pE K*} est non majoré.

Si x est une solution primale admissible (z € K) et z une solution duale
admissible (p € K*), alors

pr < clz.
En effet,
bp=(Ax) p=az"ATp<c'z
Moralité : en minimisant par rapport & z, on voit que b' p constitue un minorant
de la valeur du probléme primal :

p*>bp.
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Dans cet esprit, le probléme dual consiste & rechercher le plus grand de ces
minorants, on a alors (en maximisant par rapport a p)

p*>d.

et pour toute paire (z,p) € K X K* on a :

cle>p*>d" >b'p.

On en déduit que si l'on trouve une paire (z,p) telle que = est solution
primale admissible, p une solution duale admissible et ¢'z = b'p, alors z est
une solution (primale) optimale (et p une solution duale optimale).

Dualité forte

En utilisant les propriétés des ensembles convexes, on peut montrer le lemme
suivant

Lemme 2.5.1 (Farkas). Soit A € R™*™ et b € R™, alors une et une seule des
propositions suivantes est vraie :

i) il existe un x € R™, x > 0 tel que Az = b,

i1) il existe un y € R™ tel que ATy >0 etb'y <O0.

A Taide de ce résultat, on peut montrer qu’en fait les problémes primal et

dual ont la méme valeur :

sauf si le probleme primal est irréalisable ( c’est-a-dire K est vide et donc p* =
+00), on peut alors avoir :

— d* = 400 (probléme dual non borné) ou

— d* = —oo (probléme dual irréalisable : K* = ().

Démonstration :
i) On va d’abord démontrer le résultat, pour un probléme mis sous forme
inégalité
T

minimiser c'z,
(P) :
slic. xeR*: Fx<g,
Le dual associé est
. . T
maximiser —g' z,
(Di) :
s.l.c. Flz=—¢, 2>0

La propriété de dualité faible est toujours valable : Vx € R" : Fz < g,
Vz>0:FTz=—c
—glz<d <pf<cz
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Supposons p; fini et soit & une solution optimale de (P;).
On note I(z) 'ensemble des contraintes actives (ou saturées) en & défini par

I(ﬁ):{iE{l,...,m}’f;:@:gi},

ou les fiT représentent les lignes de F
Puisque & est une solution optimale, il n’existe pas de vecteur d tel que

fld<0,Viel(z) et ¢'d<0

sinon, pour ¢ > 0 suffisamment petit, on aurait f,' (2 +td) < g; pour i =
L,...,metc' (Z+td) <c'a.
D’aprés le lemme de Farkas, il existe donc des réels A;, i € I(z) tels que

A >0et Z Aia; = —c¢
icl (@)

Définissons le vecteur z par z; = A, i € I(Z) et z; = 0 sinon. Alors z est une
solution duale admissible (z > 0, ATz + ¢ = 0) et

—glz=— Z gizi = — Z (f#)zi = —2"Fi=c'3.

1€l(&) 1€l(Z)

d’oll z est une solution duale optimale et p* = d*.
ii) Le probléme (P) peut étre mis sous la forme (P;) en posant

A b
F = —A y 9= —-b
-1 0

D’aprés le résultat précédent, il existe z > 0 tel que FTz4+c=0et —¢' z = ¢ .

Considérons la partition suivante du vecteur z :
21
z2= | 29 |, aveczy,z,23€R"et >0,

z3
et posons p = z9 — 21. Alors,
ATz4ce=0e -ATp—234+c=0= ATp<e,

et
—gz=clz* b p=c'i.

69



2. OPTIMISATION ET LMI

Lien entre la méthode du simplexe et la dualité

On suppose que le probléme (P) admet une solution optimale et que 'algo-
rithme du simplexe s’est terminé en donnant une base pour laquelle les coiits
réduits ¢; = ¢; — ch]_glaj associés aux indices non basiques sont tous positifs.
Le vecteur des cofits réduits ¢y = ¢ —AI,AETCB n’a donc que des composantes
positives ou nulles (M —T représente la transposée de U'inverse de M qui est aussi
I'inverse de la transposée de M).

Posons p = A]_S,TCB.

On a, d’une part,

Ap T CB

ATp — f (Agl) cg = - T
Ay Ay (A5) cB

Puisque les coftits réduits associés aux composantes non basiques sont positives
ou nulles, on a ATp < ¢ : p est un vecteur admissible pour le dual.

D’autre part,

p'b=cpAG'D,

c’est-a-dire la valeur optimale du probléme primal. Par dualité forte, le vecteur
p= A]_BTCB est donc une solution optimale du probléme dual.

Applications de la dualité

— Conditions d’optimalité : Une solution primale admissible x est opti-
male si, et seulement si, il existe un vecteur p € R™ tel que ATp < ¢ tel
que

zj(cj — pTAj) =0, j=1,...,n (conditions de complémentarité)
On peut reformuler ce résultat en disant qu’un point x € R™ est une solution
de (P) si et seulement si il existe p € R™ et s € R" tels que
ATp+s=¢, s>0
Ar=b, >0
z's=0
Remarque : on retrouve les conditions d’optimalité de Karush, Kahn et Tucker
données en 2.3, page 48.
— Analyse de la sensibilité : Que devient la valeur optimale d’un probléme

lorsqu’on modifie ses données (par exemple, les contraintes) 7 Considérons
le probléme perturbé suivant :

minimiser clx

(P:) :
sdle. x€R® Ar=b+ed, >0
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ou le vecteur d € R™ est donné.

— Analyse globale. Si p est la solution optimale du probléme dual de (P),
alors c’est aussi une solution duale admissible pour le probléme dual de
(P:). Par dualité faible, la valeur optimale p*(g) du probléme perturbé
vérifie donc :

pie) > (b+ed) p=p +ed p.

— Analyse locale. On suppose que ’ensemble des solutions optimales de
(P) contient un sommet non dégénéré z, soit B la base associée. On a
alors

ip=Az'b>0, @n=0.

La condition d’optimalité s’exprime alors sous la forme
cn— chglAN > 0.

Notons que cette condition est indépendante du vecteur b.
Considérons alors la solution du probléme perturbé (P:) en conservant
la base B : définissons la solution Z(e) par ses composantes basiques et
non basiques :

ip(e) = Ag'(b+ed), @n(e)=0.

La condition d’optimalité étant remplie, il suffit de s’assurer que Z(¢)
est admissible (c-a-d Zp(e) > 0), ce qui est vrai si € est suffisamment
petit. La valeur du probléme perturbé vaut alors

p*(e) = chAG(b+ed) =p* +ecpAGNd
= p4ep'd

Le nombre p; est donc la sensibilité du colit par rapport au membre
de droite de la "¢ contrainte, on rencontre aussi ’expression de “cofit
marginal” associé a la ¢ contrainte.

2.6 Programmation semi-définie - LMI

Inégalités matricielles linéaires (LMI)

Un programme semi-défini est un probléme d’optimisation pouvant étre mis
sous la forme :

minimiser clx
(SDP)
slic. zeR": Fy+z1Fi+- - +z,F, >0
ou les F;, pour i = 0,1,...,n, sont des matrices a coefficients réels, symétriques

et de méme dimension et ou l'inégalité A < 0 signifie que la matrice symétrique
A est semi-définie positive.
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L’ensemble des contraintes de ce probléme est définie par une LMI, c’est-a-
dire une inégalité linéaire matricielle :

Fo+a1Fy+---+ax,F, =0 (229)
Dans la suite, on notera = = [z1,...,2,|" et F(z) = Fo+x1F + -+ 2, F),.

La LMI (2.29) s’écrit alors de maniére plus compacte sous la forme F(z) > 0.
Remarquons qu'un systéme de LMI (Fi(x) < 0, ..., Fy(x) < 0 peut se

récrire sous la forme d’une seule LMI
diag (Fi(z),...,Fn(z)) =0

Dans la plupart des applications, on utilisera plutot des variables matricielles.
Par exemple, en théorie de la stabilité des systémes linéaires, ’existence d’une
matrice P symétrique et définie positive vérifiant I'inégalité

ATP4+PA<0 (2.30)

est une condition nécessaire et suffisante pour assurer la convergence vers 0 de
toutes les solutions du systéme d’équations différentielles ordinaires

(t) = Ax(t) (2.31)

ot z(t) € R™ et A € R"™". L'inégalité 2.30 sera dite une LMI en la variable P.
Pour obtenir une forme obéissant stricto sensu a la définition donnée précédem-
ment, il suffit de décomposer la matrice P dans une base de I'espace vectoriel
composé des matrices symétriques de dimension n. Par exemple, pour n = 2, on
aura la décomposition

T T2 1 0 01 0 0
P = =1 —+ X9 + x3
Tro I3 0 0 1 0 0 1

Deux types de question peuvent étre envisagé concernant le probléme (SDP) :
— Reéalisabilité : Déterminer si I’ensemble des x vérifiant la LMI (2.29) est
vide ou non (et s’il est non vide, donner un de ses éléments)
— Optimisation : résoudre le probléme (SDP).
Remarque : on peut montrer facilement (en raisonnant sur la forme quadra-
tique associée) que c’est bien un probléme d’optimisation convexe, c¢’est-a-dire,
I'ensemble des z tels que F'(z) > 0 est un sous-ensemble convexe de R".

Quelques outils pour LMI
Transformation de congruence - Formule du complément de Schur

Deux matrices M, N sont dites congruentes s’il existe une matrice inversible
T telle que N =TT NT. On alors la proposition suivante
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Proposition 2.6.1. Soit M et N deux matrices symétriques congruentes alors
M > 0 si et seulement st N > 0.

La démonstration est laissée a titre d’exercice au lecteur.

Soit M une matrice symétrique admettant la partition
My Mo
M1 Mao

ou M11 est une matrice carrée alors, en effectuant une transformation de con-
)
gruence avec la matrice partitionnée

I —M; M
0 I

on établit la proposition suivante

Proposition 2.6.2 (Complément de Schur). Sous les hypothéses précédentes,
on a M = 0 si et seulement si

M1 =0
Mooy — MglMﬁlMlg =0

En effectuant cette fois une transformation de congruence avec la matrice

I 0
— My, My T

T =

on obtient

Proposition 2.6.3 (Complément de Schur). Sous les hypothéses précédentes,
on a M > 0 si et seulement si

M22 =0
My — Mya My, My = 0

Lemme d’élimination

Lemme 2.6.1 (Lemme d’élimination). Pour des matrices réelles W = wT, M,
N de taille appropriée, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une matrice réelle K telle que :

W+ MENT + NKTMT <.
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2. 1l existe deux matrices U, V telles que :

W+MU+UTMT <0 et W+NV+VINT <.

3. Il existe un scalaire o tel que

W <oMM" e W <oNNT,

4. Les compléments orthogonaur M| et N, de M et N, respectivement, vé-
rifient
MIwM, <0 et NTWN, <o.

Rappelons que le complément orthogonal d’'une matrice M est une matrice
M de rang maximal telle que MIM = 0.
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3.1 Introduction aux probabilités

Si on jette un dé, le résultat de I'épreuve est un élément de I’ensemble
0 =1{1,2,3,4,5,6}

L’espace ) est appelé univers des possibles, ses sous-ensembles sont appelés
événements et les événements qui ne contiennent qu’un seul élément sont appelés
événements élémentaires.

On dit que 'événement A (A est donc une partie de §2) est réalisé si le
résultat du jet du dé appartient a A.

Le but du calcul des probabilités est d’associer & chaque événement un
nombre qui mesure en quelque sorte la chance qu’a cet événement de se réa-
liser. Intuitivement, lorsqu’ondit que la probabilité de I’événement A vaut a,
cela implique que si 'on répéte 'expérience (si on jette le dé) un grand nombre
n de fois, I’événement A va se réaliser, & peu-prés, n x a fois. Cela justifie la
définition suivante :

Une probabilité est une application P : P(Q) — [0, 1] vérifiant les propriétés
suivantes :

P(¢p)=0,P(Q2) =1let P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

La probabilité la plus classique est celle qu’on appelle probabilité uniforme : elle
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est définie par :

P(A) = nombre d’éléments de A

nombre d’éléments de €2
Les événements élémentaires ont alors tous la méme probabilité de se réaliser et
on dit qu’ils sont équiprobables. En 'absence d’indications contraires, c’est cette
probabilité que 'on utilisera.

Exemple

On jette deux dés et on marque un point si le résultat total est supérieur
ou égal & 10. On recommence 600 fois la méme opération. Combien de points
pensez-vous ainsi approximativement marquer ?

Le tableau ci-contre donne les différents totaux que A|B|C|D
I’on peut obtenir ainsi que la maniére de les obtenir. A2 (13 |415
Le total 4 s’obtient de 3 fagons : B|3 |45 |6
4=34+1=24+2=1+3 C|l4 |56 |7

et la probabilité d’avoir un total égal a 4 est donc D|5 |6 |78
P(4) =3/36 =1/12. E|6 7819
F|7]81]9 |10

Notons T la somme des points obtenus, c’est une wvariable aléatoire dont la
loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous.

T | B D F |G S| « | E
P 1 2 | 31 4| 5 6 5 4 | 3| 2|1
T 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Ce tableau permet de calculer la probabilité pour que la somme des points soit
supérieure ou égale a 10 :
S 3+2+1 1

P(T>10)= P(T =10)+ P(T =11 + P(T =12) =~ = _

Pour 600 jets des 2 dés, on peut espérer marquer 600 x % = 100 points.

Le jeu de pile ou face

On dispose d’une piéce équilibrée dont les faces sont marquées 1 et 0. On
la lance huit fois de suite et on marque chaque fois le chiffre obtenu. On peut
obtenir par exemple le résultat 11010100.11 y a 28 = 256 issues possibles qui
sont toutes équiprobables puisqu’on a supposé que la piéce était équilibrée.

78
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3.1. Introduction aux probabilités

» Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois le nombre 17

Déterminons le nombre de cas favorables : Pour avoir exactement trois fois le
nombre 1, il nous faut choisir trois places parmi huit pour mettre les 1 et remplir
ensuite le reste par des 0. Cela se fait de (g) = 3% = 56 facons différentes et la

probabilité demandée vaut :

8
p= (3) 278 = 0.21875

» Quelle est la probabilité d’obtenir exactement quatre séries?

Rappelons d’abord ce qu’est une série dans un jeu de pile ou face. Le résultat
précédent 11010100 se compose de six séries :

11.0.41.0.1.00

On a utilisé 5 séparateurs 1, ’autre résultat correspondant & la méme répartition
des séparateurs est
00.1.041.02011.

Pour compter les résultats comportant 4 séries, on compte le nombre de
fagons de mettre 3 séparateurs dans les 7 places séparant les huit chiffreset on
multiplie ensuite par 2.1l y a donc 2 x (g) = 70 résultats comportant 4 séries et

la probabilité demandée vaut
p="T70x2"8=027344

» Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une série de deur 17

Nous allons calculer cette probabilité lorsqu’on lance n fois la piéce (la ques-
tion initiale pour 8 lancers étant difficile, on préfére étudier le cas général pour
pouvoir examiner d’abord les cas ol n est petit).

Notons A, ’ensemble de cas défavorables et a, le nombre d’éléments de
Ap.Pour n=1,2,3 et 4, on a le tableau ci-dessous :

n| A, an,
11]0,1 2
2 1 00,10,01 3
3 | 000,100,010,001,101 5
4 | 0000,1000,0100,0010,0001,1010,1001,0101 | 8

Cela suggére que les a, vérifient la relation a9 = apt1 + apet que Anio
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s’obtient donc & partir de A, 11 et A,. Le méme tableau montre que I’'on obtient
les éléments de Ag en faisant suivre les éléments de As de 0 et les éléments
de A; de 01.11 est maintenant facile de se convaincre que A,o est la réunion
disjointe de I’ensemble A, 10 (dont les éléments s’obtiennent en faisant suivre
ceux de Ayy1par 0) et de ensemble A,,01 (dont les éléments s’obtiennent en
faisant suivre ceux de A,, de 01).Les probabilités cherchées sont donc données
par :

a1 =2,a2 =3, Gny2 = Api1+ay €t p, =1—0a,27" =27"(2" — ay,)

On a donc pour les premiéres valeurs de n :

n |1]2 3 4 ) 6 7 8 9 10
an | 2|3 5 8 13 21 34 95 89 144
2n 1214 8 16 | 32 64 128 256 512 1024
pn | 0]025] 0375 05| 0.594 | 0672 | 0.734 | 0.785 | 0.826 | 0.839

Probabilité conditionnelle

La probabilité d'un événement (la chance qu’a cet événement de se réaliser)
change lorsque nos informations concernant I'expérience augmentent. Ainsi la
probabilité d’obtenir un 6 en lancant un dé vaut a priori %,mais elle devient
égale a % si on nous dit que le nombre obtenu est pair et 0 si on nous dit qu’il
est impair. Lorsque A et B sont deux événements quelconques, la probabilité
que A se réalise sachant que B est réalisé est définie par

P(A|B):P(;(;)B)

Cela implique P(ANB) = P(B) x P(A | B) et c¢’est ce qu’on appelle le principe

des probabilités composées.

Noter que I'application qui & A associe P(A | B) est aussi une probabilité
sur Q.

Formule de Bayes

La formule de Bayes, quoique triviale, est d’un intérét considérable puis-
qu’elle permet de modifier notre estimation des probabilités en fonction des
informations nouvelles. Soit F4, Fo, - - -, E, un systéme complet d’événements
(Cela veut dire qu’ils sont deux a deux disjoints et que leur réunion est égale a
Q tout entier.). Pour tout autre événement A , on peut écrire :

P(ANE) = P(A)P(E | 4) : P(A)= 3 P(ANE) = S P(E)P(A | )
=1 =1
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On en tire la formule de Bayes :
P(ANEy) _ P(Ey)P(A | Ey)

Exemple

On méne 'enquéte sur les causes d’une catastrophe aérienne. On peut émettre
trois hypothéses Hy, Hy et Hs dont les probabilités a priori (avant le début de
lenquéte) sont P(Hy) = 0,7, P(H2) = 0,2et P(Hs) = 0,1. L’enquéte a révélé
que le combustible a bralé (notons A cet événement). Des données statistiques
nous permettent d’écrire

P(A|H)=0,1 , P(A|H2)=0,3 et P(A|Hs3) =1
Déterminer ’hypothése la plus probable de ’accident.
Les probabilités P(H; | A) s’obtiennent grace a la formule de Bayes :

i 1 2 3
P(H; | A) | 0,304 | 0,261 | 0,435

et ’hypothése la plus probable de ’accident est donc 'hypothése Hs.

Exemple

Deux urnes d’apparence identique contiennent 'une 300 boules blanches et
700 boules noires et 'autre 700 boules blanches et 300 boules noires.

» Je choisis une des deux urnes, étes-vous prét a parier 10 millimes contre
10 millimes que l'urne choisie est celle qui contient 300 boules blanches?

» Je choisis une des deux urnes, je tire, avec remise, 12 boules de cette urne
et j’obtiens 4 boules blanches et 8 noires. Etes-vous prét a parier 10 millimes
contre 10 que 'urne choisie contient 700 boules blanches? Sinon, acceptez-vous
de parier b millimes contre 107

Pour la premiére question, vous pouvez accepter le jeu puisque vous gagnerez
10 millimes avec une probabilité égale & 0,5 et perdrez 10 millimes avec la méme
probabilité et le jeu est donc équitable.

Pour la deuxiéme question, on est en droit de penser que l'urne choisie
contient plus de boules noires que de boules blanches et qu’il devient imprudent
de parier & 10 contre 10.Voyons vos chances de gagner si vous pariez a 5 contre
10. Notons U; 'urne qui contient 300 boules blanches, Us 'autre urne, B 1’événe-
ment <<tirer une boule blanche»» et N I’événement <<tirer une boule noire»>. Par
hypothése, on a :

P(U,)=0,5 | P(B|U,)=0,3| P(N|U;))=0,7
P(U)=0,5 | P(B|Ux)=0,7 | P(N|U2) =0,3
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Notons Al’événement <<tirer 4 boules blanches et 8 boules noiresy»>, on a :
12 12
PA|U) = (4) x 0,31 % 0,7 ; PA|U,) = (4) x 0,38 x 0,74

La formule de Bayes permet maintenant de calculer P(U; | A) et P(Uz | A) :

PU,) x P(A|U,)
P(U,)x P(A|U,)+PU,) x P(A|U,)

P(UL|A) =

On trouve P(U; | A) = 0,96737 et donc P(Us | A) = 1 — 0, 96737 =
0,03263. Cela implique, par exemple, que si vous jouez 100000 parties, vous
allez, approximativement, perdre 5 x 100000 x 0, 96737 millimes et gagner 10 x
100000 x 0,03263, soit en tout perdre 451045 millimes et vous ferez mieux de
refuser de jouer.

Espérance et Ecart Type

Dans 'exemple précédent, on a vu qu’en acceptant de jouer 100000 parties
a 5 contre 10, le gain probable était :

100000 x (10 x 0.03263 — 5 x 0.96737) = — 451045

Le gain moyen par partie est de 10 x 0.03263 — 5 x 0.96737 = —4,51045 et on
dit que 'espérance de gain est de — 4, 51045.

Plus généralement, I'espérance d’une variable aléatoire X : 0 — R est le
nombre F(X)défini par :

B(X)=) X(w)x Pw)
weN

On définit aussi la variance V(X)) et I’écart type o(X) de X par :
V(X) = B([X - E(X)) , o(X) = VV(X)

Noter que I'espérance de X représente le nombre moyen que prend la fonction X

et que la variance de X n’est nulle que si X ne varie pas (X est donc constante
sauf peut étre sur un ensemble de probabilité nulle).

Exemple : La loi binomiale.

Si X prend les valeurs k£ = 0,1, ...,n avec les probabilités respectives

pr=P(X =k)= <Z>pk:(1 _pynh

oll p est compris entre 0 et 1 et si g est la fonction définie par

n
g(x) =) pra® = (pz+1—-p)"
k=0
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alors on peut calculer E(X) et V(X) de la maniére suivante :
* E(X) =3 ko kpr = g'(1) = np.
* B(X(X —1)) =34 k(k - )pr = g"(1) = n(n — 1)p*.
* E(X%) =E(X(X —-1))+ E(X)=n(n—1)p*+np.
* V(X) = E(X?) - E(X)? = n(n— 1)p? + np — n’p* = np(1 — p)
La loi des trois sigma

Dans la pratique, on adopte cette loi qui dit qu’il est fort improbable que la
variable aléatoire X s’écarte de plus de 30(X) de sa valeur moyenne E(X).

Exemple

On a demandé & un éléve de lancer 50 fois un jeton équilibré dont les faces
sont marquées 0 et 1 et de noter ce qu’il obtient. Il déclare avoir obtenu :

10101101001010100101100101011000101010011001010100

Qu’en pensez-vous ?

Notons X la variable aléatoire qui compte le nombre de 1 obtenus quand on
lance 50 fois le jeton. X prend les valeurs k = 0,1, ...,50 avec les probabilités
pe = (3)27°°. Onadonc E(X) =50x27! =25 et V(X) = 50x271x271 = 12,5
si bien que o(X) = v/12.5 = 3, 5355.

L’éleve, a obtenu 23 fois le nombre 1. On a donc X(w) = 23 et comme
| X(w) — E(X) |=2 < 3 x o(X),on peut considérer que la suite obtenue par
I’éléve est plausible si on se contente de ce test.

Notons maintenant Y la variable aléatoire qui compte le nombre de séries
obtenues quand on lance 50 fois le jeton. Y prend les valeurs k£ + 1, ol k =
0,1,...,49, avec les probabilités g, = (4,3)2_49. On a donc

BE(Y) =49x271+1 =255et V(Y) = 49 x 272 = 12,25 si bien que
o(Y)=3.5

Cette fois, on a Y(w) =38 et | Y(w) — E(Y) |=12,5 >3 x o(Y) = 11,5 et
on est en droit de penser que la liste donnée par 1’éléve est fictive et n’a pas été
obtenue en langant 50 fois le jeton.

Bibliographie

Pour s’initier aux probabilités, on conseille les livres :
>> Les probabilités.Par Albert Jacquard, Que sais-je 7 n°1571
> L’enseignement des probabilités et de la statistique Vol 1, Arthur Engel.
Collection : Cedic.
> Statistique et Probabilités pour aujourd’hui, Irving Adler. Edition O.C.D.L.,
Paris.

Chacun de ces trois livres constitue une trés bonne introduction aux proba-
bilités et donnera, sans aucun doute, satisfaction aux enseignants qui doivent
initier les éléves au calcul des probabilités qui est devenu un des outils mathé-
matiques les plus utilisés.
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Et pour finir, on vous propose ce jeu “probabiliste” qu’on peut trouver dans
le livre d’Engel :

Les faces des quatre dés, A, B, C, D sont marquées comme 'indique la figure
ci-dessus :

0 3 2 5
4 0 4 3 3 3 2 2 2 1 1 1
4 3 6 5
4 3 6 5
A B C D

Il y a deux joueurs, I'un des deux choisit un dé, puis ’autre choisit un des trois
dé restants. Chacun jette son dé. Celui qui obtient le nombre le plus grand
est déclaré vainqueur. Ce qui étonne dans ce jeu, c’est que celui qui choisit le
premier est désavantagé. Montrer qu’en choisissant judicieusement, le second
joueur gagne avec une probabilité égale & % .

3.2 Probabilités

Tribus et probabilités

Soit 2 un ensemble non vide. Une tribu de €2 est un ensemble 7 de parties
de Q vérifiant les trois propriétés suivantes

e [’ensemble vide @ et I'ensemble 2 lui-méme sont dans 7.
e Si A est dans 7, il en est de méme de son complémentaire A = Q \ A.
e Si les ensembles A,, (n > 0) sont dans 7, leur réunion U° A, est dans 7.

Une probabilité sur une tribu 7 est une application P : 7 — [0, 1] véri-
fiant

e P(@)=0et P(Q) =1.
e Siles A, sont dans 7 et s’ils sont deux & deux disjoints, alors
P (Unzodn) = 2020 (An)
Exemple. Masse de Dirac.

L’ensemble P(2) de toutes les parties de € et une tribu et si a est un élément
quelconque de Q, application §, : P(2) — [0, 1] définie par

da(A) =1sia e Aetj,(A) =0 sinon

est une probabilité (appelée masse de Dirac au point a) sur P().

De la méme maniére si a,, est une suite d’éléments dans Q) et si les réels
positifs «;, sont de somme égale & 1, 'application

2 nz0@nfay  P(Q) — [0,1] 1 (325 Zo@nba,) (A) = 35Z0@n-0a, (A)
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est une probabilité sur P(Q).
Exemple. La tribu des boréliens.

- La tribu des boréliens de R, notée B(R), est la plus petite tribu de R
contenant tous les intervalles de R. Si la fonction f: R — [0, oo vérifie

/Rf(x)dx:/i;f(x)dale

alors l'application
PiB®R)— 0.1] . PU)= [ fa)da
A

est une probabilité sur B(R) et on dit qu’elle est de densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue.

- De la méme manieére, la tribu des boréliens de R™, notée B(R"™), est la plus
petite tribu de R™ contenant tous les ensembles R de la forme

R=1; x---x1I, , Ijest un intervalle de R
Si f:R"™ — [0, 00| vérifie fR” f(x)dx = 1, alors I'application
PiBERY) —[0.1)  PU) = [ flo)is
A
est une probabilité sur B(R™) et on dit qu’elle est de densité f par rapport a la

mesure de Lebesgue.

Exemple. Tribu produit.

- Soit (Q1,77) et (2, 72) deux ensembles probabilisables (i.e. ; est un en-
semble et 7; est une tribu de €2;). Un rectangle de ’ensemble produit €7 x Q9
est un ensemble de la forme

Ay x Ay , AteTiet Ay ey

On notera 71 ® 75 (lire 77 tensoriel 73) la plus petite tribu de €1 x Q9 contenant
tous les rectangles de 21 x €o.

Si P : Ty — [0,1] et Py: 73 — [0, 1] sont deux probabilités, on notera
PL®P: T @7, — [0,1]
I’unique probabilité sur la tribu 77 ® 75 qui vérifie
P ® Py(A1 x Ag) = P1(A1).Pa(Asg)

- De la méme maniére, si (€2;,7;) (1 < i < n) sont des espaces probabilisables, on
notera @ 17; =71 ® - - - ® T,, la plus petite tribu de espace produit []" ,; =
Qq x -+ x €, contenant tous les rectangles

[[LiAi=Arx x Ay, A€T
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Si P : 7; — [0,1] sont des probabilités, on notera @ P, = P ® --- ® P,
I’'unique probabilité sur 7; ® - - - ® 7,, qui vérifie

P® - ®@P, (A1 x---xAy) =Pi(A1) - P(An)

- Soit (Qy,, 7,,) une suite infinie d’espaces probabilisables et Q = [[>2,Q, le
produit des ensembles €2,,.

Un élément w de Q = [[12 ,Q,, s’écrit donc
w=(w(l),w(2),...,w(n),...) , wn)e,
On appelle cylindre de Q = [[>2 9, tout ensemble de la forme
C=A1 X X Ap X Qi1 X Qpao X+ . m>1 et A €T;

La plus petite tribu contenant ces cylindres est notée ®72,7; et I'unique proba-
bilité P vérifiant
P(A1 ><-'-XAmXQm+1XQm+2X-"):P1(A1) ..... Pm(Am)

pour tout cylindre est notée ®:°, F;.

Exemple. Image directe.

Soit (2,7, P) un espace probabilisé (i.e. 7 est une tribu de Q et P est une
probabilité sur 7 ).

Soit X : £ — Z une application quelconque de 2 dans un ensemble quel-
conque /.

- L’ensemble
X.T={BcZ; X YB)eT}

est une tribu de Z appelée image directe de la tribu 7 par lapplication X.
- L’application X, P : X, 7 — [0, 1] définie par

X.P(B) = P(X"\(B))
est une probabilité sur X,7 appelée image directe de la probabilité P par X.
Variables aléatoires

Soit (2,7, P) un espace probabilisé.

Une variable aléatoire est une application X :  — [—00, +00] vérifiant
{X<a}={we; X(w)<a}eT

pour tout a € R.

Exemple. Fonctions étagées.
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3.2. Probabilités

Si A € T, sa fonction caractéristique 14 qui est définie par
la(w)=1siwe Aet 14(w) =0 sinon

est une variable aléatoire et on pose

/QlA(w)dP(w):/dP:P(A)

A

Une fonction étagée est une application g : 2 —] — 00, +00] de la forme
g=Y 051y, , Ai€eT et —oo<a <400

C’est une variable aléatoire et on pose, pour une telle fonction,

/g(w)dp(w)Z/Z?zlaz‘lAi(W)dP(W)22?210%/ Ly, (w)dP(w) = 3L i P(A;)
Q Q Q
ou 'on convient que oo x P(A;) = oo si P(4;) > 0 et oo x P(A;) = 0 si
P(4;) =0.

Intégrale d’une variable aléatoire positive.

Si X : Q — [0, 4+o0] est une variable aléatoire positive, son intégrale est par
définition 1’élément de [0, co] défini par

/QX(w)dP(w) = sup {/QQ(W)dP(W) ; g étagée et 0 < g < X}

Cette définition implique aussitot ces deux importants résultats :
Théoréme de convergence monotone.

Si X, : © — [0, +00] est une suite croissante de variables aléatoires posi-
tives, alors

71121010 Xp(w)dP(w) :/nlingoXn(w)dP(w)
Q Q

Théoréme de Beppo-Levy.

Si X, : @ — [0, +00] est une suite de variables aléatoires positives, alors

| S Xa@dPe) = 3, | Xaw)dPw)
Q Q

Une conséquence directe du théoréme de convergence monotone est le lemme de
Fatou qui est d’un usage fréquent

Lemme de Fatou.

Si X, : Q@ — [0, +00] est une suite de variables aléatoires positives, alors
liminf/ Xp(w)dP(w) < / lim inf X, (w)dP(w)
Q Q
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Variables aléatoires intégrables.

Une variable aléatoire X : § — [—o00, +00] est dite intégrable si elle vérifie

/ | X (w)]dP(w) < o0
Q

et dans ce cas son intégrale est définie par

| X@aP@) = [ X@acs g@idPe) - [ X1 <o@dPe)

On montre, grace au lemme de Fatou, cet important résultat
Théoréme de convergence dominée.

Soit X,, : Q@ — [—00,+00] une suite de variables aléatoires qui converge
presque siirement vers une variable aléatoire X, : Q@ — [—o00, +00].
S’il existe une variable aléatoire positive g : 2 — [0, +00] vérifiant

X ()] < g(w) /Q 9(@)dP(w) < o0

alors la limite X, est intégrable et on a

lim [ X,(w)dP(w) :/Q lim Xn(w)dP(w):/QXoo(w)dP(w)

n—oo QO n—oo

Corollaire.

Soit X, : @ — [—00, +00] une suite de variables aléatoires telle que

S /Q X, ()] dP(w) < o0

alors la série > > | X, (w) converge presque srement vers une variable aléatoire
intégrable et on a

| TrmXa)dP) = T2, [ Xulw)aPe)

Notation.

Etant donné une variable aléatoire X positive ou intégrable et un élément A
de la tribu 7, on pose

/X )dP(w /X )14(w)dP(w)

Théoréme. Inégalité de Chebyshev.
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Si X : Q — [0, +00] est une variable aléatoire positive et si a € [0, oo], alors
axP(XZa)S/XdP
Q

Preuve. Cela résulte de

/XdP:/ XdP—I—/ XdPZ/ XdP > ax P(X > a)
Q {X > a} {X < a} {X > a}

Exemple d’application.

Soit A, une suite d’éléments de 7', on appelle limite supérieure de ces A,
et on note lim sup A,,, '’ensemble de w dans 2 qui appartiennet & une infinité de
A,

Considérons la variable aléatoire X définie par
X = Zfzo:llAn

Elle est positive et vérifie limsup A, = {X = +oo}; l'inégalité de Chebyshev
implique

ocox P(limsup A4,,) < / XdP = / Yoo 1a,dP =522 [ 14,dP =) P(A,)
Q Q Q
(justifier chaque égalité). Il en résulte cette implication
Yo P(A) < 00 = P(limsup A,) =0

Remarques.

- Etant donné une variable aléatoire X positive ou intégrable, son intégrale
fQ XdP est aussi appelée espérance de X ou valeur moyenne de X et elle se
note E(X). On a donc

B(X) = /Q XdP = /Q X (w)dP(w)

- Une application X : 2 — C est dite une variable aléatoire si les deux appli-
cations

ReX: 2 —R , ImMX:Q—R

sont des variables aléatoires. De plus, on pose
E(X) = / XdP = / ReXdP+i/ ImXdP = E(ReX) + iE(ImX)
Q Q Q

lorsque les deux variables aléatoires ReX et ImX sont intégrables.

- La variance de la variable aléatoire X est I’élément de [0, +oo] défini par
V(X) = E (|X - B(X)?) = B(X?) - E*(X)

Noter alors que V(X) = 0 si et seulement si X (w) = E(X) presque stirement.
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Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Soit (£2,7, P) un espace probabilisé et X : Q@ — [—00,00] une variable
aléatoire.

On rappelle que I'image directe, par X, de la tribu 7 est la tribu X, 7 de
[—00, 00] définie par
X, T ={AC[-00,00] ; X Y(A)eT}
Comme X est une variable aléatoire, I'image réciproque par X de tout inter-

valle de R est un élément de X, 7 et par conséquent X, 7 contient la tribu des
boréliens B(R) de R.

On a aussi défini I'image directe, par X, de la probabilité P comme étant la
probabilité X, P sur X,7 vérifiant

X, P(A)=P( X YA))=P(XcA) , AecX,T

Cette probabilité se note aussi Py et elle est appelée loi de probabilité de X.

Le théoréme suivant est une conséquence directe de la définition d’une inté-
grale.

Théoréme de transfert.

Sif:[—00,4+00] — C, alors
/ f( X(w) )dP(w) = / f(2)dPy ()
Q [—00,+00]

chaque fois que le second membre a un sens.

Preuve. C’est vrai lorsque f =14 (avec A € X, T ) par définition de Py et
c’est vrai dans tous les cas par définition de I'intégrale.

Exemple. Loi géométrique.
Considérons ’ensemble {0, 1} que 'on munit de la probabilité P; définie par

A({1}) =1, A{0})=1-p, 0<p<l
Considérons maintenant 'ensemble = {0, 1}N" dont les éléments w s’écrivent
w=(w(l),w(2),...,w(n),...) , w() e{0,1}

et chaque w € 2 est donc une suite (w(n))p>1 de 0 et 1.

On munit 'ensemble produit Q de la probabilité P produit (tensoriel) des
(Pn)n>1 ot chaque P, vaut P;. Cela veut dire que si

C=A; x - xAy,x{0,1} x{0,1} x--- , A; Cc{0,1}
est un cylindre de €2, alors

P(C) = Pl(Al) X oo X Pm(Am) = Pl(Al) X e X Pl(Am)
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Soit X : @ — {1,2,...,n,...} U {400} la variable aléatoire définie par

+o00 si il n’existe aucun n tel que w(n) =1

inf{n ; w(n) =1} si il existe des n tels que w(n) =1

L’événement {X = 3} est le cylindre

{X =3} ={0} x {0} x {1} x {0,1} x {0,1} x ---
et sa probabilité est donnée par

P(X=3)=1-p)x(1-p) xp=(1-p)°xp
De la méme maniére, on a

PX=n)=0-p)"'xp, n>1
Il en résulte que
P(X <400) =3 1<penoll —p)" ' xp= ﬁ =1

si bien que P(X = 400)=1—-P(X <+400)=1—-1=0.

- L’espérance de X est par définition

E(X) = /QXdP:ZZO:l/{X }XdP+oo><P(X:_|_OO)

= Y2 nP(X=n)+00x0=>3 " nP(X =n)
= Yaan(d-p)p=p"

On dit qu'une variable aléatoire suit une loi de probabilité géométrique de
paramétre p si elle vérifie

P(X=n)=1-p)" xp , nx1

L’espérance d’une telle variable vaut donc p~ 1.

Interprétation.

On suppose que l'on dispose d’un jeton dont les faces sont marquées 0 et
1. On suppose aussi, qu’en le langant, il retombe et la face marquée 1 apparait
avec la probabilité p et que 'autre face apparait donc avec la probabilité 1 — p.

On lance plusieurs fois ce jeton et on désigne par X la variable aléatoire qui
compte le nombre de lancers nécessaires pour obtenir la face 1. Si par exemple
le lanceur w obtient la suite (0,0,1,0,1,...) alors X (w) = 3.

Si les lancers sont "indépendants" (c’est ce qu’'on a supposé plus haut en
introduisant la probabilité P produit tensoriel), alors X suit une loi géométrique
de paramétre p et c’est pour cette raison qu’une loi géométrique s’appelle aussi
loi du premier succés.
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Fonction génératrice

Lorsqu’une variable aléatoire X prend ses valeurs dans N = {0,1,...,n,...},
on introduit la fonction génératrice

9(2) = gx(2) = 25 P(X = n)2"

C’est une série entiere qui vérifie g(1) = Y 2 (P(X = n) = 1 et dont la rayon
de convergence est donc au moins égal a 1.

Elle permet de calculer 'espérance de X par dérivation, et on a
E(X) =202onP(X =n) = gx(1) € [0, +o0]
et elle permet aussi de calculer la variance de X parce que
gx(1) =Y on(n — YP(X =n) = E(X(X - 1)) = E(X?) - E(X)

d’ott 'on tire E(X?) = g% (1) + ¢x (1) et ensuite

V(X) = E(X?) — EX(X) = g% (1) + g (1) — (g5 (1))”

Exemple. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de para-
métre a > 0 si elle vérifie
an

P(X =n)=—exp(-a) , n>0
n!

Comme on a .
a
S P(X =n)= Zfzoﬁexp(—a) =1

il en résulte que X prend (preque stirement) ses valeurs dans N. La fonction
génératrice d’une telle variable est donnée par

9x(z) = exp(—a)exp(az)
et il en résulte que son espérance et sa variance son données par

EX)=a , V(X)=a

Fonction caractéristique

Soit X : 8 — R une variable aléatoire, sa fonction caractéristique est
I’application

ox :R— C | px(t) = E(exp(itX)) = /Qexp(itX(w))dP(w) = /RemdPX(x)

Lorsque la variable aléatoire X est intégrable, on a
O (t) = / ize™dPx (x)
R
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si bien que 'on a cette formule qui permet de calculer 'espérance de X

o' (0) = /Ria:dPX(:c) = z/ xdPx (z) = 1E(X)

R

Lorsque la variable aléatoire est de carré intégrable, on a
Ft) = [ —ateapx(a) . BX) = ~g0)
et il en résulte que
V(X) = E(X?) - E(X) = (¢x(0))* — ¢%(0)

Exemple. On dit qu'une variable X aléatoire suit la loi normale réduite si sa
loi de probabilité Py admet pour densité, par rapport a la mesure de Lebesgue,

la fonction )
1 x

G(x) = exp | ——

)= Vo '°< 2>

Rappelons que cela veut dire que

APy (z) = G(z)dz — \/%exp (-”“j) dx

La fonction caractéristique d’une telle variable aléatoire est donnée par

px(t) = exp <—t22>

BE(X)=0 , V(X)=1

et il s’ensuit que

Remarque.

- On dit d’une variable aléatoire qu’elle est réduite lorsque son espérance
est nul et sa variance vaut 1.

- Lorsqu’une variable aléatoire est de carré intégrable et qu’elle n’est pas
presque stirement contante, sa réduite est la variable aléatoire X* définie par
X —-m
o

X*

ot on a posé m = E(X) et 0 = \/V(X). Le réel m est donc la moyenne de X
et le réel o > 0 est ’écart-type de X.

Remarque.

La fonction caractéristique px caractérise parfaitement la loi de probabilité
Px dans ce sens que
ox =py = Px =Py
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Fonction de répartition

Etant donné une variable aléatoire X : ) — R, sa fonction de répartition
est I'application

F:inR—>[0,1] , FX(x):P(X<x)
C’est une fonction croissante vérifiant
Fx(—00) =0, Fx(+o00)=1

Elle et continue a gauche (lim,_,,— Fx(z) = F(a) pour tout a) et elle est dis-
continue aux points a vérifiant

P(X:a) :Fx(a+) *Fx(a) >0

Exercice corrigé.

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale réduite, m un réel quel-
conque et ¢ un nombre strictement positif.

1) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = 0 X + m.

2) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = |X|.

Solution.

On peut procéder de la maniére suivante

PlY <z)=PlcX+m<zx)

1 1 U_l(xfm) tQ d

et alors la densité dPy (x) de la loi de probabilité Py de Y est donnée par

d 1 (x —m)?
dP = —P(Y = _
V(o) = P <) = e (-
De la méme maniére, on obtient

d d d 1 r 12
dPz(x) = %P(Z <x)= %P(—x <X<z)= dx/ exp <—2> dt

- fol3)

Théorémes de Fubini-Tonelli et de Fubini

Soit (21,71, Py) et (Q2,, T2, P») deux espaces probabilisés et considérons 1’es-
pace probabilisé produit

(1 xQ, 71T, P @ P)
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Les deux théorémes suivants vont permettre d’intégrer les fonctions f : 1 x
Qo — C et ils disent que

Théoréme de Fubini-Tonelli.

Si la fonction mesurable f: Qq x Qo — [0, 00] est positive alors

/ flwi,w2)dP1 @ Pa(wy,ws) = /
Ql><QQ

1971

( f(CL)l,WQ)dPQ(WQ)) dPl(wl)
Q2

Théoréme de Fubini.

Si la fonction mesurable f : €2y x Q9 — C est intégrable alors

/ f(wl,WQ)dP1®P2(w1,w2)=/
Q1><QQ

1951

( f(wl,wg)dPg(wg)) dPl(wl)
Qo

Variables aléatoires indépendantes

Soit (£2,7, P) un espace probabilisé et X : @ — R une application.

- On dit que c’est une variable aléatoire si I'image directe X, 7, par X, de la
tribu 7 est incluse dans la tribu B(R"™) des boréliens de R".

- L’image directe X, P, par X, de la probabilité P est une probabilité sur X, 7
et donc sur B(R™) lorsque X est une variable aléatoire. On notera dorénavant
Px cette probabilité.

Etant donné deux variables aléatoires X : 2 — R et Y : 2 — R™ on a
de fagon naturelle une variable aléatoire

(X,Y):Q—R"xR" | w— (X,V)) = (X(@),Y())
et on dit que ces deux variables sont indépendantes si
Pxy)y=Px @ Py
Cela équivaut a dire que si A € B(R") et B € B(R™) alors
P(Xe€AYeB)=P(XeAPY €B)
Preuve. Cela résulte immédiatement des définitions puisque

P(X € A,Y € B) = P((X,Y) € Ax B) = Pixyy(A x B) = Px ® Py(A x B)
= Px(A)Py(B) = P(X € A)P(Y € B)

De la méme maniére, on dit que des variables aléatoires X1, ..., X,, sont indé-
pendantes si
Px,.xm) =Px, ® - ®Px,

et cela équivaut a dire que si Ay, ..., A, € B(R™), alors

P(Xi€A,...,Xm €A, =P(X1€4))x - x P(X;, € Ap)
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On dit que la suite de variables aléatoires (X, ), est indépendante si les v.a
X1,..., X, sont indépendantes pour tout m.

Les deux propositions suivantes sont d’un usage fréquent.

Proposition.

Si les variables aléatoires X : 2 — R™ et Y : @ — R sont indépendantes
et si les fonctions h : R" — R™ et k : R™ — R™ sont boréliennes (i.e.

I'image réciproque, par h et k,d’un borélien est un borélien), alors les variables
aléatoires ho X : Q@ — R™ et koY : @ — R™ sont aussi indépendantes.

Preuve. Si A € B(R") et B € B(R""), alors

P(hoX € AkoYeB)=PXech ' (A),Y ek 1(B))
= P(Xeh Y A)P(Y €k Y(B))=P(hoX € A)P(koY € B)

Proposition.

Si les variables aléatoires X, ..., Xptm : € — R sont indépendantes et si
h:R" — R et k: R™ — R sont boréliennes, alors

1) Les variables aléatoires (X1,...,Xp) : @ — R™ et (Xp41,...,Xm) :
) — R'™ sont indépendantes.

2) Les variables aléatoires h(X1,...,X,) : Q@ — Ret k(Xpy1,...,Xm) :

) — R sont indépendantes.

Les variables aléatoires simplifient énormément les calculs, comme on va le
voir dans les théorémes suivants.

Théoréme.

1) Siles v.a. X1,..., X, sont indépendantes et intégrables, il en est de méme
de leur produit et

E([Tim Xi) = [[m BE(X)
2) Si les v.a. Xq,..., X, sont indépendantes et de carré intégrables, alors

14 (Z?:lXi) = Z?:lV(Xi)

Preuve. On se contentera du cas de seulement deux variables aléatoires indé-
pendantes X et Y. Considérons la fonction m : R x R — R définie par

m(x,y) = zy de sorte que
XY =mo(X,Y)

Etudions d’abord le cas ol les v.a. sont positives. La formule du transfert im-
plique

E(XY) = /Q X ()Y ()dP(w) = /R mla )Py )

— / rydPx (z)dPy (y)
RxR
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et le théoréme de Fubini-Tonelli implique

E(XY) = /

vd Py (z) / ydPy (y) = E(X)E(Y)
R R

Le cas général s’obtient ainsi : Les v.a. | X| et |Y| sont positives et indépendantes
et donc
E(IXY]) = E(IXDE(|Y]) < o0

Cela prouve que la v.a. XY est intégrable et il suffit de reprendre la démons-
tration ci-dessus en invoquant cette fois le théoréme de Fubini a la place du
théoréme de Fubini-Tonelli.

La deuxiéme assertion du théoréme résulte essentiellement du fait que
E(X-EX) Y -EY))=EX-EX)EY -E(Y)) =0x0=0

Théoréme. Siles v.a. X1,..., X, : 2 — R sont indépendantes, alors la fonction
caractéristique de leur somme est le produit de leurs fonctions caractéristiques

n
PX1++Xn = Hi:ﬁPXi

Preuve. Faisons la démonstration pour n = 2. Si X et Y sont indépendantes,
alors il en est de méme des v.a. exp(itX) et exp(itY') si bien que

pxir(t) = [ explit(X () + Y (@)aP®) = [ eplit(X(w))exp(ity () dP(v)

- / exp(it(X ())dP(w) / exp(it(())dP(w) = ¢x (v (1
Q Q

Produit de convolution de mesures finies

Notons o : R™ x R — R" 'application "I’addition" définie par o(z,y) =
T +y.

Si maintenant p et v sont deux mesures finies sur les boréliens de R", alors
1 @ v est une mesure sur les boréliens de R™ x R™ et on pose

prv=ou(pev)

Le produit de convolution de u et v est donc 'image directe de p ® v par o.

Exemples.

- Pour les masses de Dirac, la régle de calcul est
da * 0p = dgtb

- Pour les mesures a densité, on a : Si du(x) = f(x)dx et dv(z) = g(x)dz, alors

dp*v(z) = h(z)de , h(z)= o fy)g(x —y)dy := f xg(x)
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Proposition. Si X,Y : @ — R sont deux v.a. indépendantes alors la loi de
probabilité de leur somme est égale au produit de convolution de leurs lois de
probabilités :

P X+Y = PX * Py

Preuve. Cela résulte des égalités

Pxyy = 0P xy)=0:Px @ Py = Px x Py

Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (2, 7 , P ) est un espace probabilisé.

- Deux événements A et B (i.e. deux éléments de 7') sont indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B)

Cela équivaut a dire que les v. a. 14 et 15 sont indépendantes.

- Par récurrence sur n, on dit que les événements Aq, Ao, ..., A, sont indé-
pendants si

a) n — 1 quelconques de ces événements sont indépendants.

Cela équivaut a dire que les v. a. 14,,..., 14, sont indépendantes.

Exemple.

Une urne contient quatre boules, trois de ces boules portent respectivement
les numéros 1, 2, 3, et la quatriéme porte ces trois numéros & la fois.

On tire une boule et on désigne par A; I’événement “ la boule tirée porte le
numéro 7 7. On a

P(A1) = P(As) = P(43) = 5
P(AlﬂAgﬂAg):i

et ces trois événements sont donc deux & deux indépendants sans étre indépen-
dants.

- On dit qu’'une suite A, d’événements est une suite d’événements indépen-
dants si, pour tout n, les événements Aq, Ao, ..., A, sont indépendants.

Cela équivaut a dire que la suite des v. a. 14, est une suite de v.a. indépen-
dantes.

Soit A,, une suite d’événements, I’événement “une infinité d’événements Ay,
a lieu” s’appelle limite supérieure des A,, et s’écrit

limsup A,, = ﬁ D Ay

n=1k=n
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Lemme de Borel-Cantelli

1) Si une suite d’événements A,, est telle que Y P(A4,) < oo, alors
P(limsup A,) = 0.

2) Si une suite d’événements indépendants A,, est telle que > P(A,) = oo,
alors P(limsup A4,,) = 1.

Preuve :

1) Soit X : © — [0,00] une variable aléatoire (i.e. une fonction mesu-
rable). Pour tout a € [0,00], on a

/XdP:/ XdP+/ XdP > aP(X > «)
Q {X <a} {X>a}

En appliquant cette inégalité de Chebyshev alav. a. X =3 - 14, et
« = 00, on obtient

> P(4,) = / XdP > coP(X > 00) = coP(limsup A,,)
n=1 Q

et cela démontre la premiére assertion.

2) On a
P(limsup A,) = lim P(| ] 4¢) = lim <1 -P( A;))
k=n k=n

et comme les événements A, sont indépendants, on a on*et l’assertion 2 en
résulte.

3.3 Le théoréme central de la limite et les lois fortes
des grands nombres

Le théoréme central de la limite

Si g est une mesure finie sur (R", B(R")), sa transformée de Fourier j :
R"™ — C est définie par

i(y) = /n exp(i <z |y > du(x)

La transformation de Fourier vérifie les deux propriétés suivantes :

> Elle est injective : i =0 = p = v.

> Elle transforme le produit de convolution en produit ordinaire : i v =
f.D.

Soit (2,7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur €2, sa
fonction caractéristique px : R — C est définie par

ox(x) :/Qexp(ixX(w))dP(w) :/Rexp(ixy)dPX(y)
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La fonction caractéristique de X est donc la transformée de Fourier de sa loi de
probabilité Px.

Convergence de mesures.

Notons C.(R) l'espace des fonctions continues sur R qui sont a support
compact et C,(R) celui des fonctions continues et bornées sur R.
Soit iy, , p des mesures bornées sur (R, B(R)). On dit que la suite :

> wy converge vaguement vers p si p,(f) tend vers p(f) pour tout f €
Ce(R),

> p, converge étroitement vers p si py,(f) tend vers p(f) pour tout f €
Cy(R).

Lemme. Si les mesures i, converge vaguement vers u et si pn,(R) tend vers
w(R) alors les mesures py, converge étroitement vers p.

Lemme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) fyn, converge étroitement vers p.
b) fin converge simplement vers fi.

Preuve de b = a. On aura besoin de ’espace de Schwartz S(R) qui est
I’ensembles des fonctions f : R — C indéfiniment dérivables et dont toutes
les dérivées décroissent rapidement (i.e. limg 400 2™ f(™ () = 0 pour tous les
entiers naturels m et n). Cet espace est dense, pour la norme uniforme, dans
C.(R) et il est invariant par la transformation de Fourier.

La suite ,(R) = [1,(0) tend vers 1(0) = p(R), elle est donc bornée.
Soit g € S(R), il résulte du théoréme de convergence dominée que :

[ 3w = [ g@m@is — [ gt = [

Soit h € C.(R) et ¢ > 0, il existe g € S(R) telle que || h — g [|0< € et cela
donne pour n assez grand :
| [ hdpn = [hdp | <[ [(h=g)dpn | +] [(h=g)du| + | [ gdpm — [ gdp|
< e.sup pn(R) +ep(R) +e

Lemme
Si pp, converge vaguement vers p et si p({a}) =0 alors lim p,({a}) = 0.
Si py, converge étroitement vers p et si p({a}) =0 alors

lim (] — 00, a]) = p(] — 00,al)
Le Théoréme central de la limite.

Soit G la mesure (dite loi normale ou loi de Gauss) sur (R, B(R)) définie par

1 1,
exp(—=1
Nors p( )

dG(t) = :
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Cest une probabilité vérifiant G(z) = exp(—32?).
Théoréme central de la limite.
Soit A une probabilité sur (R,B(R)) et posons pour tout A € B(R)

pn(A) = X*"(VnA) = X% - x A(y/nA) , (n fois)

Si [gtdA(t) =0 et [ t2d\(t) =1 alors py, converge étroitement vers G.

Preuve : Posons h(x) = A(z) si bien que

h(l') =1- %;{;2 + 0(;(;2) , ﬁ;@;) = hn(.%'/\/ﬁ) _ [1 _ .%'2/TL + o(n_3/2)]"

On en déduit que lim,, .o fin(z) = exp(—3 2?) = G(z).
Conséquence : Théoréme central de la limite.

Soit X,, une suite de v.a. indépendantes, de méme loi, d’espérance m et
d’écart-type 0. Si S, = X1 + -+ - X, alors sa réduite

.  Sp—nm
Sn = Vn.o

converge en loi vers la loi normale (i.e. les lois de probabilité de S} convergent
étroitement vers la loi normale de Gauss G).

Les lois fortes des grands nombres

On va énoncer les deux lois fortes de Kolmogorov qui vont résulter essen-
tiellement d’une inégalité due a Kolmogorov laquelle généralise 1'inégalité de
Chebyshev.

Inégalité de Chebyshev.

Soit (X,7,u) en espace mesuré et f : X — [0, 00] une fonction mesurable.
Pour tout a € [0, 0], on a

du = d d .
/Xf " /{fZa}f u+/{f<a}f > ap({f > a})

Soit (§2, 7, P) un espace probabilisé et X : Q — R une variable aléatoire de carré
intégrable. Si a > 0, I'inégalité ci-dessus implique cette inégalité de Chebyshev

P(| X ~ B(X) | 2 a) = P(| X — B(X) 2> a?) < a"2V(X)
Inégalité de Kolmogorov.
Soit S une v.a. de carré intégrable, 'inégalité de Chebyshev dit que :
P(|S—E(S)|>¢) <e?V(S)
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et I'inégalité de Kolmogorov améliore I'inégalité de Chebyshev lorsque S est une
somme de v.a. indépendantes.

Inégalité de Kolmogorov.

Soit X1,..., X, desv. a. indépendantes de carré intégrables et posons S.

X1+ Xyn. Ona

P({ max |S;—E(S))|>e}) <e?V(Sh)

1<j<n

Preuve
En remplacant X; par X; — E(X;), on se raméne aux cas ou F(X;) = 0.
Posons

A= { max | S ‘>5}etAk*{1<m2§§I‘Sj‘<€7‘5k‘28}

L’ensemble A est la réunion disjointe des A et alors
V(Sp) = E(S2) > E(14.5%) = ZE 14,.52)

Posons Y = X1 + - -- X, si bien que S, = Si + Y}, et donc
lAkS 1y,. Sk—l-QlAk SpYr+14,. Yk

Comme les v.a. Y} et 1y4, .Sk sont indépendantes et que E(Y;) = 0, on a aussi
E(14,.5;.Y:) =0 et alors

E(14,.5%) = E(14,.S%) + E(14,.Y?) > E(14,.57) > e*P(Ay)

On en déduit V(S,) > Y7, B(14,.52) > > }p_, e2P(Ax) = e2P(A).
Lois des grands nombres.
Soit X, une suite de v.a. indépendantes et intégrables. On dit que

> la suite X, obéit a la loi forte des grands nombres si, presque siirement,

on a
n

1
lim > [Xk — E(Xy)] = 0.
k=1

> la suite X, obéit a la loi faible des grands nombres si, pour tout € > 0,

n

Jim P(| 53 (X B(Xg)] | 22) =0
k=1

Théoréme de Markov

St une suite de v.a. X, vérifie lim, .o n_ZV(ZZ:1 Xp) = 0 alors elle obéit
a la loi faible des grands mombres.

102



3.3. Le théoréme central de la limite et les lois fortes des grands nombres

Preuve :
C’est une conséquence directe de I'inégalité de Chebyshev.

Le lemme suivant sera utile pour la démonstration des deux lois fortes de
Kolmogorov.

Lemme.
Soit X,, une suite de v.a. indépendantes. Si la série Y V(X,,) des variances
des X,, converge alors la série Y [ X, — E(X,,)] converge presque stirement.

Preuve. On se raméne au cas ot F(X,) = 0. Posons S,,, = Xi + -+ + X,
il suffit de montrer que pour tout £ > 0

n%ijnoop( Upzi{ [ Smip — Sm [ 2 €}) =

Cela résulte de I'inégalité de Kolmogorov

P(Upzid [ Smip = Sm |2 €}) = limy P(Upoi | Sty = Sm [ > €})
< eV (Sman — Sm) <72 Z;O:mﬂ V(Xp) e 0

Premier théoréme de Kolmogorov.

Soit X, une suite de v.a. indépendantes. Si la série > n~2V(X,) converge
alors X, obéit a la loi forte des grands nombres.

Preuve : Posons Y,, = [X,,—E(X,)]/n. Lasérie Y V(Y,,) converge et il résulte
du lemme précédent que Y Y, converge presque stirement et cela implique que
X, obéit a la loi forte des grands nombres.

(Le dernier passage utilise le lemme de Kronecker qui dit que si la série ) z,
converge alors la suite = Zk 1 k2, tend vers zéro : cela s’obtient en utilisant le
procédé de sommation d'Abel. )

Deuxiéme théoréme de Kolmogorov.

Soit X,, une suite de v.a. indépendantes ayant la méme loi de probabilité. Si
X est intégrable alors X, obéit & la loi forte des grands nombres.

Preuve : Posons Y, = Xn.l{ | Xn | <n} »ona

Znﬂv <znf2E )< B X )

Il résulte du premier théoréme de Kolmogorov que Y, obéit & la loi forte des
grands nombres et puisque lim E(Y,,) = E(X;) on a

1 n
=) Vi — E(Xy)
n
k=1
On a maintenant

S P AY) =S P Xk |2 k) =S P X1 |2 k) < E(| X1 ) < 0
k=1 k=1 k=1
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et il résulte du lemme de Borel-Cantelli que P(limsup{Xj; # Y;}) = 0. Cela
implique que les deux suites in Yooy X et in > p—1 Yy sont presque strement
de méme nature.

Théoréme de Glivenko-Cantelli.

Pour cet important théoréme, on a besoin du lemme suivant qui généralise
un lemme classique di & Dini.

Lemme : Soit F,, F' des fonctions croissantes, bornées et continues a droite
et soit S une partie dense dans R contenant tous les points de discontinuité de
la fonction F . Si

lim F,(z) = F(z) et lim F,,(z~) = F(z™) pour tout x € S U {£o0}

alors F,, converge uniformément vers F sur R.

Théoréme de Glivenko-Cantelli.
Si X, est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi de probabilité et si

1 n
F(x)=P(X; <z) et Fylr,w)= EZI{ngx}(w)
k=1

alors, presque sirement, F,,( ,w) converge uniformément vers F :

P({w: swp | Fu(@,w) - F@)|—0})=1

—oo< x <00

Preuve. Posons, pour = € R,

Yi(z,w) =1 x, <oy (W) et Zi(z,w) =1 x, <21 (W)

On a E(Yi(z,.)) = F(z) et E(Zg(z,.)) = F(z7) et il résulte du deuxiéme
théoréme de Kolmogorov, que les v.a. Yi(z,.) et Zx(x,.) obéissent a la loi forte
des grands nombres et il existe alors un ensemble A, de probabilité nulle tel que

w¢ Ay = limF,(r,w) = F(z) et imF,(z~,w) = F(z")

Soit S une partie dénombrable, dense dans R et contenant tous les points de
discontinuité de F' et posons A = UzcgA,. Il résulte du lemme précédent que si
w ¢ A alors F,(,w) converge uniformément vers F' sur R.
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3.4 Espérances conditionnelles

Soit (€2, 3, P) un espace probabilisé et Y :  — R une variable aléatoire
intégrable.
Soit A une sous-tribu de 3, Papplication 7 : A — R définie par

2(A) = /A Y () dP(w)

est une mesure (non nécessairement positive) qui est absolument continue par
rapport a la probabilité P (restreinte a A) :

PA)=0=~v(A)=0

Il résulte alors d’un théoréme dit de Radon-Nikodym qu’il existe une fonction
Z : Q) — R vérifiant

a) Z est A-mesurable.

b) Pour tout A€ A, on a

/ Y(w)dP(w) =~(A4) = / Z(w) dP(w)
A A

La v. a. Z est appelée espérance conditionnelle de Y sachant A et est notée
E(Y | A) ou EAY).

Remarques.

1) L’espérance conditionnelle E(Y | A ) est une variable aléatoire contrai-
rement & l’espérance mathématique ordinaire E(Y) qui est une constante (c’est
donc aussi une fonction constante sur ).

2) Il résulte de la définition méme de E(Y | A ) que 'on a :

E(E(Y [ A)=E(Y)

Remarque.
Si la variable aléatoire Y : 2 — R est de carré intégrable, on sait que la
fonction h : R — R définie par

h(a) = E (\y - a|2>

atteint son minimum pour a = E(X).

Une propriété analogue a ction orthogonale de Y sur L?(Q, A, P) :
a€L’(Q A P)=FE(ax (Y -E(Y|A))=0
Cela provient de Iidentité aE(Y | A) = E(aY | .A) qui implique

E(ax (Y —-E(Y|A))=E@Y)-E(aE(Y | A))=E(aY)-E(E(aY | A)) =0
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On vient de montrer que Popérateur E* | quand on le restreint a L?(Q, &, P)
, représente la projection orthogonale sur le sous-espace fermé L?(Q2, A, P).
Exemples.

1) Si A= {2, Q} alors toute fonction A-mesurable est constante et
E(Y[A) =EY)

Cela montre que la notion d’espérance conditionnelle généralise la notion d’es-
pérance ordinaire.

En général, 'espérance conditionnelle E(Y | A) est un meilleur “résumé”,
pour ceux qui s’intéressent aux éléments de A , que I'espérance ordinaire E(Y').

2) Si A = {2, A, A%, Q} et si P(A) et P(A°) sont non nuls, 'espérance
conditionnelle E(Y | A) est de la forme

E(Y|A):Oé1A—|-ﬁ1Ac , a,0€R

et les constantes « et (3, qui s’obtiennent en intégrant sur A et A€, sont données

par
1 1
o= 55 /A VPW) B =g [, V)P

Elles représentent donc les moyennes de la v. a. Y sur les éléments “non divisibles”
Aet A°de A .

3) Si la tribu A est engendrée par la partition A,, et si les P(A,) sont non
nuls, on posera

1
7P(An) /An Y(w)dP(w)

de sorte que E(Y | A,,) représente la valeur moyenne de Y sur A,, et alors

E(Y|A) =Y E(Y|Ay) x 14,
et l'identité E (E(Y | A)) = E(Y) donne
EY) = ZE(Y ‘ Ap) x P(Ay)

Cela veut dire, tout simplement, que la moyenne E(Y) est égale a la moyenne
des moyennes E(Y | Ay).

Exemple et notation.

Soit X : Q@ — R une variable aléatoire et o(X) la tribu engendrée par X :
o(X)={o"YB), B est un borélien de R }

La tribu o(X) est une sous-tribu de ¥ et c’est la plus petite tribu qui rend X
mesurable.
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Pour simplifier I’écriture, on écrira E(Y | X ) au lieu de E(Y | o(X)).
Comme E(Y | X ) est une fonction o(X )-mesurable, il existe une fonction
¢ : R — R borélienne telle que
E(Y| X)=poX

Par analogie au cas ou la tribu A est engendrée par une partition dénombrable,
nous poserons

EY| X=2)=¢p(x), xR

et nous dirons que c’est la moyenne de Y sur 'ensemble (X = z). Noter que
cela permet de donner un sens & cette phrase qui ne veut rien dire lorsque

P(X =x)=0.

Exemple. On munit lintervalle [—1,1] de la probabilit¢ uniforme et on
considére la v. a. X définie par

X(z) = 2?

Il est facile de vérifier que la tribu o(X) est formée des boréliens de [—1, 1] qui
sont symétriques par rapport & ’origine :

o(X)={BeB(-11); B=-B}

et quesiY : [—1,1] — R est une v. a., alors son espérance conditionnelle sachant
X est égale a la partie paire de Y :
Y()+Y(—=z
B | X)) = TOIYED

et on déduit que

E(Y | X =z)= Y(vz) +2Y(_\/5) , ©€[0,1]

Remarques et définitions.
1) Il résulte de la définition de 'espérance conditionnelle que I'on a

E(Y)=E(E(Y | X)) :/

o(x)dPx(x) :/ E(Y | X =x)dPx(x)
R

R

et cela exprime encore une fois que la moyenne de Y est la moyenne des moyennes
E(Y| X=ux).

2) Lorsque Y est la fonction caractéristique d'un ensemble C' € ¥, on posera
P(C|X)=E(1¢ | X)

et on dira que P(C' | X) est la probabilité conditionnelle de C' sachant X.
La formule ci-dessus devient dans ce cas

P(C | X) = /Rp(c | X = 2)dPx ()
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et cela généralise cette formule trés utile :

P(C) =) P(C|Ay)P(4y)

qui est valable chaque fois que les A,, forment une partition de € en événements
de probabilités non nulles.

3) Soit h : R — R une fonction borélienne telle que la v. a. h oY soit
intégrable, on sait qu’il existe une fonction borélienne ¢ : R — R telle que

E(hoY | X)=¢poX
et que si A est o(X)-mesurable
BEaxpoX)=E1ax E(hoY | X))=E(14xhoY)

L’ensemble A est de la forme X ~1(B) ot B est un borélien de R si bien que
14 = 1p o X, et on montre facilement que si £k : R — R est une fonction
borélienne et positive, alors

E(koX xpoX)=E(koX x hoY)

Cela donne cette formule
| H@p@irc@) = [ Kh@)dPxy )
R RxR

qui permet souvent de déterminer I'application ¢ et donc ’espérance condition-
nelle E(hoY | X).

Exemple.
Soit X,Y : Q2 — R deux v. a. indépendantes de méme loi de probabilité
dPx (r) = dPy(z) = exp(—x)1jg o[ (z)dx

Déterminer 1’espérance conditionnelle E(X | max{ X,Y}).

Solution. Posons Z = max{ X, Y }. On sait que, si h : R — R est borélienne
et sila v. a. h o X est intégrable, il existe une fonction borélienne ¢ : R — R
telle que E(ho X | Z) = poZ et que, pour toute fonction k : R — R borélienne
positive, on a

EkoZ xpoZ)=FE(koZ xholX)
Déterminons la loi de probabilité de Z : On a
P(Z <2)=Pmax{X, Y} <2)=P(X <zY <z2)=(1—-e7)>

si bien que la loi de probabilité de Z est donnée par

dPz(z) = %P(Z <a)dz=2(1—e *)e *dz
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Il en résulte que 'on a

/Ooo E(2)@(2)2(1 — e #)e ?dz = /OOO /OOO k(max{z, y ) h(z)e *e~ Vdrdy

Le second membre (notons-le S) vaut

/OOO k(z)h(z) (/Ow e ydy) e” “dr + /OOO k(y) </Oy h@)a"”dx) ety

_ /OOO k(z) (h(x)(l —e )+ /0 h(t)e%lt) ¢ vdu

Il en résulte que 'on a

S

T

o@)2(l—e *)=h(x)(1l—e %)+ /0 h(t)e™tdt

de sorte que
_ h(x) N Jo h(t)etdt

P) = = g

Cette relation permet d’écrire, en faisant h(x) = z,

z 1 T
E(X XYl=0x)=-4+-———F———
(X max{ X, Y} =2) =5+ 5~ Sopt@) = 1)
et de dire que la loi conditionnelle de X sachant que max{ X,Y} = x est

égale a
Ls +;1 (t)e tdt
207 T (1 — g m) 10alVE

Exercice.

1) Soit X la v. a. qui vaut 1 si le premier essai donne un succés et qui vaut
0 sinon.

la) Calculer E(Y; | X = 1) et montrer que E(Y; | X =0) =1+ E(Y7).

1b) Calculer E(Y7).

2) Montrer que E(Yp41 | Yim) =Y+ 14+ (1 —p)E(Yim+1)-

3) En déduire que

Exercice.

Soit X, une suite de v. a. indépendantes, équidistribuées, de moyenne m et
N une v. a. entiére et indépendante des X,,. On pose

n N(w)
5u@) = 3 Xiw) L Sw(w) = 3 Xiw)
i=1 =1
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1) Montrer que E(Sy | N =n) = E(Sy).
2) Montrer que
E(Sn) = E(N)E(X1)

3) On suppose que X7 et N sont de carré intégrables, prouver que
V(Sn) = E(N)V(X1) + V(N)E*(X1)

Exercice.
Déterminer l'espérance conditionnelle E(X | X +Y).

Solution : Posons T'= X +Y, la fonction E(X | X +Y) est de la forme poT
ol ¢ : R — R est borélienne et vérifie

si A est o(T)-mesurable alors E(14.p07T)=E(14.X)
et donc

si g est borélienne positive alors E(goT.poT) =FE(goT.X)

On sait que T est une v. a. de densité texp(—t)1jg oo((t) si bien que

BlgoT-woT) = [ altjole)tesn(—t)i

Par ailleurs, on a

E(goT.X) = /000 /OOO g(x + y)zexp(—z)exp(—y)dzdy

Le changement de variables (z,y) — (t = v + y,s = ) donne

BlgoT.X) = /OOO (g(t)exp(—t) /Ot sds)> dt

I1 s’ensuit que ()t = f(f sds et ¢(t) =t/2. On a donc obtenu

X+Y
2

E(X|X+Y)=

On montre de la méme maniére que si h est positive

1 X+Y
E(hoX]X+Y):X+Y/ h(s)ds
0

et cela permet d’écrire
1 t t
E(hoX|X+Y:t):t/h(s)dS:/h(S)t_ldS
0 0
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et on dira que la loi de X sachant X +Y =t est la loi uniforme ¢~'ds sur [0, t].

Remarque.
Lorsque la loi du couple (X,Y") est donnée par

dPx yy(z,y) = f(x,y)du(z)dy(y)

ou p et y sont deux mesures o-finies, on posera

fol) = fi () = /R f(x,y)dr(y)

de sorte que fy,(z)dp(x) est exactement la loi de X.
Noter qu’il résulte du théoréme de Fubini que 1’on a le droit de dire

f est nulle sur 'ensemble {z ; fy(x) =0} xR

On posera ensuite

f(xay)/fy(x) s fy(ff)?é

0
flylz) = ,
si fy(z)=0

de sorte que l'on a f(z,y) = f(y | ) fy(x).
Soit h une fonction borélienne positive, l'espérance conditionnelle E(ho Y |

X) est de la forme ¢ o X ou ¢ est une fonction borélienne vérifiant
si g est borélienne positive alors F(go X .po X)=FE(go X .hoY)

On va montrer que

() = /R W) f(y | 2)dv(y)

et on dira que f(y | )dy(y) est la loi conditionnelle de Y sachant que X = .
Cela résulte des égalités

E(goX.hoY) = /R/Rg(m)h(y)f(%y)d#(@dﬂy)
_ / / @) h() [y | 2)fy(@)du(z)dy(y)
RJ/JR
_ / o) [ / W) f(y | 2)dv(y)| fo(x)dp(z)
R R
et de l'identité

E(goX . poX)= /R o(2)0(x) fy (@) du(x)
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3.5 Loi de Poisson et loi exponentielle

Introduction.

On observe, a partir de I'instant ¢ = 0, un flux (une succession) d’événements
et on désigne par N; le nombre d’événements apercus dans l'intervalle de temps
[0,¢[. C’est une variable aléatoire et on fait les hypothéses suivantes :

1) Le flux est stationnaire : La loi de la v. a. Ny — N, , qui compte le
nombre d’événements qui se réalisent dans l'intervalle de temps [a,a + t[, ne
dépend que de ¢ (et non de a). Cela permet de poser

pn(t) = P(Ny = n) = P(Na+t — No =n)

2) Le flux est sans postaction : Pour toute suite strictement croissante t,,
les v. a. Ny, ., — Ny, sont indépendantes.
3) Il existe une constante A telle que

n

pi(t) =Xt +o(t) , > palt) =o(t)

Il en résulte que
po(t) =1— Xt + o(t)

Calcul de p,(a) , loi de probabilité de N,

Pour ¢ = 0 : Il résulte des hypothéses que pp(0) = 1 et donc p,,(0) = 0 pour
tout n > 1.

e On a

po(a+1t) = P(Ngyt=0)=P(Ny=0, Noyy — Ng =0)
—  P(N, = 0)P(Nays — Ny = 0)
po(a)po(t) = po(a)(1 — At +o(t))

Cela implique pj(a) = —Apo(a) et comme po(0) = 1, on en déduit que
po(a) = exp(—Aa)

e On a

pala+t) = > P(Ng=n—i)P(Naps — Ny = i)
=0

Pu(@)(1 = Xt + 0{8)) + pu_s(@)M + o(8)) + o(t)
= (1= At)pn(a) + Mpp—1(a) + o(t)
Cela donne p),(a) = —Apn(a) + Apn—1(a) et, par récurrence sur n > 1,

pnla) = (Agl)nexp(—m) ,n >0
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Il en résulte que N, suit une loi de Poisson de paramétre Aa.

La fonction génératrice de la v. a. N, est
o0 o0
ga(2) = Z P(N,=mn)z" = an(a) 2" =exp(—Aa + Aaz)
n=0 n=0

et en particulier

E(Ng)=Xa , V(N,) = Xa

Il en résulte que la constante A représente le nombre moyen d’événements apercus
par unité de temps.

La variable aléatoire T = T' = T}.

Soit T = T' = T} la v. a. qui mesure le temps d’attente du premier
événement.

Nous allons déterminer la densité de sa loi de probabilité : On a
P(T >1t) = P(Ny =0) = po(t) = exp(—At)

et il en résulte que la densité de T est donnée par
d
—%P(T > 1) = dexp(—At), t >0

La v. a. T suit donc la loi exponentielle de paramétre A et en particulier

E(T) = ~ = o(T)

1
A
Cela donne cette autre interprétation de A : % représente le temps moyen d’at-

tente du premier événement.

Les variables aléatoires 7" , n > 2.

Soit T™ la v. a. qui mesure le temps d’attente du n-iéme événement. On a

n—1
P(IT">t)=P(N;<n—1)= Y ()\];)kexp(—)\t)
k=0 ’

et on en déduit que la densité de 7" est donnée par

n—1
—%P(T” > 1) = A%exp(—m)

La v. a. T™ suit donc la loi gamma de paramétres (n, A).

Rappelons que sa fonction caractéristique est donnée par

[ estismm@nare) = (1-5)
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si bien que son espérance et sa variance sont données par
n n
BIM =%, V(I =5
Les variables aléatoires T), = T" — 1" !, n > 2.
Notons T;, la v. a. qui mesure le temps qui sépare le n-iéme événement du
précédent.

Pour déterminer sa loi de probabilité, nous allons commencer par donner
celle du couple (T, T™). On a

PIT"! < a,T">b)=P(Ny=n—-1, Ny— N, =0)
()\a)n—l
(n—1)!

)n—l

exp(—Aa) x exp(=A(b —a)) = Ena 1)!

exp(—Ab)
On en déduit que
PT"'<a, T"<b)=PT" '<a)—P(T" ' <a, T" > )
si bien que la densité du couple (T, T™) est donnée par
92
0adb
On en déduit que

n—1 n _ 2()\a)n—2 _
PIT" " <a,T <b)—)\(n_2)|exp( Ab) , 0<a<bd

A n—2
P(T, < b)=PI"-T"'<b)= / )\2( 2) 'exp(—)\y)d:vdy
{y—z < b} (TL - 2)
B o0 2()\33)”72 /x—i-b B
= /0 A -2 ). exp(—Ay)dy dx
et la loi de T,, est donc donnée par

d L2
dbP(Tn<b)—/0 A2(n_2)!

En particulier les v. a. T}, , n > 1 suivent toutes la loi exponentielle de paramétre
A

exp(—A(x + b))dz = Aexp(—Ab)

Indépendance des T;, , n > 1.
Commengons par montrer que 17 et T sont indépendantes.
Ona{lh <z, Th<yl={T'<x, T? - T' <y} si bien que

x a+y
PMi<z, Th<y) = / </ )\2exp(—)\b)db> da
0 a

et il en résulte que
82
0xdy

Ox
= dexp(—Azx) x Aexp(—\y)

a xT
P(T <z, Ty <y) = L2 / exp(—A(a + y))da
0
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et cette expression de la densité du couple (T, T>) prouve que ces deux v. a. T;
et T} sont indépendantes.

Montrons par exemple que 17, T5, 15 et Ty sont indépendantes.

Sia<b<c<d,alors I'événement
A={T ' <a, T>>b, T3 <c, T* > d}
coincide avec I’événement
{N,=1,Ny— N, =0, N.— N, =2, Ng— N. =0}
si bien que

2 2
P(A) = a2 x e=A0-0) A (02— D) ~A(e=b) 5, p~A(d—0)

1
= 5)\3a(c —b)%e~M

La densité de la loi de (11, 7%, T5,Ty) est donc donnée par

(i) <5§> (i) <53> P(A) = X'e My, cpe e ay

On peut donc calculer la probabilité de I’événement

B = {T1<a:,T2<y,T3<z,T4<t}
= T'<a, T?-T <y T3 -T? <2, T*" - T3 <t}

y+it1 z+t2 t+t3
o= / / / / 7)‘t4dt4)dt3)dt2)dt1

Cela permet de déterminer la densité de (T, T2, T3, T%); elle vaut

o y+x z+to t+t3 At
= T dty)dts)dt
Oxyzt Gyzt / /tQ / 4)dts )t

/ererl‘ /t+t3 4
= Ae M dt4)dt3
a2t ut ts

t+z+y+x N
= Ae Mgty

= Mexp(—Mt+z+y+x))

qui vaut

et cette expression de la densité prouve que les v. a. T, 15, T3 et T, sont indé-
pendantes.

Il devient clair maintenant que 7,, (n > 1) est une suite de v. a. indépen-
dantes.
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3.6 La loi du Chi deux

La loi gamma.

Une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramétres (a, ) (o >
0, A > 0) si sa densité f est donnée par

a—16—>\931

[O,w[(x)

La fonction caractéristique d’une telle v. a. est donnée par
oo it\ ¢
px(t) = / e f(z)dx = <1 - )
oo A

et il en résulte que son espérance et sa variance sont donnés par

N2
Pour o = 1, la loi gamma se réduit a la loi exponentielle.
Pour a = n/2 et A = 1/2, la loi gamma est la loi du x? a n degrés de liberté.

Exemples.
- Sila v. a. X suit une loi normale réduite, alors la v. a. Y = X? suit une
loi gamma de paramétre (1/2,1/2).

Preuve.

da 2 L e —ape
daP(Y <a)= T <\/ﬂ/ exp(— /2)dx> = \/ﬂa e

- Si les v. a. X; sont indépendantes est suivent la loi normale réduite, la v. a.
V=X{+ - +X}]

suit la loi du x? a n degrés de liberté.

Preuve. La fonction caractéristique de V' est en effet donnée par

o) = [(1—2i) ]

Théoréme.
Soit X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
normale de paramétres (m, o?) et posons

Les v. a. Y et Z sont indépendantes et Y suit la loi du x? & n — 1 degrés de
liberté.
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Preuve.
On se raméne au cas ol m = 0 et o = 1. Posons
1 . 1
Vi= ———= X1+ + X; —iXjp) et V= —=(X1 + - + Xp)

i(i+1) Jn
C’est une transformation “orthogonale” si bien que
X+ A+ X2=YP+ 4 Y2
et comme Y2 = nYQ, il en résulte que
Y = Z?:lyf - Yn2 = Z?:Hlyf

et cela implique que Y suit la loi du x? an — 1 degrés de liberté.

Comme la transformation ci-dessus est orthogonale et que la loi de (X7, ...,
X,,) est invariante par ces transformations, on en déduit que les v. a. Y7, ..., Y,
sont indépendantes et il en résulte que Y et Z sont indépendantes.

Convergence de la loi multinomiale.
Soit p1, ..., pi des réels tels que

O<pi<let pr+--+p=1

Soit Z = (Zy, ..., Z;,) une variable aléatoire a valeurs dans N*. On dit que Z
suit une loi multinomiale de paramétres (pi, ..., pg ; n) si

n!

P(Zi=ny,...., 7, =n) = ——————p" X .- X p¥
( ’ » ok k) nllx---xnk!pl Py

pour ny +---+nEp =N.

Interprétation.
Si les événements Eq, ..., Ej se produisent respectivement avec les probabi-
lités p1, ..., pk, alors la probabilité pour que I’événement se produise n; fois, ...,

E). se produise ny, fois est donnée par

|
n. n1 ng
e — X PPN X
nl!X"'Xnk!pl Pk

Cette loi est une généralisation de la loi binomiale et s’appelle loi multinomiale
parce que les probabilités ci dessus sont les termes du développement de (p; +

)"
Noter que chacune des v. a. Z; sui une loi binomiale de parameétre (n, p;)
Considérons maintenant la variable aléatoires

ko (Zi —npi)®
2 _ 1 (2
X - Zi:l npz

Comme E(Z; —np;)? = V(Z;) = np;(1 — p;), il en résulte que
E(X*) =k-1=f
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La variance de x? est plus difficile & calculer et vaut

1 /1 1

et il suffit de retenir que pour n assez grand, cette variance est voisine de 2f.

Théoréme.
Lorsque n tend vers 'infini, la variable aléatoire x? tend en loi vers une loi
de x% a k — 1 degrés de liberté.

Application.
On désire vérifier la régularité d’un dé, c’est-a-dire examiner si toutes ses
faces sont équiprobables :

1
p1=P2=P3=P4=p5=p6=6

On a lancé ce dé 120 fois et on a obtenu

issue ¢ 1 213|145 |6
fréquence observée X; | 15 | 21 | 25 | 19 | 14 | 26
fréquence espérée np; | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20

Pour mesurer les écarts entre les X; et les np;, on calcule

2 6 ()(Z — TLpZ)Q .
X = Zizl np; - 6’ 2

La valeur observée de x2 est 6,2; elle est inférieure f + /2f ~ 8,16 et on n’a
pas de raison de douter du dé.

En régle générale, on adopte ces deux principes :

1) Lorsque la valeur observée est supérieure a f + 2/2f, on doit rejeter
I’hypothese.

2) Lorsque la valeur observée est trop petite, on est en droit de soupg¢onner
quelqu’un d’avoir trafiqué les données pour démontrer quelque chose.

3.7 Exercices

Exercice. Variable de Bernoulli.

Soit A € T un événement et X = 14. Cette v.a. ne prend que les valeurs 0
et 1 et sa loi de probabilité est donc portée par I’ensemble {0, 1} ; elle est donnée
par

Px =P(X =1)0 + P(X =0)do
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On dit qu’une v.a. X est de Bernoulli de parameétre p, 0 < p < 1 si sa loi de
probabilité est égale &

Px = pé1 + (1 — p)50
Montrer que E(X) =pet V(X) =p(1 — p).
Exercice. Fonction de répartition.

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et X : @ — R une variable aléatoire.
La fonction de répartition de X est la fonction F': R — R définie par

Fx)=P(X <x)
1) Montrer que F' est une application croissante, continue a gauche et que
F(—=00) =0, F(+o00)=1

2) Déterminer F' lorsque la loi de probabilité de X est donnée par

a) Px = 0.260 + 0.809 b) dPx(x) = e~ *1jg oo[(7)dz

3) Montrer que P(X = a) = F(a+) — F(a).
4) Montrer que si F est de classe C! sur un intervalle ]a, b], alors

P(XeA)= / F'(z)dz
A
pour tout borélien A inclus dans ]a, b].
5) Montrer que si F' est continue sur tout R et dérivable sauf en un nombre
fini de points, alors

p@q):p(@:/_x Ft)dt , zeR

Cela montre que la loi de X est une mesure & densité par rapport & la mesure
de Lebesgue :

dPx(x) = f(x)dx , f(z)= %P( X<uz)

6) Déterminer la loi de probabilité d’une v. a. X dont la fonction de répar-
tition F' vérifie

0 si <0
Pl x/3 si x<1
€Tr) =
1/2 sil<z<6
| (#—6)?/16+3/4 si 6<z<8
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Exercice. Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
dPx (7) = e "1jg oo((z)dx

1) Déterminer les fonctions de répartitions puis les lois de probabilité des va-
riables aléatoires

A)Y=2X46 b Z=|X|] T=hX

2) Déterminer les espérances des v. a. X , Y |, Z et T.

Exercice. Soit X et Y deux v. a. indépendantes et de méme loi donnée
dPx (t) = dPy (t) = t 1 oo((t)dt

1) Calculer les probabilites P(X < —1) , P(2 < X < 3)et P2 < X <
3,4<Y <6).

2) Déterminer les lois de probabilité des v. a. X2 et In X.

3) Calculer les probabilités P(XY < 2), P(Y/X <1/2) et P(Y/X < 2).

4) En déduire que les v. a. U = XY et V = Y/X ne sont pas indépendantes

5) Déterminer les lois de probabilité des v. a. U = XY et V =Y/ X.

Exercice. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes et normales de
parameétres (1,0) :

dPx(t) = dPy(t) = exp(—t%/2)dt

1
V2m
1) Déterminer la loi de X2.

2) Déterminer la loi de X2 + Y2

3) Déterminer la loi de v X? 4+ Y?2.
4) Déterminer la loi de Y/ X.

Exercice. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes et normales de
paramétres (m, o?) :

APy (t) = dPy (t) = le?aexp (-W) dt

1) Déterminer la fonction caractéristique de la v. a. X.
2) Déterminer 'espérance et la variance de X.
2) Que peut-on dire de la v.a. (X —m)/o?
3) Que peut-on dire de lav. a. X +Y?

Remarque. La v.a. X prend avec une probabilité élevée des valeurs proches
de son espérance :

k 0,6745 1 1,645 | 1,96 | 2 | 2,58| 3
P(|X—m|<ks)| 0,5 |0,6827| 0,9 |0,95|0,9545 | 0,99 | 0,9973
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Deux de ces probabilités méritent d’étre retenus
P(|X —m|>1,90) =0,05 , P(|X —m|>2,580)=0,01

Exercice.

1) Soit X : 2 — N une v. a. entiére, prouver que
oo
E(X)=)_ P(X >n)
n=0
2) Soit X : Q — [0, 0o[ une variable aléatoire, prouver que
o0
E(X) —/ P(X > z)dz
0

et montrer que si X est intégrable alors lim, _, . zP(X > z) = 0.
Exercice. Loi géométrique.

On dit qu’une v. a. X a valeurs dans N* suit une loi géométrique de para-
métre p, 0 < p < 1, si sa loi est donnée par

P(X =n)=p(1—p)" ', neN*

1) Déterminer la fonction génératrice de X :
[e.e]
9(z)=E(z¥) =) P(X=n)"
n=1

2) Calculer E(X), E(X(X —1)) et en déduire V(X).

3) Montrer que cette v. a. vérifie
P(X>m+n|X >n)=P(X >m)

Application. On effectue des essais indépendants de probabilité de succés
constante et égale & p, 0 < p < 1, et on note X la v. a. qui compte le nombre
de coups nécessaires pour obtenir le premier succés.

1) Calculer P(X =1), P(X =2), P(X =3) et P(X =n).
2) Que dire de X et que vaut son espérance ?
Exercice. Loi binomiale négative.

On dit qu'une v. a. X suit une loi binomiale négative de paramétres m et
p, m e N*"et 0 <p<1, sisaloi est donnée par

Px=n= (2T ) a-pr

1) Que peut-on dire de X lorsque m =17
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2) Déterminer la fonction génératrice de X :

o0

g9(2) = B(zX) =) _P(X =n)z"
n=1

3) Calculer E(X), E(X(X — 1)) et en déduire V(X).

Application. On effectue des essais indépendants de probabilité de succés
constante et égale a p, 0 < p < 1, et on note X, la v. a. qui compte le nombre
de coups nécessaires pour obtenir le m-iéme succes.

1) Montrer que si n > m > 1 alors

P(X,, =n) = (Z_‘ll)pm(l e

2) Que dire de X, et que vaut son espérance.

Exercice. Soit X1, ..., X, des v. a. indépendantes suivant la loi géométrique
de parameétre p et posons
S=X1+---+Xp,

1) Déterminer la fonction génératrice de S et en déduire que S suit la loi bino-
miale négative de paramétres m et p.

2) Que peut-on dire de la loi de la somme de deux v. a. indépendantes suivant
des lois binomiales négatives de paramétres (m,p) et (n,p)?

Exercice. On suppose que la v. a. X suit une loi binomiale négative de pa-
ramétre (m, p).
1) Déterminer le maximum de p — P(X = n) en fonction de n et m.

2) Montrer que si m > 2
m—1
Fl—) =
(5=1) =

5(3)>»

3) Montrer que si m > 2

Exercice. Loi de Poisson.

On dit qu’une v. a. X suit une loi de Poisson de parameétre a si sa loi est

donnée par

an

P(X=n)=e "¢ , neN

n!
1) Déterminer la fonction génératrice de X

g(z) = E(zX)=> P(X =n)z"
n=0

2) En déduire que
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3) Que peut-on dire de la somme de deux v. a. indépendantes suivant des loi de
Poisson ?
Soit pp, une suite d’éléments de ]0, 1] tels que la limite
a = lim np,

n—oo

existe. Montrer que, pour tout £ € N, on a

. n k n—k __ 7aa7
Jim (k)pn(l—pn) =c "

Pour n =50 et p=0.04, on a np = 2

k | Binomiale | Poisson k | Binomiale | Poisson
0 0.1299 0.1385 5 0.0346 0.0361
1 0.2706 0.2707 6 0.0108 0.0120
2 0.2762 0.2767 7 0.0028 0.0034
3 0.1842 0.1804 8 0.0006 0.0009
4 0.0902 0.0902 9 0.0001 0.0002

Exercice. Soit X, X9 : @ — R deux variables aléatoires indépendantes et
posons

1) Déterminer les fonctions de répartition de X1y et X2y en fonction de
celles de X7 et Xo.
2) On suppose que X7, Xo suivent des lois exponentielles de paramétres a
et b
dPx,(z) = ae” "1 (z)dx , dPx,(z) = be_bxl[ovoo[(x)d:n

Déterminer les densités de X (1) et X ().

3.8 Processus stochastiques

Introduction

Les processus stochastiques décrivent ’évolution d’une grandeur aléatoire en
fonction du temps ou bien de ’espace. Il existe de nombreuses applications des
processus aléatoires notamment en physique statistique (par exemple le ferro-
magnétisme, les transitions de Phases), en biologie (I’évolution, la génétique et
la génétique des populations), en médecine (croissance de tumeurs, épidémie),

123



3. SYSTEMES STOCHASTIQUES

et bien entendu les sciences de l'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les ap-
plications principales sont pour ’administration des réseaux, de 'Internet, des
télécommunications ainsi que dans le domaine de ’économie et des finances. Un
processus stochastique tend & représenter I’évolution d’un systéme en fonction
du temps. Il met en oeuvre des modéles probabilistes spécifiques dans le but
de gérer 'incertitude et la manque d’information. Un processus stochastique
(aléatoire) représente une évolution généralement dans le temps, d’une variable
aléatoire.
Notations
Dans la suite, on adoptera les notations suivantes :

— [, F, IP] un espace de probabilité

— (A, A) un espace mesurable

— E Tespace ot X(t) prend ses valeurs : I'espace d’état du processus sto-

chastique X
— T Tespace du temps

Définition

— Processus stochastique : Un processus stochastique (ou processus aléa-
toire) représente une évolution, généralement dans le temps, d’une variable
aléatoire.

On appelle processus aléatoire a valeurs dans (A, A), un élément

((Xt(w))e=0wen), ot pour tout t € T, Xy est une variable aléatoire a va-

leurs dans (A, A). Si (F}); est une filtration, on appelle processus aléatoire

adapté, a valeurs dans (A, A), un élément X tel que X soit une variable

aléatoire|-mesurable a valeurs dans (A, A). Pour w € Q fixé, la fonction

de Ry dans A qui a t associe X;(w) est appelée la trajectoire associée a

la réalisation w. Un processus stochastique peut aussi étre vu comme une

fonction aléatoire : & chaque w dans €2, on associe la fonction de T dans

E :t — X;(w) , appelée la trajectoire associée a la réalisation w.

— Si T est dénombrable alors X est appelé un processus stochastique en
temps discret.

— Si T est non dénombrable alors X est appelé un processus stochastique
en temps continu.

— Si E est dénombrable alors X est appelé un processus stochastique a
espace discret.

— Si E est non dénombrable alors X est appelé un processus stochastique
a espace continu.

Exemple

t
Soit le processus stochastique somme S; = Sp + > X
i=1

1=
Avec X7, Xs... une suite des variables aléatoires indépendantes, prenant
chacune la valeur 1 avec probabilité p et la valeur -1 avec probabilité 1-p.
La suite est une marche aléatoire partant de Sy . S représente la fortune
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d’un joueur ayant joué t parties, recevant 1 dinars s’il gagne payant 1
dinars s’il perd et ayant une richesse initiale de francs Sy dinars.

— Martingale
Définition : On se donne un espace de probabilité [2, F, I P] muni d’une
filtration (Fy);. (F})¢ est donc une famille croissante de sous-tribus de F.
Une famille de variable aléatoires (X;);> est une martingale par rapport
a la filtration F;} si :

— X; est Fi-mesurable et intégrable pour tout t

— B[X;/F,] = X,,Vs < t

Exemples des processus stochastiques

— Processus stochastique en temps discret et a espace discret
X,=nombre de programmes exécutés durant la n-iéme heure de la journée.
E=X,,,n=1,2,....24 est un processus stochastique en temps discret et a
espace discret.

Avec : T=1,2,...,24 et E=N

— Processus stochastique en temps discret et 4 espace continu
X,=temps mis par un serveur Web pour traiter la n-iéme requéte de la
journée.

E=X,,,n=1,2,... est un processus stochastique en temps discret et & espace
continu.
Avec : T=N et E=[0, o0]

— Processus stochastique en temps continu et a espace discret
X(t) = nombre de bits qui traversent un routeur Internet donné dans [0,t].
Alors,{ X (t),t > 0} est un processus stochastique en temps continu et a
espace discret avec E=N T= [0,t].

— Processus stochastique en temps continu et a espace continu
X(t) = temps d’attente d’'une requéte (par exemple a un serveur Web)
recue & l'instant t.

3.9 Processus de Markov

Introduction

La notion d’une chaine de Markov a été concue, au début du vingtiéme siécle,
par le Russe mathématicien A.A. Markov qui a étudié ’alternance des voyelles et
des consonnes en poésie .Onegin de Pushkin. Markov a développé un modéle de
probabilité dans lequel les résultats des épreuves successives dépendent les uns
des autres et chaque épreuve dépend seulement de son prédécesseur immédiat.
Ce modéle, étant la généralisation la plus simple de la probabilité des épreuves
indépendantes et semble donner une excellente description de l'alternance des
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voyelles et des consonnes. Markov a ainsi pu calculer avec une maniére précise la
fréquence a laquelle les consonnes se produisent en poésie de Pushkin. La théorie
des processus de Markov apparait dans de nombreuses applications telles que
la biologie,l'informatique, la technologie et la recherche opérationnelle. Un pro-
cessus de Markov permet de modéliser I'incertitude affectant plusieurs systémes
réels dont la dynamique varie au cours du temps. Les concepts de base d’un pro-
cessus de Markov sont ceux d’un état et d’une transition d’état. La modélisation
de certaines applications, consiste & trouver une description d’état tel que le pro-
cessus stochastique associé vérifie la propriété markovienne c’est-a-dire que la
connaissance de I’état actuel est suffisante pour prévoir le comportement futur
stochastique. Un processus de Markov est une séquence aléatoire dont le com-
portement futur probabiliste du processus dépend seulement de 1’état actuel du
processus et non plus de son passé. On parle alors de la propriété Markovienne.
Les processus de Markov constituent I’exemple le plus simple des processus sto-
chastiques, lorsque dans I’étude d’une suite de variables aléatoires, on abandonne
I’hypothése d’indépendance On distingue deux types de processus de Markov :

— Les processus de Markov & temps discret appelés aussi chaine de Markov
a temps discret dans lesquels les transitions d’état se produisent dans des
instants de temps fixes.

— Les processus de Markov & temps continu appelés aussi chaine de Markov
4 temps continu ou encore processus Markoviens de sauts dans lesquels
I’état peut changer en tout point de temps.

Processus de Markov a temps discret

Un processus de Markov & temps discret est un processus stochastique a
temps discret représentant une séquence des variables aléatoires indépendantes.
Définitions
Soit E un espace dénombrable, c¢’est-a-dire soit fini, soit en bijection avec N .
— Noyau :
on appelle noyau (ou matrice de probabilité) de transition sur E une famille
P(i,j),i,j €E de réels telle que :
(i) P(i,j) > 0, pour tout i,j € E
(ii) Pour tout i € E, > P(i,j) =1
jeEE
Formulation mathématique

— Processus de Markov : Soit X,,(n > 0) une suite des variables aléatoires
a valeurs dans 'ensemble E (E=N). On dit que cette suite est un processus
de Markov & temps discret, si :
Pour tout n > 1 et pour toute suite (ig,...,i,) ) d’éléments de E, telle
que la probabilité P(Xy = ig,..., Xp—1 = in—1,Xn = i) est strictement
positive : On a la relation suivante entre les probabilités conditionnelles :
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P{Xn+1 = ]\XO =00y ey X1 = 1, Xpp = Zn} = P{Xn+1 = ]\Xn = Zn}
Autrement dit, dans I’évolution au cours du temps, I’état du processus a
I'instant (n+1) ne dépend que de celui a l'instant n précédent, mais non
de ses états antérieurs. On dit que le processus est sans mémoire ou non
héréditaire.

Remarque : Le processus de Markov & temps discret est dit homogéne (dans
le temps), si la probabilité précédente ne dépend pas de n.
— Matrice de passage (ou de transition) :la matrice P définie par :

Po,0 Po,1 Po,2

Po,o Po,o Po,0
P =

pij = P{Xns1 = j\Xn =i} (n > 0)
Cette probabilité est appellé la probabilité de passage de I’état i & I’état j, en
une étape, ou une opération, ou encore, en une transition.

Processus de Markov a temps continu (Processus Markoviens a
sauts)

Un processus de Markov a temps continu est un processus aléatoire (X;)¢>0
dont I’évolution future est indépendante du passé sachant 1’état présent.Dans ce
qui suit , on considére que le processus (X;)¢>0 prend ses valeurs dans un espace
d’état E qui est dénombrable, typiquement E fini ou E=N.

Définitions
— Processus de Markov a temps continu :
Le processus stochastique (X;);>p est une chaine de Markov & temps
continu si
VO <ty <t <..<t,<tP(Xy=2x\Xy, =z0,....X¢,, = ) = P(Xs =
2\ Xy, = =p)
La loi de la variable aléatoire (X;)¢>0 est donnée par le vecteur ligne de
probabilité suivant :
p(t) = [po(t). pa(t). .. = [P(X, = 0), P(X, = 1),.]
Les probabilités de transition p(t,¢ ) sont les matrices (éventuellement de
taille infinie)
pij(t,t) = P(X; = j\X, = i) ,
Dans de nombreux modéles, les transitions entre deux instants t et ¢ ne dé-
pendent pas des dates t et ¢, mais plutot de la durée entre ces deux dates,
c’est-a-dire de (t/ —t). C’est ce qu’on appelle I'homogénéité du processus.
— Processus de Markov homogéne :
le processus de Markov (X¢):>0 est homogéne si les probabilités de transi-
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tion p(t,t') ne dépendent que de (¢ — ¢ ). On note alors :
pij(t) = pij(0,t) = P(X¢ = j\Xo = 7)
— Equations de Chapman-Kolmogorov :
Les transitions de probabilités satisfont les équations suivantes, dites de
Chapman-Kolmogorov :
Pour tous entiers i et j, pour tous réels positifs t et t,, on a :

pijt+1t) = Zzozpik(t)pkj(t/)

Prelﬁrve :
o
Q= ] {X¢ =k} qui est une partition de I’éspace d’états.
k=0
, . L P(X | =j,Xo=i) TP P(X ., =§Xi=FkXo=1)
pij(t+t) = P(Xt+t’ =j\Xo = Z):%(W: > = P(Xo=10)

Et en recond}rtionnant :
o0
pii(t+1) = 3 P(X,.p = j\Xi = k, Xo = ) P(X; = K\ Xo = 1)
k=0

Or la proprié(é de Markov assure que :
P(Xt+t’ =j\Xe =k, Xo=1i) = P(Xt+t’ = j\Xe =k) =pi;(t)
La derniére égalité venant de I'homogénéité de la chaine.

D’ou finalement :
!’ +OO 1
pij(t+1t) = > prj(t )pir(t)
k=0

Notation
Il est alors naturel d’introduire les matrices (infinies) de transition :
(P(t))¢>0 pour tout ¢ > 0 par :
P(t) = [pij(t)](i,j)e]]w
Les équations de Chapman-Kolmogorov se résument alors comme suit :
pour tous réels positifs t et ¢’
P(t+t)=P@t)P(t)
A tout instant t, la somme de chaque ligne de P (t) vaut 1 (c’est la somme
d’une série). On peut donc voir une chaine de Markov en temps continu comme
une famille de matrice (P(t)):>0 satisfaisant ’équation ci-dessous. Néanmoins,
il convient d’ajouter une hypothése de régularité, a savoir :
V(’L,j) S INQ,pij(t) — (Sij
t—20
c’est-a-dire : %g% P(t)y=1
I est la matrice identité. On parle alors de processus de Markov standard.
— Générateur infinitésimal :
La matrice A définie par :
A =P (0) = lim 2O=1

t
t—0t+

est appelée générateur infinitésimal du processus de Markov & temps con-
tinu.
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On a donc :
_ . pi]' (t) .. .
a;; = lim =2~ sii
* t—0t t 7& ]
. G(H)—1 .
a; = lim % sinon
t—0t

Et on peut écrire les développements limités & 'ordre 1 :

pij(t) = agt + o(t)

Si le processus est dans 1’état i initialement, la probabilité qu’elle I'ait
quitté & l'instant t est environ a;t. Le coeflicient positif -a;; le taux ins-
tantané de départ de ’état i.

En reprenant les équations précédentes, on montre par ailleurs que :

Vi€ IN—a; = z Qij

J#i
En d’autres termes, la somme de chaque ligne de A est nulle.
Processus de Poisson :
une chaine de Markov en temps continu est complétement définie & partir
de son générateur infinitésimal A et de la distribution initiale p(0). Un
processus de Poisson est une chaine de Markov en temps continu (N (¢))¢>0
a valeurs dans N de générateur A tel que :

Qi = -
Ajit1 = A

a;; = 0 sinon
On dit alors que le processus est de densité ou de taux A .
Remarques :

— Concernant la condition initiale, on supposera généralement que Ny =
0,i.e p(0) =do

— On note ce processus (N (t)):>0 plutot que (X(t))t>o , car Ny corres-
pond souvent au nombre d’événements qui sont survenus entre I'instant
0 et I'instant t, par exemple le nombre de voitures arrivant a un péage,
les appels & un central téléphonique, les émissions de particules radio-
actives. C’est pourquoi on I'appelle aussi processus de comptage.

Loi du nombre de points d’un processus de Poisson dans un in-
tervalle donné :

Soit P,(t) la probabilité que exactement n événements arrivent dans un
intervalle de longueur t,c’est-a-~dire, P, (t) = P(N(t) =n) .

On a, pour tout

ne0,1,2,...>0

P,(t) = A" Xt

n!
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— Nombre moyen de points d’un processus de Poisson dans un in-
tervalle de longueur t :
Pour tout ¢ > 0 E [N(t)] = M
Ainsi, le nombre moyen d’événements par unité de temps est donné par A.
Il y a en fait un lien trés fort entre un processus de Poisson et la loi expo-
nentielle.
Pour cela, on considére le temps 7 qui sépare I'occurrence de deux événe-
ments consécutifs d’un processus de Poisson.

— Loi des interarrivées d’un processus de Poisson :
Pour chaque # > 0,P(1 <z)=1—¢e
Ainsi, le temps qui sépare 'occurrence de deux points consécutifs d’un
processus de Poisson d’intensité A est distribué selon une loi exponentielle
de paramétre A.

— Propriété sans mémoire de la loi exponentielle :
PX>z+y\X >z)=P(X >y)

— Exemples de Processus Markoviens de sauts

— Une machine est soit en bon état de fonctionnement, état 1, ou bien en
panne, état 0. Lorsqu’elle est en panne, on appelle un réparateur, qui
met un temps aléatoire & la réparer. Dans ce cas E= 0,1 est un espace
d’états finis.

— On observe les arrivées & un péage d’autoroutes a partir d’un instant
initial t = 0. Dans ce cas l'espace d.états est E =N et chaque trajectoire
est croissante.

— On étudie I’évolution d’une population au cours du temps : celle-ci peut
augmenter (naissance) ou diminuer (mort). Ici encore l'espace d’états
est &

Dans ces situations, on s’intéresse surtout a la convergence en loi de pro-
cessus (X (t))e>0 , c’est-a-dire qu’on veut savoir s’il existe une loi de pro-

babilité = = [mg, 71, ...] sur E telle que :
Vie E;P(X, =1) —m
t——+o00

Dans la figure 1, on observe quelques exemples de trajectoires de processus
aléatoires.

File d’attente
Introduction

Une file d’attente est constituée de clients qui arrivent de l'extérieur pour
rejoindre cette file, de guichets ou les clients vont se faire servir par des serveurs.
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FiG. 3.1: Exemples des trajectoires de processus aléatoires

Dans certains cas les clients attendent dans une salle d’attente de capacité li-
mitée. Un client servi disparait. Les instants d’arrivée des clients et les temps
de service sont aléatoires. On suppose que le premier arrivé est le premier servi
(discipline FIFO : First In First Out).La théorie de ces files s’est développée
pour la modélisation des centraux téléphoniques : un central recueille tous les
appels d’une zone géographique donnée et les met en relation avec les correspon-
dants. Les caisses d’un hypermarché donnent un exemple déja assez compliqué
de file d’attente. Un autre exemple important est donné par la file & I'entrée
d’un élément d’'un systéme informatique (Unité centrale CPU, imprimante, ...)
lorsque les travaux qui arrivent se mettent en attente avant d’étre traités par
cet élément. Une file d’attente est décrite par la loi d’interarrivées des clients,
la loi des temps de service, le nombre de serveurs, la taille maximale. La taille
du systéme & un instant donné est le nombre de clients en train d’étre servis et
d’attendre. Nous supposerons toujours que les interarrivées sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi, indépendantes des temps de service,
eux mémes indépendants et de méme loi.

Pour les files simples, on utilise les notations de Kendall :

Loi d’interarrivée / Loi de service / Nombre de serveurs / Taille max.

Les lois sont notées symboliquement : M lorsqu’elles sont exponentielles (M pour
Markov), G (G pour Général) sinon.

La file M/M/1

On considére une file M/M/1, donc d’aprés la notation de Kendall donnée en
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haut, il s’agit d’une file & un serveur. Les clients arrivent a des instants successifs
selon un processus de Poisson de paramétre A . Ils se mettent en file d’attente
et sont servis selon leur ordre d’arrivée. Le temps de service pour chaque client
est une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre p. Toutes les va-
riables aléatoires qui interviennent sont indépendantes. On considére le proces-
sus (X(t))t>0 qui représente le nombre de clients en attente (y compris le client
en train d’étre servi) au temps t . C’est un processus de sauts a valeurs dans N.
Quand un client arrive, le processus saute de +1 et quand un client s’en va a la
fin de son service, le processus saute de -1. Si & un certain instant le processus
saute et prend la valeur i (i > 0), il va rester en i un temps aléatoire qui vaut
inf (Uy, Us) ot U; est le temps nécessaire pour l'arrivée du prochain client et
Us est le temps nécessaire pour la fin du service en cours. Or ces variables aléa-
toires sont indépendantes de lois exponentielles de paramétre X et p : Le temps
de séjour dans I'état i sera donc une variable aléatoire de loi exponentielle de
paramétre A + p. La probabilité que le saut suivant soit de +1 est la probabilité
que U; soit plus petite que Us, c’est-a-dire, ﬁ, tandis que la probabilité pour
que le saut soit de -1 vaut de la méme maniére ﬁuu . Si & un certain instant le
processus saute et prend la valeur 0, il va rester en 0 un temps aléatoire qui vaut
Uy ot Uj est le temps nécessaire pour 'arrivée du prochain client, c’est-a-dire
un temps aléatoire de loi exponentielle de paramétre A. Le saut a l’issue de ce
temps est nécessairement de —+1.

On a bien la description d’un processus markovien de sauts.

Soit p = % Iintensité de trafic.

Ce rapport définit le taux d’utilisation ou d’occupation d’un serveur.

La distribution stationnaire du nombre de clients dans la file M/M/1 est donc
géométrique.

La probabilité stationnaire d’avoir n clients dans le systéme (file d’attente +
service) est donnée par ’expression suivante :

P, = (1 - p)pn7Vt

Soit L la moyenne de la distribution géométrique.

L représente ainsi le nombre moyen de clients dans le systéme.
—+00 “+o00

L=Em)= ¥ nPu= 3 n(l-p)p" = 12 = ;25

La file M/M 7 1 est décrir}ce par un processus Markovien de saut.

Soit X; le nombre total de clients dans le systéme & l'instant t, c’est-a-dire le
nombre de clients dans la file plus le nombre de clients en train d’étre servis.
Le processus X;,t € IR™ & valeurs dans N est un processus de Markov de gé-
nérateur :

An,n+1) =X\ An,n—1)=pusin>0

et A(n,m) =0si|n—m| > 2
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Analyse du comportement de la file M/M /1

On se propose d’utiliser une fonction qui permet de simuler un systéme avec
file d’attente M/M /1. L’arrivée du systéme est déterminée par un processus de
poisson d’intensité p . Le temps de service poisson est d’intensité A .

— Les entrées du systéme sont : n (nombre de sauts), A (intensité d’arrivée)

et p (intensité de temps de service),

— Les sorties du systéme sont : le temps de saut cumulative ainsi que la

longueur de systéme.

Pour étudier I'évolution du systéme, on définit Z, la chaine de matrice P
associée au processus de saut X; (nombre aléatoire de clients dans le systéme),
et soient U; des variables indépendantes équidistribuées & valeurs -1,1 telles que :
P{Ui=1} =335 et P{Ui=-1} =34
La forme récurrente : Z,11 = |Z, + U,41| définit une chaine de Markov de
matrice de transition P.

Trois cas peuvent se présenter.

— 1" cas A <
Dans la figure 2, le débit moyen d’arrivée est strictement inférieur au
débit maximum de service. Le nombre aléatoire X; de personnes dans le
systéme est un processus récurrent positif : il prend en presque sir (p.s) une
infinité de fois toute valeur arbitrairement grande et une infinité de fois la
valeur zéro. Un régime stationnaire s’établit. Ainsi, en régime stationnaire,
la probabilité de trouver n clients dans le serveur est P,. L’expression
régime stationnaire signifie qu’on a attendu assez longtemps pour oublier
la situation initiale (file vide par exemple). On a donc convergence en loi
(X(t))e>0 de vers une variable aléatoire X.
2™M¢ cas A >
Dans la figure 3, la file sature. Le nombre de clients dans la file tend
presque stirement vers 'infini. C’est le cas transitoire.
3MCcas A= p
Dans la figure 4, le nombre aléatoire X; de personnes dans le systéme est
un processus récurrent nul. La file se vide réguliérement mais le temps
moyen entre deux retours a zéro est infini et il n’y a pas de convergence
en loi du nombre de clients dans la file. Aucun régime stationnaire ne
s’établit.

3.10 Processus de Wiener (ou mouvement brownien)

Introduction

Le mouvement brownien est le plus célébre et le plus important des processus
stochastiques et ceci pour plusieurs raisons. Historiquement, la découverte du
processus qui s’est faite durant la période 1900-1930 et & laquelle sont attachés
les noms de Bachelier, Einstein, Wiener et Kolmogorov, fut le premier cas ou

133



3. SYSTEMES STOCHASTIQUES
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F1G. 3.2: Simulation pour A=0.8 et p=1
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Fia. 3.3: Simulation pour A=0.9 et ©=0.6
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F1G. 3.4: Simulation pour A=0.9 et 4=0.9

le calcul des probabilités s’appliquait & la description d’'un phénoméne physique
indépendamment de tout jeu de hasard, & savoir la description du mouvement
d’une petite particule dans un liquide ou gaz soumise & des chocs moléculaires
dus a ’agitation thermique. Le champ d’application du mouvement brownien est
beaucoup plus vaste que 1’étude des particules microscopiques en suspension et
inclut la modélisation du prix des actions boursiéres, du bruit thermique dans les
circuits électroniques, du comportement limite des problémes de files d’attente
et des perturbations aléatoires dans un grand nombre de systémes physiques,
biologiques ou économiques.

Propriétés du Processus de Wiener

Soit le processus de Wiener normalisé W(t), défini sur (2, A, P), indexé sur
R a valeurs dans Ry. W(t) est un processus gaussien, du second ordre, centré,
a trajectoires continus p.s. De plus, il vérifie les propriétés suivantes :

— Les processus (W7, ..., Wy) sont indépendants dans leur ensemble

- W(0)=0 p.s

— Pour tout 0 <t < t,, l'accroissement AWt,t' = W, — W, est une variable
aléatoire gaussienne,centrée, de covariance RAWz ;= E (AWMIAWtTt/)

— Ses accroissements AWt,t' sont indépendants et stationnaires Par ail’leurs,
la dérivée au sens des processus généralisé du processus de Wiener norma-
lisé est le bruit blanc gaussien normalisé W = Nag
En conclusion, ce processus est un objet mathématique remarquable sur
lequel s’accumulent un nombre considérable de propriétés :

— C’est le seul processus (& un changement de repére prés) a accroissement
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indépendants stationnaires & trajectoires continues,

— Il est relié a la fois a la théorie des processus stationnaires, au bruit blanc et
a la théorie des fonctions harmoniques appelées aussi théorie du potentiel
(fonctions réelles sur Ry telle que Af = 0),

— Tous les processus de Markov a trajectoires continues peuvent se repré-
senter & partir du mouvement brownien, c’est la théorie des équations
différentielles stochastiques.

La figure 5 décrit ’évolution de la trajectoire du mouvement brownien.

1

=
on

(=]
[==]
=
[ %]
(5]
[
HEY
(=]
enp-
[ ]
(=]
(=]
iF
(=]
[E=hp
(=]
L1

F1G. 3.5: Trajectoire d’'un mouvement brownien

3.11 Problémes et exercices pour I'Ingénieur

Espérance mathématique, variance

Exercice 3.11.1. On effectue la mesure d’une grandeur z & l'aide de deux
capteurs différents. Soient zjet z9 les mesures obtenues. On admet qu’elles sont
respectivement polluées par des bruits additifs viet v9 supposés indépendants
de moyennes nulles et de variances respectives o et 2. Faire la synthése d'un
estimateur optimal de la grandeur z.

Solution :
On écrit :

21 =T+ V1
et

29 = X + V2.
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Si ¥ est la valeur estimée de x, on pose
T = az1 + bzs.
a) On exprime que l'estimateur est sans biais soit :

E[Z] =z,
d’ou :
Elaz + bzo) = aE[z1] + bE[2z2] = ax + bx = (a+ b)x = x.
Soit :
a+b=1=a=1-b.
et

T = (1 — b)Zl + bzs.
a) On minimise e la variance de l'erreur d’estimation.
Soit e I'erreur d’estimation, on a
e=1x—1,
d’ott la variance de e :
J = Ele*] = J = E[(x — 7)?
Calculons l'erreur d’estimation :
e=x—T=x—(1-b)21—bza=2—(1-0)(x+v1)—b(x+v2),

d’ou :
e="bvy — (1 —"0)v;.
11 vient :
J=E [(bvg (- b)vl)Q] — J = (1-b)%0? + b202.
mbinJ <:>%: 0
d’ou :
__oi
b T o2+02

on en déduit :

a =
o2+03’
et enfin :
o2 o2
M S A i
On peut calculer o2 la variance de l'erreur d’estimation :

2.2
o2 =J . = 219
e min o‘%—&-a%

On voit que o, est inférieur & o1 et & o9.

Remarque :
Ce résultat peut aussi étre obtenu en utilisant la méthode des moindres carrés
moyennant une normalisation des variances o} et o3.

On obtient :

1, _ 1

?121 = UIZE + €1

1, _ 1

?222 = 021' + €92
avec

v

€1 = Ui

et
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€2 = o9
d’ou
O¢, = Oy = 1.
On pose
Y = , H= ,e= et 0 = x.
z2 1 e
o2 g2 2

d’ou le modéle :
Y = Hf+e.
et la solution : , ,
0 = (HTH)_1HTY = 2.2 + 0201

z9.
o7 +3 Tro3 72

Probabilité conditionnelle, maximum de vraisemblance,
espérance mathématique conditionnelle

Exercice 3.11.2. Soit le modéle linéaire Y = HO + e, 0 avec vecteur de pa-
rameétres & estimer, Y vecteur des observations, H une matrice déterministe
connue et e vecteur de bruit supposé gaussien de moyenne nulle et de matrice
de covariance F [eeT] = ¢2], I étant la matrice unité. On considére la variable
aléatoire Y/6 et la probalité conditionnelle p(Y/#). Calculer la valeur de 6 qui
rend cette probabilté maximale. Etudier la statistique de cet estimateur.

Réponse

Le vecteur e étant gaussien, il s’en suit que Y/6 est aussi gaussien. Calculons
sa moyenne et sa matrise de covariance P.
E[Y/0) =E|[(HO+e)/0l =HO+ Ele/0] = HO.
P=E [(Y — HO) (Y — HO)T /9] = E [ecT] = 02I.

Y/ étant gaussien sa densité de probabilité est donnée par :
1

p(¥/0) = Kel-3(0=HOTP1r=10))) _ peo(=5h (0r=HOT (0 =H0)
0, 0
Mazp (Y/6) = WX/ — 0 = 2 (n(p(¥/0))) =0
dou :
2 ((Y —HOT (v - He)) =0
On obtient :
0=(HTH)"'HTY.
L’erreur d’estimation est donnée par :
e=0-206.
Soit :
e=0—(HTH)Y'HTY =0 — (HTH)"'HT (HO +¢) = (HTH) " 'He.
On calcule la moyenne de 'erreur d’estimation :

Elel=(HTH)"'HTE[e] = 0.
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Puis sa variance :
E[ee") =B [((HTH) " He) (H"H) ' HTe)"]
= (H'"H)'H"E [ee'| HH"H)™",

D’ou :
Elee"| =o?(HTH) ™ .

Estimation d’un paramétre

Exercice 3.11.3. On procéde a la mesure de la concentration z en sel d’un lac
durant 1’été (en absence de pluie). Une mesure est effectuée tous les jours a midi.
Les mesures sont entachées de bruit v supposé gaussien ayant ses composantes
indépendantes entre elles, une moyenne nulle et une variance 0. On donne la
relation z = 20e® + v ol t est le temps de mesure exprimé en jours et o une
constante positive assez faible.

Journée 6 7 8 9 10
z(g/l)  5.0457 5.0543 5.0629 5.0716 5.0802
1. On suppose « connu égal a 0.001 et on demande :
1. 1. Estimer la valeur de la concentration initiale zg.
1. 2. Donner une estimation de o2.
1. 3. Calculer la variance de 'erreur d’estimation.
2. En fait « est inconnu, proposer un estimateur de zg et de a.

Estimation de la variance de bruit

Exercice 3.11.4. On admet les hypothéses de l'exercice 2 et on demande de
proposer un estimateur de la variance de bruit puis de calculer dans ces condi-
tions la variance de ’erreur d’estimation.

Solution
Rappelons que dans 'exercice 2, nous avons établi I'expression de la variance
de € (erreur d’estimation) :
Elee’| =o*(HTH) .
Cette expression s’exprime en fonction de o2, variance du bruit, souvent
inconnue. Dans cet excercice il est proposé d’estimer cette variance.
Pour cela, considérons le terme
M=Y —Hf
appelé terme résiduel :
M=Y -Hf=(HO+e¢)— H ((HTH)‘1 HTY>
d’olt
M=HO+e—H(HTH) " 'HT (H)+¢)=e—H (HTH) " HTe,
soit :
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M= (1—H(HTH)" H") e = Fe.

Calculons :
AT

E [(Y - Ha) (Y - H(?)] —E [(Fe)T (Fe)} — E[TFTFe].
Remarquons au passage que la matrice F' est symétrique et idempotente,
d’ou :
E [(Y - H@)T (v- Hé)} = EB["Fe] = B [e7 (1— 1 (HTH) " H )|
Soit :

B|(v- H@)T (v- H@)] —E[e"e] - B |"H (HTH) ™ HTe|.

Soit N la dimension du vecteur e, il vient :
T ) _
E [(Y ~HO) (v - HG)] = No®— B [¢"H (HTH) ™ HTe|.

Le calcul du deuxiéme terme de l’expression précédente peut se faire en
remarquant que ’expression G=¢'H (H TH )_1 HTe
est un scalaire et par suite :
B(G) =B |e"H (HTH) ™ HTe| = E |trace (¢"H (HTH) " HTe)|.
Or, on sait que si les produits AB et BA existent :
trace(AB) = trace(BA)
il vient :
trace (eTH (HTH) ! HT€> = trace ((HTH)_1 HTeeTH> :
D’ou :
E|G]=F [trace ((HTH)fl HTeeTH)} = trace (E [(HTﬂ)f1 HTeeTHD
Soit :

E[G] = trace ((HTH)71 HTE [eeT] H)
= trace (HTH) ™" HT0*IyH) = no®.

n étant le nombre de colonne de H, c’est & dire le nombre de paramétres a
estimer.

Il vient :
T

E [(Y - H@) (Y - Hé)] = (N —n) o>

En définitive, nous pouvons choisir I’expression suivante comme estimateur de

la variance d1T1 bruit :
— _ (Y—-H6) (Y—HO)
o2 =

N—n '

Processus gaussien markovien, expérience mathématique,
Matrice de covariance

Exercice 3.11.5. Soit I’équation d’état X1 = Ar X + I'kvp et la condition
initiale X (0) = Xo.Avec X}, 'état, u(k) la commande supposée déterministe, vy,
un bruit blanc gaussien défini par Efvg] = 0 et Efvv;] = Qd;5. Xo I'état initial
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est une variable aléatoire gaussienne donnée par E[Xy| = mg et cov(Xy) = Pp.
On suppose que E[Xovl] =0 Vk.

Q1 : Montrer que X}, est un processus gaussien markovien.

Q2 : Calculer I’éspérance mathmatique de Xjy1.

Q3 : Montrer que la matrice de covariance de X donnée par
Py = AkPkAg + Ferz.

Q4 : Calculer C(k + n, k) la matrice de covariance entre deux instants t;, et
thtn-

Réponse :

Q1
On a:
X = Ap—1 X1 + D11,
soit en remplacant X par son expression en fonction de X_q :
X = Ap_1(Ap—2 Xj—o +Trovg—2) + Tr—1vk—1
= Ap_1Ak—2 X2+ Ap_1Tp_2ovk_2 + 101,
et en poursuivant le méme processus :
X =Xo+ Ap_q....A1lgvg + Ap_q.... AsTqv1 + ... T qvp_q.
Si on pose :
A(k,i) = Ap—1Ak—2...Ag—;
avec A(k,k) =1, il vient :
X = A(k‘, O)XO + A(]{, 1)F0’UO + A(k, 2)F1’U1 + .. Tp_1vp_q.
D’ou : i
—1
Xk = A(k, O)Xo + Z A(k,l + 1)Fiv,~.
i=0

On en déduit que X} est indéper;iant de v il en est de méme pour X_q,
Xk 9, ...
Dans ce cas, on peut écrire
P(Xpt1, Xy X1, -y Xo) = P(Xpy1/Xp)-
X} est donc markovien car la connaissance de Xj_1 suffit pour calculer Xy,

tout le passé est résumé dans I’état précédent.
X} est aussi gaussien car il est ob tenu par une transformation linéaire de
vecteurs aléatoires gaussiens.
Q2
On écrit :
E[Xk+1] = E[Aka + Fkvk] = AkE[Xk] + FkE[Uk] = Apmy ;
On en déduit :
mp1 = Apmy,
d’o :
my = Ag_impg—1 = Ag_1 (Ag—2mp—2) = Ap—1 (Ag—2 (Ap—3((...)))) =
A(k‘, 0)m0
Q3
Cov(Xkt1) = Pryr = Bl( X1 — mp1) (Xpsa — muga)’;
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Or:
X1 — Mpg1 = A (X —my) + Lo =
Piy1 = Bl(Ap(Xom — my) + Trvg) (X — mi) TAL + Tl ;
d’ou :
Py = AP AL +T.QTE
Q4
C(k +n, k) = E[(Xk+n - mk—l—n)(Xk - mk)T]
soit :
Clk+nk)=E [(A(k +n, k) (Xg — mg)+
k4+n—1
Z Ak + n, i+ 1)) (X — mk)T]
i=k
D’ou :

C(k+n,k)=A(k+ n,k)Py.
Un calcul analogue conduirait & :

C(k+n,k) = P,AT(k +n, k).

Espérance mathématique, Processus scalaire, Matrice de
covariance, Processus stationnaire, Processus gaussien

Exercice 3.11.6. On considére le processus scalaire suivant xpy1 = a g + vg
avec vy, bruit blanc gaussien tel que Efvg] = 0, Efv;v;] = ¢d;; I'état initial zg est
une variable aléatoire gaussienne tel que E[xg] = 0; E[z3] = Py et E[zovy] = 0Vk.

Q1 : Calculer la variance Py, de zpyien fonction de Py, a et q.

Q2 : En déduire la limite quand k tend vers I'infini de Py, on suppose que
la| < 1

Q3 : Montrer alors que le processus x4 est stationnaire.

Q4 : Comment choisir E[:J:g] pour que le processus devient stationnaire &
I'instant initial.

Réponse : Q1

Calculons d’abord I'espérence mathématique de x4 :

E[ri41] = Ela zp+vi] = aE[zg]+0 = aEBa vp_1+vp_1] = a?Elrg_1] =

..... = aF T E[zo] = 0.

D’ou :

Piw1 = E(zp41 — B lzg1])’] = Elagyy]
soit :
Pii1 = El(a x + v)?] = a®E[23] + E[v}] = a® P, + q.
On en déduit ( par exemple en utilisant la transformée en z) :
Py = > Py + T (1 - a*(F 1))

02
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Sik — oo et |a| <1, ilvient :
Pyy1 — P =

1—a?"
Q3

On vérifie

E[zj41] = 0;

et

khinwE[x%+1] = Py = cst

1Le Processus est donc Stationnaire.

@4
Il suffit de prendre

En effet, dans ce cas,
Elz}] = El(a zo +v0)?*] = E [a*x + 2az9vo + v§ = a®po + q| ;
d’ou :
El}] = Ly = E[z}] = L5 Vi.

1—a?

Espérence mathématique, matrice de covariance, processus
stationnaire

Exercice 3.11.7. On donne 'équation d’état Xpy1 = Ap X + [vg, méme
hypotheéses que l'exercice 8 avec Ay = A = cste et I'y, = cste

Q1 : Calculer my = Elx] ainsi que la matrice de covariance Py de X} en
fonction de mg et Py

Q2 : Quelles conditions doit-on imposer pour que le processus soit station-
naire

Réponse : Q1 :
mg = E[xk] = E[A Xp1+ T,

1] = Amy_4
mr = Amy_1 = A?mp_q = .... = AFmy

Py, = E[(zr, — my)(xp — mk)T]
= E[(A(zp—1 — mp_1) + Dog) (A(zp-1 — mp_1) + Tog)"]

P, = AP, AT +TQTT
k-1 )
P, = AFPy(AT)E 4 5 ATTQTT (AT)
1=0
Q2 .

Processus stationnaire impose my, et P, indépendants de mg et Py quand k
tend vers I'infini.
Il vient alors :

1. klim A¥ finie, = A est stable (valeurs propres a 'intérieur du cercle unité).
—00

2. lim Py finie, = Py solution de Py, = AP AT +TQI7T

k— o0
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Variable aléatoire conditionnelle

Exercice 3.11.8. Soit le processus gaussien markovien : Xpi1 = Ap X +
'pve.On admet les hypothéses de 'exercice 8.
@1 : Calculer la moyenne de la variable aléatoire conditionnelle X 1/Xk.
@2 : Calculer la matrice de covariance de cette variable conditionnelle.
@3 : En déduire sa densité de probabilité p (Xp11/Xk) .

Réponse : QI :

Q2 :
E {(Xk—&-l — ApXp) (X1 — AeXe)" /Xi| = E[Lpopvl TT /X, = TwQIY.
Q3 :

Xk+1/ Xk étant gaussien, on peut écrire :

P (Xpy1/Xk) = ~ ! exp(%l (Xpp1 — A X)) (T1QTT) ™
(27)2 /| det(T,QTT)|

1

(Xp1 — ArXy)).

Vecteur aléatoire gaussien, transformation linéaire de v.a.g.

Exercice 3.11.9. Soit X une variable aléatoire gaussienne , et Z obtenue par la
transformation linéaire Z=AX+b, avec A et b déterministe. Montrer que Z est
une variable aléatoire gaussienne.

Réponse :  On écrit la fonction caractéristique de Z :
pz(v)=F [ej”TZ} =F [ej”T(AX%)} — V'R [ej”TAX} .
or X est une variable aléatoire gaussienne, sa fonction caractéristique s’écrit :
ox(u) = E [ejuTX] _ e(juTE[X}—%uTPu)’
avec P est la matrice de covariance de X.
On en déduit : ‘ )
0z(v) = 8 Py (ATy) = v be(ivT ABX]- 50T APATY),

soit :
QOZ(U) _ e(j’UT(AE[X]-‘rb)—%UT(APAT)’U).

On en déduit que Z est une variable aléatoire gaussienne de moyenne
E[Z] = AE[X]+b

et de matrice de covariance

Py, = APAT.
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Partition d’une v.a.g

Exercice 3.11.10. Soit J une variable aléatoire gaussienne et X, Y une partition

sur J @ J = montrer que X etY sont gaussiens.
Y

Réponse : On peut écrite X =(1:0)J =AJetY =([:0)J=BJ.
X et Y s’écrivent comme combinaison linéaire de J, qui est une variable
aléatoire gaussienne, X etY sont gaussiens.

Espérance mathématique conditionnelle, variable aléatoire
gaussienne, matrice de covariance

Exercice 3.11.11. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires gaussiens, on pose
Wi =X+ MY et Wo =Y avec M = —PXyP;%/ ou Pxy et Pyy sont res-
pectivement les matrices de covariances de X,Y et de Y. On forme le vecteur

Wi

Wy
Q1 : Montrer que W71 et Wy sont indépendants.
Q2 : Calculer la matrice de covariance de W.
Q3 : Exprimer X en fonction de Wi et Y et en déduire la moyenne ainsi que
la variance de la variable conditionnelle X /Y.
Q4 : Déduire que F[X/Y] est une variable aléatoire gaussienne, fonction
linéaire de Y et que E[X/Y] est indépendante de Y .

W =

Réponse : (@1 :
P, = E (W1 = EW1)) (W — EIW2))” |

Soit :
Pwaw, = B [(X + MY — E[X + MY]) (¥ - E[Y])"|
—F [(X — E[X]+ M(Y — E[Y])) (Y — E[Y])T} .
Dot :
Pyw,w, = Pxy + MPyy = Pxy — Pxy PyyPyy = 0.
Q2 :
La matrice de covariance de W = ! est donnée par :

Wa
Pw,w, Pw,w,

Pyw =
Pw,w,  Pw,w,
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Or
P, = E [(W1 = EIWA]) (W1 — EWA)" |
= Pxx + PxyMT + MPyx + MPyy M7,
soit
Py,w, = Pxx — PxyPyy-Pyx.
Puis :
Pw,w, = 0; Pw,w, = 0;
et
PW2W2 = PYY
D’ou
Pxx — PxyPyyPyx 0
Pyw =
0 Pyy
Q3 :
On a
Wi =X+ MY;
d’ou :
X =W, — MY.

On en déduit :

E[X/Y] = E[Wi] — MY = E[Wi] + Pxy PyyY.
Or:

EW,] = E[X + MY | = E[X|+ ME[Y] = E[X] —
Pxy Pyy E[Y];

d’ou :

E[X/Y] = E[X] + Pxy Py (Y — E[Y)).
La variance de X/Y est donnée par :

Pyjy = E |(X - EIX/Y]) (X - E[X/Y))" /Y]

Or:
X— E[X/Y] = X — E[X] — Pxy Pyb(Y — E[Y]) = W, —
E[Whl;
d’ou
Px)y = Pwmyw, = Pxy — Pxy Pyy-Pyx.
Q4 :

L’expression établie précédemment de E[X/Y] montre cette derniére est ob-
tenue par transformation linéaire de la variable aléatoire gaussienne Y.

Il s’en suit que X/Y est aussi une variable aléatoire gaussienne.

L’expression X — E[X/Y| = W) — E[W;] et I'indépendance entre W; et Y
prouvent que X — E[X] est indépendant de Y.
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variable aléatoire conditionnelle, Estimation des paramétres
dans un modéle statique, Variables gaussiennes, Probabilité
conditionnelle, moyenne, matrice de covariance

Exercice 3.11.12. On considére le modéle linéaire Y = HO + e, avec Y un
vecteur des observations, 6 le vecteur des parameétres 4 estimer, e une variable
aléatoire gaussienne caractérisée par E'[e] =0, E [eeT] = 0% et H une matrice
de transformation connue. On suppose que H est déterministe.

Q1 : Montrer que la variable Y/ 0 est gaussienne. Calculer sa moyenne et sa
matrice de covariance.

Q2 : En déduire I'expression de la densité de probabilité conditionnelle

p(Y/0).
A
Q3 : Montrer que p (Y/6) est maximale pour § = (HT H)"*HTY.
Q4 : Montrer que cet estimateur n’est pas biaisé si H et e sont indépendants
et Ele]=0.

Réponse : Q1 :
Y/ 0 est une transformation linéaire de la variable aléatoire gaussienne e.
Elle est aussi gaussienne.
EY/0l=E[HO0/0| + Ele/0] = HO + Ele] = H6.
E[(Y —HO)(Y — HY)T /0] = E [ee”| = oI
Q2 :

Y/ 6 est une variable aléatoire gaussienne, on en déduit :

p(Y/0) = K exp(5t(Y — HO)T (021) " (Y — HY)).
Q3 :
p (Y /0) est maximale si :

WOV — 0 = 2 (Log (p(Y/6))) =0

d’ou :
0= (HTH) 'HTY.
Q4 ~
Elf) = E[(HT'H)"'HTY] = E[(HTH)"'HT (Hf + )]
d’ou :
E[f] = E[0 + (HTH)"'HTe] = E[0] + (HTH) ' HTE |¢]
D’ou

A
E[0] =0,

I’estimateur est donc sans biais.
Puissance spectrale, Extration de signal

Exercice 3.11.13. Un signal inconnu f(¢) est corrompu par un bruit additif
v(t). On mesure z(t) et on a la relation z(t) = f(t) +v(t). On admet que f(¢) et
v(t) sont stationnaires non corrélés et de puissance spectrale connue. On cherche
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—

a réaliser un filtre linéaire dont la sortie f(¢) est une estimée de f(t) au sens du

critére J = E [(f(t) - ]7(?))2] .

Solution :

Soit h(t) la réponse impulsionnelle du filtre linéaire on a :
~ oo
f@t) =22 z(t — a)h(a)da.

Le critére s’écrit alors sous la forme : )
J=E [(f(t) — [t a)h(a)da) ] .

Il est minimal si :
oJ __ 0

gl =
d’our :
E [(f(t) — [t - a)h(a)da) ot — T)} = 0.
On notera Ry, la fonction d’intercorrélation de f(t) et x(t) :
Rf:c (7—) =F [f(t)l’(t - 7—)] )
et Ry, la fonction d’autocorrélation de z(t) :
Ry (1) = Ex(t)z(t — 7)].
Il s’en suit :
J =Ry, (1) — fj;o Rz (7 — a)h(a)da = 0.
Soit en passant & la transformée de Fourier :
Ste(w) = Spe(w)H(w) = 0.
D’ou :

St (w
H(w) = Szz(u.()) 3
Or f(t) et v(t) sont orthogonaux :
Sea(w) = Srp(w) + Sy (w);
d’our :
ot H _ Sra(w)
(Ld) T Spp(w)+S,, (W)

Intégrale stochastique, processus de Wiener

Exercice 3.11.14. On donne le processus de Wiener défini par I’équation sto-
chastique dz = A(t)zdt + G(t)dv(t), on demande de calculer la moyenne et
la matrice de covariance de x(t). dv(t) est un accroissement infinitésimal du
mouvement brownien, ou processus de Wiener. Envisager le cas stationnaire.

Réponse :
On doit rappeler les propriétés de D'intégrale stochastique [ f(t)dv(t).

Si [E [|f(t,w)]2} <oo et Eldv]=0et E [(dv)g} = o2dt alors :
1.E [fabf(t,w)dv(t)} =0.
2. E [(ff 1 (8 w) dv(t)) (fj fa (t,w) dv(t))T] =2 [PEfi (tw) fa (t,w) dt].
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3.11. Problémes et exercices pour I'Ingénieur

L’ intégration 1’équation stochastique conduit & ’expression suivante qui
contient une intégrale stochastique :

x@=¢wmmm+l¢wmamww.

0

O (t,tp) est la matrice de transition solution de I’équation différentielle ma-
tricielle :

do(t,t,)
dt

Revenons a 'exercice et calculons 'expérence mathématique de x(t).

= A()D(t, o).

m(t)=FEz(t)]=FE

®(t, to)x(to) + /tt <1>(t7u)G(u)dv(u)]

0

Soit :

m(t) = ®(t, to) E [z(to)] + E

t
[@@MQMMMI

0

I1 vient alors :

m(t) = (I’(t, to)mo.

La matrice de covariance P(t) est définie par :

Le centrage de la variable aléatoire x(t) donne :

xw—mw—émw@mwwm+l¢mmammw;

0

d’ou :

P(t) = E[ (‘P(t,to) (x(to) —mo) +/t q)(tvﬂ)G(M)dU(M))

0

‘ T
(wmw@%wwm+[®mmmmmm0].

0
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Soit :

P(t) = (t, to) P (to) @ (t,t0)+

t t T
E [(/t ¢>(t,u)G(u)dv(u)> (/t @(t,u)G(u)dv(u)> ]

0 0

Le deuxiéme terme se développe comme le montre la deuxiéme propiété de
I'intégrale stochastique généralisée au cas vectoriel :

t t T
( / @(t,mG(u)de)) ( / <I><t,mG<u>dv<u>> ]

0

E

/t O(t, 1) G()QGT (1)®" (¢, p)dps.

0

On obtient finalement :

PO = 0(00)P (1) (110 + [ 0t 1) G0 QG (1) 87 (8, 1)

0

Si on dérive I'expression précédente, on obtient :

C”;Et) = A(t)®(t,to) P (to) BT (t,t0)+
O(t, to) P (to) ®7 (t,t0) A" () + G(H)QGT (t)+
A(t) (/t ‘I’(tvﬂ)G(M)QGT(M)‘I)T(tvH)dﬂ> +
( / @(t,u)G(u)@GT<u>f1>T<t,u>du) AT (1)
Il vient :

PO _ A1) P(t) + P(H)AT(E) + GHQGT (1),

Dans le cas stationnaire :
et

Il est facile détablir :
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3.11. Problémes et exercices pour I'Ingénieur

P(t) = eAlt=to) P (¢) eAT (t—t0) |- ftt eA(t—u)GQGTeAT(t—u)dM,
0

40 — AP(t) + P(t) AT + GQGT.
Remarque :
Si A est stable (valeurs propres a parties réelles négatives),alors :
{la moyenne m(t) tend vers zéro si t — oo
et la matrice de covariance P(t) converge vers une valeur constante
P, solution de I’équation :

APy + P AT + GQGT = 0.
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4 EDO non-linéaire

Wilfrid Perruquetti!

'LAGIS & INRIA-ALIEN, Ecole Centrale de Lille, BP 48, 59651 Villeneuve
d’Ascq cedex, France. E-mail : Wilfrid.Perruquetti@ec-lille.fr

4.1 Introduction

Le calcul infinitésimal (différentiel) a tout naturellement conduit les scienti-
fiques & énoncer certaines lois de la physique en termes de relations entre, d’une
part, des variables dépendantes d’une autre variable indépendante (en général
le temps) et, d’autre part, leurs dérivées : il s’agit 1a d’équations différen-
tielles ordinaires (en abrégé, EDO). L'un des précurseurs dans ce domaine
fut Isaac Newton (1642-1727) qui, dans son mémoire de 1687 intitulé Philo-
sophiae naturalis principiae mathematica (les lois mathématiques de la
physique) écrit : <« Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente
fluxiones invenire et vice versa »»> (en langage moderne, il parle d’équations dif-
férentielles). Dés lors, de nombreux modeéles de la physique ont étés énoncés par
Iintermédiaire d’EDO (dont, au XVIle siécle, les équations d’Euler-Lagrange
pour les sytémes mécaniques).

Nous donnons ci-dessous une liste non exhaustive de modeéles par des EDO
tirés de divers domaines des sciences pour l'ingénieur.

Biologie

Une boite de Petri contient des bactéries qui se développent sur un substrat
nutritif. En notant 2 le nombre de bactéries, un modéle simplifié, dit modéle
logistique, est donné par :

dx

i az(Tmax — ), (4.1)
ol a est une constante strictement positive et xyax est le nombre maximal de
bactéries pouvant survivre dans la boite de dimension donnée. En effet, lorsqu’il
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4. EDO NON-LINEAIRE

y a peu de bactéries : & ~ ax (croissance exponentielle) et, lorsque x est proche
de Tmax, la croissance est fortement ralentie puisque & ~ 0. Une autre exemple
célébre, le modéle proie-prédateur de Volterra-Lotka, sera évoqué a l'exercice
4.6.12.

Chimie
Les différents bilans (de matiére, thermodynamique) peuvent, sous leur forme
simplifiée, s’exprimer par des EDO. On considére par exemple une cuve alimen-
tée en produits chimiques A et B de concentrations respectives c4 et cp par
I'intermédiaire de deux pompes de débits volumiques respectifs u; et us. Dans
cette cuve, un mélangeur homogénéise les deux produits, qui réagissent selon la
réaction :
k1
naA+ngB & ncC,
ko
ol n4,npg et no sont les coefficients stochiométriques de chacun des composants.
Le mélange est sous-tiré par un orifice de section s a la base de cette cuve
de section S = 1 m?. Le bilan de matiére conduit, en utilisant la relation de

dh
Sa = uy + us — \/2sgh,

ou h est la hauteur du mélange dans la cuve et g, ’accélération de la pesanteur
(9.81 ms—2). Les lois de la cinétique donnent la relation (sous I’hypothése d'une
cinétique de second ordre) :

Bernouilli, & :

2
Vein = —k1cacp + kace.

Ainsi, les conservations de chacun des composants donnent :

d(h

(diA) = u1cA0 — V/28ghca — naveinh,
d(h

(diB) = uscpo — \/2sghcg — npucinh,
d(hce)

7 = —+/2sghcc + ngveinh,

AVEC CAQ) = CA (entrant) € CBO = CB (entrant)- L0 notant x = (h, hea, heg, hee)T le
vecteur d’état, on obtient le modéle :

B = w1 + ug — /259,/71,

To = U1CAQ — %xQ_nA%W’

T3 = U2CBo — iilgx*B — an’ (42)
Tg = — iilgaz; + ncw'
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Electricité

On considére un systéme électrique constitué d’une résistance R, d’une in-
ductance L et d’une capacité C' montées en triangle. On note respectivement
ix et vx le courant et la tension dans la branche comportant I’élément X. On
suppose que les éléments L et C sont parfaitement linéaires et que ’élément
résistif R obéit a la loi d’'Ohm généralisée (vgp = f(ir)). Les lois de Kirchoff
permettent d’obtenir :

LEL — g = vo — f(ir),
i L =vc — f(ir) (43)

dv, . .
CoF =ic = —ir.

Si dans cette EDO, dite équation de Liénard, on considére le cas particulier
ot f(z) = (23 — 2ux), on abouti & ’équation de Van der Pol .

Electronique

Le montage << PI »» (proportionnel-plus-intégral ) suivant :

FiG. 4.1: Montage PI avec amplificateurs opérationnels.

a pour modeéle, sous des hypothéses simplificatrices de linéarité :

dug du
Ti— = k(ue + Ti—),
g~ Flue+ Tigr)
;o RRBRC R
e RsRy a R4R,C’

Electrotechnique

Pour un moteur pas-a-pas ayant au rotor n dents de polarité Nord et autant
de polarité Sud, les différents bilans électromagnétiques (dans le repére dg dit
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de Park) donnent :

Ldﬁ =g — Rig + nLqwig,
dig . , .
Lq% = vy — Rig — nLqwiqg — nmi,w,

Cem = n(Lq — Lq)iqiq + nmiyiqg + Kgsin(nf),

ou m et i, sont l'inductance et le courant fictif du rotor, générant le flux
(constant) mi, da a l'aimantation permanente; iq,iq,v4, v sont les courants
et tensions du stator [9]. Le bilan mécanique s’écrit :

w_,
a7’
dw
J% = Cem - C'chaurge'

Mécanique

Si un systéme mécanique est constitué de n éléments reliés entre eux par des
liaisons parfaites (sans frottement), on aura la position du systéme qui dépen-
dra de n paramétres indépendants (coordonnées généralisées notées qi, ..., qn).
Pour écrire les équations d’Euler-Lagrange, il faut déterminer le lagrangien
(différence entre I’énergie cinétique et 1'énergie potentielle) :

L=E—&, (4.4)

le travail élémentaire de chaque force interne et externe D;, ainsi que le travail
des forces de frottement :

oD

an dQZ;
donnant lieu & I’énergie dissipée D. On obtient alors le systéme d’équations
d’Euler-Lagrange :

dt*0¢;"  9dqi  0g;
Notons que l'énergie cinétique & = 34" M(g)g, ot M(q) est une matrice

n X n symétrique définie positive, dépend des g; et de leurs dérivées ¢;, alors que
I'energie potentielle £, ne dépend que des g;. Pour un pendule pesant d’angle ¢
avec la verticale, on a £ = %ml292—mgl(1—cos(9)). Si on néglige les frottements,
ceci conduit a :

D;. (4.5)

b= —% sin(6). (4.6)

Si de plus on tient compte d’un frottement sec, on peut voir apparaitre une
discontinuité sur 6 (qui peut ne pas étre définie a vitesse nulle). Aussi, pour ce
type de modéle, on est amené & préciser la notion de solution et & donner des
conditions suffisantes d’existence et/ou d’unicité de solution : ceci sera I'objet de
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4.2. Equations différentielles ordinaires sous forme implicite

la section 4.3, qui développera plus particuliérement les EDO du premier ordre.
Les EDO sous forme implicite seront abordées & la section 4.2. Au dela des
conditions d’existence, il est important pour ’automaticien de pouvoir caracté-
riser les comportements asymptotiques de ces solutions et de disposer d’outils
d’analyse permettant de les localiser et de caractériser I’évolution temporelle
des solutions vers ces ensembles. Enfin, de nombreux systémes physiques font
intervenir, dans la description de leurs dynamiques au moyen des EDO, des pa-
ramétres dont les variations peuvent conduire & des modifications qualitatives
des solutions (bifurcations et, parfois, << catastrophes »»).

4.2 Equations différentielles ordinaires sous forme
implicite
Définitions

Une EDO sous forme implicite est une relation :

dy  dy m
F(t,y,dt,...,dtk>zo, yER s (47)

ot la fonction F est définie sur un ouvert de R x R™*+1) 4 valeur dans R™.
L’ordre de ’EDO est I'entier k£ correspondant & la dérivée d’ordre le plus élevé
apparaissant dans (4.7). Notons que (4.1), (4.2) et (4.6) sont des EDO d’ordres
respectifs 1, 1 et 2. Le théoréme de la fonction implicite garantit que ce
systéme (4.7) de m équations peut se mettre (localement) sous forme explicite

dky dy dk—ly
dtk:G<t7y,dt,...,dtk_1>, (48)
& condition que :
det (Jp) # 0,

ou Jg est la matrice jacobienne de F' c’est-a-dire la matrice constituée des élé-
OF; .
ments Qi5 = W, (7/,]) € {1, PN 77’77/}2.

dtk
En particulier, soit I est une fonction de classe C' par rapport a chacune
de ses variables, telle que F(t,x,z) = 0 admette p racines en la variable z. Si

det( %—Z ( to,xo)) # 0, alors il existera p solutions locales dites réguliéres, solutions

de F(t,z,z) = 0, x(tg) = =o. Par contre si det(%—f (to,xo))
peut rien affirmer sans faire une étude approfondie et toute solution sera dite
singuliére. Par exemple ¥ : t — t2/4, est une solution singuliére de I’équation
7> —ty+y = 0 au voisinage de (y,9) = (0,0). Par ailleurs, y : t +— sin(arcsinh(t))
est une solution réguliére de (1 + t2)y? + (=1 + 4?) = 0 au voisinage de (0,0).

= 0, alors on ne
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Quelques équations particuliéres
Equations de Lagrange et de Clairaut
Une EDO de la forme :

x+tf <(cilf) +g <Zf) =0, (4.9)

est dite de Lagrange. Lorsque f = Id, elle sera dite de Clairaut. De fagon
a résoudre ce type d’équations, on cherche une représentation paramétrée des
solutions : pour cela, on pose % =m et x = x(m),t = t(m), ce qui raméne la

résolution de (4.9) a celle de :

dt

(m -+ F(m) 5+ [/t = =g (m),

qui est linéaire du premier ordre en t.

Exemple 4.2.1. La résolution de I'équation x + 2t& + 3 = 0 se rameéne A celle
1 73( %)8+801

de 3mf72+2t = —3m?, qui a pour solution ¢ (m) = 3 o Les solutions
paramétrées de la premiére équation sont donc :
1 ( 1-3(/m)® +8C
z(m) = —-m? - 2¢YmCy, t(m)== (Vm) ;_ L
i 5 (m)

Equation de Bernouilli

Une EDO de la forme :

dx -
o Pz + g(t)a" =0, (4.10)

est dite de Bernouilli. Les cas r = 0 ou r = 1 sont triviaux. Dans le cas général,

on utilise le changement de variable y = z'~", conduisant & la résolution de
EDO :
1 dy
- t t) =0,
T T/ @y +a)

qui est linéaire du premier ordre en y.

Exemple 4.2.2. La résolution de I’équation % + sin(t)z + sin(t)z* = 0, en
posant y = 273, se raméne a celle de —%%’ + sin(t)y + sin(¢) = 0, qui admet

pour solution y (t) = (_@3 cost 4 C'1) o—3cost
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Equation de Riccati

Certaines équations ne sont pas intégrables (c’est-a-dire que 'on ne peut
exprimer les solutions de fagon explicite avec des fonctions de 'analyse). Par
exemple I’équation de Riccati :

dx
O+ g2 + b =0,

n’est pas intégrable si f, g, h (fonctions continues) ne satisfont pas certaines
relations particuliéres.

4.3 Equations différentielles du premier ordre

Notons que, lorsque la variable y de 1’équation implicite (4.7) appartient a
un ensemble plus général qu’un produit cartésien d’ouvert de R, alors en posant

T = (y, %, ce ‘5;;7_1?) , 'équation explicite (4.8) peut se mettre sous la forme :
d
di; = f(t,z), tel, z€RX. (4.11)

Dans cette équation : ¢ € T C R représente la variable temporelle, X est
I'espace d’état'. En pratique, l'espace d’état peut étre borné : il refléte les
caractéristiques physiques du systéme (bornitude des performances). De fagon
générale, 'espace d’état est une variété différentiable . Lorsque le vecteur x s’ex-
prime & l’aide d’une variable et de ses dérivées successives, X est aussi appelé
espace de phase. Cependant, certains auteurs ([1] p. 11) emploient indifférem-
ment les deux dénominations. Le vecteur x € X correspondant est le vecteur
d’état de (4.11) (ou de phase par abus de langage). En pratique, il est construit
a partir des variables dont ’évolution régit celle du processus physique. x(t) est
létat instantané a U'instant ¢. f : Zx X — TX (espace tangent), (t,x) — f(t,x),
représente le champ de vecteurs. Afin de simplifier la suite de I’exposé, on se
placera dans le cas ot Z x X est un ouvert de R"*! et TX est R™.

Notion de solution

Lorsqu’on parle de solution, il faut préciser le probléme associé : ici, pour les
EDO, il existe le probléme aux conditions limites ou frontiéres? et le probléme

lvocabulaire de Pautomatique.
2énoncé similaire au probléme de Cauchy, mais pour lequel la condition initiale est rempla-
cée par la donnée de n valeurs ¢, (;)(t;) aux instants t; donnés, i e N={1,...,n},c : N— N.
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aux conditions initiales (dit de Cauchy , en abrégé PC) :

<< existe-t-il une fonction :
¢:TCR—-XCR"?,
t— o(t),

satisfaisant a (4.11) et & la condition initiale suivante : ¢(tg) = xo? >>

(PC) :

On cherche une fonction du temps ¢ : t — ¢(t), qui soit suffisamment régu-
liére et dont la dérivée soit égale a presque tout instant? a la valeur du champ a
cet instant et en ce point x = ¢(t). Si f(u,#(u)) est mesurable* , alors on peut
exprimer ¢(t) sous la forme :

o(t) = o(to) + t f(v, ¢(v))dv, (4.12)

I'intégration étant prise au sens de Lebesgue [27] et ce, méme si ¢ — f(¢,.) n'est
pas continue en t (cas intéressant en automatique, car pour & = g(¢,z,u) un
retour u = u(t) discontinu peut étre envisagé). Ainsi, on cherchera des fonctions
au moins absolument continues® par rapport au temps.

Solutions, portrait de phase

Définition 4.3.1. On appelle solution de (4.11) passant par zp & tp, toute
fonction ¢ absolument continue définie sur un intervalle non vide Z(tg,z9) C
7 C R contenant tg :

¢:I(tp,x0) CZCR— X CR",
t+— (b(t;to,.%’o),

notée plus simplement ¢(t), satisfaisant (4.12) pour tout t € Z(tp,z¢) (ou, de
fagon équivalente : ¢ = f(t,4(t)) presque partout sur Z(tg,zg)) et telle que
¢(t0) = X0-

Exemple 4.3.1. En séparant ses variables, ’équation du modéle logistique (4.1)
devient :

dzx

L
ax(Tmax — ) ’

3¢’est-a-dire pour tous les temps ¢ € T\ M, M étant un ensemble de mesure nulle, avec
la notation ensembliste 7T\ M ={z € T : x ¢ M}.

cette condition est vérifiée si, pour z fixé, t — f(t,z) est mesurable et pour t fixé,
z — f(t,z) est continue [27].

®¢ : Ja,B] = R™ est absolument continue si Ve > 0,35(¢) > 0 :
Vi Billsc rm »Jois BIC [0 B, S0 (8 — i) < 8(e) = S0y 16(8:) — ()]l < e 6 est
absolument continue si et seulement si il existe une fonction (Lebesgue intégrable) qui soit
presque partout égale & la dérivée de ¢.
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qui permet de construire la solution au PC (4.1), z(0) = zg :

¢:R—R,

LoTmax
t— ¢(t; 0, J,‘()) = Zo + e*‘mmaxt(xmax — xo) . (413)

Définition 4.3.2. La solution de (4.11) peut étre représentée dans deux es-
paces :
— soit dans ’espace d’état étendu Z x X ou espace du mouvement, dans
ce cas, on parle de mouvement ou de trajectoire ,
— soit dans 'espace d’état X, dans ce cas, on parle d’orbite.
On appelle portrait de phase I’ensemble de toutes les orbites munies de
leurs sens de parcours temporel.

Bien souvent, par commodité on ne représente que les ensembles de points
d’accumulation vers lesquels les orbites convergent pour des temps trés grands
(positifs ou négatifs). Par exemple, pour le systéme :

dx 1—a2?—22 -1

= = b z, teR,zeR% (4.14)
dt 1 1-— x% - x%

les éléments importants du portrait de phase sont ’origine et le cercle unité Cy :
si la condition initiale est différente de I'origine, les orbites convergent vers Cj ;

sinon, I’état reste figé a 'origine.

T2 4y
12

02040608 ] 1.21.4
2 T

F1G. 4.2: Cercle unité : simulation de (4.14).

Existence

Le probléme de Cauchy (PC) n’a pas forcément de solution et, parfois, peut
en avoir plusieurs. En effet, le systéme :

d
d—f: |x]%, z €R, (4.15)
z(0) =0,
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admet une infinité de solutions définies par :

ceeRy, ¢.:R—-R,

0 si tg—e<t<tyg—+e,
s ge(t) = (U=h=el to+e<t, (4.16)
2
_(tote)” t<to—e.
X

A

F1a. 4.3: Infinité de solutions au PC (4.15).

Ainsi, il se pose le probléme de donner des conditions assurant I’existence
d’une ou de plusieurs solutions au probléme de Cauchy.

Selon la régularité de la fonction f on distingue les cinq cas A, B, C, D, E
qui suivent.

Cas A) Si la fonction f est continue en z et éventuellement disconti-
nue en ¢ (mais mesurable), alors il y a existence de solutions absolument
continues.

Théoréme 4.3.1 (de Carathéodory, 1918). [11] Supposons que :
A1) f soit définie pour presque tout t sur un tonneau :

T={(t,z) eZT x X : |t —to| <a,l|lx—z0] <b}, (4.17)

A2) f soit mesurable en t pour tout x fixé, continue en x pourt fixé et telle
que, sur T, on ait || f(t,x)|]| < m(t), ou m est une fonction positive Lebesgue-
intégrable sur |t —to| < a. Alors, il existe au moins une solution (absolument
continue) au probléme de Cauchy définie sur au moins un intervalle [to — o, to +
o], a <a.

On peut méme montrer 'existence de deux solutions, 'une dite supérieure
et 'autre, inférieure, telles que tout autre solution soit comprise entre ces deux
solutions [23] [11].
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4.3. Equations différentielles du premier ordre

Cas B) Si la fonction f est continue en (¢,z), alors il y a existence de
solutions de classe C?.

Théoréme 4.3.2 (de Peano, v.1886). [8/ Supposons que :

B1) f soit définie pour tout t sur un tonneau T défini par (4.17),

B2) f soit continue sur T défini par (4.17). Alors il existe au moins une
solution au probleme de Cauchy de classe C' définie sur au moins un intervalle
[to — a, to + a], o = min(a, m)

A

x0+b /

Xy

tonneau T

o |
t0+at

b
xg—b o+ ol

F1G. 4.4: Approximation d’Euler.

La preuve est basée sur les approximations d’Euler. Ce sont les lignes
polygonales (voir la figure 4.4) définies par :

Po = o,

Pn(t) = dn(ti=1) + f(ti1, Pn(ti=1))(t — tiz1), tica <t <t

t; :to—i—%a,i = {0,...,n},
dont on montre qu’elles constituent une famille équicontinue de fonctions défi-
nies sur [tg — o,y + a], convergente, dont on peut extraire une sous-suite gzﬁél

uniformément convergente vers une fonction continue ¢ (lemme d’Ascoli-Arzela
[27]) qui vérifie :

o(t) = lim (1) = mo + / lim (v, &, (v))dv

n—-+o0o o n——+o00
t d /
+ lim On

(v) = f(v, ¢, (v))dv.

¢ est donc solution de (4.12) puisque lim,,_ 4~ %(0) — f(v, ¢, (v)) =0.
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Prolongement de solution, unicité, solution globale

Evidement, pour 'exemple (4.15), il y a existence de solution (f : z — +/|z|
est continue) mais pas unicité. Pour garantir 'unicité, il faut donc que la fonction
f soit << plus que continue »> : par exemple il suffit qu’elle soit localement
lipschitzienne en la seconde variable z, comme suit.

Définition 4.3.3. f est dite localement lipschitzienne sur X si :
Vzg € X, 30 > 0 et k(t) intégrable :
V(z,y) € Bs(wo) = |[f(t,x) = [t y)ll < k(t) [l — yll-

f est dite globalement lipschitzienne sur X si :

3k(t) intégrable : V(z,y) € X2,

1t 2) = Ft )l < k() lz =yl
Ces propriétés sont dites uniformes si k£ ne dépend pas de t.
Proposition 4.3.1. Toute fonction CY(Z x X) dont la norme de la jacobienne

est bornée par une fonction intégrable, est localement lipschitzienne. De plus, si
X est compact (fermé, borné), elle est globalement lipschitzienne.

Sous I’hypotheése f localement lipschitzienne en x, il se peut qu’une solution
¢ définie sur Z; puisse étre prolongée sur un intervalle Zy O 7y, définissant ainsi
une fonction ¢ définie sur Zo D Z; et telle que ¢ | Z3 = ¢. Aussi, afin de ne
pas alourdir les notations, Z(to, xo) =]a(to, o), w(to, zo)[ désignera par la suite
le plus grand intervalle sur lequel on peut définir une solution passant & ty par
xo et qui ne puisse étre prolongée : la solution sera dite maximale .

Cas C) Si la fonction f est localement lipschitzienne en z et éventuel-
lement discontinue en ¢ (mais mesurable), alors il y a existence et unicité
de solution (maximale) absolument continue.

Théoréme 4.3.3. Si dans le théoréeme 4.53.1, U’hypothése de continuité dans
A2) est remplacée par << f localement lipschitzienne sur ||x — zo|| < b »», alors
il existe une unique solution (absolument continue) au probléme de Cauchy
définie sur

I(to,l‘o) D) {t IS A ’t—to‘ < 04}.

De méme, si f est continue en (t,x) et localement lipschitzienne en x, alors il
existe une unique solution au probléme de Cauchy de classe C'.

Les preuves de ces résultats sont basées sur les approximations de Picard-

Lindelof

¢0 = Xy,
¢n+1(t) = To + ftto f(Uv ¢n(v))dva

: b
te [to — Oé7t0 +Oé],0( == mln(a, W)7
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4.3. Equations différentielles du premier ordre

dont on montre qu’elles convergent uniformément vers une solution. L’unicité
de la solution se démontre ensuite par contradiction.

Cas D) Si la fonction f est bornée en norme par une fonction affine,
cest-a-dire que V(t,z) € (Z x X) : ||[f(t,2)|| < c1||z| + c2 (éventuellement
presque partout), alors en utilisant le lemme de Gronwall [27], on peut conclure
que toute solution au PC est définie sur 7.

Cas E) Si le systéme posséde une propriété de << dissipativité >»> et si
f est localement lipschitzienne, alors le PC admet une solution maximale
unique définie pour tout t >ty (Z =R, X = R").

La propriété de dissipativité peut étre exprimée sous la forme : << il existe
a>0,8>0,veR"tels que pour tout t € Ret tout z € R" : < z—v, f(t,z) ><
o — B|z||* »> ou bien, a Paide de fonctions de Liapounov®, sous la forme << il
existe V et W : R™— R continues, définie positives sur un compact A (c’est-
a-dire : V(z) = 0 & x € A), telles que pour tout t € R et tout z € R™\ A" :
< %—‘;,f(t, x) >< —W(z). »

Dépendance des conditions initiales

Théoréme 4.3.4. Sous les hypothéses du théoréme 4.3.3, la solution au pro-
bleme de Cauchy t — ¢(t;to, zo) définie sur I(to,xo) est continue par rapport a
chacun de ses arguments.

En particulier, si t est suffisamment proche de tg, alors ¢(t; to, xg) est proche
de xg. Cette proximité peut étre étudiée pour des instants trés grands : c’est la
question de la stabilité (voir paragraphe 4.5).

Classification

Définition 4.3.4. L’¢quation (4.11) est dite autonome si la variable temporelle
n’apparait pas explicitement dans 'EDO :

d
d—f:g(x), tel, zeX.

Dans le cas contraire, elle est dite non autonome.

Si on connait les solutions d’une EDO autonome passant & un instant ¢ donné
par un point x donné, alors on obtient toutes les solutions passant par ce méme

6 Alexander Mikhailovich Liapounov, mathématicien et physicien russe. Aprés des études
a Université de Saint-Pétersbourg (ou il est éléve de P.L. Tchebychev), il est assistant puis
professeur & ’Université de Kharkov. En 1902, il est nommé professeur a I’Université de Saint-
Pétersbourg.

"La notation A\B correspond 4 la différence ensembliste de Aet B: AB={z c A:z ¢
B}.
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point & d’autres instants par simple translation temporelle des premiéres. Donc,
une EDO autonome ne peut servir qu’a modéliser des phénoménes physiques
indépendants du temps initial (chute d’un corps, etc.). Notons au passage que
la longueur de Z(tg, xg) ne dépend pas de 'instant initial.

Définition 4.3.5. On dit qu’'un champ de vecteurs non linéaire non autonome
f(t,x) est T—périodique s'il existe un réel T > 0 tel que pour tout ¢ et pour
tout z: f(t+7T,x) = f(t,z).

Dans ce cas, si on connait les solutions pour un intervalle de longueur 7', on
aura toutes les autres par translation temporelle.

Cas linéaire autonome

Lorsque (4.11) est de la forme :

dx
—=A b
at ~ ATt

on dit qu’il s’agit d’'une EDO linéaire autonome. Il existe alors une solution
unique au PC (puisque Az + b est globalement uniformément lipschitzienne) de

la forme : .
IE(t) — eA(t_tO)$O + eAt </ e—AvdU> b,
to

ou encore z(t) = >_I_, eMlp;(t) + ¢, avec \; les valeurs propres de A et p;(t)
des vecteurs de polynoémes de degrés plus petits que ’ordre de multiplicité de la
valeur propre correspondante A;.

Ce type de modéle caractérise des phénomeénes pour lesquels :

1. linstant initial n’a pas d’influence sur I’évolution temporelle du vecteur
état (EDO autonome) ;

2. si b = 0 (respectivement, b # 0), alors une combinaison linéaire (respec-
tivement, convexe) d’évolutions est encore une évolution possible : ceci
traduit la linéarité du systéme.

Pour de tels systémes, on peut noter que, au bout d’un temps infini, les
différentes variables définissant le vecteur x :

1. soit convergent vers un vecteur (le vecteur x évoluant vers un vecteur fixe
dit << point d’équilibre »>»),

2. soit divergent (la norme de x devient infiniment grande),

3. soit ont un comportement oscillatoire : lorsqu’on observe leurs évolutions
les unes en fonction des autres, elles évoluent sur une courbe fermée (comme
le cercle) : c’est ce qu'on appelle un cycle fermé (exemples : cycle écono-
mique, population cyclique, masse attachée a un ressort, etc.).
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Enfin, si A et b dépendent du temps, le systéme est dit linéaire non auto-
nome (ou non stationnaire) : en plus des comportements précités on retrouve
la dépendance des solutions a I'instant initial . Notons que lorsque A(t) est une
fonction T'—périodique continue sur R, on peut étudier formellement les solutions
grace & la théorie de Floquet [17] : il existe alors une transformation bijective
P(t) T—périodique et continue, z(t) = P(t)x(t), telle que 2 = M z+c¢(t), avec M
une matrice constante vérifiant M = P(t) + P(t)A(t)P(t)~" et c(t) = P(t)b(t).

Cas non linéaire autonome

Lorsque (4.11) est de la forme :

dx

— =g(x), 4.18
o = 9() (4.18)
on dit qu’il s’agit d’'une EDO non linéaire autonome. On ne peut lui donner
de solution explicite, sauf dans des cas trés particuliers. Outre les comportements

précités dans le cas linéaire autonome, on peut mentionner :

1. Cycles limites : il s’agit de courbes fermées de X vers ou a partir des-
quelles les trajectoires du systéme se dirigent.

2. Phénoméne de chaos : ces comportements, régis par des EDO (dé-
terministes), sont en apparence aléatoires. Une des caractéristiques est la
sensibilité aux conditions initiales : deux conditions initiales trés proches
donneront naissance a deux évolutions complétement différentes.

3. Attracteur étrange : il s’agit en général d’un ensemble de dimension non
entiére, ce qui traduit une certaine << rugosité »»> de I'objet. Par exemple,
une surface est de dimension 2, un volume est de dimension 3, alors qu’un
flocon de neige ayant une infinité de ramifications est de dimension non
entiére comprise entre 2 et 3. Lorsque les trajectoires se dirigent vers (res-
pectivement s’éloignent de) cet ensemble, il est dit << attracteur (respec-
tivement répulseur) étrange >>. Souvent la présence d’attracteurs ou ré-
pulseurs étranges est un signe du chaos, cependant dans certains cas le
phénoméne chaotique n’est que transitoire et disparait au bout d’un temps
suffisamment long.

Notion de flot

Dans cette partie, on suppose 'existence et 'unicité de la solution (maxi-
male) au PC associé a (4.18), que 1'on notera ¢(t; to, xo). Si le champ est com-
plet, c’est-a-dire Z(xp) = R, et si on connait une solution pour un couple (%o, o),
alors on aura toutes les autres (pour xg fixé) par translation temporelle. Consi-
dérons 'application qui, & toute condition initiale, associe sa solution maximale
a linstant ¢ :

L X — X,
o — ¢<t7 07 .%'())-
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Définition 4.3.6. Si le champ de vecteurs g de 'EDO (4.18) permet de générer
une solution maximale unique pour tout (tg,z¢) de R x X', définie sur Z(zg) =
R (respectivement sur [a, 0o, sur [o,w] avec « et w finis), alors I'application
génératrice CIDf] est appelée un flot (respectivement un semi-flot, un flot local).

D’apres les hypothéses, <I>g est bijective, donc on a au moins un flot local.
La justification du choix de la notation <I>§ devient évidente lorsqu’on calcule le
flot d’une EDO linéaire autonome homogéne : & = Ax, <I>tg = e, Dans le cas
oil g est de classe C¥ (respectivement C*, analytique), le flot associé <I>g est un
diffeomorphisme local de classe C¥ (respectivement C*, analytique) pour tout
instant ¢ ou il est défini. En particulier, si le flot <I>f] est défini pour tout ¢t € R,
alors il définit un groupe a un paramétre de difféomorphismes locaux de classe
C* (respectivement C*°, analytique) (voir [1] p. 55 & 63) :

<I>fq DX — @;(xo) est de classe C™, (4.19)

t t
ol o &8 = DL, (4.20)
®) = Id. (4.21)

On en déduit, Vt € R,Vxg € X :

D (z0) = Py (w0), (4.22)
PLod, ! =" = Id, (4.23)
(@) =0, =" . (4.24)

La dualité caractérisée par (4.24) est importante puisque, si on connait le
portrait de phase du systéme dynamique (4.18) pour les temps positifs, son dual
pour les temps négatifs s’obtient tout simplement en renversant le sens de par-
cours des orbites : cette propriété est utilisée dans la méthode du renversement
des trajectoires (<< trajectory-reversing method »>>) permettant, en dimen-
sion deux (et parfois trois), de déterminer précisément la plupart des portraits
de phase en alliant 1’étude qualitative du champ de vecteurs non linéaire & des
simulations (pour plus de détails, voir [5, 6, 13, 12, 25]).

Le crochet de Lie (ou commutateur, voir chapitre 4) défini par :

permet de calculer la condition de commutativité de deux flots @gl et @7,

Théoréme 4.3.5. Soient g1 et go des champs de vecteurs C>° complets, définis
sur X (par exemple R™). Alors :

Vt, Vs, ‘I’fm © (1)22 = (I)zz © (I)Zl < [91,92] = 0.
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Démonstration : soient zg € R” et t,s > 0 donnés. Pour un champ de
vecteurs analytique X, on a ®% (y) =y +tX (y) + R(t,y), ou R(t,y) représente
un reste s’annulant pour ¢ — 0. On obtient donc :

0
O, o @5 (x0) = mo + (sg2(x0) + tg1(z0)) + 375%92(%) + Ri(t, s, 20),
0
®7, 0 <I>z1 (x0) = xo + (sg2(x0) + tg1(xo)) + st%gl (xo) + Ral(t, s, xo),
et donc :

<I>§1 o ®p (z0) — D5, 0 @Zl (zo) = st[g2, g1](z0) + Ra(t, s, zo).

Prenonst = s, alors I'implication découle immédiatement. Pour la réciproque,
B tods odt —®s
[91,92) =0 = Vo € R™ : limy_( a2 °®3, °%g, (¥0) =Py, (:CO)) = 0. Soit la trajectoire

x(t) = f o @5 o @ (x9), alors &(t) =0, dﬁ)nc P lods odl = @5 . ]

En automatique, la non-commutativité des champs a une application trés
importante puisqu’elle permet de caractériser 'atteignabilité (version locale de
la commandabilité) d’un systéme commandé du type & = g1(x) + g2(x)u (voir
chapitre 4 et [20]).

Comparaison de solutions, inégalités différentielles

Dans cette partie, les inégalités vectorielles seront & comprendre composante
a composante et D est un opérateur de dérivation (dit de Dini ) :

ou les dérivées Dx;(t) sont toutes définies par I'une des quatre limites suivantes :

= lim inf zilt+6) = zi(t)
0—07+ 0

lim sup a:i(t + (9) — l‘l(t)

Dot =
+x() 6—0+ 0

s D+$i(t) ;
D_x;(t) et D™x;(t) définies de fagon similaire pour les limites par valeurs infé-
rieures (0 — 07).

Soit & C 7 un ensemble de mesure nulle. On considére les relations différen-
tielles suivantes :

Dz(t) < f(t,z), teI\S,xe€ X, (4.25)
% —f(t2), teT\S,z€X. (4.26)

On se pose le probléme de savoir sous quelles conditions les solutions de (4.26)
majorent celles de (4.25). Dans ce cas, (4.26) constituera un systéme majorant
de (4.25), dont 'utilisation est intéressante pour 'analyse des comportements
des solutions d’une EDO (voir paragraphe 4.5). La contribution de Wazewski
[30] (précédée de [21] et complétée par celle de Lakshmikantham et Leela [23])
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est certainement l'une des plus importantes puisqu’elle donne des conditions
nécessaires et suffisantes pour que les solutions du probléme de Cauchy associé
a (4.25) avec xo donné a tg, soient majorées par la solution supérieure de (4.26)
démarrant de zg > xg a l'instant ¢g.

Définition 4.3.7. La fonction f : Z x X — X C R", (t,z) — f(t,x) est
quasi-monotone non-décroissante en zx si :

Vt € T,¥(z,2') € X% Vi€ {1,...,n},
[(zi = a}) et (z < 2')] = fi(t,z) < fi(t,2). (4.27)

Théoréme 4.3.6. Supposons que :

1) f(t,x) vérifie les hypotheéses (A1-A2) du théoréeme 4.53.1 d’existence de
solution,

2) f(t,x) est quasi-monotone non-décroissante en x presque partout en t
(vt € T\S).
Alors, pour tout xoy € X, les solutions du probléeme de Cauchy associé a (4.26)
vérifient :

z(t) < zoup(t), (4.28)

pour tout instant ow les quantités x(t) et zsup(t) ont un sens, avec zep(t) la
solution supérieure de (4.25) démarrant de zo € X, avec xg < zp.

4.4 EDO Linéaire : des comportements simplistes

Un peu de vocabulaire

Soit z(t) un vecteur. Partant d’un systéme de n équations différentielles
linéaires du premier ordre, on se rameéne & une EDO de la forme

dx
e A(t)z + b(t). (4.29)

Elle sera dite linéaire non autonome non homogéne lorsque les fonctions
A(t),b(t) dépendent explicitement du temps (respectivement constantes) et li-
néaire non autonome homogéne lorsque b = 0. Notons que toute équation
linéaire d’ordre quelconque peut se mettre sous cette forme. En effet

ao(t)y + a1 (B + ...+ an(t)y™ = bo(t),

se met sous la forme (4.29) en posant x = (y, .. .,y("fl))T, b=(0,..., Zi((’?) )z
et
0 1 0 0
0
Alt) =
0 0 1
_ao®)  _a(t) . _an1(d)
an(t) an(t) an(t)
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Si on regarde 1’équation homogéne alors ’ensemble des solutions constituent un
espace vectoriel : toute combinaison de solutions est solution. Ainsi le probléme
se raméne a la recherche d’une base de solutions fondamentales. Les solutions de
I’équation non homogéne se déduisent alors facilement. Par contre, en fixant une
condition initiale le probléme de Cauchy (PC) n’a qu’une et une seule solution :

Théoréme 4.4.1. Sib et A sont continues sur leur intervalle commun de défi-
nition (noté I) alors le PC admet une solution unique, c¢’est-a-dire étant donné
to € T et xq il n'existe qu’une seule fonction x(t) vérifiant ’équation (4.29) et
telle que x(ty) = xg. [ |

Lorsque ’EDO est de la forme

dx
—=A b 4.30
o = Az, (4.30)

on dit qu’il s’agit d'une EDO linéaire autonome non homogéne. Il existe
une solution unique au PC (utiliser théoréme 4.4.1 ou alors cf. preuve directe
qui suit). Cette solution est de la forme

x(t) = exp(A(t — to))xo + (/t exp(A (t — v))dv> b, (4.31)

ou encore z(t) = Y., exp(A\it)p;(t) + ¢, avec \; les valeurs propres de A et p;(t)
des vecteurs de polynémes de degré plus petit que I'ordre de multiplicité de la
valeur propre correspondante ;. Notons que (4.31) peut s’obtenir facilement en
utilisant la formule de la variation de la constante et peut étre étendue au cas
b(t).

Démonstration. Existence : dériver (4.31). Unicité : si x(t) et y(¢) sont deux
solutions (de classe C!) alors z = z — y est solution de 2 = Az, z(tg) = 0. Si 2(t)

n’est pas identiquement nulle alors il existe un temps 7" tel que z(t) = 0,Vt < T
et z(T') # 0. Notons i 'index d’une des composantes du vecteur z qui devient non

nulle a ¢t = T alors z(T) = z;(T —¢) + fYZE [Az(v)]; dv = 0 (contradiction). [

Les comportements linéaires

La solution au PC associé a
&= Az,x € R". (4.32)
(z(tg) = xo) peut s’exprimer sous la forme
x(t) = exp(A(t — to))zo. (4.33)
Ce type de modéle caractérise les phénoménes suivants :
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1. linstant initial n’a pas d’influence sur I’évolution temporelle du vecteur
état (EDO autonome) : si x1(t) et x2(t) sont des solutions de (4.32) telles
que x1(t1) = xg et xa(ta) = xg alors z1(t — t1) = xa(t — t2).

2. une combinaison linéaire d’évolutions est encore une évolution possible :
ceci traduit la linéarité du systéme.

Pour de tels systémes, on peut noter que, au bout d’un temps infini, le vecteur
x(t) :
1. soit converge vers un vecteur fixe dit “point d’équilibre”,

2. soit diverge (au moins une des composantes de x(t) devient infiniment
grande),

3. soit les composantes de x(t) ont un comportement oscillatoire : lorsqu’on
observe leurs évolutions les unes en fonction des autres, elles évoluent sur
une courbe fermée (comme le cercle) : ¢’est ce qu’on appelle un cycle fermé
(exemples : cycle économique, population cyclique, masse attachée a un
ressort, etc...).

4.5 EDO Non linéaire

Un peu de vocabulaire
Dans cette partie, on s’intéresse a des EDO de la forme

d
diz —g(z), zE€X. (4.34)

Dans cette équation : t € R, représente la variable temporelle, X est ’espace
d’état®. En pratique l'espace d’état peut étre borné : il refléte les caractéris-
tiques physiques du systéme (bornitude des performances). Lorsque le vecteur
d’état s’exprime a I'aide d’une variable et de ses dérivées successives, ’espace
d’état s’appelle aussi espace de phase. Cependant, certains auteurs ([1] p. 11)
emploient indifféremment les deux dénominations. x € X, représente le vecteur
d’état (ou de phase par abus de langage) construit a partir des variables dont
I’évolution régit celle du processus physique. x(t) le vecteur d’état instantané a
I'instant t. g : X — T X (espace tangent), x — g(x), représente le champ de
vecteurs.

Condition 4.5.1. Afin de clarifier la suite de l’exposé, on se placera dans le
cadre ot X est un ouvert de R"™ et TX est R"™.

Lorsqu’on parle de solution, il faut préciser le probléme associé : ici pour les
EDO il existe le probléme aux conditions limites ou frontiéres? et le probléme

8yocabulaire de ’automatique.

9énoncé similaire au probléme de Cauchy pour lequel la condition initiale est remplacée
par la donnée de n valeurs ¢, (;)(t;) aux instants ¢; donnés (i € N ={1,...,n},0 : N - N ).
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aux conditions initiales (dit Probléme de Cauchy abrégé PC) : “existe-t-il
une fonction

¢p:TCR— X CR",
t— ¢(t),

satisfaisant a (4.34) et a la condition initiale suivante : ¢(tg) = xo 7’ On cherche
une fonction du temps ¢ : ¢t — ¢(t), qui soit suffisamment réguliére (par exemple
de classe C!) telle que sa dérivée soit égale & la valeur du champ & cet instant et
au point = = ¢(t). Si g est intégrable, on peut alors exprimer ¢(t) sous la forme

t

o(t) = dlto) + / 9(6(v))dv. (4.35)

to

De nombreux résultats permettent de statuer quant a l'existence de solution (g
continue) et I'unicité (g Lipschitzienne). On rappelle que le portrait de phase
est 'ensemble de toutes les orbites munies de leur sens de parcours temporel.
Bien souvent, par commodité on ne représente que les ensembles de points d’ac-
cumulation vers lesquels les orbites convergent pour des temps trés grand ou
trés petit. Par exemple pour le systéme

dx 1— 2?2 — 23 -1

— = r, teR, zcR? (4.36)
dt 1 1 —a? — 23

les éléments importants du portrait de phase sont 'origine et le cercle unité : si
la condition initiale est différente de I’origine les orbites convergent vers le cercle

unité sinon ’état reste figé a l'origine (cf. figure 4.5).

T2 44
12

02040608 ] 1214
2 z

F1G. 4.5: Cercle unité : simulation de (4.36).

Equilibre

Pour certaines conditions initiales, le systéme reste “gelé”, c¢’est-a-dire qu’il
n’évolue plus : on parlera alors de points d’équilibre.

173



4. EDO NON-LINEAIRE

Définition 4.5.1. z. € X est un point d’équilibre pour le systéme (4.34) si
les solutions ¢(t;0, z.) de (4.34) sont définies sur [0, +oo] et vérifient :

d(t;0, ) = e, Vt € [0, +00]. (4.37)
Exemple 4.5.1. La solution au PC (4.1) 2(0) = z¢ est donnée par
¢p:R—-R

. _ L0Tmax
t i (0, z0) = P p— (4.38)

Il est facile de vérifier que z = 0 (¢(¢; 0,20 = 0) = 0) et * = Tmax (O(£;0, Tmax) =
Tmax) sont des points d’équilibres.

Si z. est un point d’équilibre, alors pour que le systéme reste en ce point
il faut que la vitesse soit nulle, c’est-a-dire que g(xz.) = 0. Cependant, cette
condition seule n’est pas suffisante comme le montre 1’étude de

d
d—? =|z|2, zeR, (4.39)

on a bien x, = 0 solution de /x = 0 mais il existe une infinité de solutions qui
quittent ce point :

39 rd
y
/
2 4 //
21 by
e
oy
1 //,/ ? ey
7_/::" /5:/:;' 4
4 A 12 3 i
s //,/_/4/
/_/ p 14 t
YOy
e /:/ o
/S
/ ]

F1G. 4.6: Infinité de solutions de (4.39).

ceeRy, ¢ : R — R,

0 si tg—e<t<tg+e
b go(t) = (ool tote<t . (4.40)
_W si t<tyg—e

Pour lever ce probléme

Théoréme 4.5.1. Si g(x.) = 0 et g est localement Lipschitzienne en x. alors
xe est un point d’équilibre pour le systéme (4.34). [ |
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Par la suite, on considérera que le point d’équilibre est l'origine : en effet,
létude de (4.34) au voisinage d’'un point d’équilibre x. se rameéne, par change-
ment de coordonnées y = x — x,, a I’étude de § = g(y + x.), ayant pour équilibre
(y =0).

Définition 4.5.2. Dans la littérature, on classe les points d’équilibre de (4.34)
en deux catégories :

1. les points hyperboliques (ou non dégénérés) : ce sont les points d’équi-
libres (z.) pour lesquels la Jacobienne!® correspondante (J,(x¢)) ne com-
porte aucune valeur propre a partie réelle nulle.

2. les points non hyperboliques : ce sont les points d’équilibres (z) pour
lesquels la Jacobienne correspondante (Jy(x.)) posséde au moins une va-
leur propre a partie réelle nulle.

Orbite périodique
L’étude des systémes non linéaires a mis en évidence des orbites particuliéres :

1. les orbites fermées qui sont une extension des points fixes puisque si on
laisse évoluer un systéme a partir d’'une condition initiale appartenant a
cette orbite, alors il continuera & évoluer sur cette orbite, (par exemple le
cercle unité pour (4.36) cf. figure 4.5),

2. les orbites homocliniques et hétérocliniques qui relient des points
d’équilibres (nous ne parlerons pas de ces derniéres pour plus de détails
voir [15])

Les définitions suivantes sont inspirées de [28] p. 87-88, [29] p. 8, [18] p.
113117 et de [15].

Définition 4.5.3. La solution ¢(t;tg, o) est T-périodique (périodique de pé-
riode T), si la solution est définie sur R et s’il existe un réel positif A, tel que
pour tout réel t on ait ¢(t + A;to, xo) = ¢(t;to, o). Le plus petit réel positif A
noté T s’appelle la période de la solution. Dans ce cas l'orbite correspondante
est une orbite périodique de période T' (ou orbite T-périodique).

Définition 4.5.4. v est une orbite fermée si v est une orbite qui soit une
courbe de Jordan, c’est-a-dire homéomorphe'! & un cercle.

Toute orbite image d’une solution T-périodique non triviale (non identique
a un point d’équilibre) est une orbite fermée.

108i g est un champ de vecteurs sur R™ alors sa Jacobienne au point x est la matrice
9g;
(2 @)
1Un homéomorphisme est un morphisme bijectif bicontinue. Ainsi, une courbe de Jordan
c’est une courbe obtenue par transformation bijective bicontinue & partir du cercle.
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Exemple 4.5.2. Si on reprend ’équation de Van der Pol (4.3) avec f(z) =
(3 — 2ux) en posant ip = —x2,vc = 21, L = C = 1, (4.3) devient :

dzq

— =2

dt 25

dzo

- = Ty — T — T, (4.41)

ainsi, pour g > 0, on peut montrer (cf. [19] p. 211-227) I'existence d’une orbite
périodique y représentée sur la figure suivante

]

[

F1G. 4.7: Orbite fermée périodique pour l'oscillateur de Van der Pol (4.41).

Exemple 4.5.3. Le systeme de Volterra-Lotka est un modéle simple de lutte de
deux espéces. En 1917, donc pendant la guerre, le biologiste Umberto d’Ancona
constata une augmentation du nombre de sélaciens (requins) dans la partie nord
de la mer Adriatique. Afin d’expliquer ce phénoméne, il fit appel & son beau-
pére, le mathématicien Vito Volterra, qui expliqua ce phénoméne de la fagon
suivante. Soit un volume d’eau infini (mer Adriatique par exemple), peuplé par
deux espéces : l'une, carnivore (C' : sélaciens), dévorant 'autre, herbivore (H :
crevettes). Notons = et y les nombres respectifs d’individus des espéces (H)
et (C). Si l'espéce (H) peuplait seule la mer, elle se développerait de fagon
exponentielle'? et la vitesse de croissance de l'espéce (H) serait : ‘é—f = ax, avec
a > 0. Par contre, 'espéce (C) ne peut assurer seule son développement, ni méme
sa survie, donc sa vitesse de variation serait : % = —py, avec J > 0. Lorsque
les deux espéces cohabitent, les carnivores (C') dévorent les herbivores (H). En
faisant I’hypothése qu’a chaque rencontre d’un carnivore avec un herbivore, ce
dernier est dévoré et que le nombre de rencontres est proportionnel au produit
des densités volumiques des deux espéces (donc, aussi & zy), on peut conclure

120n fait ici 'hypothése son développement n’est limité ni par ’espace ni par la quantité
de nourriture.
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que I’évolution des deux espéces est régie par le systéme différentiel :

%ﬂtf = ax —yry (herbivores),

(4.42)
% — By +dry (carnivores),

avec a, (3,7,0 des réels positifs. Dans ce cas, les variables d’état s’introduisent
de facon naturelle : z, y. On peut a priori supposer que ’espace d’état est le
quart de plan Ri. Le théoréme 4.3.3 permet de garantir ’existence et I'unicité
ar(ad—w“/y) - y(—g:iéx)’ on peut
monter que H(z,y) = [aln(y) — vy] + [FIn(z) — dz] est une fonction constante
le long des solutions de (4.42). On montre ainsi que, pour toute condition ini-
tiale strictement incluse dans le quart de plan strictement positif, les orbites du
systéme sont fermées. De plus les solutions sont définies sur R : on obtient un

flot dont le portrait de phase est représenté sur la figure 4.8 (simulation pour
a=pF=y=5=1).

des solutions. En séparant les variables selon :

7
3

&J

F1G. 4.8: Cycle pour (4.42).

Les orbites sont centrées autour du point d’equilibre (%, %) Avant la guerre,
lactivité de la péche était plus importante (on tient compte des prélévements de
la péche “—q 2" et “—q,y” dans (4.42), avec g, qy positifs) : c’est-a-dire que le
couple de paramétres (o, —f3) est remplacé par (o — ¢, —f — ¢y), donc le point
d’equilibre (%, %) est remplacé par (ﬂf%qy, 0‘;%’9”) Ce qui explique un déplacement
du cycle vers le haut pendant la guerre, donc une augmentation du nombre de
célaciens.

Concepts de Stabilité et d’Attractivité
Dans cette section on se place dans le cadre d’'une EDO

dx

E:f(t,x), reX, tekR. (4.43)
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Stabilité au sens de Liapunov d’un équilibre

Les ensembles remarquables (équilibres, orbites périodiques, etc. ..) peuvent
caractériser des configurations & énergie minimale pour un systéme physique. Ces
systémes peuvent avoir tendance & rechercher une position de repos plutdt qu’une
autre : c’est ce que les concepts de stabilité traduisent d’une certaine fagon. Par
exemple, un pendule pesant (voir introduction équation (4.6)), posséde deux
équilibres verticaux : I'un au dessus de I'horizontale, 'autre en dessous. Il est
bien connu que la masse a naturellement tendance a se positionner en bas plutot
qu’en haut. La position d’équilibre basse est stable, ’autre instable. Par la suite
nous ne présenterons que les concepts élémentaires pour les points d’équilibre et
uniquement pour des EDO du type (4.34).

Définition 4.5.5. L’équilibre z. est stable au sens de Liapunov si :
Ve > 0,30(tg,g) > 0 tel que :
Vo € X @ p(zo,xe) < 0(to, ) = p((t;to, o), ze) < €,V = to. (4.44)
Lorsque 0(tg,e) = d(¢) est indépendant de ¢y la propriété de stabilité sera dite
uniforme . (p est une distance sur R").

Cela revient a dire que pour tout voisinage V(z.) de z, il existe un voisinage
W(ze) de z. tel que : 29 € W(ze) = ¢(t;to, xo) € V(xe), ¥Vt > to (voir 3] p. 58).

Exemple 4.5.4. L’origine x = 0 est un équilibre uniformément stable (par la
suite, on omettra “au sens de Liapunov”) pour 'EDO & = —z,x € R : en effet
Vo € R, ¢(t;t0, z0) = exp — (t — to) z¢ donc |p(t;to, xo)| < |zo| < €,V > 1o, en
prenant |zg| < e (6 = ¢ dans la définition 4.5.5). Par contre, il n’est que stable

2
pour 'EDO & = —i—ttza;,x € R : en effet : Vag € R, ¢(t;t0, x0) = iiigwo donc
0t to, z0)| < (14 t3) |wo| < &,Vt > to, en prenant |zo| < 6 = 1;3,

Attractivité

Alors que la propriété de stabilité traduit le “non-éloignement” de solutions
d’un ensemble de référence (par exemple un équilibre), la propriété d’attracti-
vité elle traduit le rapprochement des solutions de cet ensemble et ce malgré
d’éventuelles excursions pendant le régime transitoire.

Définition 4.5.6. L’équilibre z. est attractif si :
36 > 0 tel que Vag € X : p(xo, ze) < 6 = tlim o(t;to, xo) = xe. (4.45)
—00

Le second membre de 'implication s’écrit aussi Ve > 0,37 (zg,€) > 0,
p(p(t;to, z0), ze) < €, Vt > tog + T(to, zo,€). Lorsque T'(e, o) = T'(e) est indé-
pendant de xq, la propriété d’attractivité sera dite uniforme.

De méme que pour la notion de stabilité, cette notion peut étre formulée en
termes de voisinages.
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Stabilité asymptotique

La notion d’attractivité d’'un ensemble assure que ’état va converger vers
cet ensemble, mais il se peut que pendant le régime transitoire il y ait de grosses
excursions des solutions ce qui peut étre dommageable pour le systéme phy-
sique. Aussi, la stabilité limitant ces excursions on combine les deux notions
précédentes pour donner naissance a la notion de stabilité asymptotique.

Il est important de noter qu’un ensemble peut étre attractif sans étre stable
comme le montre I’exemple suivant

Exemple 4.5.5. Soit 'EDO

dx S22 YT
7 a:(l \/ T +y> 2(1 TQ—HP)’

dy ) Tli___*
dt y(l x +y)—|—2 (1 /1‘2+y2>’

lorigine est un équilibre instable (pour le montrer, on pourra utiliser les résultats
de la section 4.5) et I’équilibre (1,0) est attractif mais instable : le portrait de
phase est donné Figure 4.9.

F1G. 4.9: Equilibre (1,0) attractif et instable.

Exemple 4.5.6. La solution au PC (4.1) z(0) = x¢ est donnée par (4.38), il est
facile de vérifier que I’équilibre z = 0 n’est pas attractif (limy—oo ¢(¢;0,20) =

. 2o . s 1 N
lim; 0 % +e,a1maxf§‘(a;‘mx_wo) = Tmax) et que l'équilibre x = .y est asympto-

tiquement stable. En effet, il est attractif (lim; oo ¢(¢;0,20) = Tmax) €t stable

: . o xmax($max*mo)6_a1maxt
puisque ¢(t; 0, o) —Tmax = 20+ (Tmax—z0 e~ amax?

£, ’¢(t; 0, $()) - iUmax| < Tmax % <e.

donc pour e > 0, si [2g — Zmax| <
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Pour cet exemple nous avons pu étudier la stabilité asymptotique & partir de
I'expression analytique des solutions. Cependant, pour une EDO (4.34) dont en
général on ne peut exprimer les solutions de fagon explicite, il serait important
de disposer de critéres permettant d’étudier la question de la stabilité sans avoir
a calculer les solutions : ce sont les résultats de la section 4.5 qui le permettent :
premiére méthode de Liapunov et seconde méthode de Liapunov (Théoréme
4.5.8) .

Stabilité d’équilibres : Résultats élémentaires

Les premiers travaux sur la stabilité ne retenaient des EDO que leur approxi-
mation linéaire du premier ordre. Il fallut attendre quelques années pour que H.
Poincaré et A.M. Liapunov justifient et étendent les propriétés locales déduites
du modéle linéarisé. L’un des résultats principaux est la premiére méthode de
Liapunov (voir Théoréme 4.5.10) : si Porigine est uniformément asymptotique-
ment stable pour le linéarisé alors il est localement uniformément asymptoti-
quement stable pour le systéme non linéaire. Cependant elle ne donne aucun
renseignement quantitatif sur le domaine de conditions initiales conduisant &
la stabilité asymptotique. Cette lacune fiit contournée par I'introduction des cé-
lebres fonctions de Liapunov : ¢’est la seconde méthode de Liapunov. D’une part,
les fonctions de Liapunov sont analogues & des distances entre I’état du systéme
le long de sa trajectoire et l’ensemble ou la trajectoire étudiée (point d’équi-
libre, etc... qui traduit une configuration d’énergie minimale). D’autre part, ces
fonctions ont une relation directe avec la physique des systémes puisque trés
souvent elles ne sont rien de plus que 'expression de I’énergie totale du systéme
qui, s’il est dissipatif, décroit au cours du temps afin que le systéme rejoigne une
configuration a énergie minimale (s’il n’y a pas d’apport d’énergie).

Par exemple, le pendule pesant dont un modéle est donné par

b= —#9 - %sin(@), (4.46)
(I,m,g,d positifs), a deux équilibres : la position haute et basse. Il est bien
connue que seule la position basse est stable : elle correspond a une configuration
a énergie minimale (Energie potentielle nulle si on prend cette position basse
comme référence). En effet, I'énergie totale du systéme est :

. 1 .
V(6,0) = §mz?92 + mgl(1 — cos(h)), (4.47)

(notons que V(8 = 0,6 = 0) = 0 et que V(6,8) > 0 pour (6,6) # (0,0)); ce qui
conduit &

dV 5 . . . .

— =m0 %sin(@))@ + mglsin(0)8 = —562 < 0, (4.48)
ce qui montre que ’énergie du systéme décroit au cours du temps : le systéme
tend & rejoindre une configuration a énergie minimale.
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Résultat de stabilité pour un systéme linéaire

Pour un modéle linéaire (4.32), les solutions sont données par (4.33), ainsi
le comportement des trajectoires est entiérement conditionné par les dilatations
et contractions engendrées par I’exponentielle de la matrice A ; on en déduit :

Théoréme 4.5.2. Soit A € M, (R), de spectre 0(A) = {\i € C,i=1,...,r <
n:det(AId —A) =0 et \j # A\j pour i # j} et v (N;) le plus petit entier tel que
ker (A\Id — AP = ker(A\Id — A)YN) | (i=1,...,r) :
1. 3N € a(A) : Re(Ni) > 0 alors limy_ 4 ||exp(At)|| = 400 et Uorigine de
(4.32) est instable,
2. 3N € o(A) : Re(N;) =0 et v (\;) > 1 alors limy— 4 ||exp(At)|| = +o0 et
Vorigine de (4.32) est instable,
3. Re(Ni)) < 0,7 =1,...,(r—1) et Re(\;) = 0 avec v(\;)) = 1 alors
llexp(At)|| < 400 et Uorigine de (4.32) est stable mais pas attractive,
4. Vi € a(A) : Re(N;) < 0 alors lim_ 4 ||lexp(At)|| = 0 et Uorigine de
(4.32) est asymptotiquement stable. [ |

Démonstration. Cela découle de la décomposition sous forme de Jordan de la
matrice A : il existe une matrice réguliére P telle que

N1 0 0
0 - o

A=PJP J =diag(J(N)), J(Ni) = | , (4.49)
0 - 0 N\

d’ot exp(At) = Pexp(Jt)P~! avec exp(Jt) = diag(exp(J(\;)t)) et

2 t(k=1)
Lot o oo
0 .. - 2
exp(J(\i)t) = exp(N\it) | 2 : (4.50)
Do Tt
0 --- 0 1
les différents résultats en découlent tout naturellement. O

On en déduit la condition nécessaire et suffisante pour que lorigine soit
asymptotiquement stable pour un systéme linéaire autonome :

Corollaire 4.5.1. L’origine de (4.32) est asymptotiquement stable < V\; €
o(A) : Re(\;) < 0. [ |
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Corollaire 4.5.2. Si le polynome caractéristique de A est de la forme wa(z) =
x"+2?:_01 a;xt, alors une condition nécessaire de stabilité de l’origine de (4.52)
est que les a; soient tous positifs. ]

Démonstration. Si un a; < 0, cela signifie qu’au moins un produit de valeurs
propres est négatif donc qu’au moins deux valeurs propres sont de signes con-
traires. O

Structure locale des solutions au voisinage d’un point d’équilibre

Pour les points d’équilibre hyperboliques, les résultats suivants permettent
d’éclaircir le comportement local des solutions de (4.34).

Théoréme 4.5.3 (de Hartman-Grobman, 1964). Si la jacobienne Jy(z.) = A
au point d’équilibre x. n’a pas de valeur propre purement imaginaire ou nulle
(0c(A) = 0), alors il existe un homéomorphisme h défini dans un voisinage
V(x.) de e, envoyant localement les orbites du flot linéaire vers celles du flot
non linéaire <I>§ de (4.34). De plus, h préserve le sens de parcours des orbites et
peut étre choisi de fagon a préserver la paramétrisation du temps.

A partir du voisinage V(z.) ot h est défini, on construit les variétés locales
stable et instable :

Wiee s(xe) = {x € V(ze) : tggloo q)g(a:) = 2, et @;(az) € V(x.),Vt > 0},
Wiee i(xe) = {z € V() : tl}r_noo @;(az) =z, et @;(:c) € V(z.), vt > 0},

a partir desquelles on définit les variétés stable et instable (relatives a z.) :

Ws(xe) = UtZO(I)g(VVZOC 5(33@)),
‘/Vi(xe) = UtSO(I)Z(VVloc i(xe))'

Ces notions de variétés stable et instable exhibent donc des solutions de
(4.34) qui sont respectivement << contractantes »> et << dilatantes »>. Les variétés
Ws(x.), Wi(xe) sont les images par h des sous-espaces correspondants sur le
linéarisé : Wy(ze) = h[Es(Jy(ze))], Wi(xe) = h[E;(Jg(xe))]-

Théoréme 4.5.4 (de la variété stable). Si (4.34) a un point d’équilibre hyper-
bolique x., alors il existe Ws(x) et Wi(x.) :

1. de dimension ns et n; identiques a celles des espaces Es(Jg(x.)) et
Ei(Jg(xe)) du systeme linéarisé (avec A = Jg(xe)),

2. tangentes a Es(Jg(xe)) et a Ei(Jy(ze)) en e,
3. invariantes par le flot <I>§.
De plus, Ws(ze) et Wi(ze) sont des variétés aussi réguliéres que g (de méme

classe r que g € C"(R™)).
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Dans le cas, dit critique, de points non hyperboliques (dégénérés), il a été
montré le résultat suivant (voir [15] p. 127).

Théoréme 4.5.5 (de la variété centre). (Kalley, 1967) Soit g un champ de
vecteurs de classe C"(R™), admettant un point d’équilibre dégénéré x.. Soit A =
Jg(xe). Alors, il existe :

1. Wy(xe) et Wi(ze) des variétés invariantes dites respectivement stable et
instable de classe C", tangentes a Es(Jy(xe)) et a Ei(Jg(xe)) en xe ;

2. We(ze) une variété centre de classe CU~Y tangente a Eo(Jy(ze)) en ae.

Les variétés Wy(x.), Wi(ze) et We(ze) sont toutes invariantes par le flot <I>tg
et de méme dimension que les sous-espaces correspondants du systéme linéarisé
(Es(Jg(xe)), Ei(Jg(xe)) et Ec(Jg(ze))). Les variétés stable Wy(z.) et instable

Wi(ze) sont uniques, alors que We(x.) ne Uest pas forcément.

Cependant, de fagon pratique, il est délicat d’obtenir ces variétés, méme de
fagon numérique : souvent, le seul recours pour la détermination d’une variété
centre est de faire un développement en série de Taylor de We(z.) au voisinage
du point dégénéré x. : cette méthode est connue depuis longtemps puisque A.M.
Liapounov I’a utilisée en 1892 pour étudier les << cas critiques »> [24].

Pour des raisons de simplification, on effectue un changement de coordonnées
sur le systéme initial (4.34) pour se ramener au cas ou le point d’équilibre est
Iorigine. On va regarder ce qui se passe dans le cas le plus intéressant en pratique,
c’est-a-dire W;(0) vide. Le théoréme de la variété centre nous dit que le systéme
initial (4.34) est topologiquement équivalent & :

d;tc = Az + g1 (SU),
s = Asts + go(),

avec A. de dimension n. correspondant & E.(J4(0)) et qui a donc toutes ses
valeurs propres a partie réelle nulle. Ag est de dimension ng correspondant a
E4(J4(0)), donc asymptotiquement stable. On peut exprimer W, (0) sous la forme
d’une hypersurface :

We(0) = {(z¢, xs) € R™ x R™ : 2y = k(x.)}.

De plus, on sait que W,(0) contient 0 (donc k(0) = 0) et, en ce point, est tangent
a E.(J4(0)) (donc Ji(0) =0). On a :

Ty = k(l‘c) = % = Jk(xc)%7
donc :
Aszs + go(xe, k(2e)) = Jp(ze) (Acze + 91 (20, k(20))) (4.51)
k(0) =0, J(0) = 0. (4.52)
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On étudie la projection du champ de vecteurs de xs = k(x.) sur E.(J4(0)) :
dz.
dt

en tenant compte de (4.51) et de (4.52). Ce qui nous conduit au théoréme suivant
(voir [15] p. 131).

= Acxe + g1(xe, k(x.)), (4.53)

Théoréme 4.5.6 (de Henry et Carr, 1981). Si :
1. W;(0) est vide,

2. Uéquilibre xee = 0 de (4.53) est localement asymptotiquement stable (res-
pectivement instable),

alors Uéquilibre x. de (4.34) est asymptotiquement stable (respectivement in-

stable).

La résolution de (4.53) étant en général impossible, le théoréme suivant [15]
permet d’étudier la stabilité locale de 1’équilibre z.. = 0 par approximation de
k.

Théoréme 4.5.7 (de Henry et Carr, 1981). Sl existe ¢ : R™ — R™ avec
¥(0) =0 et Jy(0) = 0, telle que, lorsque x — 0 :

Jp(xe)[Ace + g1(xe, V()] — Asth(xe) — g2(xe, Y(xe)) = o(2"), r > 1, (4.54)
alors h(z.) = Y¥(x:) + o(x"), lorsque x — 0.

Cette technique permet, dans beaucoup de cas, de conclure sur la stabilité
asymptotique d’un équilibre dégénéré.

Exemple 4.5.7. Soit le systéme différentiel (z,y) € R? :

d
d—j = —2? + 2, (4.55)
dy _ 2
P y+a.
On a
—2r+4+y =z
‘]g(xay) = 9
2z -1

et le systéme présente deux points d’équilibre :

0 0 0
2ol = , dégénere, Jy(ze1) = )
0 0 —1
-1 1
Zeo = y instable, Jg(ZQQ) =
1 2 -1
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Pour l'origine, les valeurs propres associées a la jacobienne sont 0 et —1 (on
a A. = 0,As = —1). On cherche alors la variété centre associée a ce point
d’équilibre par son développement & I'ordre 3 : k(z) = ax?+ bz +o(z?), puisque
k(0) = Jx(0) = 0. Ce développement doit vérifier (4.54), donc :

[2az + 3bx? + o(z?)|[~2? + (az® + bz + o(z))] = [(1 — a)z* — ba® + o(x?)],

et, en égalant les termes de méme degrés, on obtient a = 1,b = 2, soit : k(z) =
22+ 223 + o(23). Donc (4.53) devient & = —x2 + 2% + o(23) et le théoréme 4.5.6
permet de conclure & l'instabilité 'origine. Remarquons que le méme résultat
peut étre obtenu plus intuitivement et sans trop de calcul, en notant que la
seconde ligne (en y) de (4.55) converge beaucoup plus vite (exponentiellement)
que la premiére (en z) : on peut donc considérer qu’aprés un transitoire, % =
0 = —y + 22, soit y = 22 : on retrouve la variété centre k(z) = 22 + o(z?).

Exemple 4.5.8. Soit le systéme différentiel :

dt_ y7
d?/_ 2
E_ Yy x,

avec (z,y) € R2. Llorigine est le seul point d’équilibre. Les valeurs propres
associées a la jacobienne sont 0 et —1. Un développement a l'ordre 3 de k(x)
est —x2 + o(x3). Le théoréme 4.5.6 nous permet de conclure que I'origine est
asymptotiquement stable (mais non exponentiellement stable).

Remarque 4.5.1. Il existe une fagon rapide de traiter ces deux exemples : au

voisinage de l'origine, y converge exponentiellement, donc << infinement plus

rapidement »> que x ne le ferait. On en déduit que % s’annule << infiniement >>

plus vite que % soit, pour I'exemple 4.5.7, y = 22, qui reporté dans Z—f = 224y
donne bien I’équation approchée ‘fl—f = —22 + 23. De méme, l'exemple 4.5.8
conduit, quand ¢ — oo, & avoir y — —x2, donc ‘fl—f = —z3.

Méthodes de Liapunov

Comme nous ’avons vu en introduction dans cette section, les fonctions de
Liapunov permettent de suivre I’évolution temporelle de I’état du systéme.

Définition 4.5.7. Une fonction V. : O C R™— R, ou O est un ouvert de
R™ contenant I’équilibre x¢qy, est dite de Liapunov pour un équilibre zeq, ssi
elle est continue, définie positive (i.e. V(z) = 0 & & = z¢qu et V(O) C Ry)
et posséde une dérivée. Une fonction de Liapunov est dite radialement non
bornée si lim| ;| ;o0 V(7) = +00.

Par exemple, pour le pendule pesant (4.6), la fonction définie par (4.47) est
bien une fonction de Liapunov radialement non bornée pour 'origine.
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I est alors concevable d’en conclure que si V' décroit le long des trajectoires
alors V' va rejoindre un minimum qui correspond a ce que l’état ait rejoint
I’équilibre : c’est ce que traduisent les résultats qui suivent.

Théoréme 4.5.8. Soit ’EDO (4.34), O un ouvert de R™ contenant l’origine,
V : O — Ry de classe C! telle que V() = 0 < o = 0 et les conditions
suivantes C1) 4 (434) = %—Zg(x) <0,VzxeO, C2) %—Zg(x) =0 2x=009
C1) est vraie alors lorigine de (4.34) est localement stable. Si C1 et C2) sont
vraies alors Uorigine de (4.34) est localement asymptotiquement stable. Si dans
les deux résultats précédents, O = R™ et V est radialement non bornée alors
les conclusions sont globales, en particulier pour le second résultat on pourra

conclure que lorigine de (4.34) est globalement asymptotiquement stable. |

Démonstration. Soit O C O un ouvert de 'origine et C un compact C O (conte-
nant O) alors C N (O\O) est compact et V' étant continue elle y atteint un
minimum €pip : Ve, C O, Ve = {x € O : V(z) < ¢e}. De plus % < 0 donc
si xg € Ve @ ¢(t;t0,x0) € Vz : origine est donc stable. Sur V; . C O compact,
V (t) est décroissante minorée par 0, donc elle admet une limite I < epin. Sil >0
et € > 0 alors V. est compact (C O pour ¢ suffisamment petit) donc V étant
continue elle admet un maximum —m. Soit xg € Vi1, ¢(¢;to, zo) € Veuy

t—o0 —00

lim V(¢(t;t0,z0)) =1 = V(zo) + /000 V(t)dt < V(zg) — mtlim (t) < 0. (4.56)

D’oit la contradiction. Le dernier point en découle. O

Exemple 4.5.9. Si on considére (4.36) dans laquelle le second membre de 'EDO
est remplacé par son opposé, alors en prenant V(z) = %(w% + 22) on obtient
V = (23 4+ 23 — 1)(2? + 23), on en conclut que l'origine est localement asympto-
tiquement stable.

Pour un systéme linéaire (4.32), on déduit du Théoréme 4.5.8 et d’un autre
résultat permettant de montrer sous certaines conditions (ici vérifiées) la réci-
proque du Théoréme 4.5.8, le résultat suivant

Théoréme 4.5.9. Soit Q une matrice symétrique définie positive quelconque.
L'origine de & = Axz,z € R", est globalement asymptotiquement stable ssi il
existe P une matrice symétrique définie positive solution de I’équation de Lia-
PUNOV

PA+ ATP = —Q. (4.57)

Dans ce cas, V. = xT Px est une fonction de Liapunov radialement non bornée

analytique telle que %’(4.32) = %—ZA:U est définie négative. |

A partir duquel on déduit :
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Théoréme 4.5.10. Soit le systéme (4.34) tel que g(0) = 0, en notant A =
Jg(0) : s’il existe P une matrice symétrique définie positive solution de (4.57)
pour QQ une matrice symétrique définie positive donnée, alors l'origine de (4.54)
est localement asymptotiquement stable. Cela signifie que si ’origine est asymp-
totiquement stable (respectivement instable) pour le systéme & = Jo(0)x (dit
linéarisé) alors il en est de méme pour le systéme initial (4.34). [ |

Démonstration. Soit V = 2T Pz, puisque g(z) = Az + o(||z||) on en déduit
%—‘;g(x) = —27Qz+0(||z||*). Pour & < Amin(Q) donné, on peut trouver une boule
de centre Porigine telle que o||z||*) < e||z||* donc sur cette boule %—‘;g(x) <
(6 — Amin(Q)) ||lz||* < 0. Le Théoréme 4.5.8 permet de conclure. O

Exemple 4.5.10. Soit le systéme

T =y,
§=—x—x° 4y — 2. (4.58)
L’origine est un équilibre,
0 1 5
A= Jy(0) = yma(r) = (z+1)7
-1 -2
1 1
PA+ATP=—-1,P="
2\ 11

On en déduit que l'origine de (4.58) est asymptotiquement stable.

Principe d’invariance La Salle

Pour un pendule pesant amorti (4.46), la fonction (4.47) a pour dérivée
(4.48), permettant seulement de conclure que 'origine est globalement stable.
Cependant, nous savons que la position basse est aussi attractive : le pendule
tend & rejoindre cette position sous 'effet d’une dissipation d’énergie par frotte-
ment. Pour le prouver mathématiquement, il nous faut une nouvelle fonction de
Liapounov : c’est le principe d’invariance de La Salle qui nous permettra (sans
changer de fonction de Liapounov) d’aboutir au résultat. Avant de donner ce
résultat, examinons de plus prés ’exemple du pendule pesant amorti. En posant
x = (x1,22)7 = (0,0)T, (4.46) devient :

Ty = T,
. 5 .
Tg = —Smxg — §sin(zy),
et (4.47) donne % = —6x3. Or, nous savons que V décroit sauf lorsque xo reste

identiquement nulle (car V' = 0). Mais, dans ce cas, @2(t) reste identiquement
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T =g(zx),r € R"

Sey={x € R":g9(x)=0 et f loc.Lip.}

N
Test Hyperbolicité

Tei € Seq
o; = spectre (J,(z.;))

Point Non Hyperb.
Fonct. de Liapunov
(Théoréme 6)

Point Hyperbolique
/| Etude du Linéarisé
/| (Théoreme 3 et 8)

" lére Méthode
», de Liapunov

Instable

Voui

Asymptotiquement
Stable

FiG. 4.10: Méthodologie

nulle, ce qui implique que sin(z1) aussi. Ainsi V(¢) ne peut rejoindre sa valeur
de repos (lorsque V= 0) que si le pendule est au repos en position basse z = 0
(si on démarre d'une position dans 'ensemble C = {z : V(z) < 2mgl} qui
est positivement invariant et qui contient le segment {2 = 0,|z1] < 7}). Ce
raisonnement, qui consiste & ne retenir, parmi les états annulant V, que ceux
qui sont invariants, est formalisé dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.5.11 (Principe d’invariance de La Salle). Soit I’EDO (4.34), C C
R™ un ensemble compact positivement invariant et V. : C C R" — R (non
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nécessairement définie positive) de classe C' telle que Yo € C : V(z) < 0
(négative mais non nécessairement définie). Alors toute solution initialisée dans
C converge asymptotiquement vers I le plus grand ensemble invariant inclus

dans {x € Q : V(z) = 0}.

Démonstration : soit g € C. Il faut montrer que Qy(zg) CI(IC {z € C:
V(z) =0} C C). C étant invariant, Q,(z) C C (car V¢ : P! (z) € C). V(z) <0
sur C donc V' décroissante minorée (V' étant continue et C compact elle admet
un maximum et un minimum voir [27| chapitre 1) donc convergente vers une
limite [ : limg .o V(P (20)) =, d’ot Va: € Qy(xp) : V(x) =1, donc V(@g(x)) =
limg, o0 V(P4 (20)) = 1. On aainsi V = 0, d'ot Qy(z0) C {x € C: V(x) = 0}.
De plus, cet ensemble est invariant, donc Qg4 (xp) C I. Finalement, ®(zo) étant
bornée, @, (xq) converge vers Q(z) C I. ]

Corollaire 4.5.3. Si, dans (4.34), g est analytique, alorsI = {0} < {ESV(&;) =
0,k € N} = {0} (I étant défini dans le théoréme 4.5.11).

Théorémes réciproques

Nous venons de donner des conditions suffisantes de stabilité (asymptotique
ou non, globale ou locale) : il reste & savoir §'il existe des conditions nécessaires.
Les théorémes réciproques suivants donnent des réponses partielles.

Théoréme 4.5.12. [22] Soit ’'EDO (4.11), avec f de classe Ct et de jacobienne
bornée uniformement en t sur un compact contenant l'origine. Si l'origine est
un point d’équilibre localement (respectivement globalement) exponentiellement
stable, alors il existe un ouvert O de R™ contenant l'origine (respectivement
O = R"), une fonction V : [tg,c0[xO — R, de classe C' et quatre constantes
w; >0 (i € {1,...,4}) telles que pour tout (t,x) € [tg,c0[xO :

wi [|z]* < V(ta) < ws 2],

dVv oV (t2) + oV < w ”xHQ
>~ 3 )
dt (4.34) T oz ot
@i<wﬂﬂ
or|| = 1 '

De méme, il existe o; quatre KC—fonctions telles que pour tout (t,x) € [tg, 0o[xO :

ar (=) < V(E,z) < az ([l]),

dV oV ov
<
= S f(t ) + S < —ag (Jla])

Si f est autonome (c’est-a-dire si on considere une EDO du type (4.34)), alors
V' peut étre choisie indépendante du temps (V =V (z)).

(4 34)

] < au (|2l
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Théoréme 4.5.13. [16, 17] Soit 'EDO (4.11), avec f de classe C'. Si l'origine
est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable, alors il existe
un ouvert O de R™ contenant lorigine et une fonction V' : [tg,00[xO — Ry
de classe C', définie positive, convergeant uniformément en t vers zéro avec
la norme de x et telle que sa dérivée soit définie négative. Si f est autonome
(c¢’est-a-dire si on considére une EDO du type (4.34)), alors V peut étre choisie
indépendante du temps (V =V (x)).

Théorémes d’instabilité

Il existe de nombreux résultats donant des conditions suffisantes d’instabilité
[16, 17].

Théoréme 4.5.14 (de Liapounov). Soit ’EDO (4.11), admettant l’origine pour
équilibre. S’il existe un ouvert O de R™ contenant 'origine et une fonction V :
[to, 00[xO — R, (t,z) — V(t,x), continue et convergeant uniformément en t
vers zéro avec la norme de x et s’il existe un domaine non vide D contenant
lorigine et sur lequel on a V (t,x) < 0 et V(t,2) <0, alors l'origine est instable.

Exemple 4.5.11. Reprenons le modéle de Van der Pol (4.41) : I’équilibre z = 0
est instable pour 1 > 0. En effet, en prenant V(z) = —(2? + 23), on obtient
V = —223(u — x3) et le théoréme 4.5.14 permet de conclure.

Corollaire 4.5.4 (de Liapounov). Soit I’EDO (4.34), admettant l’origine pour
équilibre. S’il existe une fonction V' continue dont la dérivée est définie négative
et si V(x) est définie négative ou indéfinie en signe, alors l'origine est instable.

Exemple 4.5.12. Reprenons (4.1) : I'équilibre z = 0 est instable. En effet,
en prenant V(z) = —22, on obtient V = —2az?(Tmax — ) < 0 si z # 0. Le
corollaire 4.5.4 permet de conclure.

Un résultat plus général est dit & N.G. Chetaev.

Théoréme 4.5.15 (de Chetaev). Soit 'EDO (4.11), admettant l’origine pour
équilibre. S7il existe un ouvert O de R™ contenant l'origine et une fonction V :
[tg, 00[xO — R, (t,x) — V(t,z) de classe C* telle que :

1. Ye > 0,3z € B.(0) : V(t,x) < 0,Vt >ty (on note U ’ensemble des points
x pour lesquels V (t,z) < 0,Vt > tg),

2. V(t,x) est minorée sur U un sous-domaine de U,

3. surld’, dv(t,z)

i < 0 (en particulier, il existe o une KC—fonction telle

(4.11)
< —a(|V(t,z)]) <0),

(4.11)

dV (t,z)

que dt

alors l'origine est instable.
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Exemple 4.5.13. Soit 'EDO :
&=+
g =azy*+y°

L’origine est un point d’équilbre instable. En effet, prenons V(z,y) = 1 (22 —y?)
et le domaine U défini par U = {(z,y) e R? : —y <z <youy <z < —y}
(V(z) < 0). En définissant U’ = U N B-(0), V est minorée par —% et V =
(z*—y*) < OsurU’. Le théoréme 4.5.15 permet alors de conclure a I'instabilité de
Iorigine. Notons enfin qu’en ce point, la jacobienne est nulle, ainsi les théorémes
4.5.4 et 4.5.5 ne nous permettent pas de conclure.

Remarque 4.5.2. Ces résultats peuvent étre facilement adaptés a la stabilité
d’un ensemble A. Enfin, on peut énoncer ces résultats de facon duale en rem-
placant << définie négative »» par << définie positive »»> et réciproquement.

Extensions vectorielles

Plus le systéme est complexe et de grande dimension et plus la construction
de fonctions de Liapounov devient << délicate »>>. Face a ce genre de difficulté,
il est d’usage :

R1) d’accepter de perdre un peu d’information pour se ramener & un pro-
bléme connexe plus simple (c¢’est sur ce principe qu’est basé la premiére méthode
de Liapounov, dite du linéarisé local) ;

R2) de décomposer le probléme pour en comprendre plus facilement les par-
ties constituantes, puis le re-composer (préceptes de Descartes).

Pour analyser un modéle de grande dimension, on peut ainsi tenter de le
décomposer en plusieurs sous-systémes de complexité et de dimension moindres.
Les procédés R1 et R2 sont illustrés respectivement par les exemples 4.5.14 et
4.5.15.

Exemple 4.5.14. Soit le modéle :

d
ch —2(—2+sin(t) +z), teR, zeR (4.59)
En introduisant la variable z = sign(x)x, on obtient!? :
dz . .
i 22(—2 +sin(t) + z), six # 0, (4.60)
d
d% <22(—1+2), (4.61)
0<2(t) < “0 (4.62)

~ 20+ (1 — 20) exp(2(t — to))’

13Etant donné que la dérivée de la fonction signe au point = 0 n’est pas définie au sens
classique, nous exclurons ce cas pour la suite (z # 0). En fait, en utilisant une notion plus
générale du gradient ou de la dérivée (voir [7, 27]), nous pourrions obtenir directement un
résultat similaire a celui qui suit.
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et il est alors évident que I’équilibre x = 0 de (4.59) est exponentiellement stable.
Une estimation de Dg.(0) est | — oo, 1[. Par ailleurs, (4.62) reste valable pour
x = 0.

Dans cet exemple 4.5.14, nous avons utilisé de fagon implicite la notion de
systéme majorant (SM) : en effet, les solutions de (4.61) sont majorées par
celles de 'EDO : % = 2y(—1+y) (pour des conditions initiales identiques). De
tels systémes majorants présentent les propriétés suivantes :

— leurs solutions permettent d’obtenir une estimation des comportements du

systéme initial ;

— ils peuvent inférer une propriété qualitative P pour le systéme initial et,
dans ce cas, le SM sera dit systéme de comparaison (SC) pour la
propriété P : c’est le cas dans 'exemple 4.5.14 oul % =2y(—14y) est un
SC pour la propriété P de stabilité exponentielle pour le systéme (4.61) ;

— ils peuvent ne plus dépendre du temps ni d’éventuelles perturbations af-
fectant le systéme initial, ce qui permet de simplifier I’étude de leurs solu-
tions ;

— ils peuvent étre de dimension réduite par rapport a celle du systéme initial
(voir exemple 4.5.15).

Afin de formuler les concepts de SM et de SC, considérons les systémes :

&= f(t,z), =eR" (4.63)
=g(t,z), zeR" (4.64)

nous avons alors les définitions suivantes.

Définition 4.5.8. (4.64) est un systéme majorant (SM) de (4.63) sur O C
R™ si :

V(zo1,z02) € 0%+ T = T3 (to, wo1) N Laea)(to, wo2) # {to},
T2 > xo1 = 2(t;to, vo2) > x(t;to, zo1), Vt € L.
De ce concept, nous pouvons déduire certaines propriétés qualitatives pour
les solutions positives. Par exemple si z(t;tg, zo2) > x(t;to,zo1) > 0 et si les

solutions z(t; to, xo2) (pas forcément uniques) convergent vers l'origine, alors il
en est de méme pour les solutions z(t; tg, zo1).

Définition 4.5.9. (4.64) est un systéme de comparaison (SC) de (4.63)
pour la propriété P si [P vraie pour (4.64) = P vraie pour (4.63)].

Exemple 4.5.15. Pour le systéme :

d —2 +sint + (22 + 22 —sint
@ _ 1@ 2) z, t € R,z € R?
dt sint —2 4 sint + L(22 + a32)

(4.65)
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la variable v = (2% 4 23), est solution de :

d

d—z =2u(—2+sint+v), teRveR,.

Ainsi, a I’aide de 'exemple 4.5.14, nous pouvons conclure que 'origine de (4.65)
est exponentiellement stable et qu'une estimation de son domaine de stabilité
exponentielle est {x € R? : (2% + 23) < 4}.

L’analyse de ’exemple 4.5.15 nous permet de constater que 'utilisation de
la fonction de Liapounov v permet de réduire la dimension de 'EDO étudiée,
tout en conduisant & des conclusions significatives quant aux comportements
des solutions de ’EDO initiale. Cette réduction de dimension entraine une perte
d’information sur les comportements liés au systéme initial. Il semble donc inté-
ressant de réduire cette perte en utilisant non pas une seule fonction candidate
& Liapounov, mais plusieurs fonctions regroupées dans un vecteur qui conduira
a une fonction vectorielle de Liapounov (FVL), en espérant que chacune
d’elle apportera des informations provenant de différentes parties du systéme
initial.

Définition 4.5.10. V est une fonction vectorielle a Liapounov (FVCL)
si:

V:R" - RF,

V() = [v(2),. .., )T,
ot les fonctions v;(z) sont continues, semi-définies positives et telles que [V (z) =
0< z=0].
Exemple 4.5.16. V : R? — R%, z — V(z) = [z} + 23, (v2 — 23)* + 23]7 est
une FVCL, alors que V' : z — [(z1 + 22)%, (z2 — 23)?]7 n’en est pas une.

Les normes vectorielles [2, 4, 14, 25, 26| consituent un cas particulier de
FVCL, présentant ’avantage de permettre une construction systématique du
systéme majorant. En particulier, en décomposant R™ en une somme directe :

k

R" = @E (4.66)

avec E; sous-espace de R", dim(E;) = n; (isomorphe a R™), on construit des
normes << au sens usuel »> p;(z};) sur E; avec z;) = Pr;(z) la projection de x sur
E;. Ces différentes normes, regroupées dans un vecteur, permettent de définir
une norme vectorielle réguliére ™ :

P:R" - Rk,
T P(x) = [p1(zp), . - ,pk(:c[k])]T

45i Ja somme dans (4.66) n’est pas directe, alors P est une norme vectorielle non réguliére
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Ainsi, en décomposant (de fagon non unique) le champ de vecteurs f suivant :
f(t,x,d) = A(t,z,d)x + b(t, z,d),

avec d un vecteur traduisant des incertitudes de modéle ou des perturbations,
on obtient :

DYP(z) < M()P(x) +q(.), (4.67)

av?c)];.) :k(t,x,d), ]\g(f? = {m;;(.)} une matrice (k x k) et ¢(.) = [q1(.),. ..,
qr(.)]* un k-vecteur, définis par :

O~ JErad pilug)T Pri AQ) Prj wy
mi;(.) = = { p;(ug) } ; (4.68)
gi(-) = |(grad p;(w))" Prib(.)] . (4:69)

Pour certaines normes de Holder , les expressions formelles de (4.68) et
(4.69) peuvent aisément étre obtenues [4, 14, 25, 26]. Par exemple, si P(z) =
[|1],. .., |za]]T, alors M est la matrice A dont les éléments hors-diagonaux sont
remplacés par leur valeur absolue (soit m;;(.) = |ai;| si ¢ # j et my(.) = ay) et
q=1b1],--.,|ba]]". La fonction M(.)z + q(.)'® est quasi-monotone non décrois-
sante en z. De plus, on peut toujours trouver g(z) = M (2)z+q(z) > M(.)z+q(.),
qui soit quasi-monotone non décroissante en z (au moins localement). Ainsi, le
théoréme 4.3.6 permet de conclure que :

2= M(z)z+q(z), (4.70)

est un SM de (4.67). Ce qui conduit & divers résultats [25, 26], en particulier le
suivant.

Théoréme 4.5.16. Considérons une des propriétés P définies aux paragraphes
4.5, 4.5, 4.5, par exemple : stabilité, attractivité, stabilité asymptotique, etc. Sous
les hypothéses conduisant & la construction de (4.70), pour lequel z. est un point
d’équilibre positif de propriété P et ayant un domaine non vide associé Dp(ze),
alors A = {x € R" : P(z) < z.} a la propriété P, de domaine Dp(A) = {x €
R™: P(z) € Dp(z.)}-

Exemple 4.5.17. Soit le modéle :
T, = (1 - l‘% — 1’%)1’1 + dlg(t)l'g,

iy = (1 — x§ — 23)2a + doy (t)x1, (4.71)
|di; (t)] < 1,Vt € R,

5ainsi que Mz + ¢, avec la matrice M (respectivement le vecteur q) constituée des suprema

sur (t,z,d) des coefficients de la matrice M(.) définie par (4.68) (respectivement du vecteur
q(.) défini par (4.69))
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ot les fonctions d;; sont continues par morceaux. Pour la norme vectorielle ré-

guliére P(z) = [|z1|, |z2|]7, on obtient :
byt < [ (P 3@ 1 .
1 (1= pi(z) — p3(2))

auquel on associe le SM suivant :

1—-27 1

1 1-22

(g est quasi-monotone non décroissante) ayant pour point d’équilibre positif :

1
Ze =V2 , (4.72)
1
1
permettant de conclure que A = { z € R": P(z) < /2 est globale-

ment asymptotiquement stable.

Enfin, notons que cette démarche peut étre étendue au cas de matrices de
fonctions de Liapounov [10].

4.6 Exercices

Comportements linéaires

Exercice 4.6.1. Déterminer le comportement des solutions des EDO suivantes :

t=ux,veR", (4.73)
= —2x,x € R", (4.74)
; j_zj’_ . (2,y) € R?, (4.75)
_i_HyQ’ (z,y) €R?, (4.76)
y=—x—2y
i"_: TR ey e R (4.77)
y=-r+y
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1 -2 0

t=]2 0 -1 |z,x€R> (notal est valeur propre) (4.78)
4 -2 -1
0 1 0

= 0 0 1 z,z € R3, (nota — 1 est valeur propre) (4.79)
-6 —11 —6

Solution 4.6.1. Pour ces équations © = Ax, si A est inversible il n’y a qu’un
seul point d’équilibre qui est l’origine sinon tout vecteur du noyau de A {y € R"
tq Ay = 0} est un équilibre. Enfin le comportement (cf. Théoréme du cours)
est entiérement déterminé par les parties réelles des valeurs propres de la ma-
trice A. Pour (4.73), A = Id donc il n’y a qu’un seul équilibre instable puisque
1 est une valeur propre positive (elle est d’ordre n). Pour (4.7}), A = —2Id
donc il n’y a qu’un seul équilibre asymptotiquement stable puisque toute les va-
leurs propres sont égales 4 —2 donc a parties réelles négatives. Pour (4.75),
A= 02 11 , dont les valeurs propres sont —% + %Z\ﬁ, —% — %z\ﬁ donc

il 0’y a qu’un seul équilibre asymptotiquement stable puisque les valeur propres

sont & parties réelles négatives. Pour (4.76), A = , dont les va-
-1 -2
leurs propres sont %\/5 — %, —% — %\/5 donc il n’y a qu’un seul équilibre instable
, o -1 2
puisque une des valeurs propres est positive. Pour (4.77), A = ,
-1 1

dont les valeurs propres sont i,—i donc il n’y a qu’un seul équilibre stable (les
espaces propres associ€ auxr valeurs propres a parties réelles nulles sont tous les
deur de dimension un). En fait, les solutions sont des ellipses. Pour (4.78),

1 -2 0
A=1 2 0 —1 |, dont les valeurs propres sont 1, —% + %Z\/?, —% — %z\ﬁ
4 -2 -1
0 1 0
donc il n’y a qu’un seul équilibre instable. Pour (4.79), A = 0 0 1 |,
-6 —11 -6

dont les valeurs propres sont —1, —2, —3 donc il n’y a qu’un seul équilibre asymp-
totiquement stable.

196



4.6. Exercices

Equilibres

Exercice 4.6.2. Un pendule est constitué d’un fil de longueur [ comportant
une masse m en son extrémité :

dx g

— + =sin(z) =0,z € R. 4.80
Discuter de ’existence des solutions. Déterminer les points d’équilibre et leur
nature.

Solution 4.6.2. On pose x1 = x, x5 = &, le systéme devient :

T1 = o,
P , (4.81)
&y = —sin(z)

Le second membre étant Lipchitzien, il y a bien existence et unicité de solution
au PC (au moins localement). Donc les équilibres sont donnés par

Pour chacun de ces équilibres on peut étudier le comportement local des solu-
tions au voisinage de ces équilibres (x1 = km,xo = 0) a laide du systéme (dit
linéarisé : 2 = Az, A étant la Jacobienne du second membre de (4.81))

Z1 = 22,

22 = (_1)k+1%21

0 1
(_1)k+1% 0

dont le polynome caractéristique est m(A) = X2 + (—1)k% donc si k est impair

1l suffit de déterminer les valeurs propres de la matrice A =

les valeurs propres sont :I:ﬂ : une des valeurs propres étant positive [’équilibre

correspondant est intable (position haute). En ce qui concerne le cas k pair les
valeurs propres sont a parties réelle nulles : on ne peut pas conclure directement
mais en utilisant la fonction V(z) = 2m@? + mgl(1 — cos(z)) (Energie totale)
sa dérivée est nulle le long des solutions de (4.81). Au voisinages des équilibres
considérés V est définie positive et V nulle en utilisant le théoréeme 4.5.8 on

conclut a la stabilité (mais pas asymptotique).

Etude de propriétés qualitatives des solutions d’EDO

Exercice 4.6.3. Déterminer et classer les points d’équilibres (point hyperbo-
lique ou non) pour les systémes décrits par les équations suivantes. Si le point est
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hyperbolique on spécifiera s’il est asymptoétiquement stable, stable ou instable
selon les valeurs des parameétres () qui interviennent.

d
d;”t” = —|z|,z €R. (4.82)
d
ch =23z —1),7 €R. (4.83)
e d
Kf—f—gd—f—m—l—xnzo,xeR. (4.84)
> dz\ 2
d—tf +e (dj) + sin(z) = 0,2 € R. (4.85)
e d
ﬁf—i—sd—f(ﬁ—l)—kx:&xeﬂ%- (4.86)
d
di; =az(z—1),z €R. (4.87)
@ =2ly—1) (4.88)
W=yl +1)
dx
& =gzx(r—1
dtdy ( ) ) (489)
a =TTy
dzx
. (4.90)
Gt = 2x — 2y

Solution 4.6.3. Les résultats sont décrits dans le tableaw suivant :
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EDO Unicité des sol. équilibre Hyp. Val. Pr. Stab. As.
4.82 ? (pas Lipschitz 0 ? ¢ non
(-
0 non 0 out
(4.83) || oui (Lipschitz)
1 non 1 non
(.'1}' — O .'L' — 0) etiv 4—e?
(4.84) || oui (Lipschitz) ’ e! 2 el
—1.4=0 ety/e2—4(1—n)
(z=1,4=0) 5
(4.85) oui (Lipschitz) (z="%5,5=0) non (0,0) non
(4.86) || oui (Lipschitz) r=0,2=0) el edivi-e’ el
0 out -1 out
(4.87) out (Lipschitz)
1 ous 1 non
o , (x=0,y=0) out (—-1,1) non
(4.88) out (Lipschitz)
(r=-1y=1) non (1,—1) 72
o , (x =0,y =0) out (—-1,1) non
(4.89) out (Lipschitz)
(r=1y=-1) non (1,1) non
(4.90) || oui (Lipschitz) (x =0,y =0) non (0,-3) Stab.

Exercice 4.6.4. Une masse m attachée a 'extrémité verticale d’un ressort dont
le coefficient de rappel k(x + 2?) est non linéaire :

d’r  k 3
@—I—E(x—I—x):O,xeR (4.91)

Discuter de 'existence des solutions. Déterminer les points d’équilibres et leur
natures.

Solution 4.6.4. En posant x = x1,%& = xa , cette EDO devient
a'cl = I,
k 2
To=——[1+2z])x
2 m( + x7)x1

On en déduit ezistence et ['unicité des solutions au PC' (le second membre étant
C'). Du fait de l'unicité, les points d’équilibres sont les solutions de

i’1:1‘2=0

k 9
ro = —— (1 + =0
9 m( x7)T1
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il y a un seul point d’équilibre (x = 1 = & = x9 = 0) qui est dégénéré (non
hyperbolique) car

7 0 1
f =
k
mais stable : V = a2+ (22 +1a), V= —Epimy (L4 2?)+ 2220 (1 +22) =

0.

Exercice 4.6.5. Monter que le champ de vecteur associé a 1’équation différen-
tielle donnée ci-dessous est bien & valeurs dans l’espace tangent au cercle.

%=y - A

p mz+3y2 , (z,y) € cercle unité, (4.92)
@ =@y =Dy + 35

Y-a-t-il existence et unicité des solutions (discuter) ? Déterminer, pour g , zo et
yo donnés, U'intervalle de définition Z(to, zo, yo) des solutions passant par (zg, o)
a to. Expliciter les solutions. Indication : utiliser les coordonnées polaires.

Exercice 4.6.6. On considére
T = A(t)x. (4.93)
1. Montrer que les solutions forment une espace linéaire et que toute solu-
tion dépend linéairement de la condition initiale x(tg) = x¢. En déduire

'existence d’une matrice dite “résolvante” R(t,t¢) telle que x(¢,t0,z0) =
R(t,to)xo. Montrer qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

dR
o = AWR,
R(to, to) = Id,

R(t3,t1) = R(ts, t2)R(t2,11)
R est inversible et R™(t,t9) = R(to,1).

2. Montrer que si A(t) = Ay + A1(t) avec Ay ayant toute ses valeurs propres
a parties réelles strictement négatives et lim;_.o A1(t) = 0, alors l'origine
de (4.93) est asymptotiquement stable.

3. On suppose cette fois que A(t) est continue. Montrer que si A(t) et I'inté-
grale fti A(u)du ne commutent pas alors la résolvante R(t,ty) vérifie

R(t, 1) = exp ( /t:A(u)du> .
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Application : qu’en est-il pour A(t) = puis pour

Alt) = cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)

Exercice 4.6.7. Pour une machine a vapeur, w la vitesse de rotation est liée a

C;—(;j = kcos(p +0) — F,
d2—¢ :wQSingpcosgD—gsingo—bd—(p
dt? dt’

avec b, g, k, FF > 0. Pour 6§ = 0 déterminer le comportement de solutions.

Solution 4.6.5. Pour 6 =0, les équilibres vérifient (si F < k)

COS Y = E,
a F
P = @arccos { - +2nm,a = %1

2_ 9k

w F y

!

Si on regarde une approximation au premier ordre cos(p + 0) = cosp =
2 . 2
ay/1— (%) (¢ = @n)s sing = ay/1 = (£)" + £ (e — ou)
dw
= —aVk? = F?(¢ — @),

dt

d2g0 gF dy
— = —"—(p—pn) — b—,
2 o) — b

k d
Enposantxlzw—\/%,xzzgofgpmx?):dff;

il = —av ]432 — FQI‘Q,

i? = I3,

. gF
r3 = —?xg — b.%’g,

Soit en posant x = (x1, T2, acg)T
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les valeur propres sont 0,% (—b +4/b% — 495) , en résumé les équilibres ¢ =

+ arccos (%) + 2n7 sont stables (pas attractifs).

Exercice 4.6.8. Etudier les équilibres de

= —xy® — 2

j =z — a2y (4.94)
Montrer que 'origine est stable (Indication on utilisera la fonction V = ax? +
by?,a > 0,b > 0 et on choisira a, b pour que V soit définie négative ou nulle)

Solution 4.6.6. Il n’y a qu’un seul équilibre : l'origine (x =y =10)

V =2(—azxy(2 + zy) + bzy(1 — xy))
On a un choiz trivial —2a+b=0 et a > 0 alors V >0 et
V= —6az’y? <0
le second théoréme de Liapunov permet de conclure.

Exercice 4.6.9. On considére le systéme

b=~y tale— (o 1)
y=x+yle— (2 +9%) (4.95)

1. Déterminer les points d’équilibres et leur nature (hyperbolicité, stabilité 7)

2. En utilisant la fonction V(x) = %(wz—i—yQ), montrer que l'origine est asymp-
totiquement stable pour € < 0. Que se passe t-il pour e =07

3. Pour € > 0 : qu’advient-il du comportement des solutions.
4. Retrouver ces résultats en intégrant cette équation (Indication : utiliser les
coordonnées polaires).

Exercice 4.6.10. On considére le systéme suivant

= —z+y+ flz,y)

dy _

(4.96)
dt — —x—y—i-g(x,y)

1. On suppose dans cette question que f(z,y) = g(z,y) = 0. Déterminer les
points d’équilibre.

2. Pour chacun de ces points d’équilibre, déterminer s’il est hyperbolique ou
non, s’il est asymptotiquement stable, stable ou instable.
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3. On supose dans cette question que f(z,y) = —%,g(w, y) = % On

considére la fonction V : (z,y) — % (2% +¢?), évaluer %V(x(t),y(t)),
pour z(t) et y(t) solution de (4.96). Montrer que, pour tout couple (z, yo)
de conditions initiales de (4.96), la fonction V' évaluée le long de trajec-
toires solutions de (4.96) c¢’est-a-dire pour des couples de points (x(t), y(t))
solution de (4.96) décroit exponentiellement vers 0.

4. En déduire le comportement qualitatif de (4.96) (c’est-a-dire comment se
comportent les solutions au bout d’un temps infiniment grand et ce pour
tout couple (x,yo) de conditions initiales).

Solution 4.6.7. On considére le systéme suivant

It — g +y+ flz,y)

Y =—x—-y+g(x,y)

(4.97)

1. On suppose dans cette question que f(x,y) = g(x,y) = 0. Déterminer les
points d’équilibre.

Réponse : Puisqu’il y a unicité des solutions (second membre loc. Lipschitz),
on doit résoudre

0=—x+
Y (4.98)
O=—-z—y
-1 1
Ale,y)t =0,A=
-1 -1
det(A) = 2,

La matrice A étant non singuliére, 'unique solution de (4.98) est :
z=0,y=0.

2.Pour chacun de ces points d’équilibre, déterminer s’il est hyperbolique ou non,
sl est asymptotiquement stable, stable ou instable.

Réponse : Il faut calculer les valeurs propres de A : —1 + 14 on en conclu
qu’il s’agit d’un équilibre hyperbolique asymptotiquement stable (cf. cours).
. 212 3

3. On supose dans cette question que f(x,y) = —#,g(z,y) = fW On

consideére la fonction V @ (z,y) — % (22 +y?), évaluer %V(:z:(t),y(t)), pour
x(t) et y(t) solution de (4.96). Montrer que, pour tout couple (xo,yo) de condi-
tions initiales de (4.96), la fonction V' évaluée le long de trajectoires solutions
de (4.96) c’est-a-dire pour des couples de points (x(t),y(t)) solution de (4.96)
décroit exponentiellement vers 0.
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Réponse :
d oVdxr 0OV dy
V@), yt) = —— + =
i @Ov) =5t 5w
=z + Yy
Y G20 U GRS L
= Yy 22+ o2 Yy Yy 22+ o2
222 222
=9 1-1-
V+xy< w2+y2+x2+y2)
=2V

donc V(x(t),y(t)) = exp(—2t)V (z0,v0). On en déduit que z%(t) + y(t) décroit
exponentiellement vers 0 : les solutions décroissent exponentiellement vers 0 :
lorigine est asymptotiquement stable (en fait on dit qu’il est exponentiellement
stable).

4. En déduire le comportement qualitatif de (4.96) (c’est-a-dire comment se
comportent les solutions au bout d’un temps infiniment grand et ce pour tout
couple (9, yo) de conditions initiales).

Exercice 4.6.11. On considére le systéme

3.

i=—y(l+2°+y°) +a(e— (2° +y%)
g=a(l+2>+y) +yle— (2* + %) (4.99)

. Déterminer les points d’équilibre et leur nature (hyperbolicité, stabilité ?)

En utilisant la fonction V(x) = %(mQ—l—yz), montrer que ’origine est asymp-
totiquement stable pour € < 0. Que se passe t-il pour e =07

Pour € > 0 : qu’advient-il du comportement des solutions.

Solution 4.6.8. Quelques éléments de réponse :

1.
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Le second membre étant polynomiale on a bien existence et unicité locale
des solutions. Les équilibre répondent a y(x? + y?) = x(e — (2% + y?)) et
z(22+y?) = —y(e— (2 +y?)) lunique solution est donc l'origine x =y = 0.
La Jacobienne en ce point vaut

J = , (4.100)
1 €

Les valeurs propres étant —i + €,7 + €, on en déduit que l’origine est :

- Si e <0 : Hyperbolique et asymptotiquement stable,

— Si e > 0 : Hyperbolique et instable,

- Si e = 0 : Non Hyperbolique (pour la stabilité il faut une étude plus
poussé : le 1°7 théoréme de Liapunov ne permet pas de conclure).
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2. La fonction est bien définie positive :

SV 0), (1) = i+
= (@ 4y~ (2 + )
=2V (e —2V))

Sie < 0 alors V est définie négative le 2" théoréme de Liapunov permet de
conclure. Pour e = 0:V = —4V? est aussi définie négative on en conclut
que lorigine est asymptotiquement stable en utilisant le second théoréme
de Liapunov (nota : le premier théoréme de Liapunov ne nous avait pas
permis de conclure).

3. Il est clair que lorsque € > 0, V est localement définie positive : origine
est instable. Mais, Si on regarde 'EDO V = 2V (e — 2V) elle comporte
deur équilibres V. = 0 et V = § : le premier étant instable et le second
stable. Les solutions convergent donc vers l’ensemble V- = £ c’est-a-dire le

2
cercle de rayon \/e centré en l'origine.

Exercice 4.6.12. Systéme de Volterra Lotka : modéle de lutte de deux espéces.

En 1917 (durant la premiére guerre mondiale), Umberto D’Ancona (biolo-
giste) constata une augmentation du nombre de sélaciens (requins) dans la partie
nord de la mer Adriatique. Afin d’expliquer ce phénomeéne, il fit appel a son beau-
pére Vito Volterra mathématicien de profession qui expliqua ce phénoméne de
la fagon suivante. Soit un volume d’eau infini (mer Adriatique par exemple),
peuplé par deux espéces : 'une carnivore (C : sélaciens) dévorant l'autre her-
bivore (H : crevettes). Notons z et y le nombre d’individus respectivement de
Vespéce (H) et (C). Sil'espéce (H) peuplait seule la mer : elle se développerait
de fagon exponentielle (si I'on fait I'hypothése que le développement de cette
espéce n’est pas limité par l'espace et la quantité de nourriture). Donc dans ce

cas, la vitesse de variation de 'espéce (H) serait : % = ax, avec a qui est un

réel positif. Par contre, 'espéce (C') ne peut assurer seule ni son développement
. N . . Lo . d .

ni méme sa survie, donc sa vitesse de variation serait : ¥ = —by, avec b qui est

un réel positif. Cependant, lorsque les deux espéces cohabitent, les carnivores
dévorent les individus de l'espéce (H) : ¢’est leur fonction naturelle. En faisant
I’hypothése qu’a chaque rencontre d’un carnivore avec un herbivore, ce dernier
est dévoré et que le nombre de rencontres est proportionnel au produit des den-
sités volumiques des deux espéces (donc & zy), on peut conclure que les vitesses
de variation des deux espéces sont régies par le systéme différentiel :

dx

5 = axr — Ccx

ddt v (4.101)
Y= —by +dxy

avec a, b, ¢, d qui sont des réels positifs.
Le probléme pourrait se résumer a la question suivante :
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Fi1aG. 4.11: Volterra-Lotka

“Apreés avoir expliqué le phénoméne observé par Umberto d’Acona,
quelle(s) politique(s) de péche permet(tent) d’assurer un bon équi-
libre tout en maintenant une population de sélaciens suffisante 7”

A ces fins, on pourra répondre aux questions suivantes :

A) Reprendre ’étude d’une population unique :

1) Vérifier que pour une population modélisée par y = 7y (loi de reproduction
normale), celle-ci double en un temps indépendant de la population initiale.

2) Discuter des solutions de 1'équation logistique.

B) Analyse du modéle dit de Volterra-Lotka :

1) Le probléme de Cauchy associé admet il une ou plusieurs solutions ? Mon-
trer que les solutions sont définies sur R 7

2) Le quart de plan positif est-il positivement invariant ? (interprétations).

3) Déterminer les points d’équilibres ainsi que le comportement des solutions
au voisinage de ces points ?

4) Peut-on utiliser la méthode de séparation des variables ?

5) Montrer qu'il existe une fonction H(z,y) constante le long des solutions

de (4.101) :

dH(z,y) _ ,_ 9H(z,y) (az — cy) + OH(z,y)

o o oy (=by + dzy) .

6) Montrer que les solutions non nulles de (4.101) rendent extremum la fonc-
tionnelle suivante

t1

J(w,y,d,9) = / L(t, 2 (8), (1), (), §(2))dt,

to

1
L=-H+ %(xlnxy — (ylny )

C) Analyse du probléme
En 1917 (guerre oblige), l'activité de péche est fortement ralentie, proposer
un modéle tenant compte d’'une certaine forme d’activité de péche avant 1917.
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Reprendre les questions de la partie B). Comparer alors les différents com-
portements. Conclusions.

D) Analyse dans un cadre plus général

Reprendre ’analyse dans un cadre plus général, quelles modifications doit-on
apporter au modéle. Indication : la mer Adriatique est finie (loi Logistique).
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Calcul des variations

Wilfrid Perruquetti!

'LAGIS & INRIA-ALIEN, Ecole Centrale de Lille, BP 48, 59651 Villeneuve
d’Ascq cedex, France. E-mail : Wilfrid.Perruquetti@ec-lille.fr

5.1 Quelques exemples introductifs

De nombreux problémes d’optimisation comportent un critére faisant inter-

venir une fonction que 'on cherche. Citons quelques exemples :

1. Soient A et B deux points donnés du plan. Déterminer la courbe rectifiable

de longueur minimale reliant les deux points. Si on munit le plan d’un
repére (Espace affine identifié & R?) dont 'origine est le point A, une
courbe reliant ces deux points est la donnée d’une fonction y = f(x) (telle
que f(0) =0 et f(zp) = yp). Si la courbe est rectifiable la longueur est

donnée par
I(f) = /0 "Vt (@) e, (5.1)

(intuitivement on sent bien qu'’il faut f/(x) = 0 : ¢’est-a-dire le segment de
droite reliant A a B est la réponse a notre probléme).

. On ne peut éviter I'exemple du brachistochrone (Bpaxtoos = le plus court,

xpovos = temps) qui fit le premier probléme connu de ce genre. En juin
1696 dans un numéro d*“ACTA ERUDITORUM” Johann Bernouilli pro-
posa le challenge suivant (reporté ici en termes modernes) : “Soient deux
points donnés A, B dans un plan vertical. Quel est I’ensemble des trajec-
toires obtenues lorsqu’un point M part de A et arrive en B en un temps
minimum sous 'unique influence de son poids. ...Afin d’éviter les conclu-
sions farfelues, on peut remarquer que la ligne droite est évidemment la
courbe de plus courte distance joignant les points A et B, mais ce n’est
certes pas celle qui donne un temps de parcours minimum. Cependant, la
courbe solution de ce probléme - que je divulguerais si d’ici la fin de cette
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année personne ne l’a trouvée- est fort bien connue des géomeétres.” Mise
en équation du probléme : prenons un repére (z,x) (avec 'axe des z orienté
vers le bas) d’origine A. Une courbe reliant les deux points A et B est la
donnée d’une fonction x = f(z) (telle que f(0) = 0 et f(zp) = zp). La

. . . . 2 2
vitesse du point de masse unité s’exprime par (%) + (%) = 2gz donc

gt — VI
e

50s Le temps mis pour aller de A & B est donc

T = Jh(f) = /OZB Vljrg(f)?dz. (5.2)

On est donc amené & déterminer une fonction f qui minimise 7' = Ja(f).

3. Probléme de lisopérimétre (Euler) : Déterminer la courbe embrassant
l'aire maximale parmi ’ensemble des courbes fermées de classe C' et de
longueur donnée [. On peut sans perte de généralité, considérer que ces
courbes sont issues de 'origine et que ’autre extrémité a pour abscisse xp.

La longueur est donc [ = [%4/1+ (f'(z))?dz, quand a Paire de révolu-
tion c’est

J5(f) = 2 / 7 Fapy/1+ (f1() e (5.3)

Ce probléme est un peu plus complexe puisqu’il faut minimiser un critére
sous une contrainte (la longueur doit étre de ).

4. Parmi tous les arcs de courbes de classe C' joignant A et B, deux points
donnés du plan, et de longueur donnée [, déterminer celui qui délimite
avec le segment AB une aire maximum. On peut sans perte de généralité,
considérer que ces courbes sont issues de l'origine et que 'autre extrémité

a pour abscisse zp. La longueur est donc I = [ 1/1 + (f'(z))?dx, quant
a 'aire délimitée par la courbe et ’axe des abscisses c’est

Ji(f) = /0 " f@)da. (5.4)

Ce probléme fit posé et résolu (de fagon intuitive) par la reine Dido de
Carthage en 850 AV-JC. On retrouve un probléme similaire & celui présenté
en 3 (minimum sous contrainte). Une formulation plus générale consiste a
déterminer la courbe qui définie la surface la plus grande parmi toutes les
courbes fermées de périmétre donné (ce qui définit une contrainte).

5.2 Formulation du Probléme
Soit
q:[a, b CR—R"
t— q(t), (5.5)
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les critéres précédents (J; & Jy) se mettent sous la forme

b
J(g) = / L(t,q(t), 4(t))dt, (5.6)

avec L (appelé Lagrangien ) :
L:[a,b] CR xR" x R® - R
(w7 y’ Z) = L(x7 y? Z)

Probléme : trouver toutes les fonctions ¢ qui minimisent ou maximalisent
J(q) et satisfassent q(a) = qq,q(b) = q» avec qq,qp donnés. J(g) est une fonc-
tionnelle : c’est une application qui a une fonction & valeur dans un espace
vectoriel associe un élément d’'un espace vectoriel. Donc on doit résoudre un
probléme d’optimisation sur un espace fonctionnel. Si on impose que les fonc-
tions cherchées soient contintiment différentiables, on travaillera avec l'espace

fonctionnel
E = CY([a,b],R™). (5.7)

Généralement on muni F de la distance de Chebychev

di (f,9) = max [|f(t) —g()l| + sup ||f'(t) = g'(B)],
€[a,b] t€la,b]

induisant la norme n? Le sup étant atteint si on travaille sur £ (on le remplace
par un max), mais si on travaille sur E; 'ensemble des fonctions C! par morceaux
(la dérivée peut étre discontinue en un nombre fini de points) on conserve cette
distance. Si on note E,p = {¢ € E : q(a) = ¢a,q(b) = ¢}, on peut donner la
définition suivante

Définition 5.2.1. gy est un minimum (respectivement un maximum ) relatif

pour J(q) dans I’ensemble E,; muni de la norme n? si

J(q) — J(q0) > 0, (respectivement < 0) (5.8)

pour toute fonction g € E, 4 telle que n{' (¢—qo) < d, pour un § donné strictement
positif.

Intuitivement, I’extremum doit annuler une “dérivée”. Ce qu’il faut bien noter
c’est que J est une fonctionnelle : il faut adapter la notion de dérivée.

Définition 5.2.2. J(q) est différentiable en ¢o (dans I'espace E muni de la
norme n{’) §'il existe une fonctionnelle linéaire continue' Ji, € L(E;R) telle
que

J(go +h) = J(q0) + g () +(h) (5.9)

avec lim, e g e(h) = 0.

'Evidemment, linéaire signifie : V(a, 8) € R*,¥(q1,¢2) € E® : J), (aq1 + Bg2) = aJ}, (q1) +
BJ4(q2). Par exemple, la fonctionnelle g — fab(q + ¢)dt est linéaire.
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Pour notre fonctionnelle J(q f L(t,q,q)dt, en supposant que L soit C*
par rapport a chacun de ses arguments

Théoréme 5.2.1. La fonction réelle J : q — J(q f L(t,q,q)dt (avec L C*
par rapport a chacun de ses arguments), est contmum@nt derwable et sa dérivée
J;O € L(E;R) en qo est donnée par

b
5q > J! (5g) = / L (t,q0(t), do(1)) (0, 64, 6 )t

b
:/a (i;s(t,qo(t) o(t))dq + gS(t qo(t ),do(t))&/) dt

|
Démonstration. Il suffit d’écrire la variation de l'intégrale
b
AT = [ ALdt, AL =Lt ao(®) + 8a.d0(t) + 6) ~ Lt ao(0):o(t)
or la formule des accroissements finis donne
oL oL )
AL = (G a0 do0)3a + 5t () ) + RE) 6.10)

avec la majoration suivante du reste sur l'intervalle [a, ] :

[R(t)] < M x max{ sup |[0g(t)], sup, H5q’(t)H},
t€la,

tela,b]
M= sup {||L(t qo(t) + =, qo(t) + ") — L'(t, qo(t), do(t))||}
ll]| <||dq]l
llz’[I< 64’ |l

Ce qui nous sauve c’est la compacité de [a, b] et la continuité de L’ : en effet sur
le compact [a,b] L’ est donc uniformément continue donc
Ve >0,9n>0: H(t,x,a:')” <n=
[ (¢, a0(t) + 2, do#) + ') = L' (£, a0 (), do(#))]| <

Ainsi AJ = J'(q0)dq + ffR dt. Si n§{(6q) < 7 : ¢(5q). Clai-
rement, AJ est continue par rapport & dq. Ainsi J est dlfferentiable, de dérivée

0q — Jéo (6g). Montrons que cette application est continue. Soit go et ¢; dans
E

J4 (0q) — J;, (8q) =

b
/ (L't q0(8),do (1)) — L' (6, a1 (), (1)) (0, q, 3¢/t
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or (5.10) implique que de(qo, q1) < 6 = |J} (6q) — J}, (6q)| < en{ (6¢) donc

| (g0)6q — ' (q1)|| = sup |J'(q0)dq — J'(q1)dq| < e.
n{ (6g)=1

5.3 Condition Nécessaire : équations d’Euler

La fonction cherchée qui rend extremum (5.6) doit annuler la dérivée de J :

Théoréme 5.3.1. Pour que J (différentiable) posséde un extremum en qq, il est
nécessaire que

Jgo = 0. (5.11)
[ |

Démonstration. Supposons que ce soit un maximum alors pour § > 0 suffisam-
ment petit : J(qo + k) — J(qo) = J}, (k) + €(h) et ce pour tout h : n{'(h) < 6.
S'il existe h tel que J; (h) < 0, en prenant —nh, n € R suffisamment petit, on
obtient Jy (—nh)-+e(—nh) > 0 ce qui contredit J(go+h)—J(q0) < 0 (maximum
en qp). L’autre éventualité se traitant de la méme fagon. O

Si on applique ce résultat & notre probléme : il est nécessaire que ¢ vérifie

b
o0 = [ (ggu, d0(t), d0(6))5q + %(qu(t),qo(t»aq') at
=0

et ce pour tout dq € C*([a,b], R™). Supposons que I'on cherche des solutions de

classe C? (dans ce cas % (%é’ existe et on peut faire une intégration par parties)

b

/ab ((Z(t, 20(0) qou))éq’) "= [gs“’q"(t)’q"’m)‘sq] -

a

[ (55) a0 in(esua

--[2 (55) e e du(tsaat
g0 = [ (5= 4 (%)) anttin(t)saa

0= (gs -4 (gﬁ)) (b ao(t), do(1))

Pour obtenir cette condition nécessaire sans supposer a priori que la solution
cherchée est C2, nous avons besoin du lemme suivant (généralisation du lemme
de Haar cf. lemme 5.5.2, en annexe) :
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Lemme 5.3.1. Soit E un espace vectoriel. Si f est une fonction continue sur
un intervalle [a,b] a valeur dans le dual de E (E*) et si pour toute fonction
h € CP([a,b],E) (donc a valeur dans E) telle que les (p — 1)—éme dérivées

successives s’annulent aur deux extrémités de [a,b] (h(a) = h(b) = h(a) =
W) =...=hPD(@)=hPD(0b)=0) ona
b
| (s a=o
alors fP) est identiquement nulle sur [a,b]. [
Remarque 5.3.1. En posant ¢(x fm 9L (t, qo(t), Go(t))dt, on obtient
/ b b oL . /
Jao (69) = [o(x)dq], + a—q(t, q0(t), 4o(t)) — &(t) ) 6q dt, (5.12)
comme 0¢(a) = dq(b) = 0, en utilisant le lemme 5.3.1 :
oL )
871(75’ qo(t), Go(t)) — o(t) = C, (5.13)
J'(q0) = [¢(x)dq)" + [Cq]" . (5.14)

Ainsi en utilisant le lemme suivant

Lemme 5.3.2. Soient f et g deuz fonctions continues sur un intervalle [a,b] a
valeur dans R™ et si pour toute fonction h contindment différentiable s’annulant
auz deuz extrémités de [a,b] (h(a) = h(b) =0) on a

b
[ @00+ Ggto, w0t =o

alors g est différentiable sur [a b et g'(t) = f(t). |
Démonstration. On pose F(t fO x)dx, donc f t),h(t)) = [F(t)h(t)]i=l—
fab< (t), h'(t =— f (t)) dt, ce qui condult a la condition

b
/ (g(t) — F(t),W(t))dt =0
donc en utilisant le lemme 5.3.1 [g(t) — F(t)]' = 0 c’est-a-dire ¢/(t) = f(t). O
On en déduit :

Théoréme 5.3.2. Soient [a,b] un segment de R et 2 l’ensemble des fonctions
q continiment dérivables telles que q(a) = qa,q(b) = q. Pour que qo € Q C
C?([a,b], E) rende extremum le critére (intégrale J stationnaire), il est nécessaire
que qo soit solution de I’équation d’FEuler

H(3)-(3)
|
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Quelques cas simple d’intégration des équations d’Euler
1) L indépendant de ¢ alors 4 (6—]:) = 0 donc % =cte e B*si E=R:

dt \ 0q
%—s =ceR,i=1.n)
2) L indépendant de ¢ (application a la mécanique) : on obtient

aL 2 m 82L m 82L
. c o 0i=1.
6% qué?t Z 3q13q Z 9600+ q; 0,1 , ,m

4i04;
mo g mo g
aql JZ aian] . z} 8(;;%% -0
Z 3% ZZ 8q 8 o 4idi — 1]2::1 ag;qu(ij%‘ =0,
% - jf; gL g | =0,
L— i (;,quj = cte (5.16)

3) J fait intervenir l'intégrale d’une fonction f(x,y) par rapport a une abs-
cisse curviligne

b
- / f(z, ) VI T Pz,
d (0L oL\ 1 of of g’
(o)~ ()= (G) - (5) i) om

Condition nécessaire et suffisante.

L’application directe du lemme de Dubois-Reymond (cf. Annexe Lemme
5.5.1) :

Théoréme 5.3.3. Si on cherche qo parmi les fonctions C%(|a,b],R) qui rende
extremum le critére J et vérifiant les conditions aux limites données, alors I’équa-
tion d’Fuler et les conditions aux limites sont des CNS. |

Exemple 5.3.1. Si on reprend le probléme 1 : la fonctionnelle & minimiser est
fo 1+ (f/(x))dz avec f(0) =0, f(1) =0 : (5.15) s’écrit (gf,) =
( 5 f) soit f”(z) = 0, les solutions sont les droites!

Condition du second ordre pour un minimum : la Hessienne doit étre définie
positive
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2
cas scalaire g € R : 8—q,2(t,q,(j) >0
0L
cas vectoriel ¢ € R™ : { ——(t,q,q ] >0
3%3%( )
Applications
Brachistochrone

M. La CN d’Euler s’écrit

La fonctionnelle & minimiser est (5.2) : L

V292
d (dL dL dL ! oL
4 (87,> = (W) avec 5 = @fil\/m’ 57 = 0. Il faut chercher f(z) telle

7fl — — 7j:1
e e T Vi

f = cte le point B est a la verticale du point A et dans ce cas le probléme est
trivial). L’équation devient (avec le signe +)f"? = £ (1 + f'?), cest-a-dire :

(¢ constante arbitraire non nulle sinon f' = 0,

z

fl== (2¢ —2)

(5.18)

en posant z = ¢(1 — cos(u)) (dz = csin(u)du), (5.18) devient

7 _ +esin(u)

du

1 — cos(u)

1T cos(n) = +¢(1 — cos(u))

les solutions sont les courbes paramétrées :

f = cte £ c(u —sin(u))

z =c¢(1 — cos(u))

c’est une cycloide.

Equations d’Euler-Lagrange en mécanique

Si un systéme mécanique est constitué de n éléments reliés entre eux par des
liaisons parfaites (sans frottement), on aura la position du systéme qui dépen-
dra de n paramétres indépendants (coordonnées généralisées notées qi, ..., qn).
Ainsi, & I'énergie cinétique est une forme quadratique en les ¢; et &, I'énergie
potentielle est une fonction des paramétres ¢, ..., g,. Principe d’Hamilton (dit
encore de moindre action)? : La trajectoire (c’est-a-dire le vecteur formé des
fonctions t — ¢;(t)) est donnée par les fonctions qui minimisent

b
J(g) = / Lq(t), d(t))dt, (5.19)

2En fait, ce principe n’est vérifié que pour des temps suffisamment courts, cependant on
peut le remplacer par le “principe de stationnarité” : La trajectoire est donnée par les fonctions
qui rendent stationnaire J(g) c’est-a-dire telles que J'(go) = 0.
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avec L(q, ¢) = E.—&p. Pour écrire les équations d’Euler-Lagrange il faut détermi-
ner L le Lagrangien, le travail élémentaire de chaque forces interne et externe D;,
ainsi que le travail des forces de frottements (—g—g_dqi) donnant lieu & I’énergie
dissipe D. On obtient alors le systéme d’équations d’Euler-Lagrange :

(1<8L> oL 9D _ o (5.20)

i \og;) " oq oG

Remarque 5.3.2. £ dépend des g; et de leurs dérivées ¢; alors que &£, ne dépend
que des g;.

Remarque 5.3.3. . = %qTM(q)q’, ot M (q) est une matrice n x n symétrique
définie positive.

Exemple 5.3.2. Une masse m est attachée a un pivot sans frottement a ’aide
d’un fil non pesant de longueur .

1 .
LzéwwlfmmaBWLD:O. (5.21)

En appliquant directement (5.20), on obtient :

(mB) (6 + glsin(9)) = 0. (5.22)

5.4 Que faire dans d’autres cadres

Parmi les problémes mentionnés, certains font intervenir 1) des conditions
terminales pouvant évoluer sur une contrainte, 2) des solutions C! par morceaux,
3) des dérivées d’ordre supérieur et enfin 4) des contraintes diverses (égalité,
inégalité, intégrale etc...). Nous allons compléter la CN d’Euler dans chacun de
ces cas en donnant I’idée principale de la preuve.

1) Si g(a) et ¢(b) ne sont pas fixées : en utilisant (5.13) on obtient les condi-
tions frontiéres

oL

oa) =0 = 5 (@, nla). dofa) ~ C,
o(b) = Zf;(b, 20(8). do(b)) — C,

et la condition J'(go) = 0 (5.14) devient

(g{;(b’ qo(b),CJo(b))> Sq(b) — <g§(a,%(a)7do(a))> dg(a) =0

ce qui nous donne les conditions frontiéres suivantes (faire dg(a) = 0 et dq(b)
quelconque puis permuter)
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gs(a, qo(a),qo(a)) =0, (5.23)
‘35(6, 00(8). do(b)) = 0. (5.24)

Dans un cadre plus général, si les conditions aux frontiéres doivent vérifier des
contraintes ¢(a) = ¥i(a),q(b) = ¥a(b), les fonctions ¥; définissant des surfaces
(y = ¥;(z)) auxquelles les points de départ et d’arrivée de la solution doivent
appartenir ; on doit vérifier les conditions de transversalités suivantes

L (100 - d0) G atoa()]| = (5.29
L+ (dalt) — dl0) G tate)ae)]| =, (5.20

2) Aux points de discontinuité les conditions de “coins” dites de Weierstrass-
Erdmann doivent étre vérifiées (si t = ¢ est un point de lére espéce) :

Srtta.an] = S| (5.27)
LG ta.a0)] = LG anam]| o es)
3) On cherche & minimiser
10 = [ 1ta0.d0)...., G0
avee des conditions initiales et finales adéquates (g(a), 4(a), &4 (a) et g(b),

q), ..., 4 (b) fixées). On travaille sur E,, = C"([a, b], R) muni de

) dtn— Jn—1
of B dig
ott ), ozt ), ||)

b (I~ AL d™qo ,
/ — E = (1)
Jqo (5(1) - /a, ( aq(l) (ta QO(t)a T g (t))(sq dt.

n

dn ’ =
(f,9) Z;{féﬁi?;]

=

On obtient

=0

En utilisant le lemme 5.5.3, on en déduit la condition d’Euler

z::(—l)iii [;q(Li) (t,qo(t),---,ci;io(t)ﬂ =0 (5.29)
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4) On considére le probléme parmi 'ensemble des fonctions continiiment
différentiables qy, . .., ¢, qui satisfont les contraintes

gj(taqb'"7qN7QI7"-7Qn>:Oaje{la"'7m}7
’m<n,

ql(a) ZQ;lJQ’L(b) ZQ§),Z € {].,,’I’Z},

trouver celles qui rendent extremum le critére
b
J<q17 s 7QTL) = / L(ta Q(t), q1s---54n, q'17 ceey Qn)dt
a

Si, rang (g—?) = m, alors les ¢; sont solutions des équations d’Euler en
remplacant L par

H(t,q(t),q1,--qn,q1s---yGn) = L(t,q(t),q1y -« Gns 1y -+, 4n)+ (5.30)

m
S NGt a1, Gnsdse -1 da)- (5:31)
=1

5.5 Quelques résultats annexes

Lemme 5.5.1 (Dubois-Reymond). Si f est une fonction continue sur un inter-
valle [a,b] a valeur dans R™ et si pour toute fonction h continue s’annulant aux

deux extrémités de [a,b] (h(a) = h(b) =0) on a

b
/ (), h(t)) dt = 0

alors f est identiquement nulle sur [a, b]. [ |
Ce résultat est un cas particulier du suivant :

Lemme 5.5.2 (Haar). Soit E un espace vectoriel. Si f est une fonction continue
sur un intervalle [a,b] a valeur dans le dual de E (E*) et si pour toute fonction
h € CP([a,b], E) (donc a valeur dans E') s’annulant auzx deuz extrémités de [a, b]
(h(a) = h(b) =0) on a

b
[ wrnwyde=o
alors f est identiquement nulle sur [a, b]. [ |

Démonstration. Supposons que f ne soit pas identiquement nulle alors il existe
un to de [a,b] tel que f(tp) # 0. Alors dans V =|tg — €, to + €[ un voisinage de
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ce point et par continuité de (f(¢),v) : on a (f(t),v) > 0 (si négatif prendre
l'opposé). En utilisant
Osiz ¢V

(2 —(t—tg)>)PtlsizeV

P(t) =

on a ff (F@), 0()) dt = [F (F(),¢(t)v) dt > 0 et (t)v vérifie les hypothéses

to—e
du lemme (contradiction). O

Lemme 5.5.3. Soit E un espace vectoriel. Si les p fonctions f; sont continue
sur un intervalle [a,b] & valeur dans le dual de E (E*) et si pour toute fonction
h € CP([a,b],E) (donc a valeur dans E) telle que les (p — 1)—éme dérivées
successives s’annulent aur deux extrémités de [a,b] (h(a) = h(b) = h(a) =
(b)) =...=hPD(a)=hPD(0b)=0), on a

b P
. (%) -
/ > (0.0} di =0

alors Zfzo(—l)i% est identiquement nulle sur [a,b]. |

5.6 Exercices

Fonctionnelles

Exercice 5.6.1. Etudier la continuité de la fonctionnelle

J:C%a,b],R") — R™
b
[ J(f) = / (f(2)? de

on précisera la topologie utilisée.
Solution 5.6.1. On considére l’espace

E =C%a,b],R"). (5.32)
muni de la topologie induite par la distance

tela,b]

dite distance de Whitney (au sens C°) induisant la norme

no(f) = sup [[f(®)]|

t€la,b]
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La continuité de J découlera de celle de la fonctionnelle f — f; (f(x))*dz (par
composition), or

b b b
[ u@ras— [ @)z =| [ (-9 +g)ds
< (b— a)do(f. 9)no(FInolg)

donc si on se fize € > 0 pour avoir ‘f; (f(x))? dx — ff (9(x))* dz| < e il suffit
de prendre do(f,g) < § avec § = Ww (fini).

Exercice 5.6.2. Soit CP([a,b], R™) muni de la norme

i€{0,-...p} | tefab] t€la,b tela,b]

Il = max {sup £ s 170 sup (70 H}

ou de la norme

11 =3 sup |90

i— OtE(zb

Montrer que la continuité d’une fonctionnelle pour la topologie induite par la
premiére norme est équivalente a la continuité pour la topologie induite par la
seconde norme.

Solution 5.6.2. Cela vient du fait que ces deux normes sont équivalentes :

cp
1 Flles < WA <21 Fllco

Exercice 5.6.3. Soit J(¢) une fonctionnelle différentiable, montrer que H(q) =
J(q)? est différentiable calculer sa dérivée. Généraliser : soit g : R — R dérivable,
montrer que g(J(q)) est une fonctionnelle différentiable telle que

Solution 5.6.3. H(q+ h) — H(q) = J(q¢+ h)? — J(¢)?> = (J(g+h)—J(q)
(J(g+h)+ J(q)) (en effet J(q+h) est un réel). Par la différentiabilité de J on
obtient :

H(qg+h) = H(q) = (J' ()b +e(h)) (2J(q) + Jg(h) +(h))
=2J(q)Jy(h) + E(h),
E(h) = e(h) [274(h) + 2J(q) + e(h)] + (J,(h))?,
Jim E(h) =0 puisque lim e(h) =0

(h) —0 nlc (h)—0
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De facon plus générale

9(J(g+h)) -

9 (J(@) + Jg(h) +&(h)) — 9(J(a)),
9'(J(a))Ty(h ) R(h)

R(h) = e(h) [g'(J(q) + Jy(h)] +r(Jy(h) + (),
hm R(h) = 0 puisque lim ¢e(h) =0 et limr(xz) =0

ng (h)—0 ng (h)—0 70

Problémes variationnels simples

Exercice 5.6.4. Analyser les problémes variationnels suivants

avec les conditions frontiéres f(0) =0, f(1) =

Solution 5.6.4. a) idem a fo 2 dx pas de solution puisque la CN d’Eu-

ler (% (‘g—ﬁ) = (%) avec L = f2’8f' = O,% = 2f) s’écrit 0 = 2f donc
f = 0 qui n’est pas compatible avec les conditions aux limites (il se peut que
des solutions discontinues existent!). b) oo de solutions puisque la CN d’Euler

(dx (8f’) = (g—?) avec L = f', gﬁ =1, g? = 0) s’écrit 0 = 0 elle est vérifiée (re-
marque : fol f(x)dz = f(1)=f(0) =1). c) oo de solutions puisque la CN d’Euler
(dx (8f’) = (g—?) avec L = ff', 2L aF = 8f = ') s’écrit f' = [’ elle est vérifiée
(remarque : fol ff(x)de = (f2(1) — f2(0)) = 1) d) pas de solution puisque la
CN d’Euler (£ (af’) = (%) avec L = zf(x)f(z), 2k a7 =af(z )7% =uzf'(z))

s’écrit f(x) + xf'(x) = xf'(x) donc f = 0 qui n'est pas compatible avec les
conditions auzx limites. (mais il se peut que des solutions discontinues eristent)

Exercice 5.6.5. Déterminer les extremum des fonctionnelles suivantes
b
) [ (F@P + 1@ - 21 (@) sin(o)) da,
b
b) [ (F@f + (@) + 20(z) expla)) .
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Solution 5.6.5. a) La CN d’Euler s’écrit

f'(x) = f(z) —sin(z)

donc
Fla) = 5 sin(x) + o exp(a) + B exp(—)

qui est analytique donc on peut utiliser le second résultat et conclure que se sont
les seules fonctions C1. b) La CN d’Euler s’écrit

f(@) = f(x) + exp(x)

donc

f(z) = %sin(:n) + aexp(z) + fexp(—x)

qui est analytique donc on peut utiliser le second résultat et conclure que se sont
les seules fonctions C'.

Exercice 5.6.6. On suppose que q € C!([a,b], R") et qu'elle vérifie I'équation

d’Euler suivante
d (oL _ (o
dt \9¢) \dq

Montrer que si L est C2 par rapport a chacun de ses arguments et que (%%) #0

alors ¢ est C2.

Solution 5.6.6. Si ¢ existe on a

L))o (5
a2 -B &N

le membre de droite existe et est continue d’ou le résultat (pour faire plus propre
former les ratios adéquates).

Exercice 5.6.7. Parmi toutes les courbes joignant deux points (x4, ¥ys) et (zp,
yp), déterminer celle, qui par rotation autour de 'axe des z, engendre la surface
d’air minimum.

Solution 5.6.7. Par rotation autour de l’axe des x, la courbe y(x) engendre
une surface d’air

A=2r /mb y(x)\/1 + y2(x)dz,

a
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en utilisant le résultat du cours pour des fonctionelles faisant intervenir [’abscisse
curviligne on obtient

i

Yy
1+y/2

Q/y,:/ 2"y
y 1+y/2’
y2202(1+y'2),

Cdy d
v
x+D:1n<y+,/(y2_C2)>

C M

i

C

D
y:Ccosh<$+ >

C

Exercice 5.6.8. En utilisant les équations d’Euler, déterminer les extremum de

la fonctionnelle suivante :
t1 1
/ <ma;~2 — R(a:)) dt, (5.33)
to 2

lorsque grad R(z) = kx, puis grad R(z) = kz(1 — 2?). Interprétations ?
Solution 5.6.8. On obtient

md = — grad R(z)
C’est un ressort : dans le premier cas avec une raideur linéaire puis non linéaire.

Exercice 5.6.9. En utilisant les équations d’Euler, déterminer les extremum de
la fonctionnelle suivante :

1
J(z) = / VEE 2(02y/T 1 w02, (5.34)
0
Indication : utiliser le changement de variables

t = rcos(0)

x = rsin(0)

Exercice 5.6.10. Quelle courbe minimise I'intégrale

/01 (éfﬂ(”;) + [ (@) f' (@) + f'(x) + f(w)) ds,

avec les conditions frontieres f(0) =0, f(1) = 1.
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Exercice 5.6.11. Quelle courbe minimise 'intégrale

1
| @+ ra)*an
avec les conditions frontiéres f(0) =0, f(1) =
Solution 5.6.9. Réponse : La CN d’Fuler donne
L=f>+2ff + f”

d (OL\ (0L
iz a7) = (7)

f/
d (0L , "
dz \aF =2f +2f
;=
f(z) = aexp(z) +bexp(—x)
f0O)=0=a+0d
b
f)=1=ac+ -
e
b:—a—1_€2

Problémes variationnels complémentaires

Exercice 5.6.12. Déterminer 'extremum de

1
Jg) = /0 (1+ §2)dt, (5.35)

compatible avec les conditions ¢(0) = 0,¢(0) =1,¢(1) =1,4¢(1) = 2.

Solution 5.6.10. On doit avoir Y- o(—1 Zj; [dq@ <t qo(t), ..., d;;%o (t))} =0,

c’est-a-dire
oL d 8L d? OL

%_%aq dt? 9
or %5 = % =0 donc gﬂ %= =2¢Y = 0. On en déduit

=0

q(t) =ap+ a1t + ast® + ast?,
q(0) =ag =0,
i(0) = an
q(1) :ao+a1+a2+a3— 1,
q(1) = a1 + 2a2 + 3az = 2,
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finalement q(t) = t—t2+t3. Attention, on peut étre tenté de poser Q = ¢, et alors
on obtient fo 1+§2)dt = fo (1+Q?)dt : 3L = jtgg,Q =0:q(t) = ap+ait+ast’.
Que se passe-t-il ?

Exercice 5.6.13. Reprendre l'exercice précédent avec une extrémité libre ¢(1)
non fixée.

Solution 5.6.11. En reprenant la preuve du théoréme
b
oL oL oL
' (6q) = —0q+ =9 —6 dt.
J4o (09) /CL(aqq 9 q+a q)
En posant ¢(z) =[5 aLdt () = [7F (%’; qS(t)) , on obtient

%J@>=wmwdﬂ+wwwﬂﬁﬁ/(?L—w<05wt

FEuler devient

S (0.0 (0) ~ v(0) = C. (5.36)
Jiy(0g) = 0 = [¢(2)dq)}, + [0 (H)3q), + [Coql,,  (5.37)
la condition frontiére est donc
L (1, go(1). o) = 0,
0q
G(1) =0 = 2as + 6as,
q(0) = ap =0,
q(0) = a1 =1,
q(1) =ap+ a1 +az+az =1,

finalement q(t) = t.

Exercice 5.6.14. Déterminer les courbes qui rendent extremum la fonctionnelle
Lty
J@) =5 [ (@ +q)dt, (5.38)
0

avec ¢(0) = 0 et le point terminal se trouvant :
1. sur la droite t =1,

2. sur la courbe y = t2.

Solution 5.6.12. On se trouve dans un probléme avec conditions frontiéres non
fixées. L’équation d’Euler s’écrit
q=q,
q (t) = C'sinh(t),
G(t) = C cosh(t)
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1. Il faut %(l,q(l),Lj(l)) =¢(1) =0, donc C =0 : q(t) = 0. (intuitivement
¢a colle : J=01!).

2. Cette fois la condition supplémentaire est

L (20 d(0) 5. (6a(0,d0)| = 5@+ +a2—d) =0,
t=1
501t
(¢* — ¢°) = 44,
C(sinh(1)? — cosh(1)?) = 4 cosh(1),
C = —4cosh(1),

q(t) = —4 cosh(1) sinh(t)
Exercice 5.6.15. Déterminer les courbes qui rendent extremum la fonctionnelle

T(y) = /0 " Vly—l_y/zdx, (5.39)

avec y(0) = 0 et le point terminal se trouvant :
1. sur la droite y =z + 1,
2. sur le cercle (z — 4)? + y* = 4.

On commencera par examiner les conditions de transversalités du cours pour
des fonctionnelles du type

2
/ [z, )V 14 y?da,
x1

Exercice 5.6.16. On cherche le ou les extremum(s) de

b
J(q) = / L(t,q,¢)dt (5.40)

tel que g(a) = qq,q(b) = qp et fab C(t,q,q)dt = c. Soit go un telle fonction, mon-
trer qu’il existe une constante A telle que gg soit un extremum de la fonctionnelle
suivante

b
Ji(g) = / H(t, q,d)dt,
a
H(t,q,q) = L(t,q,q) + AC(t,q,q).

Indication : poser y(t) = fj C(t,q,q)dt, on cherche un extremum de J sous la
contrainte y = C(t,q,q), avec y(b) = c. Application : résoudre les problémes
3 et 4 du cours : 3. Probléeme de lisopérimétre (Euler) : Déterminer la courbe
embrassant I’air maximale parmi I’ensemble des courbes fermées de classe C?
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et de longueur donnée [. On peut sans perte de généralité, considérer que ces
courbes sont issues de l'origine et que l'autre extrémité a pour abscisse xp. La

longueur est donc [ = OmB 1+ (f’(a:))de, quand a l’air de révolution c’est

J(f) = 2m /0 F@) 1+ (f'(x)) d. (5.41)

Ce probléme est un peu plus complexe puisqu’il faut minimiser un critére sous
une contrainte (la longueur doit étre de /). 4. Parmi tous les arcs de courbes
de classe C! joignant A et B deux points donnés du plan et de longueur don-
née [, déterminer celui qui délimite avec le segment AB une aire maximum.
On peut sans perte de généralité, considérer que ces courbes sont issues de
lorigine et que autre extrémité a pour abscisse xp. La longueur est donc

I = [771+ (f'(z))*dz, quand a Dair délimitée par la courbe et axe des
abscisses c’est

Ta(f) = /U " Fw)da. (5.42)

Ce probléme fat posé et résolut (de fagon intuitive) par la reine Dido de Carthage
en 850 AV-JC. On retrouve un probléme similaire & celui présenté en 3 (minimum
sous contrainte). Une formulation plus générale consiste a déterminer la courbe
qui définie la surface la plus grande parmi toutes les courbes fermées de périmétre
donné (ce qui définit une contrainte).

Exercice 5.6.17. Un nageur partant de ’origine traverse une riviére de largeur
b a vitesse constante 2, la berge de départ coincide avec 1’axe des y, le courant de
la riviére est v(x) (v? < ¢?). Déterminer la trajectoire que doit avoir le nageur
pour rejoindre 'autre berge en un temps minimum. Application : b = 1,v =
Ax(l —2).

Solution 5.6.13. Le nageur me peut définir sa trajectoire qu’en jouant sur
Uangle d’attaque (o : U'angle que fait le nageur avec l'aze des x). On a

T = ccosa,

Yy =csina + v,

Donc le temps mis par le nageur pour traverser est :

t_/bdx_/b dx
“Jo & Jy ccosa

Il ne reste plus qu’a exprimer cos(«) en fonction de y,y! :

cy cosa=v+cy1—cos?a,

(cy' cos o — v)2 = (1 — cos? a)
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? (y’2 + 1) cos? o — 2uey’ cos a + (v2 — 02) =0

_ vy /YR - (2 - 2)
a c(y?+1)

_ [ (v*+1)
t—/o ( dx
(

cos(a)

)

vy’:l: \/Czy/2 — (v2 )

dx

2
B /b (y/2 + 1
o 0 vy & \/Czym — (12 — 02)
/b R e Ol
= 5 5 dzx
0 (¢ —v?)

Or L(x,y!) donc Euler Lagrange s’écrit : g—yL, = C' de plus la condition frontiére

est [a—L} =0, on en déduit
y=1

oy’

Nota t = fol %dm =1

C

Exercice 5.6.18. James Bond a la poursuite de sa James Bond girl en voi-
lier : (Tiré de “Principes variationnels et Mécanique analytique” par Jean-Louis
Basdevant et Christoph Kopper, presse de 1'X).

Un voilier évolu sur un plan d’eau & une vitesse vy faisant un angle noté 6
avec la vitesse du vent notée w. La vitesse du bateau v, est proportionnelle a
celle du vent et dépend de 6 'angle d’orientation du bateau (angle choisi par le
capitaine du bateau). Cette vitesse est de la forme

w 1 1
— cos(@h(tan(d)) avec h(u) = i(u + a), (5.43)

Ub(e)

On s’intéresse la stratégie de “remontée au vent” du bateau, c¢’est-a-dire pour
¢ < 5, comme on le représente sur la figure (5.1). La vitesse v; du bateau le long
de 'axe Oz est opposée a celle du vent, et sa coordonnée x augmente toujours
en fonction du temps. On suppose une cote rectiligne c’est-a-dire que la terre est
le demi-plan y < 0 alors que la mer est le demi-plan y > 0. On suppose que le
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vent est paralléle & la cote, de direction opposée & I'axe Oz, et que la norme de
sa vitesse w(y) ne dépend que de I’éloignement a la cote y. La vitesse du vent a
la forme :

w(y) = wy — w1 (5.44)

y+yo

ol wy est la vitesse du vent loin de la cote, qui est supérieure a la vitesse
((wp —wy1) > 0) au bord de la cote y = 0.

Ub

S Terre ]

F1G. 5.1: Course de bateau

dy

. . d
1. On note : & = %,y = 2/ montrer que ' = 7 = tan(f).

2. On suppose d’abord le vent uniforme w = wqy (wy = 0). Ecrire la vitesse

230

du bateau suivant I’axe du vent vy, = & en fonction de w et h(tan(d)).
Pour quelle valeur de 0 et de ' cette vitesse est-elle maximum ? Quelle est
alors sa valeur ?

On suppose maintenant que w; # 0. Le bateau va du point de départ,
origine (z = 0,y = 0), a un point d’arrivée au large (v = xf,y = yy).
On suppose que % =y’ > 0 pour tout ¢ (c’est-a-dire que le bateau ne
vire jamais de bord). On veut déterminer la trajectoire y(z) la plus rapide.
Ecrire la valeur du temps total 1" pour aller du départ 'arrivée. En déduire
I’équation qui détermine la trajectoire optimale. Montrer que I'invariance

du probléeme par translation suivant Ox entraine

P (y)y —h(y')

e = A, (5.45)

ol A est une constante.



5.6. Exercices

4. Utiliser le résultat précédent pour calculer la trajectoire sous la forme
d’une fonction z(y) (et non pas d’une fonction y(z)). Fixer la valeur de A.
5. Calculer la valeur de g—gyc =y en fonction de y. On suppose que z; >> yy
et yy << yo. Pensez-vous que le résultat obtenu corresponde effectivement

a la meilleure stratégie 7 Sinon, quelle modification doit-on apporter ?

6. Mister Bond (James de son prénom) part de l'origine avec son voilier. I
veut intercepter sa James Bond girl favorite. Celle-ci quitte le rivage a bord
d’un bateau & moteur. Son point de départ est situé & une distance L de
I’origine. Enfin, le bateau & moteur se déplace & une vitesse constante ¢ en
direction du large (selon l’axe des y). A quelles conditions James pourra
retrouver sa belle ?

Exercice 5.6.1. On considére une pompe qui alimente un récipient dont le fond
est équipé d’'une vanne de fuite (cf. figure 5.2).

Fi1G. 5.2: Dipositif étudié

Partie I Etude du récipient

Pour construire le récipient, on dispose d’une tole de surface S donnée et on
fagonne la tole de sorte que le récipient ait une contenance maximale et sa forme
soit un cone (cf. figure 5.3).

On rappelle que, pour un céone, le volume est V = %th et la surface est
S =mrvh?+r2.

Question a)Formuler ce probléme. Donner le critére & optimiser et les
contraintes éventuelles.

Question b) Donner les conditions nécessaires que doivent satisfaire les
inconnues du probléme.

Question c)Déterminer (7, h) en fonction de la surface de tole S.

Partie IT Etude de la vidange du récipient
Dans cette partie, le récipient est constitué d’un socle (disque de rayon rg)
et d’une tole de surface S (donnée). Le profil de la tole est engendré par rotation
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Fi1G. 5.3: Récipient conique

de la courbe r(2) (qui est supposée C!) autour de I’axe orthogonal au socle et
passant par le centre du socle (cf. figure 5.2). Si on note z(t) la hauteur du
liquide dans le récipient, le volume est

z(t)
v(t) = 77/0 r?(2)dz. (5.46)

Le bilan de matiére donne

du(t)

= Vin — Vout
dt '

le débit d’entrée (vin) est constant (délivré par une pompe) et celui de sortie
(Vout) est de la forme : vout = ¢/ P — P,. Enfin I’équation de Bernouilli est P =
pgz+ P,, avec p la masse volumique du liquide et g la constante gravitationnelle.

Question a) (1 point) Montrer que 'équation différentielle ordinaire que
satisfait la hauteur z(t) est :

dz(t)  vin — c\/pgy/2(t)

dt mr2(z(t))

Question b)On cherche les extremums de

b
J(r):/ L(z,r,r")dz (5.47)

avec 1’ = % et tel que z(a) = 2q,2(b) = 2z et f; C(z,r,r")dz = ¢. Soit r¢ une

telle fonction, montrer qu’il existe une constante A telle que rg soit un extremum
de la fonctionnelle suivante

b
Ju(r) = / H(z,r,v"Ydz, H(z,r,7") = L(z,r,7") + XC(z,7r,7").
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Indication : poser y(z) = [ C(z,r,7")dz, on cherche un extremum de J sous la
contrainte y' = % = C(z,r,1"), avec y(b) = c.

Question c)Pour une hauteur donnée h, l'aire est

h
A= 271'/ r(z)V 1+ r2dz, (5.48)
0
dr

avec 1’ = 2=+ On coupe l'alimentation de la pompe (vin = 0). En partant d’une
hauteur h donnée, le récipient se vide. Déterminer I’équation différentielle que
doit satisfaire r(z), le profil du récipient, pour que le temps de vidange du
récipient soit le plus petit possible sous la contrainte que ’aire est fixée.

Question d)Déterminer en fonction du débit d’entrée constant, 1’équilibre
atteint noté zeq. Discuter de sa nature et de sa stabilité.

Partie III Etude de la dynamique au voisinage d’un point de fonc-
tionnement

Dans cette partie, on considére le récipient conique de la figure 2. On a la
relation 7 = z tan(feene ), le volume (5.46) est donc

z(t)
v(t) = 7r/0 r2(2)dz

7 tan?(fes
— ( COHE) 2:3 (t)
3
On considére un fonctionnement nominal autour duquel la pompe fonctionne
(Uin = Uin_nominal + 5Uina U = Unominal T du avec Uin_nominal et Unominal COHStaHtS).
Dans ce cas, la dynamique de la pompe est de la forme :
Td(dvin)
dt

+ dviy = adu

2
in nominal

c2pg
Question a)Donner la dynamique linéarisée correspondante pour la varia-

tion de hauteur du liquide.
Question b)On applique un débit dv;, = —kdz, déterminer k tel que 1'équi-
libre soit asymptotiquement stable.

NE

En posant z = zyominal + 62, avec Znominal = , On approximera .

Question ¢)On applique a la pompe une tension du = —%k&z. On pose
x = (6vin, 62)T. Mettre le systéme sous la forme % = Ax. Montrer que, pour les

valeurs numériques suivantes : 7 = 1,a = %, Ocone = 45°, Znominal = 1, ¢ = %, p=

0.1, g = 10, on obtient

-1 -k
A=

1 _ 1

™ 3

Question d)Pour les valeurs numériques précédentes (Question ¢), calculer
exp(At) par la méthode des matrices constituantes. En déduire les solutions du

systéme % = Az. Comment choisir k pour que I’équilibre soit asymptotiquement

dt
stable ?
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6 Systémes a retard
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'LAGIS & INRIA-ALIEN, Ecole Centrale de Lille, BP 48, 59651 Villeneuve
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2ENIT, BP 37, Le Belvédére 1002, Tunis, Tunisie. E-mail :
Mekki.Ksouri@insat.rnu.tn

Cours rédigé par Jean-Pierre Richard

6.1 Introduction

Les systémes a retards sont aussi appelés systémes héréditaires, systémes a
post-effet, équations a argument différé! ou, encore, équations différentielles aux
différences. Ils appartiennent & la classe des équations différentielles fonction-
nelles (EDF) qui sont de dimension infinie, par opposition aux équations dif-
férentielles ordinaires (EDO, voir [118]). Ce chapitre ne peut détailler le grand
nombre d’ouvrages dédiés aux systémes a retards (plus de 30 monographies en
anglais depuis 1963) mais le lecteur pourra se référer, par exemple, aux articles
de synthése [18, 60, 67, 82, 92, 103, 108, 116, 119, 138, 143|, ou aux numéros
spéciaux (23, 33, 84, 102, 122].

Quelles peuvent étre les motivations d’une recherche si active et d’un inté-
rét si continu ? Les points suivants nous semblent donner quelques éléments de
réponse.

! Traduction de Panglais deviating argument en lien avec appellation differential-difference
equation.
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6. SYSTEMES A RETARD

Un probléme appliqué

Le retard est un phénoméne physique qui se retyrouve dans une multitude
d’applications : nombreux sont les systémes réels dont I’évolution temporelle,
contrairement a celle des systémes « ordinaires », n’est pas définie & partir d’'un
simple vecteur d’état (exprimé au présent), mais dépend irréductiblement de
I’histoire du systéme. Cette situation se rencontre dans les cas — nombreux — ol
un transport de matiére, d’énergie ou d’information engendre un « temps mort »
dans la réaction : en technologies de I'information et de la communication (ré-
seaux de communication haut-débit [2, 10, 15, 56, 89, 95, 114, 130], controle
des systémes en réseau [15, 106, 120, 128], qualité de service dans les transmis-
sions vidéo MPEG [91], systémes télé-opérés [63, 79, 104, 105], calcul paralléle
[1], calcul temps réel en robotique [5, 131]... ), en dynamique des populations
et en épidémiologie (temps de gestation ou d’incubation), en mécanique (visco-
élasticité)...2 Méme si le processus ne contient pas intrinséquement de post-effet,
sa chaine de commande peut introduire des retards (par exemple si les capteurs
demandent un temps d’acquisition/transmission non négligeable). Pour ces rai-
sons, il semble raisonnable de considérer le retard comme une caractéristique
universelle de l'interaction entre I'homme et la nature (donc, des sciences pour
I'ingénieur), au méme titre que la non-linéarité, par exemple.

Un probléme ancien mais encore ouvert

Les équations différentielles fonctionnelles (EDF) constituent un outil ma-
thématique approprié & I’étude du phénomeéne d’hérédité, généralisant les équa-
tions différentielles ordinaires (EDO). Comme pour tous les systémes dyna-
miques, leur investigation théorique inclut des sujets comme ’existence et I'uni-
cité des solutions, leur périodicité, I’analyse des bifurcations, les problémes aux
limites, la commande et ’estimation, la caractérisation des comportements asymp-
totiques (stabilité, bornitude, moyennage, etc.), pour n’en citer que quelques-
unes.

Les premiéres EDF ont été considérées par J. Bernoulli, L. Euler, J.L. La-
grange, P. Laplace, S. Poisson et d’autres, en lien avec certains problémes géo-
métriques posés au XVIII® siécle. Au début du XX€ siécle, d’importantes ap-
plications en furent faites par V. Volterra [141]. La situation changea dans les
années 30, avec I'apparition d’'un grand nombre de problémes techniques et scien-
tifiques. La régulation sur base de modéles linéaires et stationnaires avec retard
fut considérée par Y. Zypkin en 1941.

Les bases de la théorie moderne des EDF furent probablement posées par
A.D. Myshkis en 1949 [97, 98]. En particulier, il fut le premier a formuler I’énoncé
du probléme de Cauchy pour des équations a retard arbitraire (ponctuel ou

*Des exemples plus détaillés pourront étre trouvés dans [17, 66, 100].
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6.1. Introduction

distribué, fini ou infini). Les années suivantes® ont vu une explosion de la théorie
des EDF et de leurs applications (voir par exemple [25, 66, 69, 72, 84, 99, 100,
116, 122] et les nombreuses références incluses). Dans ce chapitre, I’accent sera
mis sur les grandes lignes de la théorie des équations différentielles & retards,
permettant ainsi ’accés aux méthodes et résultats concrets qui en découlent.
Malgré le grand nombre d’outils d’analyse disponibles, la commande des
systémes a retards pose encore plusieurs problémes ouverts [119]. On pourrait
penser que les techniques de controle classiques (en dimension finie) seraient
applicables aprés avoir remplacé les opérateurs de retard par des approxima-
tions rationnelles (fonction de transfert sans retard)*. Appliquées au calcul de
lois de commande, de telles approximations peuvent donner des résultats pro-
bants dans le cas de systémes linéaires & retards constants et connus. Cependant,
elles trouvent rapidement leur limite, notamment parce qu’elles conduisent a des
systémes d’ordre élevé® dont la régulation n’est finalement pas plus simple que
celle du modéle initial. En effet, dans ce cas des systémes linéaires & retards
constants et connus, plusieurs méthodes de synthése de controleurs en boucle
fermée donnent des résultats probants. Ces méthodes (placement de spectre,
approches de type Lyapunov...) sont généralement basées sur un principe de
prédicteurS. Le controleur intégre alors une anticipation des comportements fu-
turs, possible si ’on dispose d’un bon modéle. Notons toutefois que, si la partie
linéaire non retardée du modéle est d’ordre supérieur & 3 ou 4, le développement
numérique et systématique de tels controleurs peut étre difficile : en effet, dés que
l'ordre et le nombre de paramétres de réglage augmentent, la phase d’analyse
de stabilité doit étre menée par l'intermédiaire de conditions suffisantes mais
non nécessaires (nous verrons par la suite certaines de ces méthodes, de type
Liapounov). La situation s’aggrave encore dans le cas des retards variables” ou

3En 1962, N.N. Krasovskii [74] publie une construction analytique de contrdle optimal en
présence de retards, puis une généralisation de la seconde méthode de Liapounov [75].
40n pense ici aux approximations du type :

e*hs ~ p(—hS)
p(hs)

o p € R[hs] est un polyndome dont les zéros sont tous dans le demi-plan complexe gauche
Re s < 0. Les approximants résultants sont ceux, classiques, de Padé au premier ordre p(hs) =

(1—22), mais aussi de Laguerre-Fourier p(hs) = (1—£2)", de Kautz p(hs) = (1— 25+ f;fns; )™, de

Padé au second ordre p(hs) = (1— 42+ ?2222 )" de Padé diagonal pn (hs) =Y 1 _, %,
n > 3.

5Une argumentation plus compléte peut étre trouvée dans [119].

SLe premier usage d’un prédicteur fut introduit par Smith [133] & la fin des années 1950. Il
concernait des systémes asymptotiquement stables en boucle ouverte et présentant un retard
sur 'entrée.

“Méme en dimension finie, on connait les difficultés d’analyse rencontrées en non station-
naire : dans ce cas, la stabilité du modéle considéré comme « stationnaire a chaque instant »n’a
aucun lien avec celle du systéme variant. Cette difficulté se transporte dans le cas retardé. Ainsi,
léquilibre z = 0 du systéme a retard variable, considéré dans [49] :

(6.1)

@(t) = ax(t) +ba(t—h(t), h(t)=t—k Vte]k (k+1)], k€N (dou0 < h(t) < 1), (6.2)
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6. SYSTEMES A RETARD

mal connus.

Les particularités des systémes a retards peuvent aussi étre surprenantes :
plusieurs études ont montré que l'introduction volontaire de retard peut amélio-
rer la stabilisation d’équations ordinaires : amortissement et stabilisation [3, 121],
résonateurs retardés [57], rejet de perturbation [58, 147], controle de cycle limite
non linéaire [4], temps fini [143]...

Exercice 6.1.1. Simuler le systéme scalaire a retard (6.3) pour différentes condi-
tions initiales. Montrer que x(¢) = 1 est un équilibre et observer le comportement
chaotique obtenu pour la condition initiale x(t) = 2 Vt € [-1,0].

z(t—1)

i(t) = —ba(t) + 0

(6.3)
Pour un systéme d’ordre 1 sans retard, les phénoménes observés (chaos, trajec-
toire interceptant le point d’équilibre) auraient-ils été possibles ?

Un outil de modélisation

Au dela des effets physiques de post-effet, 'utilisation d’un opérateur de
retard peut étre intéressante dans la phase de modélisation.

Ainsi, pour des systémes d’ordre élevé (ou infini), on connait le classique
modeéle de Strejé (voir par exemple [12]), trés prisé en génie des procédés, ou
le phénomeéne (de diffusion, par exemple) est volontairement représenté par un
transfert de pole multiple 7 (d’ordre n en général restreint a 1 ou 2) et un retard

h:
o—ht

F(s) = km

C’est que, malgré leur complexité, les systémes a retards constituent une classe
de modéles en dimension infinie relativement simples lorsqu’on les compare a la
classe des systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP). Citons ici [65] :
It is usually not difficult to show that the appearance of delay in a differential
equation results of some essential simplification of the model. Les EDP hyper-
boliques peuvent étre localement écrites en tant que systémes a retards de type
neutre [48, 69| grace a la transformation de d’Alembert. D’autres relations avec
les équations & dérivées d’ordre fractionnaire ont aussi été établies [50].
Inversement, tout effet de retard y(t) = u(t —h) peut étre représenté par une
classique équation de transport sur une distance [ et a vitesse ¢ = [h™! :

(6.4)

hgm(z,t) + Lx(z,t) =0, z€[0,l],

(6.5)

.’I)(O, t) - U(t), y(t) - l‘(l, t)'
est-il instable pour a = —3.5 et b = —4 alors que les valeurs propres du systéme considéré a
chaque instant ont toutes des parties réelles négatives. Pour a = —1, b = 1.5, il est asymptoti-

quement stable, alors que les conditions de stabilité ne seraient pas vérifiées si le retard était
constant entre 0 et 1. D’autres contre-exemples sont donnés dans [86].
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Signalons aussi que le retard permet de modéliser les effets de discrétisation
temporelle tout en restant dans le domaine des équations différentielles en temps
continu |30, 31]. En effet, une loi de commande u(t) discrétisée a des instants
{tx} (méme sans périodicité de I’échantillonnage, c’est-a-dire pour ¢ — tg, #
constante) peut étre représentée par un effet de retard variable :

ud(t) = u(tk) = u(t—(t—tk)) = u(t—7’(t>), tk <t< tk+1, T(t) = t—tk, (6.6)

ol ug est le signal échantillonné et bloqué a partir du signal wu(t). Le retard
variable 7(t) =t — t;, est alors continu par morceaux, variant linéairement de 0
a (tg+1 — tx) sur Vintervalle [t,tr11] et, ainsi, de dérivée 7(t) = 1 pour ¢ #
et, en théorie, 7(t;) = —oo. Cette écriture permet par exemple de considérer
de fagon homogéne une situation de commande en réseau avec échantillonnage,
retards de transmission et pertes de paquets [129].

6.2 Classes d’équations differentielles fonctionnelles

De nombreuses classes de modéles ont été proposées pour 1’étude des sys-
témes a retards. La référence [119] en donne un tableau résumé et [116], un
apercu plus détaillé. Dans cet ouvrage, nous présenterons principalement la no-
tation fonctionnelle, trés générale, mais rappellerons ensuite quelques autres
représentations dédiées aux systémes linéaires (section 6.7).

Les équations differentielles fonctionnelles peuvent étre considérées comme
une combinaison d’équations différentielles ordinaires et d’équations fonction-
nelles. Les valeurs de ’argument peuvent y étre discrétes, continues ou mixtes :
en correspondance, on définira les notions d’équations différentielles aux diffé-
rences, d’équations intégrodifférentielles, ou mixtes®.

Une EDF est dite autonome (ou stationnaire) si elle est invariante vis-a-
vis de tout changement de variable ¢t — ¢t + T (pour tout T' € R). L’ordre
d’une EDF est celui de la plus haute dérivée de la fonction inconnue régie par
I’équation. Ainsi, les équations fonctionnelles peuvent étre considérées comme
des EDF d’ordre zéro et la notion d’EDF généralise les équations de ’analyse
mathématique des fonctions d’un argument continu.

Equations a retards ponctuels

Considérons une EDF a retards ponctuels, de la forme :

2 () = fo (1,207 (6= ha (1) sy 2 (2= 1 (1)) (6.7)

dans laquelle z (t) € RY, 2(™) (t) = 5% (t), ket m; € N, h;(t) € R". Le

membre de droite fj et les retards h; sont donnés et z est une fonction inconnue

8Plus particuliérement, dans le cas des équations différentielles retardées (EDR) qui sera
développé par la suite, on parlera de retards ponctuels, distribués ou mixtes.
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6. SYSTEMES A RETARD

de t. La propriété h; (t) € RT (signifiant que toutes les déviations d’argument
sont positives ou nulles) est cruciale pour la causalité de (6.7). Cette équation
(6.7) est dite :
— équation différentielle fonctionnelle de type retardé, ou EDF retardée (en
abrégé, EDR) | si :

m > max {my,...,my}; (6.8)

— équation différentielle fonctionnelle de type neutre, ou EDF neutre (en
abrégé, EDN), si :

m = max {mi, ..., my}; (6.9)

— équation différentielle fonctionnelle de type avancé, ou EDF avancée (en
abrégé, EDA), si :

m < max {my,...,my} . (6.10)

Une EDR est ainsi caractérisée par le fait que la valeur de la dérivée d’ordre
le plus élevé est définie, pour chaque valeur de 'argument ¢, par les valeurs des
dérivées d’ordre plus faible prises en des arguments inférieurs ou égaux a t.

La pratique de la modélisation montre qu’a la quasi-unanimité, seules les
équations de type retardé (6.8) ou neutre (6.9) sont utilisées pour représenter
des processus réels. Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires,
I'équation (6.7) peut étre réécrite sous la forme d’une équation différentielle du
premier ordre (impliquant la dérivée z = %) portant sur un vecteur x € R™ de
dimension plus grande (n = (m — 1) ¢) en prenant comme nouvelles inconnues
les dérivées successives de y. On aboutit ainsi aux EDR et EDN suivantes :

2(t) = f(ta(t—hy (8)) oz (t —hy (1)), (6.11)
B(8) = F (b (= by (8)) e (£ = B () 1 (= g1 (8) s (£ — 0 (1))
(6.12)

Comme nous ’avons remarqué, toute EDF est une combinaison d’équations
ordinaires et fonctionnelles et I’équation de type neutre (6.12) est équivalente
au systéme 2-D, ou hybride, suivant :

z(t) = y(t),
yt) =fta(t—hi(t), ..ozt —he(t), y(t—gr @),y — g (1)).

Dans certains phénomeénes, le retard peut dépendre d’une solution inconnue,
c’est-a-dire avoir la forme h; (¢, (t)). De tels retards sont quelquefois dits au-
toréglants. Leur analyse est assez difficile [139]. Le retard peut aussi dépendre
de l'entrée de commande et, dans ce cas, les techniques de contréle sont rares
[22, 109, 110].
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6.2. Classes d’équations differentielles fonctionnelles

Equations retardées générales, retards distribués

Une équation différentielle retardée générale (& retards non nécessairement
ponctuels) se représente sous la forme :

w(t) = f(t, ), (6.13)

oll, pour un certain ¢, x (t) € R™ et I’état x; est une fonction définie par :

"L’tithRn, xt(O)éx(t+9),
JtC]—O0,0], QEJt.

Dans ce cas, J; peut étre un intervalle donné [—h(t), —g(t)] ou |—o0, —g(t)]. La
fonction z; peut étre interprétée comme un fragment de la solution = a droite du
point t, observé depuis ce point. Le membre de droite de (6.13) est une fonction
de t et x; : ainsi, & toute fonction v : J;— R™ d’une certaine famille de fonctions,
correspond un vecteur f (¢,1) € R™.

Remarquons que I’équation a retards ponctuels (6.11) est un cas particulier
de (6.13)Y. Si un des intervalles .J; n’est pas de mesure nulle, I'’équation différen-
tielle fonctionnelle (6.13) est dite retardée, a retards distribués.

On peut définir de la méme facon une équation différentielle fonctionnelle
neutre, a retards distribués comme suit :

a(t) = f(t, e, @) (6.14)

ou la notation z; correspond de facon similaire & z; : Jy— R", avec J; de mesure
A

non nulle et 2, (0) = z (t+0).

Notations complémentaires

On utilisera par la suite les notations suivantes :

Jy = [_h<t)7 _g(t)] - ]_0070]7 J = [O‘aﬂ] CR;

C (J¢) ensemble des fonctions continues de J; — R";

C! (J;)) ensemble des fonctions dérivables de J; — R";

2, €C(J): Jh—R", O, (0)=x(t+0);

D = [tg, +oo[ x C[—=h,0], (t,9) € D;

||.|| norme scalaire de vecteur : R"® — R*, z — ||z|;

llle norme de fonction, C[~h,0] — R*, ¢ [[¢]lc £ supgep o {[[¥ (O)I]} ;
Bs C C[—h,0] boule fonctionnelle, Bs £ {¢ € C[—h,0];||¢[l, < 6};
R[V] Panneau (commutatif) des polyndémes en V a coefficients réels;
R(V) le corps des fractions rationelles en V a coefficients réels;

R”™ [v] le module!® de dimension n sur R[V];

°Dans (6.11), ensemble J; est de mesure nulle [117], réduit & un nombre fini de points.
19Equivalent d’un espace vectoriel mais sur un anneau, voir [117].
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Amax (@) la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique @ € R™*"™;
pour toute matrice réelle M (t) = [my; (t)], on définit |M (t)] = [ |mi; (t)] ]

Imij (t)] sii# g,

emﬁwzhyﬂmﬁwz () sii=j
My S11=7.

6.3 Le probléme de Cauchy pour les EDR

Le probléme de Cauchy consiste & montrer 'existence (et, si possible, I'uni-
cité) de la solution de I’équation (6.13) correspondant & une certaine fonction
initiale et & une certaine valeur initiale. Considérons I’équation différentielle re-
tardée (6.13) et supposons que pour un certain ty € R, la fonction f : (t,x) —
[ (t,x) est définie pour tout ¢ € [tg, +ool et x € C(Jy), Jr = [—h(t),—g(t)]. Le
point ty est appelé point initial'’ pour la solution. Nous supposerons également
que fg = infi>, {t — b (t)} > —oo.

La fonction initiale v de ’équation (6.13) pour un point initial ¢ est prescrite
sur 'intervalle initial [%, to[. Si tg = tg, alors cet intervalle initial est vide et
on retrouve le probléme de Cauchy classique pour les EDO (sans hérédité, sans
fonction initiale). Cependant, dans tous les cas, la valeur initiale = (ty) de la
solution doit étre prescrite. Généralement (bien que cela ne soit pas nécessaire)
la valeur initiale de la solution x (to) fait partie de la fonction initiale, c’est-a-dire
que cette derniére est prescrite sur intervalle fermé [Zo, to] avec v (o) = @ (to) -

Soulignons que la solution z (¢) doit étre construite dans le sens des ¢ crois-
sants, c’est-a-dire sur un intervalle J ayant comme extrémité gauche le point
to € J. Ceci implique que z est & interpréter comme étant le prolongement de la
fonction initiale, z (t + 0) = v (t + ) pour ¢ + 6 > to.

Nous considérerons ici le probléme de Cauchy pour des EDR a retard fini, et
supposons que la solution appartient 4 C! (c’est-a-dire, est une fonction conti-
niment différentiable de t). Le probléme étudié est donc :

B(t) = f(t,m), z(0)=x(t+0) VO e [—h,0], (6.15)
Ty = 1. (6.16)

Ici, h > 0 est une constante (finie), x (t) € R",tp € R, et ¢ : [-h,0] — R™. La
solution ¢t — z (¢) (t > 0) du probléme (6.15) (6.16) est le prolongement de la
fonction intiale t — x (t) (to — h <t < tp).

Définition 6.3.1. Soit un intervalle J ayant ¢y comme borne gauche (incluse).
Une fonction # € C* (J) est une solution du probléme de Cauchy (6.15) (6.16) sur
cet intervalle J si elle vérifie 'équation (6.15) avec les conditions initiales x (tp) =
Y (to) et (6.16) en tous les points de J (c’est-a-dire, x¢ (t +6) = ¢ (t + 6 — o)
Vi—0 < t(]).

1 Ou instant initial si t représente le temps.
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6.3. Le probléme de Cauchy pour les EDR

Théoréme 6.3.1. Soient ¢ € C[—h,0] et une fonction vectorielle f : D — R™,
continue et vérifiant dans le voisinage de tout couple (t,7%) € D une condition
de Lipschitz par rapport a son deuziéme argument v (la constante de Lispchitz
correspondante dépendant, en général, de ce couple). Alors il existe un point
ty, to <ty < 400 dépendant de 1, to, f, tel que :

(a) il existe une solution x du probleme (6.15)(6.16) sur J = [to, ty];
(b) sur tout intervalle [to,t1] C [to,ty[, cette solution est unique;

c) sity < 400 alors x (t) na pas de limite finie quand t — ty, ;
P P
(d

) la solution x dépend continiment de f et 1.

La derniére proposition (d) signifie que : Vt1 € [to,ty] et Ve > 0, 3§ > 0 tel
que si, dans (6.15) (6.16), f et ¢ sont remplacées par f et ¢ vérifiant les mémes
propriétés et avec :

[ =¥l < et [[f () = F (¢ ¥)| <0 pour t € [to, ], (6.17)
alors la solution T du probléme transformé vérifie :
|z (t) —Z (t)|| < e pourt € [to, t1]. (6.18)

Par ailleurs, en prenant ¢t — ¢y comme nouvelle variable indépendante, il est
possible d’étudier de la méme facon la dépendance de la solution envers le point
initial ¢y de la méme fagon que sa dépendance envers f.
Démonstration : [points (a) et (b)] en intégrant les deux membres de I’équation
(6.15), on constate que le probléme (6.15)(6.16) est équivalent a I’existence d’une
solution continue pour I’équation intégro-différentielle :

x(t):w(O)—i—/f(T,a:T)dT, e, (6.19)

Considérons le membre de droite de cette équation en tant qu’opérateur dans
I'espace métrique { € C ([to, to + ], [¢(0) — B,% (0) + F]), = (to) = (0)}, ou
a, 3 > 0 sont des constantes suffisamment petites. Le theoréme de Banach (prin-
cipe d’application contractante [117]) garantit I'existence et 1'unicité de la solu-
tion pour tout intervalle [to,to + «] suffisamment petit. On en déduit 1'unicité
de la solution pour tout intervalle d’existence : en effet, s’il existe deux solutions
z! et 2?, alors en décalant le point initial de ¢ & inf {t > to : ' (t) # 2? (1)},
nous obtenons une contradiction. En effectuant I'union de tous les intervalles
[to, t1],{to < t1 < 400} sur lesquels la solution existe, nous obtenons l'inter-
valle maximal d’existence. Cet intervalle, de type [to,ty[, est ouvert & droite
(to <ty < +00). Ainsi, (a) et (b) sont démontrées.

[point (c)| Supposons que ty < +oo et qu'il existe x (ty) = limt_)t; [ (t)].

Alors, la fonction x complétée par z (t,) est continue sur [tg,t,]. Puisque f
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est continue, I’équation (6.19) est également valable pour ¢ = t,, et la solution
existe donc sur [t, t,] . Or ceci contredit la définition de t,,. La limite finie x (¢,)
ne peut donc exister, ce qui prouve (c).

[point (d)] Supposons que t € Jto,ty[ et € > 0 sont fixés, avec € assez petit pour
que la fonction (t,1) — f (t,1) soit bornée et lipschitzienne en ¢ dans la bande
to <t <ty || —al, < e (un tel € existe d’aprés les hypothéses sur f). Nous
constatons alors que si ’équation (6.17) est vérifiée pour un § > 0 suffisamment
faible alors 1'égalité ||z (t) — Z (t)|| = € est impossible pour ¢ € [tg,t1]. Il s’en
suit que Z (t) est borné et, d’aprés (c), que 'équation (6.18) est vérifiée.
Inversement, supposons qu'il n’existe pas ¢ > 0 vérifiant (6.17). Alors, il doit
exister des suites §y — 0 (6 € (0,€)), f et v, vérifiant pour chaque k la
propriété correspondante (6.17) et telles que pour des points tr € to,t1] les
solutions Ty du probléme correspondant (6.15) (6.16) satisfassent :

[z (t) = e (O] <& (to <t <tr), [l&(tr) — Tk (te)] = & (6.20)

L’ensemble des fonctions Ty, : [tg, tx] — R™ étant uniformément borné et équicon-
tinu, le lemme d’Ascoli-Arzela [117]| permet le passage a des sous-suites (unifor-
mément convergentes sur chaque intervalle [to,ﬂ C [tg, f[), ty =t >ty, Tp =T
pour k — +oo. La fonction T est uniformément continue sur [to,f[ et peut donc
étre prolongée sur [to,?] avec ||z (1) — % (7)|| = lim ||z (tx) — Tk (t)|| = €. La
fonction Ty, est la solution du probléme :

t
fk( / T .’L’k t e [to,tk] s

fk()zw(’f—to), t € [to—h,tol.

Effectuons le passage a la limite £ — 400 sur tout intervalle ci-dessus [tg,ﬂ en
utilisant la majoration suivante :

g/\\fk(T o) — f (7 75) \dr—/yf 1 Fe) — f (17 dr.

Les deux termes du membre de droite tendent vers 0 pour £ — +oo : le premier
par la convergence uniforme de f, vers f dans la bande tg < t < t1,[|¢ — ¢ <
e ; le second a cause des propriétés de Lipschitz de f en ¢ (dans la méme
bande). Donc, T vérifie (6.19) sur [to,A] avec la condition initiale (6.16). D’apres
(¢), T(t) = x(t),Vt € t0,~] Ceci étant vrai pour tout ¢ € ]to, [, il vient

T (t) =z (f) ce qui est impossible. Il doit donc exister 6 > 0 vérifiant (6.17), ce
qui termine la preuve du point (d).
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6.4 Meéthode pas a pas

Il est rare de pouvoir obtenir I’expression analytique de la solution d’une
équation différentielle fonctionnelle générale. Cependant, dans le cas d’équations
retardées a retards ponctuels, il est quelquefois possible d’utiliser la méthode dite
pas & pas. Nous la présenterons ici dans le cas scalaire :

#(t) = f(tx(t),z(t—h), (6.21)

t > o, h > 0 constant.

La fonction f : [tg — h, +o0o[ x R2— R est continue, lipschitzienne en son second
argument. La fonction initiale 1 (¢) de I’équation (6.21) est continue, donnée sur
I'intervalle [ty — h, to] .

Le « premier pas » correspond a U'intervalle ¢ € [tg, t9 + h]. Pour ces valeurs
de t, Péquation (6.21) devient une équation différentielle ordinaire :

z(t) = fa(t), ¢ (t=h),  telto,to+h],

qui peut généralement étre résolue pour la condition initiale x (tp) = 1 (to),
puisque nous sommes dans le cas scalaire. Le résultat donne la solution sur
[to,to + h], qui & son tour conduit au « deuxiéme pas » de résolution pour
t € [to+ h,to + 2h], dans lequel la fonction = (¢ — h) est connue, issue du pas
précédent. Cette EDO est a son tour résolue pour la condition initiale x (tg + h) ,
et ainsi de suite. Considérons par exemple le systéme suivant, ot « est une
constante :

z(t) = ax (t — h), (6.22)
W (t) = 1o (constante) Vt € [ty — h, to],

pour lequel la méthode pas a pas nous donne la solution, pour t € [tg, +00] :

+oo L
m(t):wOZ%[t—tO—(k:—l)h]kw(t—to—(k:—l)h), (6.23)
k=0

avec la notation w (0) = (1 + Signzﬂ> .

La régularité de la solution croit donc avec le temps. Cette propriété de « lis-
sage » est par ailleurs une caractéristique générale des équations différentielles
de type retardé (voir 65| page 37 et [100] page 24).

La figure 6.1 en donne une illustration pour @« = 1 et h = 1. Pour une
condition initiale constante sur [—h, 0], la solution sur le premier intervalle [0, h]
est une droite (intégrale d’une constante). Sur [h,2h] c’est une parabole, puis
une cubique sur [2h, 3k, puis un polynéme en 4¢* sur [kh, (k+1)A]... La solution
x(t) est ainsi non dérivable en ¢ = 0, dérivable une fois sur |0, +oo], deux fois sur
|h, +o00[ et k fois sur |kh, +oo[. Pour une condition initiale polynomiale d’ordre
1, la technique pas a pas donne la solution représentée en pointillé sur cette
méme figure.
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F1G.6.1: #(t) = —x(t—1), fonctions initiales o = 1 (plein) et ¢ = 0.5¢ (pointillé).

6.5 Stabilité des systémes retardés

Le probléme de la stabilité des EDR se pose trés concrétement lors de la
synthése des asservissements, puisque la présence d’un retard dans un systéme
bouclé conduit le plus souvent a des oscillations, voire des instabilités. Si la
nature mathématique du phénoméne de retard n’est pas prise en compte, la
seule alternative de synthése est de prévoir des marges de robustesse excessives,
réduisant définitivement les performances dynamiques. Il est donc important
de disposer d’outils spécifiques. Diverses méthodes sont disponibles (voir des
bilans dans [19, 25, 69, 99]) : approches fréquentielles [9, 39, 135], méthodes
de type Liapounov [14, 65, 69, 72| ou Popov [46|, théorémes de comparaison
[78, 121], approches métriques |24, 26, 48|, théorie des opérateurs [21], faisceaux
matriciels [99], systémes stochastiques [66, 72|, etc. Nous ne présenterons ici que
quelques uns de ces résultats : ils servent en général de base commune & toutes
les méthodes d’investigation de la stabilité.

Notion d’équilibre pour une EDR
Considérons a nouveau le systéme (6.15)-(6.16), soit :

B(t) = f(t,a), (6.24)
2, =0, ¥ €C[=h,0].

Nous supposerons que f (¢,¢) est continue, bornée pour ¢ bornée, localement
lipschitzienne en . La solution de (6.24) est notée x (¢, tg,?) .

Définition 6.5.1. La fonction ¢, € C[—h,0] est un état d’équilibre de (6.24) si
pour tout ty € R, la solution x (t, tg, @) existe et vérifie z (¢, to, pe) = Pe.

Théoréme 6.5.1. [19] La fonction ¢, € C[—h,0] est un état d’équilibre de
(6.24) si, et seulement si, les trois conditions suivantes sont vérifiées :
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6.5. Stabilité des systémes retardés

(1) Yto € R, x (t,to, pe) existe et est unique;
(i)) VEER, f(t, @) =0;
(1i1) @e est une fonction constante de C [—h,0] : VO € [—h,0], @, (0) = x..

On parlera donc indifféremment d’état d’équilibre (@) ou de point d’équilibre

(xe).

Définitions relatives a la stabilité des EDR

Nous faisons ici I'hypothése que le systéme (6.24) posséde un équilibre, placé
a lorigine sans réduction de généralité, et donc que f (¢,0) = 0.

Définition 6.5.2. L’équilibre x = 0 du systéme (6.24) est dit
1. stable si Ve > 0, Vtg, 36 = 0 (to,e) > 0, ¥ € Bs = x (t,t0,¥) € Be;

2. uniformément stable par rapport a tg si la propriété précédente est vérifiée
avec 0 = ¢ (¢) (donc § indépendant de tg) ;

3. asymptotiquement stable s'il est stable et §'il existe n = n (tg) > 0 tel que
[V € By] = [lim¢—00 (¢, 10, ) = 0];

4. uniformément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et si
la limite de la propriété précédente est uniforme, c’est-a-dire si In > 0 :
Vy>0,3T(y) >0:[p € Byett > T (v)] = [x(t,to,¢) € B,] Vto;

5. globalement (uniformément) asymptotiquement stable s’il est (uniforme-
ment) asymptotiquement stable avec n = +o0;

6. globalement exponentiellement stable s’il existe deux nombres strictement
positifs « (appelé tauz de convergence exponentielle) et k tels que :

[ (¢, t0, )| < K[| ¢lle e 1), (6.25)

Stabilité des systémes retardés linéaires stationnaires

Dans cette section, on parlera indifféeremment de la stabilité asymptotique
de I’équilibre ou du systéme : en effet dans le cas linéaire stationnaire, un point
d’équilibre, sl est asymptotiquement stable, est forcément unique (la propriété
est globale et uniforme).

La stabilité d’un systéme linéaire stationnaire retardé est déterminée par la
position des racines de son équation caractéristique par rapport & l’axe imagi-
naire.

Théoréme 6.5.2. Un systeme linéaire stationnaire de type retardé est globale-
ment asymptotiquement stable si, et seulement si, toutes ses racines caractériq-
tiques sont dans le demi-plan compleze gauche (I’axe imaginaire étant exclu).
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On retrouve ici la méme propriété que dans le cas des équations ordinaires :
par contre, I’équation caractéristique étant ici un quasi-polynéme (fonction po-
lynomiale en s et en ™%, voir [117]), des tests simples de cette propriété (comme
le critére de Routh-Hurwitz) ne sont plus disponibles.

Considérons I'équation générale'? suivante a retard quelconque (fini ou infini,
ponctuel ou distribué) :

0
r@):l/hﬂ{WHx@+ﬂ), () €R" ¢ >0, (6.26)

—00

z(0) =y (0)  VOe]-o0,0],

ou l'intégrale est définie au sens de Stieljes [117], avec K (f) une matrice n X n
dont les coefficients k;; sont des fonctions de 6 € ]—o00, 0] et & variations bornées.
La transformation de Laplace appliquée a (6.26) conduit & :

[sI =K (s)|Z(s) =4 (0)+F(s), seC,

—t 0
amF@z/WWWWWLF@z/WW@M
o o

K@:/}%mw%;u@:/ewﬂmw

L’équation caractéristique correspondante est :
A (s) =det [s] — K (s)] = 0. (6.27)

Elle a généralement un nombre infini de solutions dans le plan complexe : dans
le cas contraire (nombre fini de racines) on parle d’EDR dégénérée.

Théoréme 6.5.3. Le systéme (6.26) est asymptotiquement stable si les racines
de (6.27) sont dans le demi-plan gauche strict (Réel(s) < 0) et si toutes les
fonctions kij (; j—1,.. n) vérifient :

0
‘/WHMMWM<+w.

De nombreuses méthodes ont été élaborées pour localiser les racines de (6.27)
(voir par exemple [19, 69] ainsi que le Chapitre 10 de [117]). Le probléme n’est
pas simple dés I'instant ot l'ordre n grandit, ou bien lorsque quelques paramétres
de réglage (notamment le retard) sont conservés formellement.

2Le théoréme de Riesz [117] assure I'existence de la fonction (dite canonique) K impliquée
dans (6.26) pour toute fonctionnelle linéaire continue g(x).
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Exemple 6.5.1. Considérons I'équation = (t) = —z (¢t —1). Son équation ca-
ractéristique est s + e~® = 0, dont les solutions s = « + j§ sont en nombre
infini. Le systéme n’est donc pas dégénéré. Ici, s = —0.318 & 1.337; est une es-

timation de la paire de racines de plus grande partie réelle : il y a donc stabilité
asymptotique!®. Par contre, le cas suivant est dégénéré et instable :

0 1 0 01 0
)= =3 0 1 [z®)+] 0 0 -1 |z(t—h),
0 -1 0 00 0

A(s)=s(s*—1).
Exemple 6.5.2. Considérons le systéme (6.26) dans sa forme scalaire :

0

:b(t):/:v(tJrG)dk(H),

—00

et supposons que le noyau k(s) est une fonction non croissante (dk (6) < 0),
constante sur U'intervalle § < —h < 0 (par conséquent, 'effet de retard a l'instant
t est limité aux instants [t — h,t]) :

0
() = /x(t—i—@) dk (6). (6.28)
“h

Alors, (6.28) est asymptotiquement stable si :

™

0 0
Yo = /dk(@) <06t 7 _/|dk(9)y <o
~h ~h
Démonstration : pour s = a + j3, 'équation (6.27) s’écrit :
0
ImA (s) =0 — /eae sin 30 dk (6) = 0, (6.29)

—h
0

ReA(s) = a — /ea" cos 30 dk (6) = 0. (6.30)
—h
Or, ces deux équations ne peuvent étre simultanément vérifiées pour a > 0 :

0
si |8] < 4, alors (6.30) n’a pas de racine puisque a — [ e’ cos 36 dk () >
“h

130n a en fait @ € ]—0.3181, —0.3182[. Les racines sont situées  I'intersection des courbes

B =xe %/(1 - a?e?®) et f = arccos (—ae®).
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0
- fheo‘g cos 36 dk (0) > —vyoe “"cosBh >0 ;si|B] > 2, alors (6.29) n’a pas

0 0
de racine puisque | [ e*sin 80 dk ()| < | [ dk(0)| < Z-. ]
—h —h

Premiére méthode de Liapounov

L’ approzimation au premier ordre (ou approximation des petits mouvements,
ou systéme linéarisé tangent), bien connue pour les EDO, est encore valable dans
le cas des systémes retardés. Considérons :

k
B(t) = Aiw(t — hi) + q(t, z2) (6.31)
=0

q(t,x) = q(t,x(t), x(t — 11(t)), ..., x(t — 7%(1)),
ho =0, h; = constantes, 7;(t) € [0, ;] continues,
Juill <& = llq(t, uo, ..., ur) | < Be(lluoll + - + lJurl]),

avec (3 = constante pour € donné, . uniformément décroissante vers 0 quand
e — 0. L’approximation au premier ordre est définie par :

k
At) = Azt — hy). (6.32)
=0

Théoréme 6.5.4. [26] Si le systéme linéarisé (6.32) est asymptotiquement sta-
ble, alors z = 0 l’est aussi pour (6.31). Si (6.32) a au moins une racine carac-
téristique a partie réelle positive, alors z = 0 est instable pour (6.31).

Cas des retards faibles

Le résultat précédent peut étre utilement complété par une approzrimation
des petits retards, résultat de nature qualitative obtenu par continuité des racines
caractéristiques de (6.32) vis-a-vis des retards h;.

Théoréme 6.5.5. [26] Si A = Zf:o A; est de Hurwitz (respectivement, in-
stable), alors pour des valeurs suffisamment faibles des retards h;, la solution
nulle z = 0 est asymptotiquement stable (respectivement, instable) pour (6.52)
et donc (6.31). Si, sur les n valeurs propres de A, n — 1 ont des parties réelles
strictement négatives et la n—ieme est nulle, alors, pour des valeurs suffisam-
ment faibles des h;, z = 0 est stable pour (6.32) et donc pour (6.31).

Dans le cas d'un retard unique, une estimation quantitative des « petits »
retards conservant la stabilité est donnée par le théoréme suivant. Nous consi-
dérons ici le systéme linéaire & retard constant :

dz(t)
dt

= Aoz(t) + A12(t — h), (6.33)
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qui, pour un retard nul, devient :
dz(t)
dt

Théoréme 6.5.6. [40] Si le systéme a retard nul (6.34) est asymptotiquement
stable et si P est la matrice solution de l’équation de Liapounov (ot @Q est une
matrice réelle définie positive [117]) :

(Ao + A1) P+ P(Ag+ A1) = -Q7Q, (6.35)

= (Ap + Ay) 2(t). (6.34)

alors (6.33) est asymptotiquement stable pour tout retard h € [0, hmax| -

1 _1
o = 5 [Mmax(BTB)] 2, avec B=Q TA{P(Ay+ A1) Q™"  (6.36)

Démonstration : le principe de la démonstration sera donné dans la section
suivante (exemple 4). ]

Méthode directe de Liapounov

La méthode directe de Liapounov est un outil majeur pour étudier la stabilité

des équations a retards. Comme en dimension finie, elle conduit généralement
& des conditions seulement suffisantes. Par contre, vu la difficulté du calcul des
racines caractéristiques, son emploi se justifie trés souvent, méme dans le cas
linéaire.
Définition 6.5.3. Une fonction scalaire w : [0, 400 — [0, +00] est dite définie
positive si elle est continue et vérifie w (r) > 0 pour r > 0, et w (0) = 0. Une
matrice carrée réelle () est définie positive si w (z) = 27 Qx l'est (donc si, et
seulement si, ses valeurs propres \; vérifient\; > 0).

Définition 6.5.4. Soit V une fonctionnelle vérifiant les propriétés suivantes :
(a) V:R x B — R (h > 0) est continue, avec V (£,0) = 0 pour tout ¢.

(b) il existe des fonctions scalaires wy, we définies positives, non décroissantes,
telles que :

wi (¢ (0)) SV (t, @) w2 (llelle) Vi (6.37)

La dérivée totale de la fonctionnelle V (t, ) le long des solutions de (6.24)
est alors définie par :

- 1
Vit,o) = lim sup— [V (t+ew(t+et,0) =V (He)].

e—0t

Théoréme 6.5.7. S’il existe une fonctionnelle V (t,p) vérifiant les propriétés
(a) et (b) ci-dessus et, pour tout ty et tout t > tq :

V(t,¢) < —ws(¢(0), (6.38)

ol ws est définie positive, non décroissante, alors l’équilibre x = 0 de ’EDR
(6.24) est uniformément asymptotiquement stable.
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Démonstration : soient € > 0 et § < h choisi tel que wa (§) < wy (¢). Alors, pour
toute fonction initiale ¢ € Bs, on a wy (||z (¢,to,0)||) < V (t,z) < V(t,p) <
wa ([lelle) < wi(e). Ainsi, ||z (¢, t0, )| < e Vit > to, prouvant la stabilité uni-
forme. Montrons maintenant que lim;_, o x (t) = 0 pour toute fonction initiale
@ € By, ou n vérifie 0 < < h et wa (n) < wy (k). Comme pour la preuve de sta-
bilité, on déduit ||z (¢,t0,¢)|| < h Ve € B,. Donc Hl‘ (t,to,go)‘ < ¢ < o0. Sup-
posons que pour une condition initiale ¢ € B, la solution x (¢,t, ¢) ne tende pas
vers 0 quand ¢t — +oo. Alors, il doit exister € > 0 et une suite {¢;},lim; 4 oo t; —
+oo tels que ||z (¢, o, ¢)|| = €. Or, ||& (¢, 0, p)|| < ¢ < 0o et donc tipq —t; > 2A,

£

A = &, et |lz(t; +7,t0,¢)|| > § pour tout 7 tel que |[7| < A. Pour ces ins-

tants 7, (6.38) implique que pour un o > 0, V(tl + 7,24,4+7) < —a. Notons
V(t) = V (t,x¢) et N (t) le nombre de points ¢; tels que to + A < t; <t — A.
Alors, V(1) =V (to) < D inct<ea V(i +A) =V (t; —A)] < —2AaN (t).
Comme N (t) — 400 pour t — o0, on en déduit que V () — —oo pour
t — +00, ce qui est impossible car V (t) > 0. [

Exemple 6.5.3. Considérons I’équation scalaire
+oo
(1) = —az (t) +/ s(t—0)dk(©0), >0, (6.39)
0

ol a est une constante positive et k (t) est une fonction a variation bornée sur
[0, 400 . Considérons la fonctionnelle de Liapounov suivante :

+o0o
V(t, ) =2 (t) + / |dk ()
0
La dérivée de (6.40) le long de (6.39) est :

V (t,z) = 2z (t) [—cw; (t) + /0%o x(t—0)dk (9)]

\ t 22 (1) dr. (6.40)
t—0

+oo +oo
.752 — IL’Q — .
a2 (1) / dk (6)| /O (t — 0) |dk (6)|

Remarquons que :
“+oo

+00 Foo
2 2
x (t) /o x (t-0) dk (9)’ <z (t) /0 |dk (0)| + /0 x“ (t-0) |dk (0)] .

L’équilibre x = 0 est donc asymptotiquement stable pour (6.39) si :

+oo +oo
a>/ |dk ()], / 0 |dk (6)] < +oo,
0 0

puisque sous ces deux conditions les hypothéses (6.37) (6.38) sont validées.

2

Exemple 6.5.4. La démonstration du théoréme 6 utilise la fonctionnelle de
Liapounov V = Vi + Vo, Vi = ay(t)T Py(t), y(t) = [z(t) +ftt,T Alz(G)dG} ,

Vo = fttﬂ_ [ ;ZT(U)QTQZ(U)CZU df. En remarquant que y(t) = (Ag + A1) z(t),

on vérifiera que la dérivée V est négative sous la condition (6.36).
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6.5. Stabilité des systémes retardés

Quelques fonctionnelles de Liapounov-Krasovskii

Les extensions fonctionnelles des fonctions de Liapounov quadratiques ont
été trés largement étudiées dans le cadre des systémes linéaires & retards. Ainsi,
depuis une vingtaine d’années, diverses méthodes de construction de fonction-
nelles de Liapounov-Krasovskii pour des équations particuliéres ont été propo-
sées (voir par exemple [25, 65, 69, 99| et les références incluses). Ces travaux ont
été soutenus par les progrés numériques de 'optimisation convexe : I'outil LMI
(acronyme anglais de inégalité matricielle linéaire) est aujourd’hui intégré dans
tous les logiciels dédiés & I'automatique.

Ainsi, pour le systéme simple :

z(t) = Aoz(t) + Arx(t — h), (6.41)
et la fonctionnelle :
0
Vi(zy) = x(t) Px(t) + / z(t + 0)TSz(t + 0)db, (6.42)
—h

on obtient des conditions suffisantes sous forme d’équations de Riccati : (6.41)
est asymptotiquement stable pour tout A > 0 s’il existe des matrices P, S, R
positives et symétriques telles que :

AYP 4+ PAy+ PASTIATP+S+R=0. (6.43)

Cette équation (6.43) est équivalente a la LMI suivante :
ATP+PAy+S PA
0 ’ ) <o (6.44)
ATP s

Bien stir, pour A; = 0, (6.43) se réduit a I'équation de Liapounov Al P +
PAg < 0, CNS classique dans le cas ordinaire. Pourtant, dans le cas retardé,
la condition suffisante (6.43)-(6.44) est loin d’étre nécessaire. C’est pourquoi de
trés nombreuses généralisations de la fonctionnelle (6.42) ont été publiées dans
les quinze derniéres années. Elles mettent en jeu les termes variés suivants :

Vi(a(t) = T () Pa(t), (6.45)
0
Va(ay) = 27 (1) /_ Qult+ ).

0
Va(zy) = /h aT(t +0)S;z(t + 0)do,

0. t

VZL(:L‘t)Z/_ ./thT(@)Rix(H)dﬁds,
Ti 0

V(o) = 2(t)” / Pyt + n)dn,

_hi

0 0
V() = /_h_ /_h_x(tm)TPi(n,e)x(He) dn db.
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6. SYSTEMES A RETARD

Pour faire simple, V5, V3 visent & montrer une stabilité indépendante du re-
tard dans le cas de retards ponctuels; Vy, a la stabilité dépendante du re-
tard discret ou aux retards distribués. Par exemple, pour le systéme (6.41),
V(zy) = Vi(z(t))+Va(ze)+Va(xs—p) constitue une application particuliére de [68]
qui conduit & la condition suivante (dépendant du retard), ot A = Ay + A1, Ry
pour Vy(z;) et Ry pour Vi(z_p) :

ATP+PA+hRy +hRy hPAjAy hPA?
hPAL AT —hRy 0 <O0. (6.46)
hA3T P 0 —hRy

V5 et Vg apparaissent, sous forme générale, dans des combinaisons visant des
conditions nécessaires et suffisantes : |53] en linéaire pour le cas de retards
ponctuels, [51] pour le cas distribué, [85] pour des retards variables. Cependant,
pour généraliser ces techniques & des conditions de stabilité robuste, on se heurte
au proléme du calcul de V5 et Vi. Pour éviter ces limitation calculatoires, des
formes plus particuliéres de Vs, Vg ont été introduites [42, 43|, mettant en jeu
des fonctions constantes par morceaux P;(.) et conduisant a des fonctionnelles
discrétisées. On peut alors choisir un compromis entre la réduction du conserva-
tisme et l'effort de calcul. Un bon résumé de ces techniques est donné dans [100].
[62] a également proposé une fagon d’éviter le calcul générique des matrices P;(n)
et P;(n,0), en passant par les propriétés de la matrice fondamentale.

D’autres facons de régler le choix des fonctionnelles V; reposent la reformu-
lation préalable du modéle. Elles seront présentées dans la partie 6.8.

Stabilité et équations de Riccati

Les théorémes qui suivent sont une application du théoréme 7 aux systémes
linéaires, permettant de formuler des conditions de stabilité en terme d’existence
d’une solution positive définie a certaines équations de Riccati (voir le chapitre
9 de [117]) auxiliaires. Pour ne pas alourdir la présentation, nous traiterons ici
les seuls systémes & retards ponctuels :

w(t) = i All'(t — hz) (6.47)
=1

Un cas plus général, incluant les modéles a retards distribués, est traité dans [70]
[73]. De méme, les conditions peuvent plus généralement concerner la stabilité
dépendante de certains retards et indépendante des autres [68]. Notons que les
équations de Riccati obtenues conduisent, a leur tour, & des conditions de type
LMIs (voir [117] chapitre 12).

Nous utiliserons les notations suivantes :

A= Z Ai, Aij = AZ'Aj, hij =h; + hj, h (648)
=1

I
U
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6.5. Stabilité des systémes retardés

Théoréme 6.5.8. Le systeme (6.47) est asymptotiquement stable si, pour deuz
matrices symétriques et définies positives R, Q, il existe une matrice définie
positive P solution de l’équation de Riccati :

ATP+ PA+mRh+ P> hiAjR'ALP = -Q. (6.49)
ij=1
Démonstmtion ;on choisit la fonctionnelle V- = V; + Vo, Vi = 27 (t)Px(t),
Vo = 3 1fh” dsft 2T (T)Ra(r)dr, conduisant a V = —al (t)Qz (t) —
ST [_,fj” [Rz (8) + AL Pz (t)]R'[Rx (8) + AL Pz (t)]" df. -

Théoréme 6.5.9. Le systeme (6.47) est asymptotiquement stable si I’équation
z(t)+ >0 A j;:t—hi x(s)ds = 0 lUest et si, pour des matrices symétriques et dé-
finies positives R; [ic(1,...m}]» @, il existe une matrice définie positive P solution
de ’équation de Riccati :

ATP+PA+Y Rii+ Y ATPAR;'ATPAR = -Q. (6.50)
i=1 ij=1

Démonstration : basée sur la fonctionnelle V (t,z;) = Vi + Vo, Vi = [z(t) +
m t
Ez 1A ft p, T(8)ds] T Pla(t) + 3010 A; [i_y, @ (s)ds],
=3 fo ds ft_s (T)Rixz(T)dT. ]

Théoréme 6.5.10. Le systeme (6.47) est asymptotiquement stable si, pour deuz
matrices symétriques et définies positives R, Q, il existe une matrice définie
positive P solution de l’équation de Riccati :

ATP+ PA+Y (hPART'BI P+ mhATRA;) = Q. (6.51)
=1

Démonstration : la preuve est basée sur la fonctionnelle V(t,xy) =Vi+Vo+ Vs,

Vi =aT()Pa(t), Vo= X7, [y ds [ ()dr,
Vs =mh " 1]; ha: )ATRAx( )ds. ]

Remarque 6.5.1. Nous laissons au lecteur le soin de construire les trois fonc-
tionnelles V' (¢, z;) des démonstrations ci-dessus en utilisant les trois transforma-
tions de la partie 6.8.

Remarque 6.5.2. Si dans les trois théorémes précédents, les retards h; sont
tous nuls, les trois équations de Riccati coincident avec I’équation de Liapounov
du systéme linéaire ordinaire & = Ax et les conditions suffisantes présentées
sont également nécessaires. Ceci donne a penser que ces conditions sont peu
conservatives pour des retards faibles.
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6. SYSTEMES A RETARD

Exemple 6.5.5. Considérons le systéme du second ordre avec un nombre quel-
conque m de retards h; > 0 (et «, 8 deux constantes) :

m
-«
&(t)=B> a(t—h), B= b
i=1 b -«
Les trois théorémes donnent la méme condition (suffisante) : 0 < h < O[QLW
Exemple 6.5.6. Considérons le systéme (6.47) avec m = 2 :
: —a1 —ay [
(t) = xz(t—h1) + x(t — ha).
—f1 —m —f2 —

En posant p? = o? + 37 (i=1,2), les équations (6.49) et (6.51) conduisent & :

(a1 + ap)?

2(pi+13)

alors que (6.50) donne une condition moins contraignante, obtenue en choisissant
Ry = |1, Ry = |po| I :

(1 + ha) (hipi + hop3) <

(a1 + 042)2

2 (ui + 13)

Ce dernier exemple montre que les conditions issues des trois équations de Riccati
(6.49), (6.50) et (6.51) ne sont pas équivalentes.

(1 + ha) (hapi + hop3) <

Principe de comparaison

Le principe général de cette approche est de comparer les solutions des équa-
tions d’origine avec celles d’un systéme auxiliaire (sensé étre plus simple) appelé
systeme de comparaison. Celui-ci est en général obtenu a partir d’inégalités dif-
férentielles [78] vérifiées par le systéme d’origine. Le principe de comparaison
s’applique & une classe trés large de systémes!®, ordinaires comme fonctionnels,
et dans cette partie nous lillustrerons principalement dans le cas linéaire non
stationnaire :

zt)=A)x(t)+B{#t)xz(t—h(t), t=>to, (6.52)
z(to+6)=p(@), VO<O. (6.53)
Les coefficients des matrices A (t) = (ai; (t)) et B(t) = (b;; (t)), ainsi que le

retard h (t) > 0, sont supposés continus. Nous emploierons les notations A™ (t)
et |B(t)|,|z (t)| définies page 241.

4Voir des articles de synthése comme [11, 121] qui concernent des cas présentant des non-
linéarités, discontinuités, retards multiples, systémes neutres, etc.
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6.5. Stabilité des systémes retardés

Considérons une fonction de comparaison z (t) € R™ vérifiant I'inégalité dif-
férentielle :

St > AT ()2 () + B2 (E—h (D), Y=t (6.54)

|z (to +0)| > |p(0)], VO <O. (6.55)

Théoréme 6.5.11. Pour toute fonction z (t) satisfaisant (6.54) (6.55), on a :
z(t) > |z (t)] >0 vVt € R,
ot x (t) est la solution du systéme (6.52) (6.53).

Démonstration : montrons tout d’abord que si ¢ # 0, alors z (t) > 0, Vt > to1°.
D’aprés (6.55), ceci est vrai pour ¢ = ty. Par contradiction, notons 7 > ¢y le
premier point ot une composante de z s’annule, z; (1) = 0. En ce point, d’apreés
(6.54), zj(1) > 0 et z; (t) ne peut donc devenir négative.

Soit maintenant € € |0, 1], et x° (¢) la solution du probléme de Cauchy :

a7 (t) = [A(t) —el]2° (t) + B (t) 2° (t-h (), Vt > 1o, (6.56)

(to+0)=(1—-¢e)p(0), VI<O. (6.57)
Montrons que :

|z° (t)] < 2z (t), Vt>to. (6.58)

D’aprés (6.55) et (6.57), (6.58) est vraie pour ¢t = tg. Par contradiction, notons

T > to le premier point ou l'inégalité stricte (6.58) devient une égalité pour une

5 (7’)‘ = 2; (1) . Considérons tout d’abord le cas z5 (1) > 0.

de ses composantes,
D’aprés (6.56) (6.55),
xj (1) — 2 (1) < —ea5 (1) + A(7) 2°
+ B(r)z* (1 —h(7)) = |B(7)|
< —ea§ (1) + AT (1) [[a° (7)] = 2 (7)]
+ B (7| [J2° (7 = h ()| — 2 (7 = h(7))]

< —exj (1) < 0.

(1) — AT (1) 2(7)

)
i (7

Ceci contredit la définition de 7. Le cas x5 (7) < 0 se traite de méme, conduisant
a —5 (1) — 25 (1) < x5 (1) < 0. La preuve est obtenue en passant a la limite,
en notant que lim._,g 2° (t) = x (¢). (]

Plusieurs résultats ont été obtenus a partir de I'utilisation du systéme de

comparaison correspondant a 1’égalité dans (6.54) et (6.55), soit :
2(t) = sup [AT (8)] = (1) +sup 1B ()] (t—h (1), Ve > to,
t t

ainsi que du lemme suivant permettant de conclure a la stabilité des systémes
linéaires stationnaires obtenus par majoration.

“on peut plus strictement montrer ||z (¢)|| > 0 en utilisant un passage a la limite analogue

a celui de la deuxiéme partie de cette démonstration.
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Lemme 6.5.1. [41]| Soient A, By et By des matrices n x n réelles, hy et hy des
constantes positives ou nulles, et soit le systéme (t >0) :

2(t) = AT 2(t) + |B1| sup z(t —0)+ |By| sup z(t—0). (6.59)
0<6<h, 0<6<hs

Si (AT +|B1| + |Bz|) est de Hurwitz'%, alors la solution z = 0 est asymptotique-
ment stable pour (6.59).

Théoréme 6.5.12. [41]| L’équilibre x = 0 du systéme linéaire perturbé :

i(t) = Az(t) + Bx(t — h(t))
+ f(@(t), 1) + g(a(t — h(t),t)
|z, )] < Flz|, |g(z,t)] <Glaf,
0<h(t) < hmax, B=DB +B",

est asymptotiquement stable si la matrice
(A+ B)" + |B"| + F + G + huax [|B'A| + |B'B| + |B'| (F + G)]
est de Hurwitz.
Si B’ est choisie nulle, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 6.5.1. L’équilibre x = 0 de (6.52) est asymptotiquement stable si
AT + |B| est une matrice de Hurwitz, avec AT = sup, [AT (t)] < oo et |B| =
sup; [| B (£)]] < oo.

Cette deuxiéme condition est indépendante du retard, mais nécessite que A™
soit une matrice de Hurwitz. Elle ne permet donc pas d’étudier un éventuel effet
stabilisant de la partie retardée B (t). Par contre, la précédente, qui dépend
de la valeur maximale du retard hp,x, nécessite la stabilité asymptotique de
(A + B)* mais non celle de A.

Exemple d’application

Les modéles retardés sont souvent proposés en biologie pour décrire la lutte
des espéces et leur dynamique de croissance. Considérons le modéle logistique
suivant, correspondant au cas ol une ressource en nourriture est limitée mais se
renouvelle de fagcon autonome :

#(t) = ~ [1 - wkh)} 2(1). (6.60)

x(t) est le nombre d’individus dans la population, le retard h est le temps de
reproduction de la nourriture (le retard est quelquefois interprété comme 1’age

5Elle est alors "opposée d’une M-matrice (ou matrice de Metzler, voir [117], chapitre 8).
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moyen des reproducteurs). La constante «y est le coefficient de Malthus de crois-
sance linéaire. La constante k est la population moyenne (d’équilibre) et est liée
a la capacité de I'environnement & nourrir la population.

Le systéme (6.60) a deux points d’équilbre : x = 0 (mort de lespéce) et
x = k (population moyenne). Pour étudier ce second équilibre, on introduit le
changement de variable z (t) = k[1 + y (¢)], qui conduit au systéme d’équilibre
y = 0 suivant :

y(t)=—yt—h)[L+y()]. (6.61)
Nous étudierons la stabilité de y = 0 sur le systéme linéarisé y (t) = —vy y (t — h)
(théoréme 4), qui est un cas particulier de I'intégrale de Stieljes (6.28) avec :

0sif < —h,
k(0) =
v sif>—h.

D’apreés 'exemple 2, la stabilité asymptotique (locale) de x = k pour (6.61) est
garantie si 0 <y < 4.

6.6 Cas des systémes de type neutre

Nous avons déja présenté cette classe de systémes dans le cas de retards
ponctuels (6.7)(6.9) et distribués (6.14). Dans le cas général, un systéme de type
neutre s’écrit :

i(t) = f (2, t, &, wp), (6.62)

Ainsi, dans un systéme de type neutre, le plus haut degré de dérivation touche
a la fois certaines composantes de x(t) et certaines de leurs valeurs passées.
Ces systémes, dont la complexité est un peu supérieure a celle des systémes de
type retardé, sont traités en détail dans [48, 69]. Ici, nous signalerons seulement
certaines de leurs caractéristiques en termes de solutions, puis de stabilité.
On représente généralement les systémes neutres sous la forme de Hale [48] :
Fap = 2 0y 4 ), (6.63)
dt
ou F': C — R” est un opérateur régulier (ce qui évite les systémes implicites)
a argument différé. Dans le cas linéaire, stationnaire et & retards ponctuels, un
systéme neutre s’écrit :

[Aﬂ}(t — hl) + Biu(t — hl)] R (664)

M-

Il
=)

(2

q
B(t) = Y Dyt —w)) =

=1
équation a laquelle on associe I’équation linéaire aux différences :

q
Fz = 2(t) — Z Djz(t —wj) =0, D; matrices constantes. (6.65)
j=1
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On notera que, dans les publications concernant les applications aux sciences
pour l'ingénieur, le cas mono-retard est quasiment le seul représenté, sous la
forme particuliére suivante :

k
#(t) — Dix(t — h1) = Agz(t) + Y [As(t — hi) + Byu(t — hy)] (6.66)
=1

dont I’équation aux différences associée est :
z(t) — Dz(t — h1) = 0. (6.67)

Nous avons vu que les solutions des systémes de type retardé voient leur ré-
gularité augmenter avec le temps (voir page 245). Cette propriété de « lissage »
n’est plus vérifiée pour les systémes de type neutre : & cause de I’équation aux
différences (6.65) impliquant Z(t), la trajectoire peut « répliquer » toute irrégu-
larité de la condition initiale ¢(t) méme si, dans (6.63), f et F' présentent des
propriétés de régularité trés fortes. Ceci peut poser des problémes dans 'appli-
cation des méthodes pas a pas [§].

La présence de ce méme opérateur aux différences change également les ca-
ractéristiques de stabilité des systémes neutres. En effet, a la différence d’un
systéme de type retardé, un systéme linéaire neutre peut avoir une infinité de
poles instables et le Théoréme 6.5.2 ne s’applique plus. Considérons le systéme
linéaire (6.64). Son équation caractéristique s’écrit :

k

det |sI — s zq: Dje* =y [Aie’s’“} —0. (6.68)
j=1 =0

Dans le plan complexe, a cause de la présence du terme —s 25:1 Dje™**i dans le
déterminant, on peut obtenir des branches infinies de racines complexes tendant
vers |’axe imaginaire tout en conservant des parties réelles strictement négatives.
Des conditions basées sur le seul signe de la partie réelle doivent donc étre
considérées avec beaucoup de précaution [65].

Par contre, si on fait ’hypothése de la stabilité asymptotique de I’équation
aux différences (6.65) (ce que 'on nomme « stabilité formelle » du systéme neutre
[16]), alors le nombre de racines instables devient fini [26]. La stabilité formelle
est également appelée « f-stabilité » dans le cas non linéaire [69].

Rappelons que plusieurs conditions permettent d’analyser la stabilité asymp-
totique (donc, exponentielle) du systéme linéaire stationnaire aux différences
(6.65) :

— Dans le cas mono-retard (6.67), une CNS (condition nécessaire et suf-
fisante) est que D ait toutes ses valeurs propres dans le cercle unité
(det(A] — D) =0 = |A| < 1) ou, autrement dit, que || D|| < 1 (il s’agit 1a
de la condition de stabilité usuelle des systémes linéaires en temps discret).

— Dans le cas mono-retard (6.67) et avec un retard éventuellement variable
(h1 = hi(t)), la condition précédente est suffisante [16, 66].
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~ Dans le cas multi-retardé (6.65), une CS est que >°7_, || D] < 1.
— Dans le cas scalaire multi-retardé (D; = d; € R) et & retards non com-
mensurables'”, une CNS est que Y21, [d;| < 1 (voir [47]).

La stabilité formelle est une condition nécessaire pour la stabilité asymp-
totique du systéme neutre (6.64). Par ailleurs, si 'on veut montrer la stabilité
exponentielle du systéme neutre, il faut alors vérifier la stabilité « formelle expo-
nentielle », c’est & dire appliquer les conditions ci-dessus en remplagant la valeur
limite 1 par 8 < 1, par exemple : [|D|| < 5 < 1.

La stabilité formelle est également une propriété cruciale pour ce qui est
de la stabilisation : il a été montré récemment que chercher & stabiliser un
systéme neutre non formellement stable se heurte a d’importants problémes de
robustesse vis-a-vis des retards. Pour cela, un systéme scalaire a deux retards
non commensurables wy, ws a été considéré comme exemple dans [47] :

z(t) + diz(t —wr) + daz(t — wa) = u(t), (6.69)

avec  |di| + |d2| > 1. (6.70)

La condition (6.70) implique que (6.69) n’est pas pas exponentiellement
stable pour u = 0. Pour stabiliser le systéme, on peut essayer la loi de com-
mande u(t) = —fiz(t — w1) — fox(t —w2), qui stabilise (6.69) si, et seulement
si, |d1 + fi] +|d2 + f2| < 1. Cependant, si le bouclage est appliqué avec une trés
légére erreur €1, € sur les retards, c’est-a-dire si on applique la commande :

u(t) = —f1x<t — W1 — 61) — fgl’(t — W — 62), (6.71)

alors il existe une suite (€] €}) tendant vers zéro telle que (6.69) bouclé par (6.71)
soit exponentiellement inétable, bien que le méme bouclage soit exponentielle-
ment stable pour €; = o = 0. Ceci se montre en utilisant la derniére condition
énoncée ci-dessus et le fait que |di| + | f1] + |da| + | f2] > 1.

Ainsi, si 'on veut stabiliser I’équation aux différences d’un systéme neutre
non formellement stable, la moindre erreur sur les valeurs des retards de boucle
peut étre fatale, ce qui est caractéristique d’un manque de robustesse.

17Crest-a~dire en rapport irrationnel, voir page 263.
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6. SYSTEMES A RETARD

6.7 Modeéles pour les systémes linéaires stationnaires

Nous considérons dans cette partie le cas du systéme suivant, linéaire, a
retards et & parameétres constants :

ZDlab(t—wl) (6.72)
k =1
Z (A;z(t — hi) + Byu(t — h;))

=0

53 INCIOEURYRONOIND

7j=1

k
y(t)=> Ciz )+ Z N;(0)x(6)do. (6.73)

i=0 t—7;

Ici, en posant hy = 0, Ag € R™*" (constante) represente la rétroaction instanta-
née ; les matrices 4; € R™*" 4 > 0 (constantes), correspondent aux phénomeénes
de retards ponctuels; la somme d’intégrales correspond aux retards distribués,
pondérés par les G sur les intervalles temporels [t —7;, t]; les matrices D; consti-
tuent la partie neutre ; B; et H;(s) sont les matrices d’entrée. Le retard maximal
est h = max; j; {hs, 7j,wi}. L'équation (6.73), y(t) € R", définit I'équation de
sortie avec, de méme, des parties retardées de facon ponctuelle C; et distribuée
N; ().

De nombreux systémes physiques [96] peuvent étre représentés (aprés linéa-
risation) par ce modéle. Dans la plupart des cas, un seul retard suffit pour la
partie neutre (soit ¢ = 1) correspondant d’ailleurs a I'un des retards de la par-
tie retardée (71 = hi). On remarquera que, dans (6.72), G; = —G}, pour un
couple (7, k) permet de représenter un effet de retard « ponctuel-plus-distribué »
comme ft ™k G;(0)x(0)dl. Par ailleurs, une approximation suplémentaire peut
permettre de ramener les retards distribués & une somme de retards ponctuels :
t G0)x Z st— T

al - E)?

t—7

avec des coefficients constants a; € R. Cette simplification a motivé I’étude du
cas particulier des systémes & retards ponctuels multiples :

ZA:E )+ Buu(t — hy), (6.74)
h0:0<h1<...<hk,1 < hg,
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et, plus spécialement encore, des systémes a retards commensurables (ou ratio-
nellement dépendants), pour lesquels les h; = id sont tous des multiples entiers
d’un méme retard constant ¢, soit :

k
#(t) = Aja(t — i6) + Byu(t — id), (6.75)
=0
k
y(t) =Y Cix(t —is), ké=h. (6.76)
=0

Cette classe de modéles, finalement assez large'®, peut étre représentée par un
systéme sur anneau, qui permet d’utiliser les outils de 'algébre [117]. Pour cela,
on représente 'opérateur de retard V : z(t) — x(t — ) (ou bien e~%* en calcul
opérationnele de Laplace) par la variable V (lettre grecque « nabla »). On définit
R[V] comme I"anneau (commutatif) des polynémes en V a coefficients réels. Un
élément M(V) de R[V]™*P est alors une matrice m X p sur 'anneau R[V] définie
par M(v) £ Z?:o M;V?, o les matrices M; sont dans R™*P. Le systéme (6.75,
6.76) peut alors s’écrire sous la forme suivante :

Le formalisme opérationnel peut aussi étre employé. En considérant que
toutes les variables sont nulles avant 'instant initial ¢ = 0, il conduit aussi a
une formulation entrée-sortie classique basée sur les opérateurs s et e*. Ainsi,
dans le cas plus général (6.72) (6.73) (retards distribués), et lorsque les noyaux
(Gj, Hj, N;) sont des matrices constantes (hypothése que nous conserverons dans

8Les deux principales restrictions sont celle de linéarité et celle de retard constant. Elles
s’obtiennent respectivement par linéarisation locale et moyennage des retards. Méme si elle
présente une importance en mathématiques (évitement de chaos, par exemple), la commen-
surabilité représente une moindre contrainte pour des systémes de I'ingénieur, ou la valeur
numérique du retard provient d’une identification et laisse une marge d’appréciation. On peut
ainsi choisir de prendre deux retards commensurables 1 et 1.4 plutét que 1 et v/2.
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toute la fin de cette partie), on arrive a :

U(s) = C(s)(sIn — A(s))""B(s) u(s), (6.79)
k r —sT;
=3 a3
i=0 J=1

q k r e
—sw —sh; 1 —e™?%
A(S):ZDlse Z+ZA1'6 h +ZG]'#,
=0 =0 j=1
k r _ars
e 1 — 5T
B(S):ZBIQ 8 Z+2Hj7,
i=0 j=1 5
w(s) = L) 2 [T e tuan 56s) = L)

Ce formalisme fait apparaitre, comme en dimension finie, la notion de péles du
systéme, solutions de 1'équation caractéristique A(s) = 0 avec :

A(s) = det(sI, — A(s)), (6.80)
o(A) ={s e C,A(s) =0}, (6.81)

et qui conditionnent les solutions de (6.72) & noyaux G; constants. L’ensemble
des poles constitue le spectre o(A). Bien str, a part dans le cas dit dégénéré,
I'équation transcendentale A(s) = 0 a une inifinité de racines, autrement dit
cardo(A) = oc.

Le cas des systémes a retards commensurables (h; = id, 7; = jo, w; =
10), (6.79) peut étre reformulé sous forme de matrice de transfert sur le corps
R(s,e™%) des fractions rationnelles en s et €%, soit :

M(s, e %) = C(s)(sI, — A(s)) 'B(s). (6.82)

Le cadre comportemental [146] fournit une alternative a la théorie des transferts
sur anneau. Un comportement B est défini comme B = kerR, oit R est une
matrice d’opérateurs différentiel et de retard (s,V) agissant sur l’espace des
fonctions. Si les deux approches sont voisines (comportement ker[D;—N] et
transfert D~ V), le cadre comportemental est cependant mieux adapté pour les
questions de réalisation!?, puisqu’il intégre les éventuels modes non observables
ou non contrdlables [37].

Une autre formulation générale (et, dans ce cas, le retard peut étre infini)
des systémes linéaires (6.72) se base sur les intégrales de Stieltjes. Dans le cas

19Nous commenterons cette notion dans la partie 6.9.
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retardé (D = 0)2°, on a :

0
() = / K (0)] 2 (1 +6), (6.83)

ot tous les coefficients k;; de la (n x n)—matrice canonique K () sont des fonc-
tions & variation bornée. Avec quelques hypothéses?! sur K (0) et ¢, la trans-
formée de Laplace existe et, pour des valeurs de Re s suffisamment élevées, on
a:

[sI — K (s)]Z(s) =¢(0)+F(s), seC,

F(t)= [ [dK (0)] ¢ (t+6), F(s)= [o°e"F (6)do,
K(s)= [° e%dK (6), T (s) = [ ez () db.

-0

L’équation caracteristique (6.80) de (6.83) est :

A (s) =det [sI, — K (s)] =0. (6.84)

6.8 Quelques liens entre modélisation et stabilité

Puisque 'analyse de stabilité est le plus souvent menée au moyen de condi-
tions suffisantes mais non nécessaires, le choix du modéle de départ peut influen-
cer les résultats obtenus. Cette partie présente donc quelques transformations
de modéles qui peuvent améliorer I’étude de stabilité.

Formule de Leibniz-Newton

La plupart des résultats de stabilité dépendant du retard ont été obtenue
par une re-formulation du modéle de départ, faisant apparaitre le retard dans
les gains du modéle transformé. Nous ferons tout d’abord une constatation sur
le systéme simple suivant :

#(t) = Arz(t) + Asa(t —h), z€R™ (6.85)

La stabilité indépendante du retard requiert que Ag soit une matrice de Hurwitz
(ce qui se retrouve de fagon cohérente dans la condition LMI (6.44)) et que
A1+ Ajs le soit aussi (condition obtenue pour un retard nul, voir Théoréme 6.5.5).
A Tinverse, une condition assurant la stabilité pour un retard borné h € [0; hps[

0
*Pour le cas neutre (D, # 0), on ajoute [ [dKn (0)] 2 (t + 60) a droite de (6.83).

—o0

0
21F(t) absolument convergente, j 6] |dk:i; (0)] < +o0, || (0)] + (fooo ||90(9)||2 dQ)% < oo,

—o0
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6. SYSTEMES A RETARD

demande la stabilité de A; + Az (ce qui apparait dans la condition (6.46) mais
pas, en général, celle de Aj.

Plusieurs résultats®? sur la stabilité dépendante du retard on été développés
sur la base de la formule de Leibniz-Newton : j;t_hj:(s)ds = x(t) — z(t — h).
Ainsi, en posant :

+L; [w(t) — /thig'c(s)ds} ,

on obtient la transformation du systéme :
m
z(t) = Z A;z(t — h;) (avec, potentiellement, hy = 0), (6.87)
i=1

en un modéle a retard augmenté h = max(h; + h;) :

i(t) = [Z Li] z(t) + Z [A; — Li]x(t — hy)

i=1 i=1
m t
+ > / LiAjx(s — h;)ds. (6.88)
i=1,j=17t"hi

De cette fagon, méme si la partie non retardée [A;] de (6.85) est instable, elle
peut étre « remplacée » par une matrice stable, [L1] dans (6.88). Une telle dé-
composition peut étre optimisée par le biais d’algorithmes LMI, pour relacher
les condiditons de stabilité. Il a cependant été remarqué dans [45] que cette
transformation augmente le nombre de racines caractéristiques.

Formes de Kolmanovski-Richard

Le principe précédent peut étre généralisé & d’autres transformations et
d’autres systémes?®. En reprenant la notation (6.48), le systéme retardé (6.87)
peut étre ré-écrit des trois fagons qui suivent :

' m t—h;
(1) = Ax(t) —g_:l Ay /t s, (6.89)
i(t) = Ax(t) — 2} A; /t . i(s)ds, (6.90)

7 x(t) + ;Ai /t—hi x(s)ds| = Ax(t). (6.91)

22Les premiers travaux parus sont ceux de [41] dans le cas mono-retard, suivis de [101] pour
des retards multiples. Les autres références figurent dans [45].

23Les résultats de cette partie sont issus de [71], ou le cas des systémes distribués est
également considéré.
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Par une procédure « en deux temps » (“two-step procedure” décrite dans [64]),
chacune de ces écritures inspire ensuite des fonctions de Liapounov-Krasovskii
adaptées, qui sont celles présentées plus haut dans les trois démonstrations de
la partie 6.5.

Comme dans le cas de la transformation de Leibniz-Newton, les propriétés
de stabilité du systéme original et de ses transformées ne sont pas équivaklentes.
Alors que celle de (6.89) implique celle de (6.87) [73], le probléme réciproque a
été étudié dans [61], qui montre que la stabilité des premier et deuxiéme sys-
témes transformés n’est pas nécessaire a celle de l'initial, car des dynamiques
additionnelles [45] sont introduites par la transformation, dynamiques dont le
poles sont absents du spectre initial?*. La stabilité du troisiéme systéme est
suffisante et devient nécessaire si on fait I’hypothése que 1’équation aux diffé-
rences z(t) + > ;0| A; ftt—m z(s)ds = 0 est asymptotiquement stable (propriété
de stabilité formelle pour les systémes neutres, voir page 260).

La forme de Fridman (descripteur)

La « forme descripteur » (“descriptor form” en anglais) a été introduite par
E. Fridman [29, 32]). Elle correspond & un modéle 2-D (voir page 240) et met
en jeu la transformation (6.86), enrichie par des techniques liées aux systémes
singuliers. On ré-écrit le systéme linéaire retardé (6.72), ici considéré en régime
libre (u(t) = 0), sous la forme singuliére suivante :

B(t) = 2(t), (6.92)

0x 2(t) =—z(t)+ Y _ Dyt —w)
=1

k r t

+ At —hi) + G (0) 2(0)db,

i=0 j=17t"7;

puis on lui applique la transformation (6.86) avec A; = L;. En définissant le
vecteur augmenté X7 (t) = [27(t),27(t)], on peut alors mettre en oeuvre la

24 Ainsi, la transformation (6.89) appliquée au systéme (6.85) donne :

#(t) = (A1 + Agyz(t) — Az /tih[Alx(s) + Asx(s — h)]ds,

dont les poles sont les zéros de : det (In — 1*55_5}1' A2> det (s]n — A — Age_Sh), alors que les

poles de (6.85) sont les zéros de det (sI, — Ay — Aze™*") . Si ||A2|]| > h™', alors (6.89) est
instable méme si (6.85) est stable [44].
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fonctionnelle de Liapounov-Krasovskii suivante :

V(xe, 2) = XT()EPX (t) 4+ V() + Va(ze), (6.93)
I, 0 P 0 -
E = , P = , P =Pl (6.94)
0 0 P, Py

La notation V3, V} est celle de (6.45). Remarquons que, puisque la matrice E
est singuliére, la fonctionnelle est dégénérée (c’est-a-dire n’est pas définie posi-
tive), ce qui correspond aux techniques utilisées pour les systémes singuliérement
pertubés. Une optimisation LMI permet de calculer les matrices définissant les
fonctionnelles V3, Vj.

Les résultats concernent a la fois les systémes de type retardé et neutre, avec
incertitudes polytopiques. Sans étre exhaustif, nous donnerons ici un résultat
simple : le systéme (6.41) est asymptotiquement stable s’il existe P, = P{ > 0,
Py, P3, Q=QT,R=RT, telles que :

ATPy+ PFA P — Pl +ATP; hPf A

P—P+PfA —-Ps—PI'+hrR nPfA, | <O
hAT Py hAT P; —hR

Techniques de réductions par prédicteur

L’appellation réduction d’Artstein (“Artstein model reduction” en anglais)
référe a un article de 1982 [6] mais le principe de cette technique peut aussi étre
trouvé dans des travaux antérieurs [76], [80] et [132].

Son usage est assez simple si on considére des systémes avec retard sur I’en-
trée seule :

#(t) = Az(t) + Bu(t — h), xz(t) € R™. (6.95)

En introduisant le nouveau vecteur : :
t
(1) = 2(t) + / A=h=0) Bu(6) do, (6.96)
t—h

on réduit (6.95) & un systéme sans retard :
2(t) = Az(t) + e M Bu(t), =z(t) e R™ (6.97)

On peut alors calculer facilement sur cette EDO un retour d’état classique,
u(t) = Koz(t), a condition que la paire (A, B) soit stabilisable (ce qui garantit
que la paire (A, e~4"B) 'est aussi). En revenant a la notation du systéme initial,
le contrdle résultant intégre donc un effet de retard distribué : u(t) = Koz(t) +

[, Ko=) Bu(6) db.
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Le probléme est sensiblement plus compliqué si le systéme présente aussi un
retard sur I'état. Le cas suivant a été considéré par Fiagbedzi et Pearson [27] :

.I'(t) = Ao.%’(t) + Ao.%'(t — h) + Bou(t) + Blu(t — 7’), (6.98)

qui aboutissent a la transformation :

t
2(t) = x(t) + / eA=h=0) A1 2:(0) do
t—h

t
+ / A== B () db. (6.99)
t

—T

Le modéle réduit est alors :

2(t) = Az(t) + Bu(t), =z(t) € R",
A=Ag+e M4, (6.100)
B=By+e 4B;.

Cependant, résoudre 1’équation caractéristique matricielle (6.100) devient beau-
coup moins simple. Dans [27], il est proposé de limiter le probléme de calcul aux
seuls vecteurs et valeurs propres instables (qui, pour un systéme retardé, sont en
nombre fini). Une application (simulée) au controle de ralenti d’un moteur ther-
mique est ptrésentée dans [35]. Plus généralelment encore, cette approche peut
étre considérée sur I’équation (6.83), mais demande alors I’étude de la structure
propre de I’équation caratéristique A = ffh eAdK(6).

Les controleurs obtenus par ces techniques de réduction contiennent des
termes intégraux comme ceux de (6.96) et (6.99). A ce titre, ils font partie
des controles de type prédicteur. Dans certains cas, ils peuvent donc s’avérer
sensibles aux incertitudes paramétriques et, plus encore, aux erreurs d’identifica-
tion du retard. La réduction d’Artstein constitue cependant un outil d’utilisation
simple et trés intéressant dans le cas de retard sur I'entrée seule.

Forme exponentielle de Seuret

La transformation qui suit vise & étudier la stabilité exponentielle d’'un sys-
téme a retard variable. Elle a été initialement introduite dans [126], o la stabi-
lisation exponentielle robuste était considérée (voir également [125]). Nous n’en
exposerons ici que le principe, & partir du cas simple suivant :

z(t) = Apz(t) + Arx(t — 7(t)), (6.101)
ou 7(t) est un retard variable borné, vérifiant les inégalités suivantes :
0<hy <7(t) < hg, Vt>0, (6.102)

Comme défini en (6.25), montrer la stabilité exponentielle & taux « signifie de
prouver l'existence de deux réels o et k tels que : |z (¢, o, )| < k|[¢||c e,
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Cela revient aussi a4 montrer la convergence asymptotique du vecteur e®(t—t)

x(t, to, 1)) vers zéro.

En choissant, sans restriction pour la suite, I'instant initial ¢ty = 0, il est donc
naturel d’introduire la nouvelle variable vectorielle z = e®!x(t). Cette variable
satisfait ’équation transformée suivante :

2(t) = (Ao + ady)z(t) + e ™D A 2(t — 7(t)), (6.103)

dont la stabilité asymptotique pour un certain o > 0 garantira la stabilité ex-
ponentielle de taux « pour le systéme initial (6.101). Cependant, une difficulté
apparait pour étudier le systéme transformé (6.103) : puisque 7(t) est variable,
(6.103) est un systéme non stationnaire. Pour surmonter cet obstacle, [126] a
proposé d’exprimer (6.103) sous une forme polytopique, basée sur lexistence
de coefficients variables A1 et Ao conduisant a ’expression du terme ™) sous

forme d’une somme convexe de ses bornes e et e®h2 .

e = X1 (t)e®M + \y(t)eh2,

(6.104)
Al(t),)\g(t) >0et )\1(15) + )\Q(t) =1.
Par ce biais, le systéme (6.103) est inclus dans la classe polytopique :
2
At) = Ao+ alyz(t) + ) e N (D) Arz(t — 7(t)), (6.105)
i=1
dont I'analyse est ensuite menée sous la forme descripteur :
2(t) = y(2),
t
0=—y(t)+ (Ao + al, + A1 (t))z(t) — Al/ y(s)ds,
t—T
ou encore :
: 0 I, | - 0 t
Ez(t) = - z (t) — / y(s)ds, (6.106)
Ao +al, + A1 (t) -1, Ay t—7

avec E = diag{Il,,0}, Zz(t) = col{z(t),y(t)} et Ai(t) = E?:l e®hi )i (t)Ay.
Des conditions sous forme LMI sont alors obtenues, généralisables au cas de
matrices perturbées [125, 126] et aux systémes de type neutre [127].

Techniques de pseudo-retard

Ces techniques se placent dans le cadre fréquentiel et permettent de rempla-
cer le retard par une fraction rationnelle. La stabilité du systéme (6.85) dépend
des racines de I’équation caratéristique :

det(sI — A; — Age™") = d(s) + n(s)e ™ =0. (6.107)
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Les valeurs critiques de h qui correspondent & des bifurcations de stabilité cor-
respondent aux racines imaginaires pures s = jw de (6.107), vérifiant donc

Z((;Z)) ’ = |e_hj°"‘ = 1. De 14, I'idée générale des techniques de pseudo-retard est,
tout d’abord, de chercher les éventuelles intersections de la courbe Zg‘:)) avec le

cercle unité. Ceci définit les « fréquences de croisement » w;.

Dans cette technique fréquentielle, le retard e ~"* peut étre, de facon équiva-
lente, remplacé par toute fonction de transfert Z Zgg ayant un module unitaire.
Les fréquences de croisement w; sont alors obtenues en résolvant 1’équation :
d(jw)pn(jwT) +n(jw)ps(jwT) = 0 pour des valeurs croissantes du parameétre T'
€]0,4+o00]. Cette équation est simple (polynomiale) et lorsqu’une paire (w;,T;)
donne une solution, le ou les retards correspondants en sont déduits. Le pa-
ramétre T est appelé le pseudo-retard. Z.V. Rekasius [115] a ainsi introduit la

n(sT) _ (1=sT) i (1—sT)?
Zd(zT) = (1+§T)' A. Thowsen [136], en utilisant (1+2T)2,

I’équivalence suivante, correspondant au systéme (6.75) en régime libre.

a obtenu

transformation

Théoréme 6.8.1. s = jw, w > 0, est une racine du quasi-polyndme
Zf:() di(s)e™% pour un & > 0 si, et seulement si, c’est aussi une racine de

Zf:o di(s) (1 = sT)* (1 + sT)Q(k_i) pour un T > 0.

Ainsi, bien que ces techniques rappellent les approximations rationnelles
(6.1), nous constatons que les pseudo-retard ne sont pas une technique d’ap-
proximation (voir aussi [100] p.137). Ils sont plutdt reliés aux transformations
bilinéaires du type : C = C, z = e /%" s w = i‘z = jtan %h, qui mettent
en correspondance le cercle unité et 'axe imaginaire et sont bien connues en
traitement du signal comme en commande numeérique (« transformée homogra-
phique » ou « en w »).

Parmi les techniques associées aux pseudo-retards, on retiendra le résultat de
K. Walton et J.E. Marshall [142], particuliérement pratique pour les systémes
mono-retard, c’est-a-dire dont 1’équation caractéristique est (6.107). Il utilise

léquation d(jw)d(—jw) — n(jw)n(—jw) = 0 et, donc, le choix 1;—2 = —%).

Modélisation issue des techniques de robustesse

En ameéliorant une technique de [34] (voir aussi [100] page 154), plusieurs au-
teurs [52, 54, 59] ont développé des approches inspirées de différentes techniques
de commande robuste : techniques IQC, p—synthése, approche de Kalman-
Yakubovitch-Popov, théorie de Popov généralisée, etc.

Nous décrirons tout d’abord ici les grandes lignes de I’approche de M. Jun et
M.G. Safonov [59]. On considére le systéme (6.41) pour h € [0, hps], en supposant
que A = Ap+A; est asymptotiquement stable (ce qui est la condition de stabilité
asymptotique de (6.41) a retard h nul). On associe & ce systéme un modéle
opérationnel constitué de deux blocs interconnectés, décrit Figure 6.2. Cette
représentation se préte a une ré-écriture des conditions de stabilité robuste sous
forme de contrainte intégrale-quadratique (IQC en anglais, voir [90, 123]).
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6. SYSTEMES A RETARD

F1G. 6.2: Deux blocs interconnectés pour reformulation IQC.

Dans ce modéle, I'opérateur A reprend les caractéristiques du retard. Sa

transformée de Laplace est A(s) = 6_2;_1 et le systéme correspondant au bloc

G(s) est défini, dans le domaine temporel, comme suit :

#(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t), (6.108)
u(t) = Ay(t)),

avec : A=Ay + Ay,

B=hH, C=EFEA, D=hEH,
Ay=HE, HeR"™ FEeR"",

q <n, H et E sont des matrices de rang plein.

[59] montrent que la stabilité asymptotique du systéme (6.108) équivaut a celle
du systéme (6.41). La preuve se fonde sur I’équivalence suivante :

(sI —Ag—Are™™)z =0 < (sI—(I—hA(s)A1) Ao+ A1)z =0.

Ainsi, (6.41) est asymptotiquement stable si, et seulement si, la matrice & gauche
de I'équivalence est réguliére dans le demi-plan droit Re s > 0, c’est-a-dire si, et
seulement si, la matrice & droite I’est aussi. Cette derniére correspond a (6.108).

Le théoréme IQC requiert qu'un certain opérateur ® satisfasse la contrainte
intégrale-quadratique suivante pour tout « dans [0, 1] :

/ = W7 (1), 0 A (y(1))] @ vO s
oo al(y(t))

On peut ainsi guarantir la stabilité asymptotique de (6.108) a la condition que
A soit une matrice de Hurwitz et que :

Je >0, Yw eR, [GT(—jw),I| ® < —el.

272
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Cette condition, fréquentielle, peut ensuite étre reformulée de fagon équivalente
sous une forme LMI grace au lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (lemme
KYP, voir [145]).

Q

Le choix de : & = conduit au critére (suffisant) suivant :

ST —Q

Théoréme 6.8.2. [59]| Le systéeme (6.41) est asymptotiquement stable s’il existe
deuxr matrices symétriques défines-positives P > 0, Q > 0 et une matrice anti-
symétrique S telles que la matrice suivante soit définie-négative :

ATP 4+ PA+CTQC PB+CTS+cTQD
BTP+STC+DTQC —-Q+D"QC +STD+ DTS

< 0.

Une classe plus générale de systémes a été considérée dans [52], incluant des
retards multiples h; dont, éventuellement, la borne inférieure pouvait étre non
nulle®® : h; € [him, hinr]). L'approche de robustesse est différente (pu—synthése,
voir [137]). Pour traiter le cas hiy, > 0, le sous-systéme G(s) doit inclure des
retards e "ms. Cependant, les conditions obtenues peuvent s’avérer assez conser-
vatives.

Parmi les techniques s’inspirant de la commande robuste, citons également
I'utilisation de la théorie de Popov généralisée [55] dans le cas élargi des sys-
témes a retard sur 1'état [54]. Ce résultat (voir également [100]) étudie des tech-
niques de stabilisation par rétroaction et de commande H,, pour des systémes
a retards ponctuels ou distribués, formulées en termes de triplets de Popov

Q S
= (AB;P), P= e Rvtm)x(ntm) “pour lesquels un « systéme
ST R
de Kalman-Yakubovich-Popov en J » (c’est-a-dire uns systéme non linéaire a
matrices inconnues X, V, W) doit étre résolu :

R=VTJv,
L+XB=w7tJv,
Q+ATX +XA=wWTJw.

Avant de clore cette partie, mentionnons I'article [140] ou différentes techniques
de robustesse (lemme KYP, lemme Réel Strictement Borné, stabilité absolue,
passivité) ont été appliquées a I’étude se stabilité des systémes linéaires a retards
ponctuels et non-linéairement pertubés.

25Ce type de condition correspond, dans la littérature en anglais, 4 ’appellation nonsmall
delay. En francais, on pourra parler de « retard borné » si h;,, # 0, par distinction du « retard
majoré » si him = 0 et hin < co.
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Approximation LPV

Dans [7], S.P. Banks considére le systéme non linéaire (ici, sans entrée) :

i(t) = A(z(t), z(t — h)) 2(t), (6.109)
x(0) =¢(0), —h<O<0,

qui est remplacé, comme suit, par une suite d’approximations linéaires & para-
métres variants (LPV) :

#(t) = A (:cﬁ—ﬂ (t), 21t — h)) 21 (1), (6.110)
#1(0) = p0), -h<o<0.

Si A(.,.) est localement lipschitzienne en ses deux variables, il est montré que
la suite de fonctions () converge, dans C([0,T]) pour un certain T' €]0, h],
vers la solution de (6.109). L’étude de stabilité fait intervenir une algébre de
Lie nilpotente associée & (6.110) et est menée grace a une transformation de
Liapounov particuliére. La stabilisation est également étudiée.

6.9 Propriétés structurelles

La commandabilité des systémes & retards présente trois principales diffé-
rences par rapport au cas ordinaire :

1. La premiére différence vient la nature fonctionnelle de [’état : la notion de
controlabilité (terme employé de préférence a « commandabiilté » lorsqu’on
se place comme ici en dimension infinie) représente le fait de pouvoir rallier
un état a un certain instant ¢;. Pour un systéme a retard, il s’agit donc
de rejoindre, a t1, une fonction z; de support [—h, 0], ce qui demande de
placer le vecteur z(t) depuis I'instant ¢; — h jusqu’a t1. Pour une EDO, la
commandabilité demande de rallier un point x(¢) & un instant ¢;.

2. La deuxiéme différence (liée a la premicre) tient au temps nécessaire au
controle. Pour un systéme linéaire et sans retard démarrant a l'instant
tp, tout point pouvant étre atteint & l'instant ¢; > tg peut aussi I'étre a
linstant to+a(t1—to), & > 0. Au contraire, la présence d’un retard entraine
généralement 'existence d’un temps d’atteinte minimum. . Pour donner un
exemple, il est clair que le simple systéme z(t) = x(t) + u(t — 1) ne peut
pas étre controllé en moins d’une seconde. Ainsi, en plus des notions de
commandabilité usuelles (sous-espaces et indices de commandabilité), on
devra ajouter un autre type d’index : la « classe » d’un systéme linéaire
retardé correspond au nombre de fois le retard nécessaires pour atteindre
I'objectif.

3. Enfin, la nature de la réalisation du contréle & appliquer, constitue un en-
jeu important. Pour un systéme retardé, l’expression générique d’un retour
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d’état est u(t) = g(x¢), ce qui signifie que le controleur est lui aussi de di-
mension infinie (fonctionnel). Pour des raisons d’implantation numérique,
on peut préférer restreindre sa réalisation a un retour instantanné (en an-
glais, “memoryless control”) du type u(t) = g(«(t)) oui bien a un retour a
retards ponctuels du type u(t) = g(x(t), x(t — h;)).

La suite de cette partie reprendra quelques définitions relatives & la contro-
labilité des systémes a retards. Des correspondances plus complétes, obtenues
dans des contextes unificateurs, pourront étre trouvées dans |28, 84| (contexte
algébrique de la théorie des modules) ou [36] (approche comportementale).

Dans le cas des systémes retardés, les notions de contrélabilité peuvent étre
transposées a l'observabilité (voir [113] et les références incluses). Cependant,
pour effectuer cette transposition dans le cas des systémes neutres, I’hypothése
de stabilité formelle(voir page 260) est requise. Dans le cas contraire, le probléme
des observateurs asymptotiques est encore ouvert.

Définition 6.9.1. (Contrélabilité Ms, ou Ma—approchée [20]) On considére le
systéme (6.13). L’état Ty est Ma-contrdlable a l'instant ¢ vers 71 € Mg([—h, 0];
R™) sl existe une suite de controles {u;} définis sur £ ([0,¢];R™) telle que
T(t; To, u;) converge vers Ti (au sens d'une norme sur Ms). Le systéme est
Mo-controlable & t si tous les états Tp sont Ms-contrdlables a ¢ vers tout
T1 € Ma ([—h,0;R™). 1l est Ma-strictement controlable si, dans la définition
précédente, la suite {u;} est remplacée par un contrdle wu.

Définition 6.9.2. (Controlabilité absolue [107]) Le systéme linéaire a retards
sur 'entrée z(t) = Agz(t) +Z§:0 B;u(t—16) est absolument controlable si, pour
toute condition initiale {x(0), u(t)ie[—ks, o]}, il existe un temps ¢; > 0 et un
controle borné u(t) tels que z(t1) = 0 avec u(f) = 0 pour tout 6 € [t; — kd, t1].

Une condition nécessaire et suffisante de controlabilité absolue peut étre
exprimée simplement : rang [E, ApE, ..., Ag_lE] =n, avec £ = Zf:o e~04o ;.
Cependant, la définition exige une fin de mouvement en régime libre (u(f) =
0 pour tout 0 € [t; — ko, t1]), ce qui représente une condition trés forte. La
définition qui suit s’affranchit de cette contrainte.

Définition 6.9.3. ((¢,R™)-contrélabilité [107, 144]) Le systéme linéaire (6.75)
est (¢, R™)-contrdlable (par rapport & une fonction ¢ € C) si, pour toute condi-
tion intitiale ¢ € C, il existe un temps (fini) ¢; > 0 et une loi de commande u(t) €
Ly ([0,t1 + h],R™) tels que z (¢; ¢, u) = 1(t — t; — h) pour tout t € [t1, t1 + hl.

Pour des systémes mono-retard, la (0, R™)-contrdlabilité peut étre testée par
des techniques de grammien [144].

Définition 6.9.4. (Controlabilité spectrale [88]) Le systéme linéaire (6.75),
considéré avec la notation (6.77), est spectralement controlable si :

rank [SI — A(e7%), B(e_és)] =n, VseC. (6.111)
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La controélabilité spectrale établit des bases trés intéressantes pour une mise
en ceuvre effective de controéles. Il s’agit bien 14 d’une propriété fonctionnelle,
mais qui ne concerne que le contréle (au sens du placement) du spectre o(A)
défini en (6.81) : il a été montré?® dans [13] et [36] que le systéme (6.75) est sta-
bilisable si et seulement si (6.111) est vérifiée pour tout s € C, Re(s) > 0. Par
ailleurs, les propriétés spectrales s’étendent facilement a I’ensemble de ’analyse
structurelle (stabilizabilité, détectabilité...) : toute matrice de transfert causale
de R(s,e7%), comme par exemple 'équation (6.82), admet une réalisation spec-
tralement observable. Elle admet également une réalisation détectable et spec-
tralement contrélable. Il a néanmoins été remarqué que la notion de réalisation
minimale (au sens de la controlabilité spectrale et de I’observabilité spectrale,
comme au sens du nombre minimum d’opérateurs d’integration s~* et (216 retard
e~ 5 1+e™~°

requis) ne fait pas toujours sens? : la fonction de transfert —t¢— a été
ste=sm/2

donnée comme exemple dans [81].

Définition 6.9.5. (Controlabilité euclidienne, ou R™-controlabilité, R™-contro-
labilité forte [77]) Le systéme linéaire (6.75) est R™-controlable si, pour toute
condition initiale ¢ € C et tout vecteur x; € R”, il existe un temps ¢t; > 0
et une loi de commande u(t) € Lo ([0,%1],R™) tels que z (t1;¢,u) = 1. Il est
fortement R™-contrélable si n’importe quel ¢; > 0 peut étre pris. Si la propriété
est restreinte & x1 = 0, alors le systéme est R"-controlable vers 'origine.

La R™-contrélabilité n’est pas une propriété fonctionnelle, puisqu’elle con-
cerne le vecteur z(t) et non ’état z;. On notera trois différences avec le cas de
la commandabilité d’une EDO :

— La trajectoire peut ne pas rester en x; aprés ;.

— Sauf dans le cas rare de la controlabilité forte, I'instant ¢; ne peut pas étre

arbitrairement réduit.

— La R"-controélabilité n’est pas équivalente a la R™-controlabilité vers 1’ori-

gine.

Définition 6.9.6. (Controlabilité forte/faible, ou sur anneau/corps, ou R[V]/
R(V)-contrélabilité, voir [77]) Le systéme linéaire sur anneau (6.77) est contro-
lable sur 'anneau R [V] ou fortement contrélable, sil existe une loi de commande
de type polynomial u(t) = f(x, Vz, V?z,...), permettant de rejoindre tout élé-
ment du module R” [V] depuis tout état initial xp € R™[V]. Il est controlable
sur le corps R(V) ou faiblement contrélable, s'il existe une loi de commande
de type rationnel u(t) = f(z, Va, V2z, ..., v 'z, V=22, ) permettant de rejoindre
tout élément du module R™ [V] depuis tout état initial xp € R" [V].

La contrélabilité forte n’est pas non plus de type fonctionnel. Elle met 'ac-
cent sur la complexité de la commande & appliquer. Une condition nécessaire

2671 s’agit d’une preuve constructive basée sur la propriété de domaine de Bézout.

2TComme cela a été montré dans [134], pour des systémes sur un anneau, méme des réali-
sations minimales peuvent ne pas étre isomorphes, de telle sorte qu’il n’existe pas forcément
de forme canonique de réalisation, contrairement aux systémes sur un corps.
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et suffisante peut étre énoncée & partir du sous-module de contrélabilité as-
socié a la paire (A,B), ie. (A/ImB) = ImB + A2ImB+... + A" 'ImB
ou, de fagon équivalente, a& partir de la matrice de contrdlabilité (A/B) =
[B,AB,A’B, ..., A" 'B]. Larticle de synthése [77] donne, dans le cas du sys-
téme linéaire invariant (6.74) avec retards commensurables, les implications sui-
vantes (ainsi que d’autres qui utilisent la notion de sous-module de torsion) :

R [V]-controlabilité forte = Controlabilité absolue
= R(V)-controlabilité faible = R"-controlabilité.

Controlabilité approchée = Controlabilité spectrale
= R(V)-contrdlabilité faible.

Cela signifie que la R [V]-controlabilité forte est une propriété trés exigeante.
Effectivement, elle demande que le systéme soit contrélable comme s’il ne com-
portait pas de retard.

Comme nous l'avons déja signalé page 274, la notion usuelle d’indice de
controlabilité a été étendue aux systémes retardés [111], ajoutant, avec la no-
tion de « classe », la prise en compte du temps d’atteinte, temps minimum
t1 nécessaire pour que les différentes composantes de 1'état (sous-modules de
controlabilité) puissent atteindre les valeurs voulues 27 € R™.

6.10 Compléments bibliographiques

Comme D'attestent les trés nombreux travaux paraissant aujourd’hui au ni-
veau international, les systémes a retards constituent un champ d’étude im-
portant, pour I'automaticien comme pour l'ingénieur. En complément aux ré-
férences déja citées, mentionnons pour ce qui concerne d’autres aspects fonda-
mentaux de 'automatique : modélisation [84], propriétés structurelles [84, 124],
commande (par placement de spectre [84, 143|, optimale |66, 72|, par suivi de
modele [83, 112], par platitude [94], par modes glissants [40], par linéarisation
193]).

Parmi les ouvrages incluant des domaines d’application spécifiques, citons la
commande en réseau [120], I’écologie [38], la biologie [87], la robotique [135]. De
nombreux exemples sont également présentés dans |66, 84, 100, 122|.
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7.1 Introduction

Une théorie algébrique pour la commande des systémes a paramétres répartis
commandés aux bords est présentée dans ce chapitre. Un systéme y est représenté
par un module et les notions de commandabilités développées étendent la notion
de 7-liberté dégagée précédemment pour les systémes a retards [11].

Le point de vue ici adopté trouve ses origines dans l'extension du cadre
élaboré pour les systémes a retards [14, 1, 12, 15, 16]. Des exposés détaillés se
trouvent dans [42, 43|. Diverses voies possibles d’extension au cas non linéaire
sont réalisées en [26, 35, 42]. Une vue plus proche de 'analyse est développée en
[24, 25].

7.2 Motivations et méthodologie

Notre philosophie est guidée par deux attentions majeures : la premiére (at-
tention pratique) est de dégager des propriétés structurelles qui surviennent fré-
quemment dans les applications. La deuxiéme (attention de simplicité), reliée a
la premiére, consiste en 'obtention des propriétés les plus simples pour chaque
classe d’applications. Ceci nous a conduit & la découverte d’une nouvelle notion,
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nommée m-liberté, qui permet de résoudre le suivi d’une trajectoire de référence
selon le méme cheminement que celui emprunté pour les systémes non linéaires
de dimension finie différentiellement plats.

7.3 Notion de liberté

Le lien entre la notion de liberté des modules et la commandabilité a d’abord
été introduite pour les systémes linéaires de dimension finie par Michel Fliess
[10], puis nous l'avons étendue aux systémes a retards [30], [11], [31], [13], [34]
et aux systémes a paramétres répartis [12], [32].

Critéres classiques de commandabilité

La vision classique de la commandabilité correspond en général & une acces-
sibilité de l'espace d’état. Considérons un systéme de dimension finie ¥ donné
sous forme d’état comme suit

i(t) = Az(t) + Bu(t) (7.1)

avec (t) = (x1(t),...,xn(t)) Vétat, u(t) = (ui(t),...,un(t)) la commande,
A e R™™ B e R"™™, La commandabilité du systéme ¥ peut s’exprimer de
diverses maniéres toutes équivalentes. En voici quelques-unes :

1. Accessibilité de l’espace d’état
Pour tous états initial xi,; et final xg, de R™, et tous temps initial ti,; et
final tg,, il existe une commande v € F,,, dans ’espace dit des commandes
admissibles F,,, amenant le systéme de I'état initial @ (tin;) = @i & 'état
final x(tan) = Tan.

2. Critere de Kalman
La matrice de commandabilité

€ = (b, Ab, ..., A" b)

est de rang plein :
g =n

3. Critére de Hautus-Popov-Belevitch

Vs € C, rge[s] —A| bl =n
4. Forme canonique contréleur
On se restreint dans cet alinéa au cas de systémes mono-entrée. Il existe

un changement d’état z = Fx, F' € R™ "™ tel que la représentation de X
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devienne :
21 = 22
Z9 = zZ3
Zn—1= Zn
Zn = Q121+ o2z + -+ apzy + Bu

Si, au lieu de vouloir imposer que 'état z aille de zijn; & zgn, nous voulons
amener une sortie y d’une valeur initiale & une valeur finale (sachant que le
nombre de commandes est en général bien moindre que celui des états), nous
pouvons avoir un bien meilleur contréle sur I’évolution temporelle de y. Consi-
dérons z; comme sortie de la forme canonique contréleur :

2’1 = 29

2’2 = Z3

Zn-1 = Zn

Zn = o121+ ooz + -+ apzy + Pu
\ Y = z1

Alors, connaissant y, toute autre variable est déterminée

21 =y
zZ9 = 21
23 =71
Zn = zgn_l)
1 _
u= 3 (a1z1 +agi + -+ anzin b_ zin)>

Le modéle est alors différentiellement paramétrisé par y. En particulier, si
l'on désire suivre une trajectoire t — y,(t) de y, la loi de commande en boucle
ouverte assurant le suivi est donnée par

1 _
ur(t) = =5 (@9 (t) -+ oy (1) ) (1))
Remarques 7.3.1. 1. L’expression donnant u, (de méme que celles donnant
les autres variables) ne recquiére aucune intégration d’équation différen-

tielle.
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7. COMMANDE ALGEBRIQUE DES EDPs

2. Le concepteur de la commande est libre de choisir la trajectoire de référence
qu’il souhaite, pour autant qu’elle soit différentiable jusqu’a I'ordre n.

3. Cette étape en boucle ouverte, faisant une confiance aveugle en le modéle,
suppose ce dernier parfait et suppose également que les conditions initiales
soient parfaitement connues. Elle est en pratique complétée par une étape
de stabilisation.

4. La fonction de transfert correspondante a un numérateur constant :

g

S — sl — =y

ISSYINS

Exemple 7.3.1. Le modéle
Mij+Ky=u

s’écrit sous forme canonique contréleur

Zb1:$2
b = - (~Ka1 + u)
xg—M 1 +u
y=x
Nous avons donc :
=Yy
xgzy
u=Ky+ My

Et la commande en boucle ouverte assurant le suivi de t — y,(t) est

ur = Kyp + M,

Systéme sans retard libre

Nous allons généraliser ici de maniére d’abord informelle, puis en termes
précis, la forme canonique contréleur précédente. La notion obtenue, que nous
nommerons liberté, conserve cette essentielle propriété de paramétrisation.

Un modele général tel que (7.1) de dimension finie muni d’une entrée in-
dépendante w = (uy, ..., uy) est dit libre (voir [10] et 'annexe 7.A pour une
définition précise) s’il existe

W = (wla"'vwm)
que l'on nomme base (ou sortie basique), telle que :
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7.3. Notion de liberté

1. Elle fait partie du systéme (caractére endogéne) :
Les wj, j = 0,...,m s’expriment comme combinaisons linéaires des va-
riables du systéme (par ex. x,u) et de leurs dérivées :

wi:Lw—i—Nou—i—Nl%u—i—---—i—Naé%u

LeR™™ N, e R™™ i=0,...,a«.
2. Ses composantes sont différentiellement indépendantes (indépendance) :
Il n’existe aucune relation différentielle entre les wj, 7 =0,...,m :

5
m0w+m1%w—|—---+mgjt—5w:0 — mi:0
m; € R i =0,...,0.
3. Elle fournit une paramétrisation compléte du systéme (forme canonique
de suivi) :
a::Pow—l—Pl%w—i—...—&—P,YC‘l%w (7.3)
u=Quw+ Qi Ew+ -+ Quizw

PZ: eRnxm7 Q] ERmXWL?i:O’.._7FY7j:07___7M,
La derniére propriété, et plus spécialement I’équation (7.4), fournit une solution

simple et naturelle a la réalisation du suivi en boucle ouverte d’une trajectoire
t— w(t).

Remarque 7.3.1. Ces propriétés (indépendance et paramétrisation du sys-
téme) sont en correspondance directe avec les propriétés caractéristiques d’une
base d'un espace vectoriel (ensemble maximalement indépendant et minimale-
ment générateur).

Exemple de systéme libre

Considérons un modeéle du premier mode souple d'un bras de robot & un
degré de liberté, actionné par un moteur. Notons ¢, le déplacement rigide, ¢, le
premier mode du déplacement élastique (par rapport au déplacement rigide) et
u le couple moteur actionnant le bras.

Le bilan des couples donne :

Jrr Jre Gr 0 U
Jer  Jee de K.q. 0

ou Jgy sont des inerties équivalentes et K. une raideur élastique. Les équations
du systéme sont :
Jrr‘jr + Jre(.je =u (753)
JerGr + JeeGe = —Keqe (75b)
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Fi1G. 7.1: Premier mode souple d’un bras de robot.

Ce systéme est libre, de base

W = Jerqr + Jeeqe

En effet, le premier membre de I’équation (7.5b) est la dérivée seconde de w :

1
w=—K.q ouencore ¢q.= _E w
puis, nous obtenons
1
qr = Ter (w - JeeQe)
Et, finalement
1 Jee
=— w4+ w 7.6a
T e T Kee (7.68)
I .
Ge = e o (7.6b)
Jrr . 1 JrrJee (4)
=T —J 7.6
u Jer w + Ke ( Jer re) w ( C)

Se donnant une trajectoire de référence ¢ — wy(t), la derniére formule nous
fournit une loi en boucle ouverte assurant un suivi exact sous 'hypothése d’un
modéle parfait et de conditions initiales connues. Pour une trajectoire désirée
d’allure décrite en figure 7.2 & gauche, nous obtenons la loi en boucle ouverte
illustrée a droite.

Les systéemes linéaires sont, dans notre approche, modélisés par des struc-
tures linéaires analogues aux espaces vectoriels : des modules (diverses notions
d’algeébre sont rappelées en annexe 7.A| p. 324). Les axiomes de définition sont les
mémes pour les deux structures, mais les scalaires d’un espace vectoriel sont pris
dans un corps, tel R ou C, alors que ceux d’un module sont pris dans un anneau.
Pour les systémes sans retards, cet anneau sera celui des polynémes différentiels
R[%]; pour les systémes a retards, 'anneau sera R[%,J] o d = (01,...,0,),
chaque §; étant un opérateur retard tel que, pour tout f, (8;f)(t) = f(t — hy),
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7.3. Notion de liberté

F1G. 7.2: Trajectoire de référence t — w;(t) (& gauche) et commande en boucle
ouverte u, (& droite).

ou h; est un réel positif, 'amplitude du retard ; pour des systémes modélisés par
des EDPs, les anneaux seront adaptés au systéme étudié.

Cette augmentation du nombre d’indéterminées dans ’anneau des opérateurs
entraine une bien plus grande complexité des modules associés, ce qui se retrouve
dans les propriétés de commandabilité.

R-systéme, entrée

Définitions 7.3.1. Soit R un anneau commutatif!, unifére et sans diviseurs de
ZETO0S.

— Un R-systéme A, ou un systéme sur R est un R-module.

— Une R-dynamique, ou une dynamique sur R, est un R-systéme A équippé
d’une entrée, c.a.d., un sous-ensemble u de A tel que le R-module quotient
A/[u] est de torsion.

— L’entrée u est indépendante si le R-module [u] est libre, de base wu.

— Une sortie y est un sous ensemble de A.

— Soit A une R-algébre et A un R-systéme. Le A-module A ®z A est un
A-systéme, qui étend A.

Remarques 7.3.2. 1. Pour un systéme de dimension finie, R = k[2] avec
k = R ou C. Pour un systéme a retards, R = k[%, d], avec & = (01,...,0,),

les §; étant des opérateurs retards algébriquement indépendants (c.a.d.
les amplitudes des différents retards sont indépendantes sur Q). On parle
également d’incommensurabilité dans la littérature.

LOn se restreint ici au cas commutatif. Pour le cas non commutatif, voir [9, 41] pour
certaines extensions.
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7. COMMANDE ALGEBRIQUE DES EDPs

2. En termes informels, un systéme d’équation
ay=bu

ot a,b € R = R[4] ou R[4, §] sera représenté par une structure linéaire
formée de toutes les combinaisons linéaires de y, u et de leurs dérivées,
telles que la relation ci-dessus soit satisfaite

A:{py—l—qu‘p,qeR, ax:bu}

3. Dans les mémes termes informels, une entrée u = (ui,...,u,) est telle
que toute variable z du systéme satisfait une relation de la forme :

m
bz= ZQiUz’
=1
oup,q €R,p#0.

Cas des systémes a retards

Définition 7.3.1. Un systeme linéaire stationnaire a retards A est un k[%, é]-
module finiment engendré.

Cette définition appelle quelques commentaires. Tout d’abord, un module
finiment engendré sur k[%,&] est entiérement déterminé par la donnée de gé-
nérateurs et d’'un ensemble de relations (ce dernier constituant lui-méme un
module) vérifiées par ces derniers. Le module est alors dit donné par généra-
teurs et relations (voir annexe 7.A, p. 325 ou [8, 0.3 p. 17| pour une définition
précise). Nous disposons donc de générateurs, A = [wi,...,w,] = [w] et de
relations,

Py(d.8)w=0

ott Py € k[4,8]7% et rgk[%76]PA = 0.

Ici Py se nomme une matrice de présentation® de A. Remarquons que cette
matrice n’est pas unique.
Exemple 7.3.2. Prenons comme exemple le systéme d’équation
y(t) —y(t) = ut —1)

Soient [U, Y] le k[%, 6]-module libre engendré par U et Y et [E] = [Y =Y — 6U]
un sous-module libre de [U,Y]. Posons alors [u,y] = [U,Y]/[E]; le systéme
considéré est représenté par le module

A = [u,y]

2De maniére rigoureuse, la matrice de présentation est P . Nous conserverons dans la suite
cet abus de langage commode.
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7.4. Notions de commandabilité

avec comme relation

y—y=du
qui peut alors s’écrire :
u
(=6 4 —1] =0
Y

avec comme matrice de présentation

PA(%vé): [_5|%_1]

7.4 Notions de commandabilité

Sans torsion, liberté, projectivité

Explicitons une notion importante pour I’étude de la commandabilité : celle
de torsion (voir également 'annexe 7.A, p. 324). Considérons un systéme linéaire
(sans retards) ¥, modélisé par un module sur 'anneau R[4]. Un élément w de
Y est dit de torsion s’il existe un polyndéme non nul p de R[%] tel que

() w=0

Notons que ce phénoméne ne peut se produire de maniére non triviale dans un
espace vectoriel ; en effet une relation de la forme pw = 0 dans un espace vecto-
riel implique w = 0, puisque p est inversible en tant qu’élément d’un corps. Un
élément de torsion de ¥ satisfait une équation différentielle & coefficients dans R.
Un module dont tous les éléments sont de torsion est dit de torsion. A I'inverse,
un module dont aucun élément n’est de torsion est dit sans torsion. L’abscence
de torsion signifie qu’il n’y a pas de variable satisfaisant & une équation (diffé-
rentielle, différentielle aux différences, ..., selon 'anneau R) autonome, c.a.d.
non influencée par 'entrée.

La liberté, notion en général plus forte que la précédente, signifie qu’il existe
m (ot m désigne le nombre d’entrées indépendantes) générateurs indépendants,
fournissant une paramétrisation compléte du systéme.

Une notion supplémentaire est celle de projectivité (voir 'annexe 7.A, p. 324).

Définition 7.4.1. Un R-systéme A est dit R-commandable sans torsion (resp.
R-commandable projectif, R-commandable libre) si le R-module A est sans tor-
sion (resp. projectif, libre).

Quelques considérations classiques d’algebre homologique (voir, par exemple,
[39]) conduisent au résultat suivant.

Proposition 7.4.1. La R-commandabilité libre (resp. R-commandabilité pro-
jective) implique la R-commandabilité projective (resp. R-commandabilité sans
torsion).
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Remarque 7.4.1. Pour des systémes de dimension finie (cas ou R = k[%],
k =R ou C), les trois notions précédentes coincident. Ce n’est plus le cas géné-
ralement, sauf si R est un anneau principal (dans lequel tout idéal est principal,
i.e. généré par un unique élément ; c’est le cas de k[%]) ou s’il est un anneau de
Bézout (dans lequel tout idéal finiment engendré est principal).

Critéres de liberté et d’absence de torsion sur un anneau
polynomial

Nous considérerons, tout au long de cette section un anneau R d’opérateurs
qui est un anneau de polyndémes du type k[&] ou & = {&1,...,&} et k=R ou
C.

Critére de liberté

Notons que, sur k[£], les deux notions de commandabilité projective et com-
mandabilité libre coincident ; ceci constitue 'un des énoncés de la résolution de
la “conjecture de Serre” (|36], [45]).

Proposition 7.4.2 (Quillen, Suslin). Un k[£]-systéme est k[§]-commandable
libre si, et seulement s’il est k[€]-commandable projectif.

Cette proposition permet d’obtenir le critére suivant, ou k désigne la cloture
algébrique® de k :

Proposition 7.4.3. Un k[€]-systéeme A est k[€]-commandable libre si, et seule-
ment st

V(s1,...,8:) €K, 1gpPA(S1,...,8.) =0

Ici B désigne le rang générique de la matrice de présentation Py, c.d.d. kg A

Ce critére de rang équivaut & l'absence de zéros communs dans k™ des mineurs
d’ordre 8 de Py.

Démonstration. Indiquons simplement comment déduire le présent critére du
résultat de Quillen et Suslin (proposition précédente). Il y a équivalence, pour le
k[€]-module A, entre projectivité et égalité a k[£] de I'idéal de Fitting J engendré
par les mineurs d’ordre 3 de Py (voir |8, proposition 20.8 p. 495])

D’aprés le Nullstellensatz de Hilbert (voir par exemple [27] ou [8, corollaire
1.7 p. 34]) J = k[€] équivaut & ne pas avoir de zéros communs dans k entre les
mineurs d’ordre 3 de P, ou encore :

V(s1,...,8:) €K', 1giPA(s1,...,8.) =3

c’est-a-dire aucune chute de rang de la matrice de présentation, ce rang étant
partout égal au rang générique rgre) PA- O

3Le corps contenant toutes les racines d’équations polynomiales & coefficients dans k.
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Critére d’absence de torsion

Nous allons maintenant énoncer un critére de k[€]-commandabilité sans tor-
sion.

Proposition 7.4.4. Un k[€]-systeme A est k[€]-commandable sans torsion si,
et seulement si les mineurs 3 x 3 de Py sont premiers® entre eux.

Démonstration. Ce critére découle directement d’une proposition de [48]. Elle
établit que les mineurs 8 x B de Pj sont premiers entre eux si, et seulement
si pour tout ¢ dans {0,...,r}, il existe des matrices Q; a coefficients dans k[£]
telles que :

PyQ; = ilg

ol v; est un polynéme de k[€] indépendant de la variable d’indice i.
L’équation PrQo = ¥olg exprime la liberté de Ag = k(&2 ..., &) 6] Qk[e] A,
Iéquation PyQq = 115 celle de Ay £ k(£1,&5,..., &) (&) Qg A et ainsi de suite
jusqu'a PaQ, = 1,15 exprimant la liberté de A, £ k(¢1,...,&-1)[&] ®Pplg A
Tous les anneaux qui viennent d’étre cités étant principaux, la liberté des A;
équivaut a leur caractére sans torsion. Et de maniére évidente, A est sans torsion
si, et seulement si chacun des A; I'est. Plus précisément, lorsqu’un élément w
d’'un k[€]-module est de torsion, il existe un polynéome p de k€] non nul et
non inversible (c’est-a-dire non constant), tel que p(§)w = 0. Or p peut-étre
considéré comme un polynéme en &; a coefficients dans k[¢a,. .., & ], comme
polynoéme en &2 a coefficients dans k[€1,&s, ..., & ] et ainsi de suite; puisque p
n’est pas constant, il sera nécessairement non inversible dans I'un des anneaux

k(f%---,fr)[fl], k(§17€37-"7§7‘)[§2]7 SRR ]‘7(517'”7@“—1)[&]- [

m-liberté

Afin de recouvrer les avantages de la liberté pour un systéme qui n’est que
sans torsion, nous disposons du résultat suivant, qui découle directement d’une
proposition de [40].

Théoréme et définition 7.4.1. Soit R un anneau, M un R-module finiment
présenté et S une partie multiplicative de R. Supposons que S™YM (le localisé
de M en S) soit un S~'R-module libre. Alors il existe un © dans S tel que
R~ Y ®@r M est> un Rlx~1]-module libre avec une base de méme taille que celle
de STIM sur STR.

Un tel R-systéme est dit w-libre (ou m-commandable libre) et toute base du
module R[n™1] @r M est nommée une m-base.

4Premiers entre eux signifiant que leur PGCD est un élément de k.
®La notation R[r '] désigne le localisé de R en S = {n | i € N}, qui se note de maniére
précise ST'R = {n"|i € N}7'R.
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Exemples 7.4.1. 1. Lesystéme y = (140)u n’est pas R[%, d]-commandable
libre, mais il est (1 + 6)-libre. En effet, on a u = (1461)4y
2. Le systéme d’équation ¢ = du n’est pas R[%, 0]-commandable libre, mais
il est é-libre.

Cas des systémes a retards

L’unicité de la commandabilité de Kalman en dimension finie est perdue
dans le cas avec retards. De multiples généralisations ont vu le jour dans la
littérature, sans que les liens soient toujours explicites. Une explication possible
de ce phénomeéne est la complexification de I’anneau des opérateurs R.

Pour les systéemes de dimension finie, c.a.d. sur R[%], I’absence de torsion et
la liberté se confondent. Pour les systémes a retards, c.a.d. sur R[%, 4], la situa-
tion est plus complexe, la liberté étant en particulier plus forte que le caractére

sans torsion.
Exemples 7.4.2. 1. Le systéme
.Ci?l = 5.%'1

To = x1 + du

n’est pas R[%, d]-sans torsion, puisque x; est un élément de torsion.

2. Un exemple moins trivial est le suivant :

T1=x9+u

To = 52551 + du

n’est pas R[%,é]—sans torsion, puisque z = dx1 — T2 est un élément de
torsion. Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer 'opérateur de retard § a
la premiére équation et de retrancher ce résultat de la deuxiéme (de fagon
a éliminer u). On obtien ainsi :

d
%((5331 — x9) = d(xg — dz1)

3. Le systéme § = (1 + §)u est R[4, §]-commandable sans torsion, mais non

R[4 §]-commandable libre.

4. Le systéme ¢ + dy = u est R[%, d]-commandable libre, de base y.
7.5 Des systémes a retards aux systémes a
parameétres répartis

Exemple d’une équation des ondes

Un exemple de systéme régi par une équation aux dérivées partielles est celui
d’une barre flexible en torsion avec un couple appliqué a 'une de ses extrémités
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(voir [33]), et une charge J attachée a l'autre. Les équations du modéle suivent
celles d'une équation des ondes unidimensionnelle. LLa commande est le couple
appliqué a 'une des extrémités, un couple de réaction di a la charge agissant a
l'autre :

o20%q(r,z) = 0%q(r,2) (7.7a)
0.q(1,0) = —u(r),  O.q(t,L) = —Jq(r, L) (7.7b)
q(0,2) =0, 0-q(0,2)=0 (7.7¢)

Ici, q(1,2) désigne le déplacement angulaire de la position au repos au point
z €[0,L] et au temps 7 > 0; L est la longueur de la barre, o est 'inverse de la
vitesse de propagation des ondes, J le moment d’inertie de la charge, u le couple
de commande.

Modéle a retards

Il est bien connu (voir [6]), que la solution générale de (7.7a) peut s’écrire
sous la forme d’ondes progressive et rétrograde

q(1,2) = d(t+02) + (Tt —02)

ou ¢ et Y désignent des fonctions d’une variable réelle arbitraire. Posant £ =
T+ o0z, 1n=T— 0z, les conditions aux bords (7.7b) s’écrivent

#(r) —v(r) = =210

S+ T) /(e ~T) = =2 (¢/(r +T) —¥/(r ~T))

ou T = oL. L’objectif de commande sera d’assigner une trajectoire 7 — y(7) =
q(, L) (prescrite & 'avance) a la position angulaire de la charge; la sortie est
donc

y(1) = q(7, L)

Alors, considérant ¢ et 1» comme des fonctions du temps 7, on obtient

d(r+T)+y(r—T) =y(1) (7.8a)
#(7) ~¢/(r) = —~ur) (7.80)
§(r+T) — /(7 —T) = ~24/(7) (7.8¢)
Diaprés (7.8a) il vient ¢(7) = y(r — T) — (7 — 2T ce qui conduit A
(7 =)~ /() ~ /(7 — 2T) = —~u(r)
i

Y1) =20 (r = T) = =y (7)
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L L L L L L L L L L L L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
TIME t TIME t

F1a. 7.3: Trajectoire de référence t — y,(t) (& gauche) et commande en boucle
ouverte u,.

L’élimination de v’ donne

2 J
Sulr =T) = —(y"(r) +¢"(r = 2T)) +¢/(7) = /(7 = 2T)
Opérant le changement de temps t = k7, avec x constant, on obtient y'(7) =

%(7’) = K,%(t) = Hy(t) et

ﬁu(t 7= % (i) + §(t — 2T)) + (1) — 9t — 2T) (7.9)

Puis, posant k = o/J et v(t) = (2/ok)u(t), on obtient le systéme a retards
suivant :
gt)+ gt —2T)+9t) —yt —2T)=v(t - 1T) (7.10)

Nous voyons sur I’équation ci-dessus qu’il suffit d’inverser 'opérateur de
retard (c’est-a-dire s’autoriser des avances) pour obtenir un systéme libre :

v(t) =gt +T)+y9t—-T)+yt+T)—yt—-T)

Ce systéme est dp-libre, de dp-base y (ou o7, U'opérateur retard d’amplitude T’
est celui qu’on a inversé). On écrit ceci de la maniére formelle suivante :

v = (674 0r)i + (671 — 67)y

Pour une trajectoire de référence ¢ — y,(t) de la forme décrite en figure 7.3
a gauche, on obtient une loi de commande en boucle ouverte u,(t) reproduite en
figure 7.3 a droite.

Il est intéressant de remarquer que le déplacement des autres points de la
barre s’obtient par

qr(z,t)=%[yr(t—erT)+yr(t—Z+T)+yr(t—T+Z)—yr(t—TJrZ)]
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7.6. Exemple de ’équation de la chaleur

ABSCISSA z

TIME t

F1G. 7.4: Déplacements en boucle ouverte ¢ (z,t).

ou encore, formellement

5 [5Z—T Yr + 6z—T yr + 6T—z Yr — 5T—z yr]

4r

Ces déplacements sont reproduits en figure 7.4.

ion & d’autres
exemple de

étrisat
tres répartis

de la chaleur

7.6 Généralisation de param

[N

emes a parame

N

[N

syst

I’équation

équa-

2

tis est composé d’une (ou plusieurs)

épar

2

Un systéme a parameétres r
tion(s) reliant les dérivées d’espace

a celle de temps, ainsi que diverses condi-

tions aux bords, faisant généralement intervenir les commandes. Nous verrons,

élargir la notion de

)

comme dans le cas de la section précédente, qu’il est bon d

paramétrisation reliée a la liberté.

Nous considérerons d’abord I'un des exemples mathématiquement les plus

simples, I’équation de la chaleur unidimensionnelle, ce qui permettra de ne pas

alourdir ’exposé par des calculs fastidieux.
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Liberté pour I’équation de la chaleur

Considérons le systéme d’équations suivant :

O*w(z,t) = dyw(z,t), x€l0,1], t € [0, +00] (7.11a)
O,w(0,t) =0 (7.11Db)
w(l,t) = u(t) (7.11c)

Ces équations décrivent un processus de diffusion de chaleur dans une barre de
longueur unité, w(z,t) désignant la température de la barre a ’abscisse x et a
I'instant ¢. La premiére des conditions aux limites indique qu’il n’y a pas de flux
de chaleur en x = 0; la deuxiéme que la température est fixée par la commande
u(t) en z = 1.

Deux cadres opérationnels sont notamment possibles, développés respecti-
vement par Mikusinski et par Komatsu. Mikusiniski [29] utilise des anneaux de
fonctions continues munis du produit de convolution ; Komatsu [22] se sert de
transformées de Laplace d’hyperfonctions et d’ultradistributions Gevrey. Ces
cadres sont reliés aux techniques de resommation développées par Ecalle [7],

Ramis [37], Balser [3], [4], ...

Perspective symbolique

Obtention de premiéres relations. Considérons la transformée de Laplace tem-
porelle, ou bien I’équation opérationnelle de Mikusiniski associée a 1’équation
(7.11a) :

sw(z,s) = 02w(x, s)

et considérons cette équation & s fixé; nous obtenons 1’équation différentielle
ordinaire

RET N
—wx,s —sw(xz,s) =0 7.12
dz?

L’équation caractéristique associée a (7.12) s’écrit
?—5=0, cad (==+s
La solution générale de (7.11a) peut alors se mettre sous la forme
B(x,s) = €™ y1(s) + € "Voya(s)

ou bien

sinh(z+/s)

W(w, s) = cosh(zv/s)\1(s) + Ve

A2(s) (7.13)
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7.6. Exemple de ’équation de la chaleur

La deuxiéme forme est préférable, les dérivées des solutions fondamentales étant
reliées de maniére agréable. En effet, notant

= cosh(x/s _ sinh(zv/s)
C, = cosh(zv/s), S; NG

nous disposons des relations, désignant la dérivation spatiale par un prime :

0,Cyp = C!, = S,
0,8y = S, = C,

Nous pouvons déduire de ce qui précéde les formes générales de la solution et
de la premiére dérivée spatiale

w(x,s) = CyAi(s) + SzAa(s)
O, w(x,s) = sSzA1(s) + CyAa(s)

Les conditions aux limites (7.11b) et (7.11c) donnent alors successivement

A2(s) =0 (0 w(0,s) =0)
CiA(s) = u(s)

et nous obtenons 1’équation
cosh(vy/s) W(x,s) = cosh(z+/s) u(s)

ou encore

Paramétrisation. Introduisant une nouvelle variable
w(t) = w(0,t)
Et ayant
w(z) = CyA1 + Sz

Nous obtenons :

A =0
Ciai=1
A=W
et
U=C10 (7.14a)
W(x) = Cold (7.14D)

On recouvre une paramétrisation en termes de @ qui, dans le cadre de modules
sur un anneau approprié, pourra correspondre & la liberté.
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7. COMMANDE ALGEBRIQUE DES EDPs

Ezxpression dans le domaine temporel. Ecrivons formellement

S
cosh(y/s) = Z 20)1
i=0 ’
Nous obtenons, dans le domaine temporel :
2

w(z,t) =Y ‘L' W (1)

= (29)

1 .
u(t) = _ WD (¢
=3 )

7

Ces séries ont été écrites dans 'anneau des séries formelles k [[%H

Remarque 7.6.1. Notons au passage que l’anneau k[[%ﬂ est doté de tres
agréables propriétés algébriques : c¢’est un anneau principal (tout idéal y est
principal, c.a.d. engendré par un unique élément ; sur la notion d’idéal, le lec-
teur pourra se reporter a 'annexe 7.A, p. 325). Les notions d’absence de torsion
(cf. annexe 7.A, p. 324), de projectivité (cf. annexe 7.A, p. 327) et de liberté y
coincident, tout comme sur k‘[%] (anneau des systémes de dimension finie). Re-

marquons également que k[ﬁ_l] [[%

que les séries formelles mises en jeu soient convergentes.

]] est un corps. Ceci étant, rien ne garantit

Il est possible de donner un sens relativement général a ces séries par des
procédés de resommation (voir I’annexe 7.B, p. 329).
Perspective temporelle

Une vue légérement différente repose sur le théoréme classique de Cauchy-
Kovaleski. Le systéme

O2w(x,t) = dyw(x,t), x € [0,1],t € [0, 00] (7.15a)
O,w(0,t) =0 (7.15b)
w(0,t) = w(t) (7.15¢)

est effectivement sous forme de Cauchy-Kovaleski, nous permettant de chercher
une solution formelle sous forme analytique

xZ

w(z, t) = Z ai(t)ﬁ

i>0
ou les a; sont des fonctions indéfiniment dérivables. Une verification formelle,
utilisant (7.15), méne a
;42 (t) = di(t), ) = 0
a1(t)
ao(t)

I
o

(t)

Il
&
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0.5

0.7

0451
0.6

0.4r

0.35 0.5¢

0.3
0.4r
0.251
03
0.2r

0.15f 0.2k

0.1

0.1r
0.05F

Temps t Temps t

F1G. 7.5: Trajectoire de référence t — w,(t) (& gauche) et commande en boucle
ouverte u (a droite).

D’otu, pour i > 0

azi+1(t) =0
de sorte que nous retrouvons
22 0
w(z,t) = 201 w(t) (7.16a)
i=0 ’
@) (t)
w
u(t) = ol (7.16b)
i>0

Sur la figure 7.5 sont représentées la trajectoire de référence t — w(t) et la
commande en boucle ouverte u(t). Sur la figure 7.6 est représenté w(z,t). Nous
avons pris pour ¢ — w(t) la trajectoire suivante :

w(t) =0.25 (1 + tanh(1.7 « (¢t — 5))

Paramétrisation pour d’autres conditions aux limites

Considérons toujours I’équation de la chaleur, mais avec cette fois des condi-
tions aux limites de Dirichlet :

OPw(x,t) = Qyw(z,t), =z €[0,1], t €0, +o0] (7.17a)
w(0,t) =0 (7.17b)
w(l,t) = u(t) (7.17¢)
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7. COMMANDE ALGEBRIQUE DES EDPs

0
Temps t 0 Espace x

F1G. 7.6: Valeurs de w(z,1).

La solution générale et sa dérivée spatiale s’expriment de la méme maniére :

() = CyuA1 + Sz Ao
(:C) = 8S: A1 + CiXo

w
w

Oy
Seules les conditions aux limites se trouvent modifiées :
A1=0 (w(0)=0)
S1de =1
et la solution générale s’exprime comme
w(x) = SpA2

Ainsi Ao apparait comme le paramétre libre pouvant jouer le role d’une base.
Remarquons que 'on a

83517)(96) = 8S: A1 + Ciphg = Cr)hs

ce qui permet d’obtenir

Et 0,w(0) peut jouer le réle d'une base d’'un module sur un anneau approprié.
Le systéme correspondant aux équations (7.17) doit alors contenir non seule-
ment chacun des w(x) pour = € [0, 1], mais également toutes ses dérivées tem-
porelles et spatiales.
Les divers exemples examinés nous ont mené & des structures linéaires sur des
anneaux. Nous allons maintenant discuter des structures d’anneaux appropriés.

308



7.7. Calcul opérationnel utilisé

7.7 Calcul opérationnel utilisé

Nous utiliserons comme classe de fonctions généralisées servant de support a
un calcul opérationnel les ultradistributions ou leur transformation de Laplace.
Commengons par rappeler quelques éléments sur ces fonctions généralisées.

Bref panorama de classes de fonctions et d’opérateurs

Parmi les plus importantes classes de fonctions (généralisées ou non), on
compte, du plus au moins régulier :

Fonctions holomorphes

Fonctions analytiques réelles

Fonctions ultradifférentiables Gevrey de Beurling
Fonctions ultradifférentiables Gevrey de Roumieu
Fonctions indéfiniment différentiables & support compact
Fonctions ultradifférentiables Gevrey de Beurling & support compact
Fonctions ultradifférentiables Gevrey de Roumieu & support compact
Fonctions indéfiniment différentiables & décroissance rapide
Fonctions indéfiniment différentiables

Fonctions n fois différentiables

Fonctions continues

Fonctions p fois sommables

Fonctions sommables

Mesures complexes

Distributions & support compact

Distributions tempérées

Ultradistributions de Roumieu

Ultradistributions de Beurling

Distributions

Ultradistributions de Roumieu & support compact
Ultradistributions de Beurling & support compact

Hyperfonctions
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7. COMMANDE ALGEBRIQUE DES EDPs

o’ Fonctionnelles analytiques

Parmi toutes ces classes, la plus générale est celle des fonctionnelles analy-
tiques. Malheureusement, elle manque d’un minimum de structure algébrique,
en ce sens que O'(Q), 'ensemble de telles fonctionnelles définies sur un ouvert
Q) de R™ ne constitue pas un faisceau; ce dernier fait interdit de définir la no-
tion de support pour ces fonctionnelles. C’est donc la classe des hyperfonctions,
que I'on peut identifier au dual de A, qui est, au sens de la classification précé-
dente, la plus générale tout en conservant un minimum de propriétés algébriques
agréables (voir [21]).

Ultradistributions

Etant donné un entier positif n, considérons le multi-indice o = (a1, g, .. .,
ay,) d’entiers positifs, on note |a| = oy +ag + -+ + ap, et al = aglag! -l
Pour une fonction & valeurs complexe f indéfiniment différentiable définie sur
un ouvert 2 C R”, on note

pe oled
J(@) = 0zt 0xy? - - - Oz
ou x = (x1,...,2,). Pour @ C R™ ouvert considérons M, (p = 0,1,...) une

suite de nombres positifs soumise aux conditions suivantes :
(M.0) (Normalisation)

My=M, =1
(M.1) (Convexité logarithmique)
M2 < Mp_1Myq, p=1.2,...
(M.2) (Stabilité par opérateurs différentiels)
3G, H, tels que My < GHPM,, p=0,1,...

(M.3) (Non quasi-analycité)

(e.)

Z ]\ipjl < 00

p=1 P
Définition 7.7.1. Soit M, une suite de nombres positifs et {2 C R"™ un ouvert.
Une fonction f € £ = C>(Q) est dite ultradifférentiable de classe (M) (resp.
{M,}) si pour tout compact K C €2 et pour tout h > 0, il existe une constante
C' (resp. pour tout compact K C €2, il existe des constantes h et C) telle que

sup | D%¢(z)| < Ch‘a|M|a| pour tout a
zeK

310



7.8. EDPs frontiéres comme systémes de convolution

On désigne par £*(€2) l'ensemble des fonctions ultradifférentiables de classe *
sur 2 (ot * = (M,) ou {Mp}) et par D*(€2) I’ensemble des fonctions de £*(£2) a
support compact dans €.

Notons que 1'on peut remplacer (M.3) par la condition de quasi-analycité
suivante :
(M.3’) (i) Il existe des constantes strictement positives L et C' telles que,
pour tous p

p! < CLPM,

(ii) La série écrite en (M.3) diverge
o0

M,
—— =0
2,

De plus, si une suite M), satisfaisant (M.3’) est telle que

TR AR
e \[ 3, 7

alors E1Mr} est la classe des fontions analytiques.
Un autre exemple est celui fourni par M, = (p!)?, auquel cas £ {Mp} est la
classe des fonctions Gevrey d’ordre d + 1.

Définition 7.7.2. Soit M, une suite de nombres positifs satisfaisant (M.1) et
(M.3). Pour tout ouvert Q C R™ le dual D* () (resp. £ (Q)) de D*(Q) (resp.
E*(2)) est Pensemble des wltradistributions de classe * (resp. des ultradistribu-
tions & support compact de classe x) définies sur 2 ot * remplace {M,} ou bien
(Mp).

La transformation de Laplace d’une ultradistribution f € £* est donnée par
f(s) = f(gs) avec gs(t) = e *. L’isomorphisme entre les anneaux de convolution
d’ultradistributions & support compact et leur transformation de Laplace est
donné par un théoréme de type Paley-Wiener figurant par exemple dans [20].

Le calcul opérationnel que nous utiliserons est celui naturellement associé &
la convolution des ultradistributions ou a leur transformation de Laplace.

7.8 Problémes A’EDPs frontiéres comme systémes de
convolution

Classe de modéles considérés

Par souci de simplicité d’exposition, on se restreindra dans ce qui suit aux
systémes admettant le modéle suivant en les variables distribuées wy, ..., w;
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ainsi qu’en les variables concentrées u = (ug, ..., Up) :
Oyw; = Ayw; + Biu, w;:Q; — (D/*)p, u c (D/*)m (7 18 )
.18a
A; € (R[O])P7Pi, By € (R[G))P*™, i€ {l,...,1}
ot D'* désigne un espace d’ultradistributions. Les intervalles €21, ...,€); sont

donné par un voisinage ouvert de €; = [z;0,;1]. On supposera, sans perte de
généralité, que x; o = 0. Nous ferons une hypothése cruciale pour notre étude. Les

polyndémes caractéristiques des matrices Ay, ..., A; peuvent s’exprimer comme
pi
Pi(A) i=detMl — Ai) =Y ai XN, aip = Y ipus" (7.18D)
v=0 v+p<p;

ol ajpyu € R, ajp,0 = 1. De plus, les parties principales de ces polynomes,

données par ) S wvsHAY sont hyperboliques relativement a ’axe temporel

t, c.a.d. que les racines des polynémes ) ptv—p; @iy sont réelles.
Le modéle est complété par les conditions aux frontiéres

l
Z Lyw;(0) + Riw;(¢;) + Du=0 (7.18¢)
=1
ot D € (R[9])7*™ et L;, R; € (R[0y])*Pe.

Solution du probléme de Cauchy

Rappelons ici quelques propriétés de la solution du probléeme de Cauchy de
la forme (7.18a) avec les conditions initiales données par x = ¢, c.a.d.,

Oyw = Aw + Bu, w(§) =w¢ (7.19)

avec A € (R[0y])P*P, B € (R[0¢])P**? ayant les mémes propriétés que A;, B;
de la section précédente. (Tout au long de cette section on utilisera la notation
de la section précédente en supprimant l'index ¢ € {1,...,l}). Pour ce faire,
considérons le probléme aux valeurs initiales :

P(dy)v(z) =0, (dv)(0)=v; €ER), j=0,...,p—1 (7.20)

associé a I’équation caractéristique (7.18b). Sous la hypothése la solution unique
de (7.20) est donné par

p—1
v(x) = ZCj(x)vj.
j=0
ou Co,...,Cp1 : Q — E*(R) sont des fonctions indéfiniment différentiables
satisfaisant (k,j € {0,...,p —1})

1, k=j

0 k4] (7.21)

95C;(0) = {
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7.8. EDPs frontiéres comme systémes de convolution

et la juxtaposition dénote la convolution. De plus, on peut vérifier les relations
8950]' = aij_l - aj(]p_l, j = 1, ey D — 1, (‘9:000 = —CL()Cp_l. (7.22)

L’anneau £* (resp. D/*) est un espace approprié de fonctions ultradifférentiables
(resp. d’ultradistributions). Par ailleurs, £ "* désigne Pespace d’ultradistributions
& support compact de méme ordre Gevrey. En conformité avec les résultats don-
nés en |19, Thrm. 12.5.6] ou 38, Thrm 2.5.2,Prop. 2.5.6] on peut choisir I’espace
Ew/(p=1) (resp. D'(v/ (pfl))) qui correspond aux fonctions ultradifférentiables
(resp. aux ultradistributions) Gevrey de Beurling d’ordre p/(p — 1).

Exemple 7.8.1. Pour une équation de la chaleur, telle que (7.11) les expressions
dans la domaine de Laplace sont

Col) = cosh(zv/5), Ci(x) = Smh(\/?/g)

Dans le domaine temporel, on obtient les expressions suivantes

Pour tout z € Q fixé, Co(z), C1 (z) sont des ultradistributions (éléements de £'?)).
La solution unique x — ®(z, ) du probléme aux valeurs initiales
avec 1 désignant lidentité de £*(R)P*P, est alors donnée par
p—1
B(z,8) = ) A/Cj(x —¢) (7.23)
§=0
De I'unicité de la solution, on déduit la formule de composition
®(z,)P(, ¢) = 2(z, Q). (7.24)
La solution du probléme associé a ’équation inhomogéne

0,9 (x,8) = AV(z,€) + B (7.25)

avec des conditions initiales homogénes prescrites & x = &, s’obtient par variation
des constantes. Ceci donne

U(z,€) = /5 "o, O)dCB (7.26)
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La solution générale du probléme (7.19) est alors
w(z) = Bz, O)we + V(z, Ou

ou, de maniére équivalente

wz) = W.e, W.6) = (d(a,6) ). ce= [

u

Les composantes de la matrice ®(z,£) sont combinaisons linéaires des Co(z —
€),...,Cp1(z — &) sur C[0;]. Au contraire, d’aprés (7.26), les composantes de
U peuvent contenir des intégrales de Cj,...,Cp_1. Nous allons montrer que
ces intégrales peuvent s’exprimer comme combinaison linéaire des fonctions
Co,...,Cp_1 ayant des coefficients dans C(0;). De telles représentations sont
obtenues par 'intégration des équations (7.22) et par l'évaluation correspon-
dante des «conditions initiale»(7.21). Pour obtenir les expressions générales, il

faut supposer que les 1 premiers coefficients ao, . .., a,—1 sont égaux a zéro. Dans
ce cas, les fonctions Cy,...,C,_1 correspondent aux polynémes
zJ
Ciw)=—, j=0,...,u—1 (7.27a)
4!
dont les intégrales en espace se déduisent facilement. Ensuite I’équation
—agCph_1(x), nw=20
8:50#(:6') — p ( )
Cp,—l(x) - auCp—l(x)7 p >0
donne
v o (Cu(x) = Cu(0)), p=0
Cr1(QdC=19 7 o » (7.27b)
0 *a(u(x)* u(o)*ﬁ>a pw>0

Finalement, des équations
0, Cj(x) = Cj1(x) — apCpi(x)
on déduit

/0 Cj-1(Q)d¢ = Cj(x) — Cj(z) +/O a,Cp-1(8)dE, j=p+1,....,p—2.
(7.27¢)

Module du systéme

En utilisant les solutions du probléme aux valeurs initiales dans les conditions
aux bords, on obtient

w(z) = We(x)eg, Pecg =0 (7.28)
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Ici, € = (&1, .-, &) est arbitraire mais fixé, cg = (wl(g),... ,wlT(&),uT),
®y(z, &) O 0 Uy (x,&1)
We = 0 0 : . Pe=(Per,...,Peiy1)
0 s By, &) Y(x,6)
avec

Pei = Li®:(0,&) + Ri®i(4;, &), i=1,...,1
l
Peiy1 =D+ Z Liw;(0,&) + RiW,(4;, &)
=1

Nous allons représenter le systéme étudié par un module engendré par les c¢,
u avec la présentation donnée en (7.28) (32, 12, 11, 30|. L’anneau des coefficients
doit contenir les composantes de We(x) et Pe, qui sont constituées de valeurs des
fonctions C; 4, (j =1,...,p;, i = 1,...,1) de R dans E*. De plus, les matrices
peuvent également contenir des valeurs des intégrales en espace de C; ;. Un choix
possible pour I'anneau des coefficients est alors R! = C[d;, &, &!] C E'* avec

G={Cijx)|lreRi=1,...,5;7=0,...,p; — 1},
&' ={Cl(2)|z eRyi=1,....5;j=0,...,p; — 1}
et v
q{j(a:):/o Cii(Q)d¢, i=1,...,1, j=0,...,p;— 1.

Cet anneau est isomorphe a un sous anneau de ’anneau O des fonctions entiéres
en s par transformation de Laplace.

Dans le méme esprit qu’en [31, 5, 17|, et afin de simplifier I'analyse des
propriétés des modules, on utilisera, au lieu de R!, un anneau un peu plus
grand, donné par R = C(9;)[6] N O. (On identifie 'anneau C(9;)[S] avec son
image par la transformation Laplace).

Définition 7.8.1. Le systeme de convolution ¥ associé au probléme frontiére
(7.18) est le module engendré par cg et u sur R avec P¢ pour matrice de pré-
sentation.

On vérifie aisément que ¥ ne dépend pas du choix de & (cf. [47, Section 3.3|
et |44, Remark 4]).

Exemple 7.8.2. Nous allons considérer un exemple similaire & celui donné par
les équations (7.11).

Modeéle. Le modéle étudié est le suivant :

O2w(x,t) = dw(z,t), =z €0,4], t € 0,400 (7.29a)
Opw(0,t) =0 (7.29Db)
Opw(l,t) = u(t) (7.29¢)
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Ce modéle peut se réecrire

3 w(z,t) | [0 1 w(z, t)
! Oyw(x,t) o 0 Oyw(x,t)
(7.30a)
0 1\ [ w0, 0 0\ [ wt) 0
+ = u(t) (7.30b)
0 0) \d,w(0,%) 0 1) \duw(t, 1) 1

Solutions fondamentales. Les solutions du probléme sans frontiére, c.a.d. de
I'équation (7.30a) sont

Coe  Sue
0;Sy_¢ Ca e

w(z) =

Donc, nous avons
w(:z:) = Cz,£ c1 + Sx,§ Cc2

ce qui exprime le fait que (Cy, S;) est une base de I'espace vectoriel des solutions
de (7.30a) considérée comme une EDO par rapport a la variable x.

Conditions aux bords. Les conditions aux bords (7.30b) s’écrivent

ou bien, en forme matricielle explicite

0 1 C_¢ S_¢ 00 Co—e S 0
c+ c— u=20
0 0 0S_¢ C_¢ 01 0¢Sp—¢ Co_g¢ 1

qui est équivalente a

—8,555 Cg C1 0
— u=20
8th_§ Cg_g [6)) 1
En résumé, nous obtenons
c1 C1
—&Se  Ce 0 Coe  Spe O
C2 :07 'U)(.’Ij - C2
8th_§ Cg_g -1 8th_§ Cx_g 0
u u
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que nous désignerons par

c c
Pg = O, w(x) = Wg(x)
U U
avec les notations
—0;S, C 0 Cu_ Sy
P = tOg ¢ ’ We = 3 3
OiSr—¢ Cprg —1 0pSp—e Cpg

7.9 Commandabilités des systémes & paramétres
répartis du deuxiéme ordre

Dans cette section, le schéma obtenu en section 7.9 est appliqué a des sys-
témes constitués de réseaux de systémes du second ordre couplés aux bords.
Bien que ces systémes ne soient relativement particuliers, une grande classe de
systémes physiques importants sont couverts. Par ailleurs, pour cette classe de
systémes, les résultats de commandabilité sont bien plus détaillés que dans le
cas général.

Classe de modéles considérés

Nous supposons que p; = 2, i = 1,...,0 dans (7.18). De plus, toutes les
matrices Aq,...,A; donnent lieu au méme polyndéme caractéristique :

PN =X -0, c=as’+bs+c#0, abceR, a>0 (7.31)

Par ailleurs, les intervalles €21, . . ., €; doivent avoir des longueurs rationnellement
dépendantes. Plus précisément, nous supposerons que €2; (i = 1,...,1) est donné
par un voisinage ouvert de

Pour la matrice ®, nous obtienons, en accord avec I’équation (7.23),
O(z,§) = AS(x — &) +1C(z - §)

ou 1 désigne l'identité de £ /*(]R)2X2. Nous remplacons Cy par C et Cy par S par
souci de simplicité des notations.

Le formule de composition (7.24) s’écrit dans le cas ot A est la matrice
compagnon du polyndéme caractéristique, c.a.d.,

a- ("), O(z, &) = Cla=8) Se=9 : (7.33)
o 0 oS(x—¢§) Clxz—¢)
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sous la forme

C(x) S(z) Cly) S(y) Clzx+y) S+y)
oS(x) C(x)) \oS(y) Cly) oS(r+y) Clz+y)

Cela donne en particulier les formules de composition pour les sinus et cosinus
hyperboliques

Clz+y) =C(z)C(y) +0S(x)S(y), S(x+y)=C(z)S(y)+S(x)C(y). (7.34)

Finalement, les intégrales de S et C' sont obtenues & partir de (7.27) avec ag =
—o,a; =0:

/ " 0(¢)dx = 5(2), / " S(¢)dz = (C(a) - 1)/o
0 0

Le module de systéme peut étre défini comme en section 7.8. Ici, I’ensemble
G des générateurs de 'anneau des coefficients R consiste en les valeurs de S
et de C' uniquement. Pour 'analyse de la commandabilité, il est avantageux de
spécifier quelles valeurs des fonctions génératrices devraient étre utilisées comme
éléments de 'anneau des coefficients &. Afin de se servir de la dépendance Q-
linéaire des longueurs ¢; de (7.32) il est utile de commencer avec un anneau
engendré par les valeurs de C' et S pris en des valeurs multiples rationnelles ou
entiéres de £. Ainsi, au lieu de R, nous utilisons les anneaux Ry = C(9;)[Gn]|NO
et Rg = C(0;)[6g| N O, ot pour tout X C R,

Sx ={C(z0),S(z0)|z € X}

Afin de distinguer les modules obtenus pour divers anneaux de coefficients Ry C
Rg C R, la notation Xx est utilisée.

Définition 7.9.1. Le systéme de convolution ¥ = Yg associé au probléme
frontiere (7.18) est le module engendré par cg sur Ry avec P¢ pour matrice de
présentation. Par ¥g on désigne le méme systéme, mais vu comme module sur

Ro.

Commandabilités des systémes a parameétres répartis
commandés aux bords

Une notion supplémentaire de commandabilité est ici introduite, celle de
commandabilité spectrale, généralisant le critére de Hautus des systémes de
dimension finie.

Définition et proposition 7.9.1. Soit R un anneau isomorphe a un sous-
anneau de l’anneau O des fonctions entiéres. Notons par £ Uapplication R —
O de passage au domaine symbolique (la transformation de Laplace). Un R-
systeme finiment présenté de matrice de présentation P est dit spectralement
commandable si 'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
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(i) La matrice P = Z(P) a coefficients dans O satisfait a la condition :
dkeN:Vo e C:rkc P(o) =k.

(ii) Le module ¥p = O @ ¥ est sans torsion.

Démonstration. Ce résultat est une simple conséquence du fait que la matrice
P admet une forme normale de Smith. O

Proposition 7.9.1. Soit R un domaine de Bézout isomorphe a un sous anneau
de O et L : R — O le passage au domaine symbolique. Alors les notions de
commandabilité spectrale et de commandabilité sans torsion sont équivalentes si,
et seulement si, £ envoie les éléments non inversibles de R sur les éléments
non inversibles de O.

Démonstration. Puisque R est un domaine de Bézout, le caractére sans torsion
de ¥ implique sa liberté. Par produit tensoriel avec le module libre O on ob-
tient un autre module libre ¥¢, et, par la Définition et Proposition 7.9.1, la
commandabilité spectrale. A nouveau parce que R est un domaine de Bézout,
toute matrice de présentation admet une forme normale de Hermite. Donc, le
sous module de torsion tX de X peut étre présenté par une matrice carrée trian-
gulaire P! de rang plein. Si ¥ n’est pas sans torsion, au moins une composante
de la diagonale de cette matrice est non inversible dans R. Si cette composante
est envoyée sur un non inversible de Y par .Z, elle admet un zéro complexe
op. Donc, Z(P") a une chute de rang en o0 = 0¢. Inversement, s’il existe un
élément non inversible r € R qui correspond & un élément inversible 7 € O,
considérons ¥ 2 [7]/[r7]. De maniére évidente, I'image de 7 dans ¥ est zéro.
Donc le module trivial ¥ ¢ est sans torsion. O

Nous ne détaillerons pas la preuve du résultat suivant :

Théoréme 7.9.1. L’anneau Rq est un domaine de Bézout, c.a.d., tout idéal
finiment engendré est principal.

Démonstration. (Esquisse de preuve). On montre que deux éléments quelcon-
ques p,q € Rg posseédent un diviseur commun qui peut s’écrire comme combi-
naison linéaire de p, ¢. Pour cela, on s’appuie sur le fait que 'anneau C(s)[Sg]
est également un domaine de Bézout. Ceci provient du fait que ce type d’an-
neau se construit typiquement comme le quotient Ry := k‘[éa, Saeia € X]/a avec
I'idéal a engendré par

5,15'(, + 0’§a§b — éaib, §a5b + 5a§b — gaib; 50 — 1, §0, o€ k, a, beX
Notant C, et S, les images canoniques de éa et §a dans ﬁx, l'on déduit les
relations

CaCb + O'SaSb = Ca:l:ln SaCb + CaSb = Saj:b (7.35&)
Co=1, So=0, Co=C_, S.=-54, (7.35b)
2C,Cy, = Ca+b+Ca7b7 205,85, = Caer—Ca,b, 2C, Sy, = Saer_Safb (7.35C)
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De plus, tout élément de r € ﬁx peut s’écrire sous la forme

r=> 00,Ca, +ba,S,;; nEN, aq,ba, €k ;€X' (7.36)
=0

ot X* = {|a| : @ € X}. Sachant que C(s)[Sg| est un domaine de Bézout, on
peut trouver des éléments a,b € C[0;, Sg] tels que

c = ap+ bq € C[0, Sg] (7.37)

est le PGCD dans C(s)[Sg]. Donc, p/c et ¢/c appartiennent & C(s)[Sg]. On en
déduit un diviseur commun dans Rg. O

Voici le principal résultat de cette section :

Théoréme 7.9.2. Le systéme de convolution 3 défini en 7.9.1 est libre, si et
seulement s’il est sans torsion. Plus généralement ¥ = t3X @ X/t3, ou tX est
de torsion et ¥/t est libre. De plus, . est spectralement commandable si, et
seulement s’il est sans torsion.

Démonstration. Rappelons que, selon la définition 7.9.1, ¥ & R ®r,Xq et Ro
est un domaine de Bézout par la proposition 7.9.1. Puisque la premiére assertion
est vraie pour les modules finiment présentés sur tout domaine de Bézout, elle
est vraie pour Y. La deuxiéme assertion découle le la proposition 7.9.1. (Le
fait que la transformée de Laplace envoie tout élément non inversible de Rq sur
un élément non inversible de O est évident). Clairement les deux résultats sont
également valables pour Y, qui est obtenu par extension de scalaires. ]
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7.A Rappels d’algébre

Module, liberté, torsion

On considére dans cette section un anneau R commutatif, unifére et sans
diviseur de zéro.

Un R—module M est un groupe commutatif muni d’une action sur R, c¢’est-
a-dire d’une application R x M — M, écrite (r,m) — rm, telle que, pour tous
r,s € Ret m,n € M, l'on ait :

r(sm) = (rs)m (associativité)
r(m+mn)=rm-+rn
(r+s)m=rm+ sm (distributivité)

Im=m (identité)

Notation 7.A.1. Le sous-module engendré par un sous ensemble S d’un R-
module M est noté [S]r ou bien [S] s’il n’y a pas d’ambiguité.

Soit M un R—module, et S un sous-ensemble de M. Une combinaison linéaire
d’éléments de S est une somme
5

ol {a,,} est un ensemble d’éléments de R, presque tous nuls. Ces éléments sont
les coefficients de la combinaison linéaire. L’ensemble N de toutes les combinai-
sons linéaires d’éléments de S est un sous-module de M, le sous-module engendré
par S et 'on nomme S ’ensemble des générateurs de N.

Un module est dit finiment engendré, ou de type fini s’il ne posséde qu'un
nombre fini de générateurs.

Un sou-ensemble S d’'un R—module M est dit linéairement indépendant (sur
R) si, lorsque 'on a une combinaison linéaire de la forme

E AmMm

qui est égale a zéro, alors a,, = 0 pour tout m € S. Un sous-ensemble est dit
linéairement dépendant s’il n’est pas linéairement indépendant.
Un module est dit libre s’il contient une base, c.a.d., un sous-ensemble indé-
pendant et générateur.
Un élément m non nul d’'un R—module M est dit de torsion s’il existe a € R,
a # 0 tel que
am =0
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En d’autres termes, I'ensemble {m} est linéairement dépendant.
Un module M est dit de torsion si tous ses éléments le sont. Il est dit sans
torsion si aucun de ses éléments non nul ne 'est.

Relations

Soit A un R-systéme. Il existe une suite exacte de R-modules [39]
0—-N—-F—-A—-0 (7.38)

ol F' est libre. Le R-module N, parfois nommé module des relations, peut étre
envisagé comme un systéme d’équations définissant A.
Une présentation libre de A [39] est une suite exacte de R-modules

F1—>F0—>A—>0

ou Fy et Fy sont libres. Le R-module A est dit finiment engendré, ou de type
fini, §’il existe une présentation libre ou toute base de Fy est finie. Il est dit
finiment présenté §’il existe une présentation libre ol toute base de Fy et de Fy
est finie. La matrice correspondant & l'application F} — Fj est dite matrice de
présentation de A ; nous la noterons Py. Remarquons que cette matrice dépend
des relations de A.

Exemple 7.A.1. Déterminons le R-module A correspondant au systéme d’équa-
tions R-linéaires

I
Zamgnzo, ay € A,u=1,...,v
k=1

oufy,...,&, sont les inconnues. Soit F' le R-module type engendré par fi,..., f,.
Soit N C F' le module des relations, c.a.d., le sous-module engendré par les
combinaisons > ¥_ ay.fi, t =1,...,v. Alors, A = F/N. Les &, sont les résidus
des fx, c.a.d., les images canoniques des fy.

Considérons, par exemple, le systéme considéré a la remarque 7.3.2. Le R[s]-
module libre F est celui engendré par X et U (c.a.d. 'ensemble {p(s) X +q(s) U |
p,q € R[s|} équipé d’une structure linéaire). Le sous-module N des relations est
engendré par I’élément a(s) X —b(s) U (c.a.d. 'ensemble {r(s)(a(s) X —b(s)U) |
r € R[s]} équipé d’une structure linéaire). Alors A = F/N = [X,U]/[a(s) X —
b(s) U], avec x et u pour générateurs, les résidus de X et U, et pour relation
a(s) x = b(s) u.

Idéal

Nous allons introduire un objet algébrique associé & un module M qui re-
groupe les mineurs de la matrice de présentation Pj; et qui, contrairement a
cette derniére, ne dépend que du module M. Pour la notion de matrice de pré-
sentation, matrice des équations du systéme, voir la sous-section 7.A, p. 325.
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Un idéal a de R est un sous-groupe additif de R tel que pour tout o € a
et r € R, ra € a. C’est donc un sous-ensemble de R qui est également un R-
module. Etant donné un idéal a de R, s’il existe une famille d’éléments (oy;)er

(I € N) de a tels que
a :{Zaipi | pi € R}
i€l

l'idéal a est dit engendré par la famille («;);er. Lorsque I est fini, a est dit
finiment engendré.

Avec M donné par générateurs et relations comme décrit en section 7.A,
p. 325, l'idéal de Fitting d’ordre i associé & M (voir [28] ou [8, définition 20.4
p. 493|), noté 3’}\/[, est défini comme l'idéal de R engendré par les déterminants
de toutes les sous-matrices de taille (¢ —14) X (aw—1) (les mineurs d’ordre a—1) de
Pyr. Supposant que rgp Pys = 7, nous noterons Jyy 'idéal de Fitting associé aux
mineurs d’ordre v Pyy. Cet idéal admet Cy = a!/(y!(a —7)!) générateurs. Dans
le cas ot R est un anneau de polyndmes en r indéterminées, nous considérerons
en général — par abus de notation — les éléments de Jp; comme des fonctions
polynomiales de C".

Produit tensoriel

Le produit tensoriel est une technique qui permet, entre autres, d’étendre
formellement I'anneau des scalaires agissant sur un module. Soit R un anneau,
M et N deux R-modules. Notons F' le groupe des combinaisons R-linéaires de
toutes les paires ordonnées (m,n). Soit L le sous-groupe de F' engendré par tous
les éléments de la forme

(m+m/,n) — (m,n) — (m',n), (am,n)—a(m,n)

(m,n+n") — (m,n) — (m,n), (m,an) —a(m,n)

oum,m' € M,n,n" € N etaée R.On pose alors M @gp N = F/L; il s’agit d’un
R-module que 'on nomme produit tensoriel des modules M et N. Les éléments
de M ®@g N s’écrivent ) g .. m; ®pnj (ou Y 5., m; ®n; lorsqu’il n'y a pas de
risque de confusion) et ce de maniére non unique en général. Un des avantages de
cette construction est de pouvoir réduire des applications bilinéaires sur M x N
a des applications linéaires sur M ®r N.

Exemple de changement d’anneau de base : extension des
scalaires

Nous allons donner, dans cette section et la suivante, deux exemples d’une
opération désormais classique en algébre commutative et géométrie algébrique
(voir [18] et par exemple [23]) : celle du changement d’anneau de base. Elle
permet notamment de changer le point de vue que ’on a sur un objet algébrique.
Un premier exemple est 'extension des scalaires. Soient R et S deux anneaux
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avec R C S, S étant un R-module et M un R-module. Alors on dit que le
S-module S ® g M est obtenu & partir de M par extension des scalaires.

Exemple de changement d’anneau de base : localisation

Un deuxiéme exemple de changement d’anneau de base est fourni par le
procédé de localisation. Soit S un sous-ensemble multiplicativement clos de R
(c’est-a-~dire pour tous 71, M € S, mme € S et 1 € S). Le localisé en S de R
est un anneau, noté S™'R, muni d’un morphisme ¢ : R — ST R tel que

(i) pour tout m € S, ¢(7) est inversible dans ST'R;

(i) pour tout ¢ € SR, ilexistedesp € Ret m € S tels que ¢ = ¢(p)op(w) L.

On note généralement ’élément ¢ précédent par p/.

Projectivité
Définition

Une caractérisation de la commandabilité des systémes linéaires de dimension
finie est la liberté du module sous-jacent (voir [10]), qui repose sur I’équivalence
entre la liberté et I'absence de torsion pour un module sur 'anneau® R[%]. Dans
le cas des systémes & paramétres répartis, cette caractérisation n’est plus valable,
la liberté d’un R-module M étant une notion plus forte que le fait d’étre sans
torsion (I'implication inverse de la suivante est fausse) :

M libre = M sans torsion

Il faut en fait distinguer deux propriétés : la liberté et la projectivité. Cette
derniére recouvre la notion de “sous-espace” d’un module libre. D’une part, un
sous-module M d’un module libre N peut-étre libre mais pas nécessairement
un terme en somme directe de N. D’autre part, il peut y avoir des termes en
somme directe de N qui ne sont pas libres. C’est ce dernier concept qui fournit
une généralisation naturelle de la notion de “sous-espace”. Un module M sur un
anneau commutatif R est donc dit projectif, si N = M & M ot N est un module
libre (voir par exemple [28] ou [8, A3.2 p. 615]); M est alors également projectif
pour la méme raison.

Critéres de projectivité

Nous avons le résultat suivant, sur un anneau commutatif R, intégre et sans
diviseurs de zéros :

Proposition 7.A.1. Un R-module M est projectif si, et seulement si son idéal
de Fitting Jpr est égal a R.

%Ceci est dfi au caractére principal de I'anneau R[-%].
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Nous avons également le critére local suivant (voir [28, théoréme IV.32 p. 295]
et [8, théoréme 19.2 p. 471, théoréme A3.2 p. 616 et exercices 4.11 et 4.12
p. 136]) :

Proposition 7.A.2 (Critére local de projectivité). Soit M un module finiment
présenté sur un anneau commutatif R. Alors M est projectif si, et seulement s’il
existe une famille finie d’éléments x1,...,x, de R qui générent l’idéal unité de
R, telle que M[x; '] soit libre sur Rlz; '] pour tout i.

Dans le cas ou R est un anneau de fonctions entiéres d’'une variable complexe,
et si le Nullstellensatz est vrai sur R, nous avons également

Proposition 7.A.3. Pour un R-module M, Jyr = R si, et seulement si les
générateurs de Jpr n'ont pas de zéro commun dans C.

Une caractérisation de la projectivité est alors la suivante : M est projectif
si une matrice de présentation Py (Py € RPX® rgpPy = ) est inversible a
droite (s'il existe @ € R**P tel que PpQ = Ip).

Notons que cette caractérisation est directement liée aux équations de Bézout
matricielles. Si 'on prend une dynamique A d’équations

Tz =Fx+ Gu

avec I' et G des matrices a coefficients dans R de tailles appropriées, la projec-
tivité de A revient a 'existence de matrices F' et G a coefficients dans R telles
que

[d[n_F}F—i—GG:In.
di

Ce type d’équation peut servir & des fins de stabilisation par retour d’état dy-
namique (voir [46]).

Projectivité et liberté

Rappelons ici le célébre théoréme de Quillen et Suslin résolvant en 1976 une
conjecture émise par Serre dans les années cinquante.

Théoréme 7.A.1. Tout module projectif sur un anneau de polynomes (k[X1,
., Xy ot k est un corps) est libre.

Définition 7.A.1. Un module est stablement libre s’il devient libre aprés ajout
d’un module libre.

Proposition 7.A.4. Tout module stablement libre n’est pas nécessairement libre ;
un contre exemple classique est sur k[X,Y,Z]/(1 — X2 —Y? — Z?).
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7.B Rappels sur les séries divergentes et les
fonctions Gevrey

Sommabilité et multi-sommabilité

Voir par exemple [37], [2], [3], [4]. Considérons une série formelle en z

w(x, )= Z i (1) 2"

i>0
a coefficients des fonctions a;(7), holomorphes dans un disque
Dy ={reCl|r[ <p}

Cette série est élément de C¥(C)[[z]].
Lorsque ces séries seront utilisées avec des a;(t) fonctions du temps, les coeffi-
cients seront des fonctions analytiques réelles.

Sommabilité

Définition 7.B.1. On dira que la série w(z, 7) est k-sommable dans la direction
d (k> 0, d € R) sl est possible de trouver un rayon de convergence r €]0, p[
tel que les deux propriétés suivantes soient satisfaites :

— La transformée de Borel en x d’ordre k, c.a.d. la série

%

W(z,7) = Bu(w(z, ) = Y ailr) 5

> ) K am (7.39)

converge absolument pour |7| < r et |z| < R, avec R dépendant de r mais
indépendant de 7.

— 11 existe d tel que, pour tout 7 € D, la fonction w(z,7) peut étre pro-
longée analytiquement en = dans le secteur Sg5 = {z : |d — argz| < §},
prolongement que I'on note %s, ;(w)(2, 7). Ce prolongement est de plus
borné par une exponentielle d’ordre k£ dans un tout sous secteur : pour
tout 91 < 4, il existe des constantes C, K > 0 telles que

Vo € Sas,,  Sup |65, (w)(z,7)] < Cexp (K|z!k)

IrI<r

Dans ce cas, la transformée de Laplace £} d’ordre k de s, ;(w)(2,7), c.a.d. la
fonction

oo(7)
Froa(w(z, 7)) = Lo(Cs, 5 (Br(w(z, 7)) =27F /0 ! w(E, m)eEF gg

intégrant le long du rayon arg{ = v avec |d — | < § est nommée k-somme de
la série formelle w(x,T), et notée

w(z,7) = S qw(z,T)
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Le procédé de k-sommation est donc réalisé en trois étapes :
Fhd = Lx 0 Csy5 0 P

Remarque 7.B.1. Notons que la transformée de Laplace d’ordre 1 de 2" est

oo(y)
Z(2") = xl/ e~/ de = nla”
0

qui apparait donc comme un opérateur accélérant la divergence d’une série for-
melle. A I'inverse, la transformée de Borel accélére la convergence de cette méme
série formelle. Le procédé de sommation de Borel consiste donc a accélérer la
convergence, ce qui permet d’obtenir une fonction analytique, dont on peut
construire un prolongement analytique. La transformée de Borel inverse, c.a.d.
la transformée de Laplace, permet de revenir dans le domaine initial.

Exemple 7.B.1. Ce procédé permet de sommer des séries de la forme ) o° ilat.
La transformée de Borel correspondante est 1/(1 — z) qui posséde les propriétés
requises dans toutes les directions d, sauf 'axe réel positif. Cette série est donc
1-sommable dans toute direction d Z 0 modulo 2.

Multi-sommabilité

Pour les solutions de certaines EDOs et de certaines EDPs (comme (0; —
92)(0; — 92)), le procédé de sommabilité ci-dessus ne suffit pas. La premiére
des conditions de la définition précédente peut étre relaxée en imposant que
la transformée de Borel (7.39) ne soit plus convergente, mais sommable en un
certain sens. Nous utiliserons les notations suivantes : soit ¢ > 2 un entier
naturel ; un g-uple kK = (K1, ...,Kq) ol les k; sont des réels positifs sera nommé
un type de multisommabilité ; le g-uple d = (dy,...,d,) o les d; sont des réels
sera nommé une multidirection admaissible si

2r4ldj —djq| <7, 2<j<q
On itére donc la définition précédente de la maniére suivante :

Définition 7.B.2. Donnons nous un type de multisommabilité & = (kq,...,
kq) et une multidirection admissible d = (di,...,d,) et considérons une série
formelle w(z, 7) = >, @i(7) z'. On dira que w(z,7) est k-sommable dans la
multidirection d si :

— La série
S i
az
g T(1+i/k1)
est (K2, ..., Kq)-sommable dans la multidirection (da, ..., d,) et I'on notera

w(z, T) sa somme.
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— Tl existe 0 tel que, pour tout 7 € D, la fonction w(z, 7) peut étre prolongée
analytiquement en z dans le secteur |d; — arg z| < d, et vérifie pour des
constantes C, K > 0 suffisamment grandes

(=, 7)| < Cexp (K|2l")

pour tout z comme ci-dessus.
Dans ce cas, la fonction

oo(7) .
o [ (e e ag
0
est nommeée k-somme de la série formelle w(x,T), dans la multidirection d et

notée

w(z,7) = S aw(x,T)

Fonctions Gevrey

Voir par exemple [37], [2], [3], [4]. Une fonction de classe C* f(t) de [0, 7]
dans R est dite Gevrey d’indice d si elle vérifie les estimées suivantes

sup |fO ()] < CK'T(1+ (d+1)i), ¥i>0
te[0,T]

avec des constantes C et K > 0.

De maniére analogue, on dira qu’une série formelle
5t
F(z,s) = Zfi(x)ﬁ, z € [0,7)
i<0
est Gevrey d’ordre d §'il existe des constantes p € [0,7), C, K > 0 telles que
|fi(@)|(t) < CK'T(1+ (d+1)i), Vi=0,|z|<p

7.C Représentation des opérateurs S(z) et C(z)

Si a > 0 dans ’équation (7.18b) on peut réécrire o comme

o= ((s+aP ~B2). r=va a=o B=y1y

c
402 o’
L’opérateur S(z) correspond a la fonction a support compact

[§]

—at
o872 — )
2T

ou Jy désigne la fonction de Bessel d’ordre zéro et H la distribution de Heaviside.
Par contre, si a = 0 dans (7.18b), S(z) peut s’écrire

S(x,t) = (H(t+x1)— H(t —am'))

= (bs + o)kt
S(z) _kzzo @k+1)
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8 Platitude différentielle et
commande de systémes
non linéaires : une
introduction a I'approche
par |'algebre différentielle

J. Rudolph!

nstitut fiir Regelungs- und Steuerungstheorie, Technische Universitét
Dresden, 01062 Dresden, Allemagne. E-mail :
Joachim.Rudolph@tu-dresden.de

La platitude différentielle des systémes non linéaires est caractérisée par la
possibilité de paramétrer la solution par un ensemble fini de trajectoires indé-
pendantes, pour la sortie plate [26, 40, 25|. Il en résulte des méthodes simples et
efficaces pour la planification de trajectoires et pour leur stabilisation. On parle
aussi de « poursuite » dans ce dernier cas. (Pour une introduction on peut aussi
consulter |26, 40, 25, 52, 53, 45, 46, 47, 50, 57|, par exemple.)

Le cadre algébrique de la théorie des corps différentiels se préte trés bien a
I’étude des systémes non linéaires (de dimension finie, algébriques) et en parti-
culier & celle des systémes plats.

Ces systémes sont décrits par des systémes d’équations différentielles ordi-
naires, explicites ou non. Le cadre algébrique permet de les traiter sans intro-
duction explicite de coordonnées, en les comprenant comme extensions de corps
différentiels (ordinaires). L’emploi de cette approche aux systémes non linéaires
fut introduit en théorie du controle par M. Fliess au milieu des années 1980 (voir
par ex. |16, 21|). La base mathématique est fournie par I'algébre différentielle
au sens de J. F. Ritt [44] — voir aussi [38, 36, 56, 1] par exemple.
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8. PLATITUDE ET ALGEBRE DIFFERENTIELLE

8.1 Systémes plats

Le point de départ de nos considérations est un systéme (implicite) d’équa-
tions différentielles ordinaires (é.d.o.). On les supposera algébriques, c’est-a-dire
polynoémiales (voir toutefois la remarque a la page 335 a ce sujet).

Si le systéme comprend s variables, wy, ..., ws, ces équations s’écrivent donc

B(wl,wg,...,ws,wl,...,w.l),...,wgo‘)) =0, i=1,...,q,
ou bien, plus briévement,
R(w,...,w(a>):0, i=1,....q. (8.1)

Ici les expressions P;,i = 1,...,q, sont des polynémes en w;,i = 1,...,s, et
leurs dérivées (ordinaires) ; les coefficients appartiennent & un corps différentiel
approprié, k. Ces polynémes sont donc des éléments d’un anneau différentiel
k{w} engendré sur k par la famille w = (wy,...,ws) (voir #1). Pour simplifier
on suppose que le corps de base k soit un corps de constantes comprenant Q.

Systéme : Un systéme algébrique (continu et de dimension finie) est une ex-
tension de corps différentielle, de type fini, 3 /k.

On observera que cette définition ne nécessite l'introduction ni de variables
(ou coordonnées) ni d’équations. Toutefois, comme il s’agit d’une extension de
corps différentielle de type fini (voir #14), on sait que des équations algébriques
(donc polynémiales) en un nombre fini de variables existent. Autrement dit, on
peut choisir dans ¥ un nombre fini de variables du systéme, w1, . .., ws, de fagon
& pouvoir représenter tous les éléments de ¥ comme expressions rationnelles en
les w;, i =1,...,s, et leurs dérivées (& coefficients appartenant au corps de base
k). On peut alors faire appel explicitement aux éléments choisis, qu’on collectera
dans la famille w = (wq, ..., ws) (une famille génératrice (différentielle) de 3 /k
(#14)), et écrire ¥ = k(w).

Remarque 8.1.1. Pour préciser la nature des coefficients, il convient parfois
de parler de k-systéme (algébrique) [10].

Comment construire l'extension ¥/k & partir d’un systéme d’é¢.d.o. (8.1)7
Une premiére approche consiste a considérer le corps différentiel ¥ = k(w), et
a supposer qu’il soit défini de telle facon a ce que les relations entre les wy,
1 =1,...,s, soient juste données par les équations en considération. Ces rela-
tions existent dans le corps X si les éléments appropriés sont nuls. Les éléments
de X étant des expressions rationnelles en w;, i = 1,...,s, et leurs dérivées (a
coefficients dans k) on obtient (par multiplications par les polynémes dénomi-
nateurs) les équations de la forme (8.1).

Un tel corps différentiel ne peut étre associé a tout systéme d’é.d.o. poly-
noémial, une condition supplémentaire étant requise : ¥ étant un corps il ne
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8.1. Systémes plats

peut contenir des diviseurs de zéro, une condition de primalité en résulte. Pour
construire le systéme k(w)/k supposons donné des équations de la forme (8.1),
et prenons une famille W = (Wy,..., Ws) (de cardinal égal a celui de w) et I'an-
neau différentiel k{W} (libre, c’est-a-dire sans relations non triviales) engendré
sur k par W. Les ¢éléments de k{W} sont les polynémes en les indéterminées
Wi, i = 1,...,s, et leurs dérivées, a coefficients dans k. (Les indéterminées
sont différentiellement algébriquement indépendantes sur k (#17).) Soient alors
P;,j=1,...,q, les polynomes de I’anneau différentiel k{IW} que I’on obtient en
remplagant dans les membres gauches des é.d.o. (8.1) les variables du systéme,
w;, 1 =1,...,s, par les indéterminées W;. Si, et seulement si, I'idéal différentiel 1
dans k{W} engendré par les P;,j = 1,...,q est premier, 'anneau des fractions
de I'anneau quotient (des classes de résidus) k{WW}/I ne contient aucun diviseur
de zéro, et forme donc un corps différentiel, extension de k (comparer & #16
et voir aussi la remarque a la page 337). Or, comme les images canoniques w;
résultent des W; en localisant, on a ¥ = k(w) ; et les équations satisfaites par les
éléments de X correspondent & (8.1). On se rend compte par cette construction
que Pextension de corps différentielle ¥/k est indépendante du choix des géné-
rateurs w et de celui des équations de départ. Ce qui est important, c¢’est 1’idéal
différentiel I, et non pas ses générateurs.

Exemple 8.1.1. La construction de ’extension de corps différentielle d’un mo-
dele de grue sera détaillée dans 8.12 (p. 357).

Exemple 8.1.2. L’oscillation d’un pendule mathématique est décrite par I’é.d.o.
@ +sinp = 0.

Au lieu de cette représentation non algébrique (explicite) on peut aussi utiliser
une représentation en coordonnées cartésiennes, qui elle est algébrique (mais
implicite). Avec x = sin p et y = cos ¢ il vient (pour y # 0, donc ¢ # +m/2) :

y2i 4y + xi? =0
22+ -1=0.

Finalement on peut aussi (pour ¢ # +7) introduire z = tan(y/2), et obtenir la
représentation algébrique (implicite)

(1+2%)% - 2222 + (14 2%)z = 0.
Remarque 8.1.2. Comme les systémes (algébriques) différentiels continus dis-
cutés ici, on peut aussi définir les systémes (algébriques) discrets, décrits par des

systémes (polynomiaux) d’équations aux différences (ordinaires) [17, 19, 20]. On
se sert alors des anneaux et corps aux différences.
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8. PLATITUDE ET ALGEBRE DIFFERENTIELLE

8.2 Platitude différentielle

Soit ¥ /k un systéme algébrique.

Platitude différentielle : Un systéme X/k est dit (différentiellement) plat,
si & une cloture algébrique (non différentielle) prés, 3 est un corps d’extension
purement transcendant de k (#17). Autrement dit, ¥/k est (différentiellement)
plat s’il existe une base de transcendance différentielle y = (y1, . ..,ym) de X /k,

pour laquelle ¥ = k(y). Une telle famille! y est appelée sortie plate de X/k.

Ici, ¥ désigne la cloture algébrique (#5) de X, et k(y) celle de k(y). Le
nombre, m, des composantes d’une sortie plate est (visiblement) égal au degré
de transcendance différentiel de I'extension X /k.

Considérons les relations entre les variables du systéme et la sortie plate y
— soit ¥ = k(w) a cette fin. On déduit alors de la définition de y :

1. Les composantes y;,i = 1, ..., m, d'une sortie plate y satisfont des relations
de la forme

Qi(yiﬂU,w?---,w(ai)):O, izl,...7m,

avec Q; € k{w}[y;] des polynémes, qu’on peut résoudre (localement)? par
rapport aux y; :

yi:¢i(w7w7"-7w(ai)), 'Lzl,,m

Ceci découle directement de y; € k(w),i =1,...,m.

2. Il n’existe aucune relation (non triviale) de la forme
R(y,....y") =0,

ot R est un polyndéme de l'anneau différentiel k{y}. Ceci équivaut a
deg tr diff k(y)/k = m.

3. Toute variable du systéme, z € 3, s’exprime en fonction de y et ses déri-
vées, car z € X = k{y) implique

S(z,y,...,y") =0,
avec un polynéme S € k{w}[z], d’ou la relation locale

2=y, y ),

'On observera que y joue un réle analogue & celui d’une base d’un module libre (corres-
pondant & un systéme commandable dans la théorie de [18, 52]). Un nom plus approprié pour
y serait peut-étre « paramétre fondamental » pour ne pas parler de base dans ce contexte non
linéaire, mais le nom « sortie plate » (et le symbole y) sont bien établis dans la littérature.

2Comprendre le terme « locale » ici (et dans la suite) dans le sens que 8Q;/y; # 0, de sorte
que 'on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites dans un contexte mathématique
adapté.
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Par la seconde de ces propriétés, il est garanti que les trajectoires des com-
posantes de la sortie plate y peuvent étre choisies indépendamment et librement
(dans le sens qu’ils ne doivent satisfaire aucune équation différentielle particu-
liére). La troisiéme propriété implique la possibilité de calculer les trajectoires de
toutes les variables & partir de celles de ¥, sans étre obligé d’intégrer une équation
différentielle ; il suffit de les dériver. On peut donc résumer : Un systéme (dif-
férentiellement) plat est complétement, finiment et librement différentiellement
paramétrisable.

Exemple 8.2.1. La platitude du modéle d’une grue sera discuté en section 8.12
(p- 358). Cet exemple illustrera aussi 'utilité de la cloture algébrique dans la
définition de la platitude (voir la remarque a la page 359).

Remarques 8.2.1. 1. Observons que la définition de la « platitude » est basée
directement sur le corps X, sans en distinguer les générateurs : en termes de
théorie du controle, elle ne fait pas appel au concepts d’entrée ou d’état.

2. Il convient parfois de généraliser la définition en considérant un autre corps
de base. On définit ainsi la D-platitude [10] en demandant & ce que D(y) = 3,
avec D un sous-corps différentiel de X.

3. On peut généraliser le concept de platitude en admettant une transformation
du temps, qui peut dépendre des variables du systéme; on parle alors de sys-
témes orbitalement plats [24].

4. Une autre possibilité de généraliser la définition discutée ci-dessus consiste
a lever la restriction aux fonctions algébriques, une approche par la géométrie
différentielle est alors adaptée [25] (ou aussi [43]).

5. Esquissons une explication pour ’emploi du terme « plat ». Pour ceci, sup-
posons (sans perte de généralité) que les composantes y;, ¢ = 1,...,m, de
la sortie plate soient les m premiéres composantes de la famille w des va-
riables du systéme, et supposons donné ¢ = s — m équations indépendantes

Pi(w, 1, ..., w®)=0,i=1,...,q. Introduisons un espace de dimension infinie
de coordonnées zl-(j ), i=1,...,8 7 >0, et considérons (localement autour de
points « réguliers ») les transformations entre les variables du systéme, w, et de
leurs dérivées et des variables z;,7 = 1,...,m + ¢ données par
Zi = Yi = W, i=1,....,m
zi=P_pm(w, b, ..., w'™), i=m+1,...,s.
Alors on obtient les équations des dérivées des z;,i = 1,...,m+q, par dérivation.

La transformation définie ainsi peut étre inversée sans intégration [30]; car des
relations

wl:¢z(y7y7;y(%)), 7::1,...,5,

pour les sorties plates on déduit Z = (z1,...,2m)
w; = vi(3,%,...,200), i=1,...s.
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8. PLATITUDE ET ALGEBRE DIFFERENTIELLE

Or, les ¢ derniéres composantes de z (et toutes leurs dérivées) sont égales a
zéro (par les équations du systéme). En revanche, les m premiéres composantes
et leurs dérivées, c’est-a-dire les composantes de Z et leurs dérivées a eux sont
indépendantes. Ainsi les équations du systéme représentent un sous-espace (li-
néaire, de dimension infinie), avec les coordonnées zi(] ) ,i=1,...,m,j >0, de
I'espace en considération. Cet espace (linéaire) peut étre interprété comme un
hyper-plan, il est donc plat.

Les équations d’un systéme différentiellement plat peuvent toujours étre don-
nées dans la forme particuliére S;(w;,y, . .. ,y(V")) =0,71=1,...,s. Il en découle
une conséquence intéressante pour la construction de son extension de corps &
partir de l'idéal différentiel [S]. Etant donné un systéme de s équations de ce
type, les membres gauches des équations (algébriques) S; = 0 peuvent étre vus
comme des polynoémes non différentiels en les w;, i = 1,...,s, avec des coefli-
cients appartenant au corps différentiel k(y). Ceci simplifie 'analyse de ’idéal
différentiel engendré par les polynomes S = (Si,...,Ss) correspondants, mais
en les indéterminées W = (W1, ..., Wy). En particulier, si Sj est de degré 1 en

wj, dans I'anneau différentiel localisé k(y){W1i,...,W}/[S] on a w](-l) € k(y),

[ >0, avec w; I'image de W; dans cet anneau. De méme on a w](.l) € m, [ >0,
si S; peut s’écrire dans la forme S; = I/Vj2 + ¢2, avec un ¢ € k(y), ou dans la
forme S; = I/Vj2 —d, avec d € k(y), qui ne peut étre représenté comme d = e?
avec e € k(y). Si tous les membres gauches des équations du systéme peuvent
étre représentés dans une de ces formes, il est clair que 'anneau des résidus
ne comprend aucun diviseur de zéro, et I'idéal [S] est donc premier (#3). Des
simplifications similaires peuvent étre discutées pour les polynémes de degré su-
périeur, ’analyse étant réduite a la discussion de polyndémes non différentiels en
une seule indéterminée.

Exemple 8.2.2. On discutera la construction de I’extension des corps a partir
d’un idéal différentiel pour I’exemple de la grue dans la section 8.12 (p. 357).
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8.3 Entrées et dynamiques

Soit ¥ /k un systéme algébrique.

Entrée : Une famille u = (uq, ..., uy) d’éléments de X est appelée une entrée si
I'extension de corps différentielle ¥ /k(u) est différentiellement algébrique (#17).
Une entrée u est dite indépendante si elle forme une base de transcendance dif-
férentielle (#20) de k(u)/k.

De maniére équivalente, et peut-étre plus élégante, on peut dire : Une entrée
indépendante est une base de transcendance différentielle de ¥/k; alors on a
m = deg tr diff ¥/k (voir #20), ot m = card u.

Si u est une entrée de X /k, alors pour tout élément de ¥, c’est-a-dire pour
toute variable z du systéme, il existe une équation différentielle de la forme

ot @ est un polyndme de k({u){z}, c’est-a-dire un polynéme en z et ses dérivées,
a coefficients dans k(u). Ceci équivaut a ’existence d’une relation

avec R € k{z,u} un polynome (différentiel) a coefficients dans k. Réciproque-
ment, la famille u doit former une base de transcendance différentielle pour que
de telles relations existent sans qu’il n’y ait une relation (non triviale) du type

avec R € k{u}.

Remarques 8.3.1. 1. Souvent les entrées correspondent aux variables de com-
mande du processus dont le systéme est un modéle, qui en général sont libres
(ne doivent satisfaire aucune contrainte différentielle (é.d.o.) particuliére). Ainsi
il convient souvent de les supposer indépendantes.

2. L’existence d’équations R = 0 (ou @ = 0) montre que, une fois une trajectoire
pour u fixée, celles des autres variables s’en suivent par la solution d’é.d.o.

3. Le degré de transcendance différentiel deg tr diff 3 /k, et ainsi le nombre de
composantes de toute entrée, correspond au degré d’indétermination du systéme
d’é.d.o. Il correspond & la différence entre le nombre de variables indépendantes
et des équations (différentielles) indépendantes.

Dynamique : Une extension de corps différentielle ¥/k(u), ot u forme une
entrée de X /k, est appelée une dynamique d’entrée u.

Une dynamique ¥ /k(u) est donc une extension de corps qui est différentielle-
ment algébrique. Ainsi, le degré de transcendance différentiel de X /k(u) est nul.
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Ceci est équivalent a ce que le degré de transcendance non différentiel (#12) de
I'extension de corps ¥/k(u), que 'on désigne par deg tr X /k(u), est fini (#22).
On peut s’en servir pour vérifier si une famille v particuliére forme une entrée.
Un cas spécial est donné si deg tr X/k(u) n’est pas seulement fini, mais égal a
ZEro :

Dynamique triviale : Une dynamique X /k(u) est dite triviale, si son degré de
transcendance différentiel est égal a zéro : deg tr ¥ /k(u) = 0.

Exemple 8.3.1. Une entrée pour le systéme de la grue sera choisie dans la
section 8.12 (p. 357).

8.4 Systémes entrée-sortie

Soit ¥ /k un systéme algébrique.
Sortie : Une sortie y = (y1,...,Yp) est une famille d’éléments de 3.

Systéme entrée-sortie : Si ¥ = k(u,y) et u est une entrée, alors on appelle
Y /k un systéme entrée-sortie, avec sortie y. Si 3 2 k(u,y), on appelle k(u,y)/k
un sous-systéme entrée-sortie de ¥ /k.

Le systéme entrée-sortie k(u,y)/k avec 'entrée u peut alors étre représenté
par p é.d.o. de la forme

Rj(yj,...7y§ﬁj),u7__.,u(w)) =0, j=1,...,p,

avec R;, j =1,...,p, des polyndmes a coefficients dans k.

Inversion

On définit des notions d’inversibilité, qui dépendent du choix du corps k(y)
(on parle d’inversibilité et d’inversion en analogie au linéaire) — mais non de
celui d'une entrée u. Soit pour ceci ¥/k un systéme, avec deg tr diff ¥/k = m,
et soit y = (y1,...,Yp) une sortie.

Rang de sortie : Le degré de transcendance différentiel de k(y)/k est appelé
le rang (différentiel) de sortie du systéme X/k (par rapport a k(y)/k, ou a y),
que 'on note p, = deg tr diff k(y) /k.

Inversibilité : Le systéme 3 /k avec la sortie y est dit inversible a droite si le
rang de sortie est égal au nombre de composantes de la sortie : p, = p. Il est
dit inversible a gauche si le rang de sortie est égal au nombre de composantes
indépendantes d'une entrée : p, = m = deg tr diff ¥/k. Le systéme est dit
wnversible 8’1l est inversible & droite et & gauche.
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Remarque 8.4.1. De fagon plus exacte, mais encombrante, on parlerait d’in-
versibilité par rapport a un sous-corps k(y) de ¥ (ou par rapport a une sortie

Y)-

Si le systéme X /k est inversible a droite par rapport a une sortie y, alors les
composantes de y sont « découplées » : il n’existe aucune relation (non triviale)
E(y,...,y") =0, avec E € k{y}, entre ses composantes. Si ¥/k est inversible a
gauche par rapport & une sortie y, alors 'extension X /k(y) est différentiellement
algébrique. De méme on a ’assertion réciproque, car avec

deg tr diff ¥/k = deg tr diff X/k(y) + deg tr diff k(y)/k

(voir #27) le degré de transcendance différentiel deg tr diff X /k(y) est égal a zéro
si, et seulement si, deg tr diff k(y)/k = deg tr diff ¥/k = m. Il s’ensuit que dans
un systéme inversible a gauche la sortie y peut jouer le role d’une entrée (non
nécessairement indépendante, car p, < min(m,p)). On observe qu'un systéme
inversible est « quadratique » : p = m.

Soit ¥ = k(u,y), et soit u une entrée de X /k. Le systéme entrée-sortie avec
lentrée y et la sortie u est alors le systéme (entrée-sortie) inverse (de celui
d’entrée u et de sortie y).

Remarque 8.4.2. On trouvera une « formule » pour le rang de sortie et un
algorithme pour son calcul dans [15].

Dynamique inverse : Soit y la sortie d'un systéme inversible a gauche X /k,
c’est-a-dire p, = deg tr diff k(y)/k = deg tr diff ¥/k = m. Alors ¥/k(y) forme
une dynamique, avec entrée y. On parle de dynamique inverse. L’entrée y de la
dynamique inverse est indépendante si ¥/k est inversible (p, = p = m).

Inversion et platitude

Un systéme plat est inversible par rapport a toute sortie plate y, car ¥ =
k(y), et ainsi deg tr diff /k(y) = 0. Et, qui plus est, le degré de transcendance
non différentiel deg tr ¥/k{y) = 0 : La dynamique /k(y) est triviale (dans le
sens de la section 8.3). Ceci permet de donner une autre caractérisation de la
propriété de platitude :

Sortie plate comme entrée : Un systéme X/k est plat si, et seulement si,
il existe une entrée indépendante y du systéme étendu X/k, tel que la dyna-
mique correspondante est triviale (c’est-a-dire deg tr 3/k(y) = 0). Interprétant
y comme une sortie (plate), on a 3/k(y) pour la dynamique inverse par rapport
A y associée a ¥ /k, et cette derniére est triviale.

Pour I'entrée d’un systéme plat on a donc

OZA'L(“Z?y?y?'?y(’Y))’ 7::]‘7"'77/)17
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avec A;, i = 1,...,m, des polynomes & coefficients dans k. Il en découle que le
calcul de u & partir d’une sortie plate y et ses dérivées peut se faire sans résoudre
une é.d.o. : le systéme inverse n’a pas de dynamique, elle est « triviale ».

En partant de cette caractérisation de la platitude, on peut classifier les
systémes par rapport a leur « défaut » (par rapport a la platitude) [26] :

Défaut : Soit I' C ¥ un sur-corps différentiel de k, tel que, a une cloture al-
gébrique preés, I'extension I'/k soit différentiellement purement transcendante et
le degré de transcendance (non différentiel) deg tr ¥/T" soit minimal (entre ces
extensions). Alors on appelle deg tr X/T" le défaut du systéme ¥ /k.

Le défaut est égal & zéro si, et seulement si, le systéme X /k est plat. Il est
toujours fini, car pour n’importe quelle base de transcendance différentielle v de
Y /k Dextension X/k(v) est différentiellement algébrique.

Remarque 8.4.3. Si z est une base de transcendance différentielle de I'/k, le
défaut est égal a la dimension d’état (voir la section 8.5) de la dynamique inverse
par rapport & z. Pour une paramétrisation compléte du systéme on doit spéci-
fier, en plus des m trajectoires pour une sortie plate, au maximum deg tr /T’
trajectoires supplémentaires. Toutefois, une telle paramétrisation n’est pas libre !

Une condition nécessaire pour la platitude peut étre donnée en remplacant
dans les équations du systéme les dérivées par des variables non différentielles
indépendantes entre elles [26, 48].

Condition nécessaire de platitude (Critére des surfaces réglées) : Soit
Y = k{w), avec w = (wy, ..., wy,) et les équations

P(w,...,w®) =0, i=1,...,q,

ou P, i =1,...,q, polynémes a coefficients dans k. Alors, si le systéme X /k
est plat, il existe une famille a = (a1, ...,as), a; € k(&,...,a-1),i =1,...,5,
a # 0, telle que, pour des parameétres A € k arbitraires on a

Pi(&0,. - €a1,6a+Xa) =0, i=1,...,q.

On peut interpréter la solution de cette équation comme une surface dans
le k-espace avec les coordonnées &;, ¢ = 0, ..., «. La condition signifie alors que
(dans des point réguliers) il existe une droite en direction des £, qui appartient
a la surface. Autrement dit, la projection de la surface définie par S = 0 sur le
sous-espace avec les coordonnées &, est une surface réglée, c’est-a-dire engendrée
par des droites.

Démonstration (voir [26]) : Si ¥/k est plat, et y est une sortie plate, alors il existe
un nombre entier p > 0 tel que les dérivées w®, i =0,...,a—1, dépendent de
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dérivées de y jusqu’a un certain ordre p, que nous pouvons supposer minimal
(tel que g — 1 ne suffit pas) :

w =8y, 9,...,y"), j=0,...,a—1.

En remplacant les w), j = 0,...,a, dans I'équation P = 0 on obtient, & cause
de
(@ _ 3~ a1 (+1) (1)
w'Y = Z y =AY, +B(Y,)y ,

i=0 Oy (yg,...y )

une équation que ’on peut réécrire comme
p(Yu’ A(Yu) + B(Yu) y(#ﬂ)) =0

en rassemblant les dérivées de y jusqu’a I'ordre p dans Y),. Maintenant on fixe
la valeur de Y}, et considére les composantes de y#+) comme parameétres libres.
Alors, si a appartient & I'image de I'application B(Y),) la propriété énoncée est
donnée. (I

Exemple 8.4.1. Le critére des surfaces réglées pour démontrer la non-platitude
est discuté dans la section 8.12 (p. 367) pour l’exemple d'un pendule sur un
chariot.

Planification de trajectoires

La propriété de platitude permet une synthése systématique de trajectoires,
en particulier pour des transitions entre régimes stationnaires. Souvent, au début
d’une telle transition on part d’un point d’équilibre. On peut décrire ces points
par les équations explicites (locales)

z = w(y7’ * 'Jy(’Y))7

en substituant y(j) = 0,7 > 0. Les points d’équilibre sont alors paramétrés par
les valeurs constants de .

La transition est entiérement spécifiée par le choix d’une trajectoire de ré-
férence pour une sortie plate, et comme y est différentiellement indépendant,
les trajectoires pour ses composantes peuvent étre choisies indépendamment. A
priori toutes les trajectoires de référence t +— yyer,(t) sont loisibles; des restric-
tions apparaissent toutefois par des singularités rencontrées lors de la mise sous
forme explicite des équations.

Le calcul des trajectoires est particuliérement simple si I’on choisit des tra-
jectoires polynomiales, car alors leurs coefficients résultent des valeurs de y du
début (pour ¢ = 0) et de la fin de la transition (pour ¢ = t,), comme solution
d’un systéme d’équations linéaires. Plus généralement, on obtient pour ¢t = 0 et
t = t, des conditions pour les y; et toutes leurs dérivées jusqu’a un certain ordre
Ai. En choisissant une paramétrisation polynémiale pour la trajectoire de y; le
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degré du polyndéme nécessaire résulte directement du nombre de ces conditions :
Dans le cas de A conditions il faut un polynéme de degré A — 1.

Si, par exemple, les dérivées de y; jusqu’a 'ordre 2 interviennent dans le
calcul de u, et la trajectoire de u doit étre continue, alors on a 6 conditions, que
I'on peut satisfaire avec un polynéme de degré 5 (ou plus), soit

Yreti(t) = cio + ciat + ciot® + it + cigt* + ci5t°.

La valeur yyef,(0) donne ¢; o = yref,i(0). Les conditions grer(0) = 0 et Giefi(0) =0
meénent & ¢;1 = ¢;2 = 0, et les autres coefficients (ci73,0i74 et ¢;5) satisfont le
systéme linéaire
_ 3 4 5
Yref,i(tx) — Yrer,i(0) = ¢ 3t + ciaty + it
0= 301‘73253 + 4Ci,4ti + 501‘15151L (8.3)
0= 66¢73t* + 1201"4253 + 2062‘,575‘:’.

Il convient d’introduire une reparamétrisation par

Ci,jti .
%8 = Yreti (tx) — Yreri(0) J=345
Ainsi on a
Yref,i(t) = Yret,i(0) + (Yreri (t) — yrer,i(0)) iz <ao + alti + @2) . (8.4)

Les nouveaux coefficients agp,a; et ag résultent (indépendamment des valeurs
initiales et finales et I'index i) du systéme linéaire

l=ap+ a1+ a2
0 = 3ag + 4a1 + bas
0 = 6ag + 12a; + 20as,

que l'on obtient ou de (8.3) ou des conditions finales; il vient
ag = 10, ay = —15, as = 6. (8.5)

L’avantage de la paramétrisation (8.4) est que les coefficients ag,ai,as sont
indépendants des valeurs initiale et finale de la transition.

Le calcul de trajectoires de référence est simple si le probléme consiste en
une transition sur un intervalle de temps fini, méme si ce ne sont pas des points
d’équilibre ; on peut utiliser (8.3) pour des valeurs arbitraires des dérivées ini-
tiales et finales. On peut, bien str, aussi choisir d’autres paramétrisations.

Exemple 8.4.2. Une plus ample discussion de la planification de trajectoires
se trouve, pour 'exemple de la grue, dans la section 8.12 (p. 359).

344



8.5. Etats généralisés

8.5 KEtats généralisés

Etat généralisé : Un état (généralisé) d’une dynamique (algébrique) ¥/ k(u)
est une base de transcendance (non différentielle) & = (&1,...,&,) de X/k(u).
Comme X/k(u) est différentiellement algébrique, n = deg tr ¥/k(u) est fini
(#22) ; on lappelle la dimension d’état de la dynamique ¥ /k(u).

L’état & étant une base de transcendance de ¥/k(u), tout élément z de ¥
satisfait une équation de la forme

‘11(27 5) = 07

avec ¥ un polynéme appartenant a 'anneau k(u)[z,&]. Ces relations s’écrivent,
avec un polyndme en z, &, ainsi que u et ses dérivées et a coefficients dans k,
dans la forme

@D(z,ﬁ,u,...,um) =0.

En particulier, on a pour la dérivée des composantes de &
A& & uya, .. u®)) =0, i=1,...,n,
ou bien, localement :
&= Fi(f,u,u,...,u(ai)), 1=1,...,n.

De la méme fagon on obtient, pour des sorties y = (y1,...,Ym), localement des
relations de la forme

yj:Hj(ﬁ,u,u,...,u(ﬁf)), j:1,...,p.

Si dans cette représentation d’état aucune dérivée de u n’apparait on parle d’un
état classique et d’'une représentation d’état classique.

Chaque base de transcendance de ¥/k(u) forme un état (généralis¢). Si &
est un autre état (généralisé) de /k(u), alors chaque composante de & satisfait
une équation de la forme P(&;,€) = 0, avec les coefficients de P dans k(u). Deux
états ¢ et € d'une dynamique sont donc reliés par une transformation d’état
(généralisée) du type

‘Pj(f_i,f,u,...7u(%)) =0
e u) =0, i=1n

Pour les rendre explicites, ces équations peuvent encore étre résolues (locale-
ment) par rapport a &; et & respectivement. On les appelle classiques si elle ne
font pas intervenir ’entrée et ses dérivées.

Notons que, contrairement au cas linéaire, il n’est pas possible, en général,
d’éliminer les dérivées de ’entrée des représentations d’état généralisées en chan-
geant d’état. Autrement dit, il n’existe pas toujours une représentation d’état
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classique. On le comprend facilement & partir d’'une condition nécessaire simple,
que nous dérivons.

Si x est un état classique, alors Z est classique si, et seulement si, la trans-
formation entre x et & est classique : De & = p(x) et & = f(x,u) il résulte

Op

2l re@)u),

T =

T=¢(%)

et de = p(x,u) et & = f(x,u) il découle que

Iy
ox

T =

e=3(u)u

qui dépend de u si ¢ dépend de wu.

En généralisant ce calcul on obtient une condition nécessaire simple pour la
réduction (de 1) de 'ordre maximal des dérivées ugai) de w;. Pour simplifier la
démarche supposons que ’ordre maximal soit égal & a; = o, = 1,...,m pour

toutes les composantes de u. Alors, de

i=ox,u,.. . ueh)
et
= f(x,u,..., u(a)) (8.6)
on déduit
‘%: 8790 f @ €, u, 7u(a_1))au7 au(a))+
O T=@(F,u,...,ul@= D) . ule=1)
a—1
Z Iy WD
ou®) '

2=@(F .., ul@= D)y ule=1)

1=0

Par un choix approprié de dp/ ou®=D on peut éliminer u(® du membre droit
de cette équation si la fonction f est affine en cette variable, c¢’est-a-dire I’équa-
tion (8.6) a la forme

= fi(z,u,..., u(o‘_l)) + fo(z,u, ... ,u(o‘_l)) ul®,
Il est évident qu’'une condition nécessaire similaire existe pour la possibilité d’éli-

miner les dérivées d’ordre maximal individuel des composantes de u. On trouve
une discussion compléte, avec des conditions nécessaires et suffisantes® dans [9].

3Les conditions suffisantes correspondent & I'intégrabilité d’é.d.p. linéaires d’ordre 1 pour
les transformations d’état et sont donc basées sur le théoréme de Frobenius.
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Remarque 8.5.1. Dans [13] (voir aussi [41]) il a été démontré que 'idéal diffé-
rentiel correspondant & une représentation d’état (généralisée) avec une fraction
rationnelle dans le membre droit, c¢’est-a-dire

pi(a:,u,...,u(a)) i

Ty = seeey T,

gi(z,u, ... ul®)’
avec p;, q; € k[z,u,...,u(®], i =1,...,n, est un idéal premier (#3). Ainsi pour
une telle représentation il existe toujours une extension de corps différentielle

Exemple 8.5.1. Un exemple d’une dynamique n’admettant pas de représenta-
tion d’état classique est le sous-systéme « pendule » du modéle de grue |7] (voir
section 8.12, p. 364).

8.6 Etat de Brunovsky et forme de commande
généralisée

Pour les systémes plats on peut définir des états particuliers, de Brunovsky,
et une forme de commande généralisée correspondante, comme en linéaire.

Dynamique plate : Une dynamique X/k(u) est appelée (différentiellement)
plate si le systéme X /k est (différentiellement) plat.

Etat de Brunovsky : Soit ¥ = (y1,...,¥m) une sortie plate d’une dynamique
plate ¥/k(u). Alors il existe une famille k = (k1,...,Kn) € N telle que (avec

la convention que yi(_l) =0)

. Kk1—1 Ko —
x:(yhylw"??A ! )7y27'--7y£n 1)) (87)

forme un état (généralisé) de la dynamique X /k(u); un tel x est appelé état de
Brunovsky de 3 /k(u).

Démonstration [10] : On choisit une base de transcendance §° C y de I'extension
k(u)(y)/k(u), et puis pour tout r > 0 une base de transcendance §" C " !
de Textension de corps k(u)(y,...,y")/k{u)(y,...,y" D). Ceci est possible,
car on a l'égalité k(u)(y,...,y™) = ku)(y, ...,y 1,57~ 1). Le degré de trans-
cendance deg tr /k(u) étant fini, la réunion des §”, r > 0, forme un état de
3 /k{u). On peut I'écrire comme z dans (8.7). Ceci détermine les x; = min{r €
N[y ggyi=1,...,m 0

Si au moins un des k; est non nul, on peut renuméroter les composantes de
y tel que

ki>0,i=1,....m<m, Kk, =01=m+1,...,m.
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Si k; = 0 pour tout 7, choisissons m = 0 et x = (. Une telle numérotation
des composantes de y sera supposée dans la suite dans les cas ou 'index m est

utilisé. En plus, on définit n; = "

jzlﬂj,izl,...,m.

Forme de commande généralisée : Un état de Brunovsky = d’une dynamique
plate ¥/k(u) donne lieu & une forme de commande généralisée :
i‘j:$]’+1, jE{l,...,n}\{nl,...,nm},
O:<I>j(:bnj,w,u,...,u(o‘j)), j=1,...,m,
0:<I>j(yj,x,u,...,u(aj)), j=m+1,...,m,

avec ®;,j =1,...,m, des polynomes & coefficients dans k, ot 0®; /i, # 0,7 =
1,...,m, et 0®;/0y; #0,j=m+1,...,m.

Exemple 8.6.1. Un état de Brunovsky et une forme de commande généralisée
pour le sous-systéme « pendule » de la grue seront construits en section 8.12
(p. 364).

8.7 Equivalence par bouclages d’états quasi statiques

Pour la définitions de bouclages d’états on se sert de filtrations de I’extension
de corps différentielle ¥/k définissant le systéme [8] (cf. #28).

Filtration entrée-état : Pour une dynamique X/k(u) et un état (généralisé)
correspondant x, la filtration entrée-état U = (Uy)rez de 3 /k est définie comme
suit :

u, = k pour r < —2
U1 = k(x) pour 7 =-—1
U, = k(z,u,u,...,u) pour r>0.

Une filtration entrée-état U = (U, )rcz pour une dynamique /k (@) est dé-
finie de fagon analogue. Les deux filtrations ont une différence bornée s’il existe
un entier 7o, tel que U, C Up4yy et Uy C Uryy, pour tout r (cf. #28). Il est clair

qu’alors ¥ = X.

Equivalence par bouclages d’états : Deux dynamiques X/k(u) et
f)/k(fb) sont dites équivalentes par bouclages quasi statiques d’'un état dans X
s'il existe des états de X/k(u) et X /k(@) tels que les filtrations entrée-état U de
Y /k(u) et U de X/k(a) ont une différence bornée, et en plustd 1 =U_, = X.

Les deux dynamiques sont dites équivalentes par bouclages statiques d’un
état dans X si les filtrations entrée-état correspondantes coincident, ¢’est-a-dire
si pour tout r € Z on a ld,, = Z;{T, et en pluslf_q = Z;{,l =X.
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Les relations définies sont en effet des relations d’équivalence. La symétrie et
la reflexivité en sont évidentes. La transitivité est évidente pour le cas statique.
Pour le cas quasi statique, soit 3 /k(t) une troisiéme dynamique, avec un état
& et X = k(&). Soit U = (Uy)rez, la filtration entrée-état correspondant a z,
pour 3 /k(@). Pour I'équivalence par bouclages quasi statiques d’un état dans X
il vient alors : U, C Z/{TH«O et L{ - UHTO, ainsi que Ll C Z/{HT1 et Ll C L{Hm,
pour tout r. Avec U, C Z/{r_l’_ro_}_rl et L{ C Uy yrg+r,, POUr tout r, la transitivité
est démontrée.

L’équivalence de deux dynamiques X /k(u) et 3/k(@i), avec des états respec-
tifs x et T, par bouclages statiques d'un état dans X implique 'existence de
relations du type

dio(us, x, 0,4, . .. ,a(ro)) _

i (5 ; 70)\
¢Zvo(uz,x,u,u,...,u( )) =
et des relations analogues existent pour les dérivées d’ordres supérieurs :

i (W 2 0, 00, @)Y = 0,
) 0

Gir(@ x,u, i, w0

, 1=1,....m, r>0.

Dans ces relations, ¢;,,¢;r, @ = 1,...,m, r > 0, sont des polynémes a coeffi-
cients dans k. Dans le cas statique aucune dérivée (d’ordre supérieur ou égal a
1) des entrées n’apparait.

Remarque 8.7.1. Les filtrations entrée-état sont discrétes, excellentes et ex-
haustives (#28). Pour le démontrer il faut prendre en compte que, pour les
indices larges, dans la construction de U, & partir de U, on ajoute des élé-
ments %z avec z € U,, ce qui pour w1 est une conséquence de la construction
de la filtration, et pour & une conséquence de la représentation d’état généralisée.

Pour les états Z de la dynamique E/ k(u), la condition k(z) = k(&) implique
I’existence de relations du type

¥j(xj, ) =0,
%(55],90):07 J=1...,n,

ou les wjﬂ;j, j = 1,...,n, sont encore des polynémes & coefficients dans k.
Ainsi, contrairement aux représentations d’état généralisées, dans les transfor-
mations d’état admises dans les bouclages d’état aucune entrée, ni ses dérivées,
ne peuvent apparaitre : Les transformations doivent étre classiques.

L’utilité des bouclages d’état quasi statiques résulte du fait que 1’état (ou,
plus exactement, le corps k(z)) est invariant par ce genre de bouclages (par rap-
port & 'invariance voir aussi [51]). D’un point de vue pratique, ceci a 'avantage
qu’aucune « dynamique supplémentaire » n’est introduite dans la boucle fermée.
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Exemple 8.7.1. La construction d’un bouclage d’état quasi statique pour la
grue est discutée en section 8.12 (p. 366).

Remarques 8.7.1. 1. Soulignons que ’apparition des dérivées dans les équa-
tions des bouclages ne signifie pas la nécessité de dérivations (numériques) de
signaux d’entrée (voir la section 8.9). Des discussions détaillées et des exemples
se trouvent aussi dans [11, 12, 10, 54].

2. Les bouclages d’état quasi statiques forment une classe spéciale des bouclages
endogénes de [39, 26|, que l'on peut définir comme suit. Deux systémes 31 /k et
¥ /k sont dits équivalents par bouclages endogénes si ¥ = Xo. Contrairement
aux bouclages d’état quasi statiques la dimension d’état n’est pas préservée sous
bouclages endogénes. (En fait, la définition des bouclages endogénes ne fait pas
appel aux notions d’entrée et d’état.) La synthése de bouclages endogénes pour la
poursuite de trajectoires stable méne, en général, & des lois de commandes dyna-
miques, nécessitant I'intégration d’équations différentielles (voir par ex. [39, 26]).
3. Soit m = 1, et soit ’état utilisé pour construire les filtrations entrée-état U
et U un état classique. Alors la différence bornée des deux filtrations U et U
implique leur égalité, c’est-a-dire le bouclage quasi statique avec 1’état x est un
bouclage statique. On peut s’en rendre compte en essayant, pour un systéme
& = f(xz,u) avec m =1 et u = ¢o(z, 4, ﬁ), de trouver des équations de la forme
) = ggi(a:,u, . ,u(”m)), 1 > 0. Ceci est impossible. Il s’ensuit, pour le cas
m = 1: Si z est un état généralisé de ¥/k(u) qui n’est pas classique, alors il
ne peut pas non plus étre un état classique de /k(@), car un bouclage statique
d’un état k(z) ne modifie pas l'ordre minimal « des dérivées de I'entrée appa-
raissant dans la représentation d’état [10]. Ceci est une conséquence du fait que
TEUNT LU 1 et U, = U,,r € Z impliquent & € Uy, i & Uq_1. Des résultats
supplémentaires sur ’équivalence par bouclages d’état quasi statiques pour des
représentations d’état classiques se trouvent dans [51].

8.8 Linéarisabilité par bouclages d’état quasi

statiques
Forme de Brunovsky : Pour des nombres non négatifs arbitraires k1, ..., Km
la dynamique k(y,v)/k(v) avec v; = yi(ﬁi), i =1,...,m, est appelée une forme

de Brunovsky.

Il est évident qu’une forme de Brunovsky est une dynamique plate, dont y
est une sortie plate.
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Linéarisabilité par bouclages d’état quasi statiques : Une dynamique
Y /k({u) est dite linéarisable par bouclages d’état quasi statiques s'il existe un
état o de X /k(u) et une forme de Brunovsky, tels que cette derniére et 3/k(u)
sont équivalentes par bouclages quasi statiques d'un état dans k(z).

Remarque 8.8.1. Le probléme de la linéarisabilité par bouclages d’état quasi
statiques est une généralisation naturelle du probléme bien établi de la linéari-
sabilité par bouclages d’état statiques pour les représentations d’état classiques,
qui admet une solution compléte dans le cadre de la géométrie différentielle
[33, 31, 59]. D’autres extensions sont la linéarisabilité par bouclages dynamiques
dans le sens de [2, 3|, et, plus particuliérement, par les bouclages endogénes
[26]. Le concept de la platitude & été introduit dans ce contexte, et dans [23]
on trouve la conjecture que les systémes linéarisables par bouclages dynamiques
sont juste les systémes plats. (Que les systémes plats soient linéarisables par
bouclages dynamiques est évident, a partir de leur linéarisabilité par bouclages
d’états quasi statiques ou endogénes.) Pour plus de détails sur ces questions voir
[39, 45|, par exemple.

Platitude et linéarisabilité : Une dynamique X/k(u) est linéarisable par bou-
clages d’état quasi statiques si, et seulement si, elle est plate.

Preuve [10] : On peut considérer un état de Brunovsky, de v; = ygni), 1=
1,...,m, et 'utiliser pour construire la « filtration état-sortie » pour I’état = et
la sortie y, Y = (Vy)rez, avec

Y, = k pour r < —2
Y1 = k(z) pour 7 =—1
Ve = k(z,9,9,...,y") pour r>0.

Comme y est une sortie plate, la filtration ) est exhaustive dans X, et ainsi
E(v)(z) = . En plus, pour tout r € Z, (z,v,9,...,v")) est une famille k-
algébriquement indépendante dans Y. Or, v est une entrée du systéme % /k,
et o est un état de la dynamique 3/k(v). Désignant la filtration entrée-état,
pour x et v, par V, les filtration U et V ont une différence bornée (#28), car
les filtrations entrée-état sont discrétes, excellentes et exhaustives dans 3 (voir
aussi la remarque p. 349). Comme x est un état des deux dynamiques, ¥/k(u)
et X/k(v), elles sont équivalentes par un bouclage quasi statique de z, ou de
n’importe quelle autre base de transcendance de k(x)/k.

Pour démontrer la nécessité il suffit de constater que ’équivalence par bou-
clages quasi statiques d’un état dans k(x) d’une dynamique % /k(u) et une forme
de Brunovsky k{(y, v)/k{v) implique ¥ = k(y,v). Ainsi, toute forme de Brunov-
sky étant plate, ¥ /k I'est aussi. O

351



8. PLATITUDE ET ALGEBRE DIFFERENTIELLE

8.9 Poursuite de trajectoires pour des systémes plats

Une méthode systématique pour la poursuite de trajectoires pour les sys-
témes plats (non linéaires) s’appuie sur leur linéarisabilité par bouclages d’état
quasi statiques. Elle permet une stabilisation exponentielle le long de trajectoires
(non singuliéres).

Les bouclages d’état linéarisants transforment le systéme de telle fagon que

yz(m’):q)i, i=1,...,m.

Pour cette dynamique, linéaire commandable, une poursuite de trajectoires par
un bouclage stabilisant (exponentiellement) est aisée, il suffit de prendre

ki—1

_y”zhrz/\d Dy, =1 m

Les yr4, 1 = 1,...,m, seront ensuite remplacés par les trajectoires de référence.
La dynamique de la boucle fermée est assignée en choisissant les paramétres
Ai,j. Pour le calcul des dérivées de v on substitue v; = yzw),i =1,...,m, et 'on
obtient ainsi, successivement, ces dérivées en fonction de I'état x et les dérivées
des trajectoires de référence (pour i =1,...,met ! >0):
Kki—1—1 ki—1
( ) _ m+l Z g+l ;+l Z (r—ri+l) (3+1)
+ )\ 7.7 )\l r\Y; yr,z’ )
r=r;—l

Exemple 8.9.1. La poursuite de trajectoires est illustrée sur 'exemple de la
grue en section 8.12 (p. 366).

8.10 Les systémes linéaires tangents

Les systémes linéaires a coefficients constants résultent, le plus souvent, d’'une
linéarisation d’un systéme non linéaire, modéle d’un processus, autour d’un point
d’équilibre (dans l’espace des variables du systéme). En considérant, au lieu d’un
seul point, une trajectoire, la linéarisation donne lieu & un systéme instation-
naire. Pour le systéme d’équations

B(w,...,w(o‘)):o, i=1,....q,

on obtient

S

(6%
0P,
Z 5 dw' =0, i=1,...,q.
i= I Ve (), S (1)
Les équations du systéme ainsi linéarisé sont donc les équations des « petits

écarts » dwj(-l), qui prennent leurs coefficients dans le corps X. Ces coefficients
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dépendront donc du temps, une fois les trajectoires t — wyef(t) substituées. 11
est clair que 'on peut écrire ces équations comme des relations E[ 7]-linéaires
entre les dw.

Dans le cadre de l'algébre différentielle cette linéarisation se traite a ’aide
des différentielles de Kéhler (#24) :

Systéme linéaire tangent : Soit 3 /k un systéme algébrique. Le E[%]—module
sy, des différentielles de Kahler est appelé le systeme linéaire tangent associé.

Le systeme linéaire tangent est défini en employant la k-dérivation dy )y, :

¥ — Qg (voir #24). Soit ¥ = k(w), avec w = (w1, ..., ws); alors y . est le
E[gt} module engendré par les différentielles de Kahler dz /Wiy i =1,...,s (voir
#24). Pour chaque relation R(w, ..., w(”/)) = 0 dans X il existe une relation de

dépendance E[ 7]-linéaire dans QE Jk

Zza (l ( >dﬂ/kwﬂ—0

7=11=0

Ceci est évident. Ce qui est plus intéressant, mais plus difficile & démontrer [35],
c’est I'inverse : Si une famille dy; /2 d’¢léments de 5/, est Z[%]—linéairement
dépendante (resp. indépendante), alors z est différentiellement k-algébriquement
dépendant (resp. indépendante). Ce fait offre une possibilité immédiate pour le
calcul des degrés de transcendance (différentielles ou non) importants dans les
systémes algébriques [15]. En plus, elle établie un lien directe entre la platitude
et la commandabilité du systéme linéaire tangent [26] (& propos de 'emploi de

3 voir #25) :

Platitude et commandabilité du systéme linéaire tangent : Si le systéme
(algébrique) X/k est plat, alors le systéme linéaire tangent de X /k, c’est-a-dire
le i[%}—module des différentielles de Kéhler {0, est libre. Si y est une sortie
plate de ¥/k, alors di/ky est une base de Qi/k-

On associe ainsi des modules libres & des systémes plats. La commandabilité
(liberté) du systéme linéaire tangent est donc une condition nécessaire pour la
platitude du systéme algébrique. La réciproque, par contre, n’est pas vraie en
générale : Le systéme linéaire tangent associé & un systéme non plat peut étre
libre (commandable). De méme on a le résultat suivant :

Défaut et sous-systéme non commandable : Le défaut d'un systéme al-

gébrique X/k est au moins aussi large que la dimension d’état du sous-systéme
non commandable du systéme linéarisé tangent associé.
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Démonstration : Soit I' € X, & la cloture algébrique prés, un corps d’extension
différentiellement purement transcendant de k, tel que le degré de transcendance
(non différentiel) deg tr ¥/T" est minimal. Alors le défaut du systéme est égal
a deg tr /T, et ce dernier est égal a la dimension du Y-espace vectoriel des
différentielles de Kihler? Qs p. L'image dg;, I' de I' sous dy est un S[4]-
sous-module libre de 2 Ik donc un sous-systéme du sous-systéme commandable
du systéme linéaire tangent (s Ik Ainsi Qs o est isomorphe a Qs Ik /ds /kF, et
ce dernier contient un sous-module qui est isomorphe & t{)s Ik le sous-module
de torsion (c’est-a-dire la partie non commandable) de Q5 ;. La dimension du

Y-espace vectoriel Os Jr est alors au moins aussi large que celle du Y-espace
vectoriel tQs Ik O

Exemple 8.10.1. Un exemple d’un systéme non plat, un pendule sur un chariot,
sera discuté en section 8.12 (p. 367).

8.11 Observabilité

Soit ¥ /k un systéme algébrique. Un systeme Y /k est appelé sous-systéme de
Y /k dans le cas ¥ C X.

Observabilité [14] : Un sous-systéme Y /k de $/k est dit observable par une
famille z si ¥ = k(z). Un systéme ¥ est dit observable si & = k{y, u).

Autrement dit, un ensemble de variables du systéme est observable par z si
ses éléments peuvent étre « reconstruits » de z (considéré comme ensemble de
mesures), ¢’est-a-dire calculé de z et ses dérivées sans intégration. Pour Iobserva-
bilité du systéme (tout court) on suppose que ce sont les u et y qui sont connus.
On peut considérer le sous-systéme k(u,y)/k de ¥/k comme son sous-systéme
observable.

Remarque 8.11.1. Une notion d’observabilité plus stricte (rationnelle) est ob-
tenue en se passant de la cloture algébrique [14].

Pour un systéme plat, avec une sortie plate y, on obtient immédiatement de

3 = k{y) Paffirmation suivante. (Notons que 1’on n’y a pas besoin de faire appel
aux entrées. )

Observabilité par une sortie plate : Un systéme plat X/k est observable
par n’importe quelle sortie plate.

Finalement, on peut établir le lien entre 1'observabilité d’un systéme algé-
brique et le systéme linéaire tangent associé.

41’ application di/r 'Y= Qf/l" envoie les éléments de I" a 0 (voir #24).

354



8.12. Exemple : Une grue

Observabilité des systémes algébrique et linéaire tangent : Un sous-

systéme ¥ /k de X /k est observable par une famille z € S si, et seulement si,
le systéme linéaire tangent QE Ik est observable par dg et Le systéme X /k est

observable si, et seulement si, le systéme linéaire tangent {ds /k associé a X /k est
observable.

Démonstration : Il s’agit d’une conséquence directe de I’équivalence entre la dé-
pendance k(z)-algébrique d’une famille ( = ((1,...,(,) d’éléments de ¥ et de
la dépendance ¥-linéaire des différentielles de Kéhler dx/i(:)¢ = (ds;/p(2)C P
dE/k(z)Cr) (cf. #24 et #25). Il

Remarque 8.11.2. La réalisation des bouclages d’état stabilisants nécessite
la connaissance des états. Si ces derniers ne sont pas mesurés directement, on
peut, si le systéme est observable par les mesures, construire un observateur.
C’est un probléme non trivial pour les systémes non linéaires. Toutefois, pour les
systémes plats (observables) on peut construire un observateur pour le systéme
linéaire tangent autour des trajectoires de référence. Une commande stabilisante
étant réalisée pour la poursuite de ces trajectoires, on obtient une boucle fermée
localement stable. On parle d’observateurs de poursuite dans ce cas [28, 29, 45].

Alternativement, des méthodes de calcul numérique rapide des dérivées des
mesures proposées plus récemment forment une approche intéressante plus di-
rectement basée sur I'observabilité [22].

8.12 Exemple : Une grue

Nous considérons une grue comme esquissée sur la figure 8.1. Pour simplifier
la discussion, supposons que le chariot et la charge sont toujours situés dans un
méme plan vertical ; la généralisation spatiale en est simple (voir section 8.12).
Le modéle mathématique avec les variables X, Y, D, R,T,C, F, 0 et w s’écrit :

mX = —T'sin6 (8.8a)
mY = —T cos +myg (8.8b)
X = Rsinf + D, (8.8¢)

Y = Rcosf (8.8d)
MD, =F +Tsinf — cqD, (8.8¢)
Juo=C—-pl - cqw (8.8f)
R=—pw. (8.8g)

Ici (X,Y) désigne les coordonnés cartésiennes de la charge (dans un systéme
fixe), D, celle de la charge. Les autres variables sont T pour la force dans le cable,
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FiG. 8.1: Schéma d’une grue

R pour sa longueur, 6 pour son angle avec la verticale, C' pour le couple exercé
au tambour du cable, w sa vitesse angulaire, et F' la force horizontale exercée
au chariot. Les paramétres sont ’accélération par la gravité g, les masses m, de
la charge, et M, du chariot, ainsi que le moment d’inertie J du tambour, son
rayon p, et les coefficients de frottement visqueux c; et c¢q. Tous ces paramétres
sont constants.

En éliminant ’angle 6 entre le céble et la verticale, la force T et la vitesse
angulaire w on obtient une représentation algébrique (implicite) :

(Y —g)(X — D;) = XY (8.9a)
(X —D.)*+Y?*=R? (8.9b)
MD, = F — cqD, — mX (8.9¢)
JYR=-Y(pC + R) + p*mR(g - Y). (8.9d)

Ce systeme d’équations comprend deux parties : la premiére décrit le mouvement
pendulaire de la charge fixée au cable (avec les équations (8.9a) et (8.9b)), la
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seconde décrit la cinétique du chariot et du tambour ((8.9¢c) et (8.9d)).

Pour la synthése d’une loi de commande il conviendra de considérer ces deux
parties séparément, en commencant par la synthése d’'une commande en boucle
ouverte (ou fermée) pour le sous-systéme « pendule ». Elle servira pour calculer
les références des boucles PID sous-jacentes [27, 26] — voir aussi la remarque a
la p. 361.

Définition de I’extension de corps différentielle

Soit le corps différentiel de base k = Q(g, M, J, cq, m, p, ¢;). Comme tous les
parameétres sont supposés constants on a k = Q(g, M, J, cq,m, p, ¢;) = Q(g, M, J,
cd, m,p,c), un corps des fractions rationnelles a coefficients rationnelles. En-
suite, soit le corps différentiel d’extension ¥ = k(X,Y, R, D,, F,C), dans lequel
les relations non triviales sont données par (8.9). Il contient les fractions ra-
tionnelles en X,Y, R, D,, F et C, avec des coefficients appartenant & k. Ainsi le
systéme est défini comme 'extension de corps différentielle ¥/k.

Pour la construction de I'extension de corps différentielle ¥/k a partir de
I'idéal différentiel correspondant aux équations (8.9) (voir #16) on peux s’ap-
puyer sur une remarque dans la section 8.2. La structure particuliére de (8.10)
peut étre exploitée. On travaille dans 'anneau différentiel k(X, Y ){W1, Wa} des
polynoémes différentiels en les indéterminées Wy, Wa, a coefficients dans k(X,Y’).
Dans cet anneau on considére les deux polynomes différentiels

P =Y —g)(X -W;) - XY
P= (X -W)?+Y2-W3,

qu’on extrait des membres gauches des équations (8.9a) et (8.9b), en rem-
plagant D, par Wi et R par Ws. La structure de P; implique directement
Wi € k(X,Y), donc k(X,Y, W) = k(X,Y). Ensuite P» peut étre considéré
comme un polyndme appartenant a l'anneau différentiel k(X,Y){Ws}. Soit
& = \/ (X —W1)?24+Y?2, pour simplifier. Alors, la structure de P, implique
Wy € E(X,Y){{(}. Comme £ ¢ k(X,Y) lanneau différentiel k(X,Y){{} ne
contient pas de diviseur de zéro. Son corps de fractions est le corps différentiel
E(X,Y,R,D,) = k(X,Y, R). Pour les variables F' et C on obtient alors, de (8.9¢)
et (8.9d), que F € k(X,Y,R) et C € kE(X,Y, R), et ainsi ¥ = k(X,Y, R).

Une inspection des équations du systéme, (8.9), suffit ici pour constater
que (F,C) est une base de transcendance différentielle de I'extension de corps
différentielle 3 /k. Les équations (8.9) sont indépendantes, ce qui suit du fait
que, en plus de X et Y, (8.9a) ne fait intervenir que D, (8.9b) fait intervenir
R, (8.9¢) fait intervenir F, et (8.9d) fait intervenir C'. Somme tout il y a 6
variables du systéme dans ces 4 équations indépendantes, et on a donc m =
deg tr diff ¥/k = 2.

On peut choisir (F, C') comme entrée, ce qui donne la dynamique ¥/k(F, C).
Pour le vérifier, on pourrait montrer que les équations (8.9) peuvent étre ré-
écrites tel que pour chacune des variables X,Y, R et D, on obtient une é.d.o.
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algébrique & coefficients dans k(F,C) (correspondant aux équations @ = 0 en
section 8.3). Mais c’est compliqué, et peu utile. Il suffit, plutot, de se servir du
fait que le degré de transcendance non différentiel deg tr X/k(F, C) est fini si,
et seulement si, deg tr diff X /k(F,C) = 0, ce qui veut dire (F,C) est une entrée
(#22). En reprenant encore (8.9), on observe qu'une base de transcendance non
différentielle de X/k(F,C) est contenue dans z = (X,Y,R, Dy, X,Y,D,,Y).
(Observons que z n’est pas algébriquement indépendante sur k, suite a (8.9b),
et ne forme donc pas une base de transcendance de X/k(F,C).) Il en découle
qu’une base de transcendance non différentielle de ¥ /k(F, C) est finie : De (8.9a)
on déduit directement X € k(z), et ainsi, de I'équation obtenue en dérivant
(8.9b), R € k(z), de (8.9¢) il résulte D, € k(F,C)(2), et X € k(z) ainsi que
Y € k(F,C)(z) découlent de (8.9d). Par conséquent, aussi toutes les dérivées
supérieures de X, R, D, et Y appartiennent a k(F,C)(z).

Une seconde dynamique, importante dans la synthése de la commande, ré-
sulte du choix de u = (R, D,) comme entrée. Le fait que ’extension de corps dif-
férentielle ¥ /k(u) définissant cette dynamique est différentiellement algébrique,
c’est-a-dire que deg tr diff ¥/k(u) = 0, est une conséquence de ¥ = k(u)(X, X,
Y, Y) (On poursuivra ceci en section 8.12.) Pour représenter cette dynamique
Y /k(u) il suffit des équations (8.9a) et (8.9b). Avec cette interprétation, F et
C sont définis par (8.9c) et (8.9d) comme éléments de k{u)(X,X,Y,Y) = ¥.
Comme deg tr diff ¥/k = 2 = card u, l'entrée v = (R, D,) est également indé-
pendante. L’interprétation physique de la dynamique ¥ /k(u) résulte des équa-
tions (8.9a) et (8.9b). Elle décrit le mouvement de la charge induite par les
modifications de la longueur R du céble et de la position D, du chariot.

Platitude

Le systéme X /k est plat, et les coordonnés y = (X, Y) de la charge en forment
une sortie plate |6, 27, 26, 39]. La discussion dans la section précédente nous a
fait comprendre que D, et R satisfont des équations algébriques (implicites) en
y. Par une substitution de (X — D,) dans (8.9b) on obtient les relations

Xy
D,=X— —— (8.10a)
Y —g
v\’
R? = () + Y2 (8.10b)
Y —g

Ainsi, on pourrait se servir de (8.10), (8.9¢) et (8.9d) pour calculer des expres-
sions de F' et C en y et ses dérivées. Il en découle, pour les clotures algébriques
des corps différentiels, k(X,Y) = k(X,Y,R) = .

On observe également que des deux relations (8.10) on ne peut pas élimi-
ner R et D, en méme temps, ni X et Y, afin d’obtenir une é.d.o. uniquement
en y = (X,Y), ou uniquement en v = (R, D,) : Les 2 équations en les 4 in-
déterminées sont indépendantes. Ceci correspond au fait que y comme u sont
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différentiellement algébriquement indépendants sur k. (Comme 'on a vu dans
la section précédente, le degré de transcendance différentiel deg tr diff ¥ /k = 2,
et avec ceci deg tr diff X/k = deg tr diff (X, Y) /k = 2.)

Pour l'extension de corps différentielle ¥/k il en découle @ =3, et
y = (X,Y) est donc différentiellement k-algébriquement indépendant. Par consé-
quent, le systéme X /k est différentiellement plat, et y, la position de la charge,
en forme une sortie plate. Ceci simplifie la synthése de commandes, en boucles
ouvertes ou fermées, pour le transport de la charge. On observe, sur les équa-
tions (8.10), que la dynamique inverse ¥ /k(y) par rapport a la sortie plate y est
triviale : Le degré de transcendance non différentiel de X /k(y) est nul, ¥/k(y)
donc une extension de corps algébrique.

Remarque 8.12.1. Cet exemple souligne qu’il convient d’introduire la cloture
algébrique du corps Y dans la définition de la platitude : La variable R n’est
pas contenue dans le corps k(X,Y’), mais dans k(X,Y") si. Ceci correspond a la
prise en compte de relation implicites (quadratiques ici).

Pour une grue dont le chariot peut étre déplacé sur un plan horizontal, au lieu
d’une seule droite, on peut procéder de fagon analogue [26]. Avec une seconde
coordonnée horizontale Z et une position D, du chariot dans cette direction, on
obtient pour le sous-systéme « pendule »

(Y —g)(X - D;) = XY
(Y —g)(Z-D.)=2Y
(X = D.)*+(Z—-D,)*+Y? =R

Encore les coordonnées de la charge (X,Y, Z) forment une sortie plate :

Xy
D,=X— ——
Y—g
7Y
D,=7— ——
Y —g

. 2 . 2
XY zY

R2:Y2—|— - + | — .
Y —g Y —g

Comme dans le cas du mouvement dans le plan vertical, ce systéme peut aisé-
ment étre étendu par des équations pour la dynamique du chariot et du tambour.

Planification de trajectoires

La grue est utilisée pour transporter des charges entre deux positions de
repos. Pendant un transport rapide, des mouvements pendulaires importants
peuvent se produire. En prenant en compte leur dynamique (non linéaire) on
peut admettre ces mouvements, au lieu d’essayer de les éviter, tel qu’il serait

359



8. PLATITUDE ET ALGEBRE DIFFERENTIELLE

nécessaire pour rester dans un domaine d’utilité d’un modéle linéarisé. Ainsi, il
convient de planifier une commande sur la base du sous-systéme « pendule », qui
est suffisamment lent pour ne pas exciter les mouvements rapides non modélisés,
tout en étant assez rapide a ce que des mouvements pendulaires importants de
la charge se produisent. Le but sera alors d’arriver & la position finale, de repos,
sans qu’il y ait des oscillations de la charge. En se servant de la sortie plate
y = (X,Y) la synthése d’une telle commande est largement simplifiée, car le
probléme est défini en ces coordonnées.

La commande s’ensuit directement d’une trajectoire de référence pour la
sortie plate, t — ye(t) = (Xréf(t>, Yréf(t)), avec les équations (8.10) :

Xl - Kt®¥e) .

Dy ret(t) = Xvet(t) V) g (8.11a)
. 2

Ree(t) = | (Yree(t))? + (W) : (8.11b)

Notons qu’aucun paramétre n’apparait dans ces équations : Ainsi la commande
est indépendante de la masse (inconnue) de la charge.

position initiale position finale

=

obstacle de hauteur H

FiG. 8.2: Transport d’une charge

Il faut donc choisir des trajectoires de référence pour X et Y, qui seront
ensuite substituées dans les équations ci-dessus. On y voit que les trajectoires
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doivent étre au moins deux fois différentiables. Toutefois, ayant négligé les dy-
namiques du chariot et du tambour, il convient de demander plus de régularité,
par exemple des trajectoires trois fois différentiables, afin de pouvoir les utili-
ser comme références pour les controleurs PD ou PID sous-jacents des moteurs
électriques (voir la remarque a la p. 361).

Les positions initiale et finale déterminent les valeurs initiale et finale des
trajectoires de référence, (Xréf(()),Yréf(O)) et (Xréf(t*),Yréf(t*)). Les positions
initiale et finale devant étre des positions de repos, les valeurs initiales et finales
des dérivées doivent étre nulles. En méme temps, il faut faire attention a la
condition Yréf(t) < g, sinon les valeurs de fractions intervenant dans les calculs
ne seront pas bornées. Cette condition pour ’accélération correspond en méme
temps au fait que le céable doit toujours étre tendu, ce qui est une hypothése
pour la dérivation du modéle.

Le chemin parcouru par la charge dans le plan vertical, entre les deux po-
sitions de repos, est encore libre; ca permet d’éviter des obstacles de position
et taille connues. On peut ainsi choisir, par exemple, un chemin parabolique
contournant un obstacle de hauteur H (marges comprises) (voir la figure 8.2) :

2)(réf - X(O) — X(t*))Q (812)

Vier(Xver) = V(0) — H + H < X(0) - X(ts)

Les deux trajectoires pour X et Y sont ainsi découplées, et il suffit donc de
choisir celle de la position horizontale X, par exemple. En choisissant celle de
(8.12), les positions verticales de la charge au début et a la fin du transfert seront
égales @ Yier(0) = Yier(ts).

On peut choisir une trajectoire polynémiale pour X, ce qui méne & des équa-
tions linéaires pour les paramétres. Ayant, somme tout, six conditions initiales
et finales on a besoin d’un polynome de degré 5 pour X,¢f :

3 2
Xret(t) = Xref(0) + (Xref(ts) — Xréf(O));l3 (10 — 1515i + 6;> ) (8.13)
* * *

Le choix de t — Xy¢f(t) fixant ainsi le mouvement horizontal, le mouvement
vertical suit du chemin parabolique calculé avec (8.12). Le choix d’un temps
de transport t, suffisasamment grand garantit que la condition sur ’accelération,
Y < g, sera respectée. Le temps minimal requis avec une trajectoire polynémiale
de degré 5 peut étre calculé. Pour réduire ce temps, on peut choisir d’autres
paramétrisations de la trajectoire de référence t — X,e(t). On fera toutefois
attention & ne pas choisir des mouvements trop rapides, afin de pouvoir négli-
ger les sous-systémes du chariot et du tambour avec leurs controleurs (voir la
remarque suivante).

Remarques 8.12.1. Pour la réalisation de la commande on peut se servir de
contréleurs PD ou PID au niveau du chariot et du tambour. Ils déterminent
d’une part la force F', ceci sur la base de I'écart AD, = D, — D, 4 entre la
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position D, du chariot et sa référence D, ;¢ résultant de la boucle extérieure,
d’autre part le couple C, a partir de I'écart AR = R — Rye¢ entre la longueur du
cable et sa référence Ry¢s :

F = Fu(t) + AF

= M Dy 16t(t) + caDy res(t) + mXt(t) — kpAD, — kpAD, (8.14a)
C = Cut(t) + AC
J Cr oy mRust(t) (g — Yeet(t))

= Rréf(t) - eréf(t) + P

- — IpAR — IpAR. (8.14b)
p

Yiet(t)
Pour le choix des paramétres kp, kp, lp et Ip on peut regarder le comportement
autour d’un point stationnaire. Dans ces points le cable est en position verticale,
avec des valeurs constantes (arbitraires) X, = D, et ¥; = R, et la force T, =
mg dans le cable. En linéarisant le systéme (implicite) (8.10) du sous-systéme
pendulaire, et les équations (8.8¢) et (8.8f) du chariot et du tambour avec (8.8a),
(8.8b) et (8.8g) on obtient

AX + = AX = = AD, (8.15a)
MAD, = AF —mAX — ¢qAD, (8.15b)
—‘;AR = AC + pmAR + %AR (8.15¢)

avec AX = X — Xy Bien sur, 'équation (8.15a) décrit les oscillations d’un
pendule mathématique de longueur R,.

Les paramétres lp et Ip des controleurs PD (8.14b) pour le chariot peuvent
étre choisis en spécifiant les valeurs propres du systéme linéarisé (8.15¢). La
paramétrisation du controleur PD (8.14a) du chariot est légérement plus délicate,
car les équations (8.15b) et (8.15a) sont couplées : Un mouvement de la charge
induit un déplacement du chariot. On choisira donc les paramétres du controleur
PD pour réduire cet effet.

Pour ceci on peut, en se servant de (8.15a), substituer la partie du contro-
leur (8.14a) qui est intéressante pour les petits mouvements, a savoir AF =
—kpAD, — kpAD, et puis AX, dans (8.15b). On obtient ainsi

MAD, = —kpAD, — knAD, —m (gADx — gAX> — cgAD,,

R R,
ou encore
.. kp + ca . kp mg . myg
ADz—i-( i >ADz+<M+MRr ADw—MRrAX.

On choisit ensuite les coefficients dans ce systéme selon

kp+ca) A1+ A2 ot ki+ mg \ A2
M - £ M  MR,) &2’
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ol A1 et Ay sont de 'ordre de grandeur de la constante de temps du pendule,
\Vg/Ry, et ¢ = 1/10. Il en résultent les gains kp et kp. Avec ce choix des
paramétres, le déplacement AD, du chariot oscille (& peu prés) dix fois plus
rapidement que la charge, qui, quant a elle, n’exerce que peu d’influence sur
le mouvement du chariot. La base de ce découplage entre mouvements lents et
rapides est un argument de perturbations singuliéres [37, 60].

Afin d’éviter un écart permanent entre la position finale et sa consigne dans
le cas d’incertitude sur la masse m de la charge, il convient de compléter le
controleur pour la longueur R du céble par une partie intégrale. En plus, on
peut introduire un petit filtre pour réaliser la partie dérivateur. En outre une
simplification peut également étre envisagé : On peut utiliser Fier = 0 et Crgr =
pmg, au lieu des références variables Fiep(t) et Crer(t), dans (8.14).

F1c. 8.3: Simulation de la commande de la grue : Transfert horizontal avec une
commande en boucle ouverte extérieure et des contréleurs PID en cascade.

Le résultat d’une simulation d’un transfert horizontal de la charge, avec la
commande en boucle ouverte basée sur la platitude, est reporté sur la figure 8.3 ;
les trajectoires de référence sont celles avec Yier(t) = Yier(0) et le polynome de
degré 5 dans (8.13) pour X,e(f). Pour comparer, la figure 8.4 montre les tra-
jectoires obtenues sans la planification basée sur la platitude, mais avec des
consignes constantes pour la longueur du céble, Ry (t) = R(0), et pour la posi-
tion du chariot, Dy rer(t) = Xye(t«) (avec les mémes paramétres comme pour la
figure 8.3). Enfin le résultat d’une simulation d’un transport le long d’un chemin
parabolique, tel que discuté ci-dessus, est illustré dans la figure 8.5. Pour toutes
les simulations les contréleurs PID discutés ci-dessus ont été utilisés.
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N | N N N N A 11 1

'm_iIHI B-8-E- 1 ERE T-H- -

F1G. 8.4: Simulation de la commande de la grue : Transfert horizontal dans le
méme intervalle que dans la figure 8.3, mais avec les consignes fixes Rye(t) =
R(0) et Dy 1e6(t) = Xye(ts) pour les controleurs PID.

Fia. 8.5: Simulation de la commande par platitude : Transport d’une charge le
long d’un chemin parabolique.

Représentations d’état généralisées

La dimension d’état de la dynamique ¥ /k(R, D,) est égale & 2. En choisissant
létat x = (21, x2) avec

on obtient une représentation d’état (généralisée) dans laquelle aucune dérivée
de la longueur de cable R n’apparait. Si 'on remplace X,Y et leurs dérivées en
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se servant de (8.9a) et de (8.9b)

. zo(1 + 2%)
D, R
- Hli—i_g) (8.16b)

\/1—1—30%

(Notons que /1427 = R/(X — D,) est un élément de X.) Cette représen-
tation pourrait étre utile si I’'on considére 'accélération D, du chariot avec la
longueur R du cable comme entrée. Dans ce cas il s’agit d’une représentation
d’état classique pour la dynamique ¥/k(R, D,)

On peut éliminer D, de cette représentation d’état (généralisée) de
Y /k(R, D;) en choisissant un état (généralisé) T avec les composants z; = x; et
To = x94/1 + x% - Dxxl R. Dans la représentation d’état (généralisée) résultante
on voit apparaitre les dérivées premiéres DgC et R :

) To + D, RT 1+ 72
iy = G2t DeRE) TR s
(jQ + Dijl)zjl Dx(fz + Dijl)\/m B RD $17h
R\T+22 R ~ @1 RD;. (8.17b)
1

Il n’est donc pas possible d’éliminer a la fois toutes les dérivées, c’est-a-dire la
dynamique X/k(R, D,) n’admet aucune représentation d’état classique [7].

fzzgR—f—

Remarque 8.12.2. Notons qu’il y a des singularités pour R = 0 et pour Y =0
(a cause d’une division par zéro). Toutefois, ceci n’a pas d’importance pratique,
car le cable ne sera jamais complétement enroulé et I'on fera attention & ce qu’il
soit toujours pendant.

La forme de commande généralisée associé a la dynamique X /k(R, D;) et
son état généralisé £ = (X, X ) peuvent également étre déduits des équations du
systéme, (8.9a) et (8.9b) :

51 = 62 (818&)
. &-D, . - - L
& =~ [V = (&~ DoP + (& — Du)? - RE - %+

(RR — (&1 — Dy)(& — Dy))?
R2 - (fl - Dx)Q

—Dy(é1—Da)|  (8.18b)

avec

X=¢&, Y=yR—(& D)2 (8.18c¢)

(Notons encore que la racine \/R2 — (& — D,)? appartient au corps k(X,Y).)
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Synthése d’une commande pour la poursuite de trajectoires

La forme de commande (généralisée) trouvée ci-dessus peut servir dans la
synthése de la commande. En choisissant les entrées v, = X et vo = Y ont
obtient une forme de Brunovsky. Ce choix de v définit un bouclage quasi statique
de I'état £. On voit sur (8.18b) et (8.18¢c) que v = (v1,v2) dépend de &, u, @ et .
Pour trouver la loi de commande & implémenter il faut toutefois exprimer u en
fonction de &, de v et les dérivées de ce dernier. Sil’on se sert de la représentation
d’état (8.18) pour retrouver les relations requises les calculs sont compliqués. En
revanche il est simple de les déduire directement des équations implicites (8.9)
du systéme. II suffit de remplacer, dans (8.10a) et (8.10b), les variables X par
v1, Y par vy, Y par 9y et X par & :

(8.19a)

2
R? = <,.”1“2 ) + o2, (8.19b)

On s’est servi ici de la représentation d’état explicite (8.18), et 'on résou-
dra aussi (8.19b) en utilisant la racine positive, car la longueur R du cable est
toujours positive. Ainsi, aussi pour la commande, les équations implicites font
apparaitre une singularité (2 = g) que I'on devra surveiller dans le calcul des
commandes.

On voit cette singularité également dans la définition du bouclage d’état :
Les équations du sous-systéme « pendule » sont données par (8.9a) et (8.9b),
celle de la commande par (8.19). Utilisant (8.19a) et & = X dans (8.19b) et
soustrayant (8.19b) de (8.9b) on obtient Y? = w2, c’est-a-dire Y est ou bien
égal & +wv9, ou bien a4 —wy. Mais la commande a été obtenue en choisissant
Y = wvy. Qu’est-ce qui c’est passé? Pour la commande on utilise (8.19). Le
systéme d’équations résultant de la loi de commande implicite et des équations
implicites du modeéle admet deux branches de solution. Toutefois, d’un point
de vue pratique, il est clair que l'on choisira vo > 0, R > 0 (et la position de
référence verticale positive, pour éviter le voisinage de la singularité a zéro). La
branche de la solution correspondante est Y = vs.

Remarque 8.12.3. Dans le cadre algébrique les deux branches de la solution
correspondent & la construction de deux idéaux différentiels premiers, I et Is,
tels que leur intersection correspond & l'idéal différentiel I engendré par les
polynémes dans les équations (8.18) et (8.19) ; ce dernier n’est pas premier (#3).
Ainsi I; contient 'antécédent de (Y — vy), et Io celui de (Y + vy), alors que I
ne contient que I'antécédent de (Y2 — v2) mais ni celui de (Y — v2) ni celui de
(Y+wvg). Cen’est qu’en choisissant un des idéaux premiers, I; ou I3, que 'on peut
construire le corps représentant le systéme de la boucle fermée. La construction
de bouclages d’états par le choix d’une nouvelle entrée v dans le corps X du
systéme est donc avantageux. Le fait de rester dans le corps correspond au choix
d’une branche de la solution.
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La stabilisation autour de la trajectoire de référence est acquise en employant
le bouclage d’état supplémentaire (linéaire)

v1 = Xpet(t) + k1 (52 — Xréf(t>) + ko(&1 — Xréf<t)) (8.20&)
vs = Yier(t) (8.20b)

avec des paramétres (gains) constants R 3 ko, k1 < 0. Ainsi on obtient une
dynamique linéaire et stable pour 'erreur de poursuite (X — Xye(t), Y — Yie(2))-
La dérivée 9y apparaissant dans (8.19) est remplacée par Yig(t).

Remarques 8.12.2. 1. La sortie plate y compléte ne peut étre inclue dans I’état
de la dynamique X/k(R, D,), car avec (8.9b) les deux composantes sont reliées
par une équation polynomiale a coefficients dans k(R, D).

2. On pourrait aussi choisir une dynamique d’ordre deux pour 'erreur dans la
direction verticale, en utilisant 'état € = (Y,Y) de X/k(R, D,). Toutefois, en
inspectant les symétries du probléme tridimensionnel (au lieu du mouvement
dans un plan vertical, voir section 8.12) on comprend que le choix fait est « plus
naturel » : Les coordonnées dans les directions des = et des z sont sur le méme
pied. On peut déplacer ou tourner le systéme des coordonnées du plan horizontal,
sans qu’il n’en résulte une modification des équations. Il convient ainsi d’associer
des chaines d’intégrateurs de la méme longueur, 2, aux coordonnées X et Z de la
charge. On trouvera plus de résultats sur les symétries et les bouclages invariants
correspondants dans [49, 40].

Un pendule sur un chariot : exemple d’un systéme non plat

En remplagant le cable de la grue par une barre de longueur fixe de masse
négligeable on obtient un pendule avec un point de suspension bougeant sur
une droite horizontale (avec le chariot). (On peut, bien sir, également repré-
senter n’importe quel pendule physique planaire par un pendule mathématique
équivalent.) On obtient ainsi un modéle du mouvement en substituant R = 0
dans (8.9) :

(V - 9)(X - D,) = XY
(X = D,)*+Y?=R?
MD, =F —cqD, —mX,
la longueur R étant maintenant un paramétre constant. En analogie avec la
démarche pour la grue on peut asservir la position D, du chariot, avec une
structure cascadée, tel que le systéme en considération se réduit a
(Y —g9)(X —D,) = XY (8.21a)
(X —D.)*+Y%*=R> (8.21Db)
Alors les variables du systéme sont les coordonnées X, Y de la charge et celle
du chariot D,, et le corps différentiel du systéme est k(X,Y, D,), car g, R € k.
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Nous vérifions que le systéme k(X,Y, D,)/k n’est pas plat. Une premiére
possibilité est donnée par I'analyse du systéme linéaire tangent Q. xy,p,)/k-
Ces équations résultent de (8.21) :

(X —D,)dY + (Y —g) (dX —dD,) — XdY —Y dX =0 (8.22a)

(X —Dy) (dX —dD,)+YdY =0. (8.22b)

L’analyse est simplifié par le choix d’un point d’équilibre particulier. (Les équa-

tions valables autour d’un point particulier résultent de celles de Q. x vy, p,)/k

bien que ce ne soit pas le méme systéme.) S'il existe un point d’équilibre autour

duquel le linéarisé est commandable, alors Q(xy,p,)/x est également comman-

dable. Par contre, on ne peut pas déduire la non-commandabilité de Qx(x y,p, ) /k
de la non-commandabilité autour d’'un point particulier.

Considérons donc d’abord des points d’équilibre, avec le pendule dans une

de ces positions verticales, ou X = D,. Alors, de (8.22) on obtient, bien str,
I’équation de l'oscillateur linéaire

—g(dX —dD,) —Y dX =0,
ou encore

. g g
X+ =dX = =dD,.
d —I—Yd Yd

Ce systéme linéaire constant admet une base (sortie plate) dX. Il est donc
commandable, et yxy p,)/x aussi. L’analyse de la commandabilité du sys-
téme linéarisé ne permet donc pas de conclure sur la platitude du systéme
k(X,Y,Dy)/k.

Remarque 8.12.4. Démontrer la commandabilité du systéme linéaire tangent
(instationnaire) (x y,p,)/k, Obtenu en linéarisant autour de trajectoires, en
exhibant une sortie plate (base) est un peu plus compliqué. On peut d’abord
éliminer dD, avec (8.22b) :

—(X =D)%dY + (Y(Y —g)+ (X = D)X)dY + (X — D,)Y dX = 0.
Cette équation a la forme
dX —~dY = dY

avec

On montre alors que
b= (B+4) (dX —ydY) +27(dX —ydY +4dY)

est une base du module Q(xy,p,)/k-
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Nous avons vu que nous ne pouvons pas répondre & la question de la platitude
du systéme k(X,Y, D,)/k uniquement sur la base du systéme linéaire tangent.
Considérons donc une autre condition nécessaire, le critére des surfaces réglées
de la section 8.4).

Essayons d’abord de I’appliquer aux équations (8.21). Pour ceci considérons
les variables du systéme et leurs dérivées comme des grandeurs indépendantes,
et notons &9 pour X, 1,1 pour X {12 pour X et §24,1=0,1,2, pour Y, Y et
Y ainsi que &34, 1 = 0, 1,2, pour D,, D, et D,. Avec ces notations, le systéme
d’équations algébrique & étudier s’écrit

(§22 — 9)(€1,0 — €3,0) = £1,262,0
(10— &0)* + &g = R

Si ce systéme est plat, il existe a1, a2, a3 € k(£1,0,62,0,63.0,61,1,62,1,€3.1) tels que,
pour des A € k arbitraires on ait

(€224 Aaz — g)(E1,0 — €3,0) = (E12 + Aa1)éap
(610 —&30)° + & = R

On voit que cette condition est satisfaite avec a = (0,0, a3) pour des ag ar-
bitraires. Appliquer le critére des surfaces réglées aux équations (8.21) ne per-
met donc pas non plus de répondre & la question de la platitude du systéme
k(X,Y, D,)/k. Toutefois, cette condition nécessaire dépend du choix des équa-
tions considérées. On le verra tout de suite.

En posant R = 0 dans la représentation d’état (généralisée) (8.17) pour la
grue (p. 365) on obtient une représentation d’état pour le mouvement horizontal
du pendule dans la forme

(52+D1Rf1)\/1+if 8.9
J2 (8.23a)
(2 + DoR21)%T1  Da(Zy + Do RE1)/1 + 23

R2\/1+ 3 R ’

avec T = % et To = x9\/1+ x% D +x1R. Afin d’appliquer le critére des
surfaces réglées de la section 8 4, introduisons 51 0 = T1, §1 1= 21, fgo = To,

r1 =

iy =gR+ (8.23b)

€91 = T9, E30 = Dy et £31 = D,. 1l vient
_ (2,0 + 53,1351,0)m
€11 = 7 (8.24a)

(&20 +&aRE0)*610 £3,1(E20 + &1 RE1 ) VIt o

R [1+ &, R

b1 =gR+ (8.24D)
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Si le systéme est plat, alors il est possible de trouver ay, as, a3 € k(£1.0,€2.0,&3,0)
tels que, pour des A € k arbitraires, on ait

(£20+ (&31+ )\as)R’f_l,O)\/ 1+ f_%,o

R2
(€20 + (£31 + Xaz)RE10)%E10 B

R% 1+ 63
(€31 + Aag) (€20 + (&30 + Aaz)RE10) /1 + &3
0 .

En prenant en compte (8.24), qui correspondent au cas A = 0, la premiére de

ces équations donne

51,0\/ 1+ 5%0

—w
alors que la seconde méne & une équation quadratique pour as. Pour des A € k
arbitraires, celle-ci ne peut étre satisfaite qu’avec as = 0. Mais ceci implique
nécessairement a3 = 0 et az = 0, et le systéme k(X,Y, D,)/k n’est donc pas
plat.

Une autre possibilité pour démontrer que ce systéme n’est pas plat s’appuie
sur le fait qu’il s’agit d’un systéme admettant une seule entrée indépendante.
Comme discuté en section 8.7 (voir la remarque & la p. 350), dans le cas m = 1 un
bouclage d’état quasi statique d’un état classique est nécessairement un bouclage
d’état statique. L’équivalence d’un systéme plat a une forme de Brunovsky, ayant
une représentation d’état classique, implique que la forme de commande du sys-
téme est également classique. Si elle est plate, la dynamique k(X,Y, D;)/k(D,)
doit donc admettre une représentation d’état classique. Le membre droit de la re-
présentation d’état généralisée (8.23) de la dynamique k(X,Y, Dy)/k(D,) n’est
pas affine par rapport & la dérivée d’ordre maximal D, de D,. Ceci implique,
avec la condition nécessaire de la section 8.5, que 'on ne peut pas éliminer D,
par le choix d’un autre état généralisé : Aucune représentation classique n’existe,
et le systéme k(X,Y, D,)/k ne peut donc pas étre plat®.

51,1 + Aa1 =

€91+ Nag = gR +

a1 — asg

8.13 Bibliographie

[1] Bass, H., A. Buium et P. J. Cassidy (rédacteurs): Selected works of Ellis
Kolchin with commentary. Amer. Math. Soc., 1999.

®Finalement, on peut aussi démontrer que k(X,Y, D,)/k n’est pas plat en introduisant une
représentation d’état classique (par ex. (8.16), en interprétant D, comme entrée, ou encore
en incluant les équations différentielles du chariot et considérant la force F' comme entrée).
Alors on peut se servir des conditions de linéarisabilité par bouclage d’état statique (régulier)
issu de la géométrie différentielle [33, 31, 59, 32, 42, 58|. Elle ne sont pas satisfaites. Comme
il s’agit d’un systéme avec une seule entrée, affine, ceci implique la non-platitude du systéme.

370



Bibliographie

2]
3]
4]
[5]

(6]

7]

8]

9]

[10]
[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

Charlet, B., J. Lévine et R. Marino: On dynamic feedback linearization.
Systems Control Lett., 13 :143-151, 1989.

Charlet, B., J. Lévine et R. Marino: Sufficient conditions for dynamic state
feedback linearization. STAM J. Control Optim., 29 :38-57, 1991.

Cohn, P. M.: Algebra, tome 2. John Wiley & Sons, Chichester, 2"a édition,
1989.

Cohn, P. M.: Algebra, tome 3. John Wiley & Sons, Chichester, 2"a édition,
1991.

d’Andréa-Novel, B. et J. Lévine: Modelling and nonlinear control of an
overhead crane. Dans Kaashoek, M. A., J. H. van Schuppen et A. C. M. Ran
(rédacteurs) : Robust Control of Linear and Nonlinear Systems, MTNS-89,
tome 2, pages 523-529. Birkh&user, Boston, 1990.

Delaleau, E.: Lowering orders of input derivatives in generalized state re-
presentations of nonlinear systems. Dans Fliess, M. (rédacteur) : Nonlinear
Control Systems Design 1992, Selected papers from the 2nd IFAC sympo-
sium, pages 347-351. Pergamon Press, Oxford, 1993.

Delaleau, E. et M. Fliess: Algorithme de structure, filtrations et découplage.
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 315 :101-106, 1992.

Delaleau, E. et W. Respondek: Lowering the orders of derivatives of controls
in generalized state space systems. J. Math. Systems Estim. Control, 5 :1—
27, 1995. (Summary : 375-378).

Delaleau, E. et J. Rudolph: Control of Flat Systems by Quasi-Static Feed-
back of Generalized States. Internat. J. Control, 71 :745-765, 1998.

Delaleau, E. et P. S. Pereira da Silva: Filtrations in feedback synthesis : Part
I — Systems and feedbacks. Forum Math., 10 :147-174, 1998.

Delaleau, E. et P. S. Pereira da Silva: Filtrations in feedback synthesis : Part
II — Input-output decoupling and disturbance decoupling. Forum Math.,
10 :259-275, 1998.

Diop, S.: Differential-algebraic decision methods and some applications to
system theory. Theor. Computer Sci., 98 :137-161, 1992.

Diop, S. et M. Fliess: On nonlinear observability. Dans Proc. 1st FEuropean
Control Conference, pages 152-157, Grenoble, France, 1991.

El Asmi, S. et M. Fliess: Formules d’inversion. Dans Bonnard, B., B.
Bride, J. P. Gauthier et I. Kupka (rédacteurs) : Controlled Dynamical Sys-
tems, tome 8 de Progr. Systems Control Theory, pages 201-210. Birkh&user,
Boston, 1991.

Fliess, M.: Automatique et corps différentiels. Forum Math., 1 :227-238,
1989.

371



BIBLIOGRAPHIE

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

372

Fliess, M.: Automatique en temps discret et algébre aux différences. Forum
Math., 2 :213-232, 1990.

Fliess, M.: Some basic structural properties of generalized linear systems.
Systems Control Lett., 15 :391-396, 1990.

Fliess, M.: Reversible linear and nonlinear discrete-time dynamics. IEEE
Trans. Automat. Control, AC-37 :1144-1153, 1992.

Fliess, M.: Invertibility of causal discrete time dynamical systems. J. of Pure
and Applied Algebra, 86 :173-179, 1993.

Fliess, M. et S. T. Glad: An algebraic approach to linear and nonlinear
control. Dans Trentelman, H. L. et J. C. Willems (rédacteurs) : Essays on
Control : Perspectives in the Theory and its Applications, tome 14 de Progr.
Systems Control Theory, pages 223-267. Birkh&duser, Boston, 1993.

Fliess, M., C. Join et H. Sira-Ramirez: Non-linear estimation is easy. 2007.

Fliess, M., J. Lévine, P. Martin, F. Ollivier et P. Rouchon: Flatness and
dynamic feedback linearizability : two approaches. Dans Isidori, A., S. Bit-
tanti, E. Mosca, A. De Luca, M. D. Di Benedetto et G. Oriolo (rédacteurs) :
Proc. 8rd European Control Conference, pages 649-654, 1995.

Fliess, M., J. Lévine, P. Martin et P. Rouchon: Linéarisation par bouclage
dynamique et transformations de Lie-Bdcklund. C. R. Acad. Sci. Paris Sér.
I Math., 317 :981-986, 1993.

Fliess, M., J. Lévine, P. Martin et P. Rouchon: A Lie-Bdcklund approach
to equivalence and flatness of nonlinear systems. IEEE Trans. Automat.
Control, AC-44 :922-937, 1999.

Fliess, M., J. Lévine, Ph. Martin et P. Rouchon: Flatness and defect of
non-linear systems : introductory theory and examples. Internat. J. Control,
61 :1327-1361, 1995.

Fliess, M., J. Lévine et P. Rouchon: Generalized state variable representation
for a simplified crane description. Internat. J. Control, 58 :277-283, 1993.

Fliess, M. et J. Rudolph: Local “tracking observers” for flat systems. Dans
Proc. Symposium on Control, Optimization and Supervision, Computational
Engineering in Systems Application, IMACS Multiconference, Lille, July 9-
12 1996 (CESA’96), pages 213-217, 1996.

Fliess, M. et J. Rudolph: Corps de Hardy et observateurs asymptotiques
locauz pour systémes différentiellement plats. C. R. Acad. Sci. Paris Sér.
IIb, 324 :513-519, 1997.

Hilbert, D.: Uber den Begriff der Klasse von Differentialgleichungen. Math.
Ann., 73 :95-108, 1912.



Bibliographie

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

143

[44]

[45]

Hunt, L. R., R. Su et G. Meyer: Design for multi-input nonlinear systems.
Dans Brockett, E. W. (rédacteur) : Differential Geometric Control Theory,
pages 258-298. Birkh&user, Boston, 1983.

Isidori, A.: Nonlinear Control Systems. Springer-Verlag, Berlin, 3"a édition,
1995.

Jakubczyk, B. et W. Respondek: On linearization of control systems. Bull.
Acad. Polonaise Sci. Sér. Sci. Math., 28 :517-522, 1980.

Johnson, J.: Differential dimension polynomials and a fundamental theorem
on differential modules. Amer. J. Math., 91 :239-248, 1969.

Johnson, J.: Kdéhler differentials and differential algebra. Ann. of Math.,
89 :92-98, 19609.

Kaplansky, I.: An introduction to differential algebra. Hermann, Paris,
2"a édition, 1976.

Kokotovié¢, P., H. K. Khalil et J. O’Reilly: Singular perturbation methods in
control : analysis and design. Academic Press, London, 1986.

Kolchin, E. R.: Differential Algebra and Algebraic Groups. Academic Press,
New York, 1973.

Martin, P.: Contribution & [’étude des systéemes différentiellement plats.
Thése de Doctorat, Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris, 1992.

Martin, P.; R. M. Murray et P. Rouchon: Flat systems. Dans Bastin, G. et
M. Gevers (rédacteurs) : Plenary Lectures and Mini-Courses, 4th European
Control Conference, Brussels, Belgium, pages 211-264. 1997.

Moog, C. H., J. Perraud, P. Bentz et Q. T. Vo: Prime differential ideals
in nonlinear rational control systems. Dans Proc. Symposium on Nonlinear
Control Systems Design (NOLCOS’89), pages 178-182, Capri, Italy, 1989.

Nijmeijer, H. et A. J. van der Schaft: Nonlinear Dynamical Control Systems.
Springer-Verlag, New York, 1990.

Pomet, J. B.: A differential geometric setting for dynamic equivalence and
dynamic linearization. Dans Jakubczyk, B., W. Respondek et T. Rzezu-
chowski (rédacteurs) : Geometry in Nonlinear Control and Differential In-
clusions, tome 32 de Banach Center Publ., pages 319-339. Banach Center,
Warszawa, 1995.

Ritt, J. F.: Differential Algebra. American Mathematical Society, New York,
1950.

Rothfufs, R.: Anwendung der flachheitsbasierten Analyse und Regelung
nichtlinearer Mehrgriffensysteme. Fortschritt-Berichte, Reihe 8, Nr. 664.
VDI-Verlag, Diisseldorf, 1997.

373



BIBLIOGRAPHIE

[46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

374

Rothfufs, R., J. Rudolph et M. Zeitz: Flatness Based Control of a Nonlinear
Chemical Reactor Model. Automatica J. IFAC, 32 :1433-1439, 1996.

Rouchon, P.: Flatness and robust control of pendulum mechanical systems.
Technical report 469, Centre Automatique et Systémes, Ecole des mines de
Paris, June 1994.

Rouchon, P.: Necessary condition and genericity of dynamic feedback linea-
rization. J. Math. Systems Estim. Control, 5 :345-358, 1995.

Rouchon, P. et J. Rudolph: Invariant tracking and stabilization. Dans
Aeyels, D., F. Lamnabhi-Lagarrigue et A. van der Schaft (rédacteurs) :
Stability and Stabilization of Nonlinear Systems, tome 246 de Lecture Notes
in Control and Inform. Sci., chapitre 14, pages 261-273. Springer-Verlag,
1999.

Rouchon, P. et J. Rudolph: Réacteurs chimiques différentiellement plats :
planification et suivi de trajectoires. Dans Corriou, J. P. (rédacteur) : Com-
mande de procédés chimiques — Réacteurs et colonnes de distillation, cha-
pitre 5, pages 163—200. Hermés Science Publications, 2001.

Rudolph, J.: Well-formed dynamics under quasi-static state feedback. Dans
Jakubcezyk, B.; W. Respondek et T. Rzezuchowski (rédacteurs) : Geometry
i Nonlinear Control and Differential Inclusions, tome 32 de Banach Center
Publ., pages 349-360. Banach Center, Warszawa, 1995.

Rudolph, J.: Beitrige zur flachheitsbasierten Folgeregelung linearer und
nichtlinearer Systeme endlicher und unendlicher Dimension. Shaker Verlag,
2003.

Rudolph, J.: Flatness based control of distributed parameter systems. Be-
richte aus der Steuerungs- und Regelungstechnik. Shaker Verlag, Aachen,
2003.

Rudolph, J. et E. Delaleau: Some examples and remarks on quasi-static
feedback of generalized states. Automatica J. IFAC, 34 :993-999, 1998.

Rudolph, J. et S. El Asmi: Filtrations and Hilbert polynomials in control
theory. Dans Helmke, U., R. Mennicken et J. Saurer (rédacteurs) : Systems
and Networks : Mathematical Theory and Applications, (MTNS’93, Invited
and Contributed Papers), tome 2, pages 449-452. Akademie Verlag, 1994.

Seidenberg, A.: Some basic theorems in differential algebra. Trans. Amer.
Math. Soc., 73 :174-190, 1952.

Sira-Ramirez, H. et S. K. Agrawal: Differentially Flat Systems. Marcel
Dekker, 2004.

Slotine, J. J. E. et J. W. Li: Applied Nonlinear Control. Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, 1991.



8.A. Bases mathématiques

[59] Sommer, R.: Control design for multivariable non-linear time-varying sys-

tems. Internat. J. Control, 31 :883-891, 1980.

[60] Tikhonov, A., A. Vasileva et A. Sveshnikov: Differential equations.

Springer-Verlag, Berlin, 1980.

8.A Bases mathématiques

#1:

H# 2

Dans I’algéebre différentielle on étudie des structures algébriques avec des
dérivations [44, 38|. Soit R un anneau commutatif, 1 € R et Q C R.
Une dérivation dans (ou de) R est une application 0 : R — R, telle que,
VabeR:

(i) d(a+b)=0a+9b (linéarité)

(ii) 0 (ab) =(0a)b+adb (régle de Leibniz).
Un anneau différentiel ordinaire R est un anneau muni d’une seule déri-
vation O tel que a € R = Ja € R.

Notation : On écrit aussi % pour la dérivation d’un anneau différentiel
. . d .. d/d od . P
ordinaire R, et @ pour Fa, ainsi que % (5a) = $a = @, et plus généra-

lement (4)ia =a,i > 0.

Rem. : On parle d’anneau différentiel ordinaire car une relation a = 0
dans R peut étre interprétée comme une équation différentielle ordinaire.
Avec plusieurs dérivations, commutant entre elles; on traite des é.d.p..

Un corps différentiel K est un anneau différentiel qui forme un corps
(commutatif). La régle de dérivation de fractions a/b € K, a,b € R,b # 0
se déduit de celles de R : 9(b(a/b)) = da, (9b) (a/b) + b(0(a/b)) = Oa,
b?(9(a/b)) = bOa — (Ob) a, d’ott d(a/b) = (bda — (b) a)/(b?).

Une constante dans un corps différentiel K est un élément ¢ € K, tel
que ¢ = 0. Un corps de constantes C est un corps différentiel dans lequel
Ve e C,¢ = 0. (Il est aisé de vérifier le propriétés d’un corps.)

Ex. : 1. Les corps de nombres Q, R, C sont des exemples simples de corps
de constantes.

2. Le corps R(t) des fractions rationnelles en t avec des coefficients
appartenant (ou dans) R est un corps différentiel ordinaire (avec la déri-

L ood
vation 7).

Une extension de corps F/E consiste en deux corps E et F' commutatifs
tels que E est un sous-corps de F' (c’est-a-dire en restreignant la multipli-
cation et 'addition de F' aux éléments de F ce dernier forme un corps).
Le corps F est aussi appelé corps d’extension de FE.
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Soit X un sous-ensemble de F'. Le corps engendré par X sur E est le plus
petit (par rapport a l'inclusion (#7)) sous-corps de F' contenant a la fois
E et X. On le note E(X). L’extension de corps F//E est dite simple, si
X ne contient qu’un seul élément, elle est dite finiment engendrée (ou de
type fini) si X contient un nombre fini d’éléments.

Ex. : L’extension de corps C/R est finiment engendrée, car C = R(y/—1).

Un idéal premier d'un anneau commutatif R est un idéal I dans R pour
lequel a,b € R et ab € I implique qu’au moins un des éléments a et b
appartient a l'idéal I.

L’anneau des résidus S = R/I ne contient pas de diviseur de zéro si, et
seulement si, I est un idéal premier. En introduisant les inverses des élé-
ments non nuls (par rapport a la multiplication), c’est-a-dire en localisant
en S\{0}, on obtient le corps des fractions (non commutatif) S.

Soit donné un systéme d’équations algébriques
P(x1,...,2,) =0, i=1,...,q,

avec P;, i = 1,...,q, des polynémes en x;, i = 1,...,n, a coefficients
dans un corps. Soit P;(X1,...,X,) € K[X1,...,X,],i=1,...,q, avec
K[Xy,...,X,] = K[X] 'anneau polynémial engendré librement par X =
(X1,...,Xp) (cest-a~dire les X; ne satisfont aucune équation non tri-
viale, il s’agit d’indéterminées), et soit I'idéal I engendré par la famille
P = (P,...,P,;) dans K[X] un idéal premier. Alors on obtient le corps
des fractions de 'anneau des résidus K[X]/I par la construction décrite.
Siles z;, j =1,...,n sont les éléments du corps des fractions, issus des
classes X; + I, alors ils satisfont aux équations P;j(z) =0,i=1,...,q.

Rem. : Si I n’est pas premier, on peut trouver des idéaux premiers dans
K[X] dont 'intersection est I. Pour chacun des ces idéaux contenant
on peut construire un corps. Ceci correspond & une réunion des ensembles
des solutions des systémes d’équations correpondant a ces idéaux, c’est-
a-dire aux branches de solutions.

Ex. : Considérons I'équation P(x1,z2) = 23 — 23 = 0. Avec P = X} —
X2 € Q[X] l'idéal I dans Q[X] engendré par P n’est pas premier, car
P = (X1+X5)(X1—X2). En revanche, les deux idéaux I; et 2, engendrés
par P, = X1 + X5 et P, = X7 — X5 respectivement, sont premiers. On
a I = I N I,. La solution de I'’équation en considération est donnée par
la réunion de deux branches, les solutions respectives de x1 + zo = 0 et
Tr1 — T2 = 0.

Un élément a de F est dit algébrique sur E s’il existe un polynéme (non
trivial) P € E[Z], P # 0 tel que P(a) = 0. Sinon a est dit transcendant
sur E.
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#5:

#6:

# T

# 8

Si tout élément de F' est algébrique sur E 'extension de corps F/E est
dite algébrique, elle est dite transcendante sinon.

Si l'extension de corps E(a)/FE est transcendante, E(a) est isomorphe au
corps E(X) des fractions rationnelles en une indéterminée X a coefficients
dans E.

Ex. : 1. La racine a = v/2 € R est algébrique sur Q, car avec P(Z) =
Z? —2on a P(a) = 0.

2. On sait que e et 7 sont transcendants sur Q.
Soient K un corps et F/K une extension de corps algébrique. Alors si
tout polynéme P € K|[x] s’écrit

P=ay(x—aq) - (x — an), ap € k,a; € E

on appelle F une cloture algébrique de K. Si on peut choisir £ = K le
corps K est dit algébriquement clos.

Chaque corps admet une cloture algébrique, qui est déterminée & un
isomorphisme sur K prés. On écrit K pour cette cloture algébrique unique
(& un isomorphisme prés) [4].

Une famille z d’éléments de L est dite algébriquement indépendante sur
K §'il n’existe aucun polynome P(Z) € K[Z], P # 0, tel que P(z)=0.
Dans le cas contraire on dit que z est K-algébriquement dépendant (ou
bien algébriquement dépendant sur K).

Un ensemble A est un sous-ensemble minimal (par rapport a I'inclusion)
de B avec une certaine propriété E, si A posséde la propriété E, mais
aucun de ses sous-ensemble A\{a}, a € A ne la partage. De méme, A
est un sous-ensemble mazimal (par rapport a linclusion) de B avec
une certaine propriété E, si A a la propriété E, mais pour des b € B
arbitraires, la réunion A U {b} ne la partage pas.
Soit [ une loi qui & chaque sous-ensemble fini X d’un ensemble .S associe
certains éléments de S, que 'on appelle dépendant de X. Une famille
x = {x; | i € I} d’¢léments de S est appelé indépendante, si aucun des z;
n’est dépendant de {z; | j # i;i,j € I}, sinon elle est dite dépendante.
Supposons en plus que les conditions suivantes soient remplies :

(i) I suit de # = {x1,...,2,} que chacun des z;, i = 1,...,n est

dépendant de x.

(ii) Si un élément z € S est dépendant d'un ensemble Y et chaque
élément de Y est dépendant de X, alors z est également dépendant

de X.
(iii) Si un élément z € S est dépendant de x = {1, ..., z,}, main non
de {za,...,x,}, alors z1 est dépendant de {z,za,...,2,}.

Dans ce cas [ est appelée une loi de dépendance. La troisiéme propriété
est appelée propriété d’échange, la seconde transitivité [5].
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Soit encore X un sous-ensemble d’un ensemble S avec une loi de dépen-
dance. On dit que X engendre S si tous les éléments de .S sont dépendant
de X. L’ensemble X est appelé base de S si X est indépendant et en-
gendre S.

L’ensemble X est un sous-ensemble de S, qui est maximal (par rapport
a l'inclusion (#7))), si, et seulement si, X forme une base de S. En outre
X est une base de S si, et seulement si, X est un sous-ensemble minimal
de S engendrant S.

Pour une preuve voir |5, Prop. 1.4.1] ou [52].

Soit S un ensemble avec une loi de dépendance admettant une base finie.
Alors tout sous-ensemble indépendant fait partie d’une base, et deux
bases ont le méme cardinal.

Pour une preuve voir [5, Lemma 1.4.2| ou [52].

La dépendance algébrique sur K est une relation de dépendance au sens
de #8. On dit y € L est algébriquement dépendant sur K d’une famille
z = (21,...,25) d’éléments de L si (y,z1,...,2s) est K-algébriquement
dépendant.

Pour une preuve voir [4, 5] ou [52].

: Soit F//E une extension de corps. Une famille z d’éléments de F' qui est

algébriquement indépendante sur E, et qui, en plus, est maximale (par
rapport a Uinclusion (#7)), est appelée une base de transcendance de
F/E. Le cardinal d’une telle famille z est appelé le degré de transcendance
de F/E; on le note deg tr F//E. (L’unicité du degré de transcendance
d’une extension de corps de type finie suit de #11 et #10.) L’extension
de corps F/E(z) est alors appelée algébrique.

On observe que si F/E est algébrique (#4) deg tr F//E = 0, et inverse-
ment, deg tr F//E = 0 implique que F/E est algébrique.

Rem. : Pour les extensions de corps finies il existe toujours une base de
transcendance (finie), que I'on peux prendre dans une famille génératrice.

Si G/F et F/E sont deux extensions de corps il en est de méme pour
G/E. En outre deg tr G/E = deg tr G/F +deg tr F/E. Si X et Y sont
des bases de transcendance de F/E et de G/F respectivement, alors
X UY est une base de transcendance de G/E.

Pour une preuve voir [52] ou [5, p. 170].

Une eztension de corps différentielle L/K consiste en deux corps diffé-
rentiels K et L (voir #1) tels que K est un sous-corps de L (#2), et en
plus la dérivation de K coincide avec celle de L. Alors en appelle aussi
le corps différentiel L un corps différentiel d’extension de K.
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Si X est un sous-ensemble de L, le corps différentiel engendré (différen-
tiellement) par X sur K est le plus petit (par rapport a I'inclusion (#7))
sous-corps différentiel de L qui contient et K et X. On le note K (X).

Une extension de corps différentielle L/K est dite (différentiellement)
finiment engendrée (ou de type différentiel fini), si L = K (x) avec une
famille finie z = (z1,...,x,) d’éléments de L.

Rem. : Nous supposons partout que les extensions de corps différentielles
soient différentiellement finiment engendrées & une cloture algébrique
prés. En outre, comme déja ramarqué dans #1, on ne considére que des
corps différentiels ordinaires. Les extensions de corps (non différentielles),
quant & elles, ne sont pas nécessairement de type fini. Par exemple, toute
extension différentielle K (z)/K peut étre interprétée comme une exten-
sion de corps non différentielle. Soit le cardinal de z égal & 1, pour sim-
plifier. Alors les générateurs sont juste toutes les dérivées de z, et si z
est différentiellement transcendant sur K (voir #17), alors on ne peut se
passer d’aucun des éléments du systéme de générateurs Z = {z,2,%,...},
c’est-a~dire aucun sous-ensemble de Z ne forme un systéme de généra-
teurs de K(z)/K.

: Un polynéme différentiel en une indéterminée Z (ou en la famille d’indé-

terminées Z = (Z1,...,Zs)) a coefficients dans un corps différentiel K,
que 'on note P(Z, Z,...,Z(")) (avec a € N), est un élément de I'an-
neau différentiel K{Z} (voir #1). On obtient ce dernier, par exemple,
en équipant 'anneau des polynomes K|[Z] d’une dérivation dont la res-
triction & K coincide avec la dérivation de K. Ainsi P € K{Z} est un
polyndéme & coefficients dans K, en les éléments de Z et un nombre fini
de ces dérivées.

Un idéal différentiel I d’'un anneau différentiel R est un idéal dans R
qui est clos sous la dérivation de R : a € I = a € I. Si I est un idéal
premier, alors on obtient, de maniére analogue & la construction dans
#3, un corps de fractions de 'anneau (différentiel) R/I, qui est un corps
différentiel.

Ainsi la construction d’un corps différentiel peut se faire & partir d’un
systéme d’é.d.o. algébriques menant a un idéal premier, comme dans le
cas non différentiel dans #3.

Un élément a € L est dit différentiellement algébrique sur K s’il existe un
polynome différentiel (non trivial) P(Z, Z, ..., Z(®) a coefficients dans K
(c’est-a-dire un polynome P € K{Z},P # 0), tel que
P(a,a,...,a'®) = 0. Dans le cas contraire on dit que a est différen-
tiellement transcendant sur K.

Soit r le plus petit entier tel qu’il existe un polynéme P dont 'ordre
maximal de dérivées apparaissant effectivement est égal a r (c’est-a-dire
OP/OZ") #£0,i =1 et IP/OZW =0,i > r). Alors le degré de transcen-
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dance non différentiel de I’extension de corps (simple) K {a)/K est égal a
r, car la famille @ = (a, a, ... ,a(’”*l)) en forme une base de transcendance
(non différentielle) de K (a)/K.

Démonstration : Visiblement @ est algébriquement indépendant sur K,
mais a(") est K(a)-algébrique. Par dérivation on obtient %P =0, et
a™ ™ est done K (a,a(r))—algébrique, et K(a)-algébrique. On peut pro-
céder de la méme maniére pour toutes les dérivées supérieures. O

Si tout élément de L est différentiellement algébrique sur K, l'exten-
sion de corps différentielle L/K est dite différentiellement algébrique ;
elle est dite différentiellement transcendante sinon. Si tout élément de L
qui n’appartient pas a K est différentiellement transcendant sur K l'ex-
tension de corps différentielle L/K est dite différentiellement purement
transcendante.

Ex. : On voit que a = sint € Q{sin t) est différentiellement algébrique
sur Q, car avec P(Z,Z) = Z%*+ 7% —1 on a P(a,a) = 0.

: Une famille z d’éléments de L est dite différentiellement algébriquement

indépendante sur K s’ll n’existe aucun polyndéme différentiel
P(Z,2,Z,...,ZM) € K{Z}, P # 0 tel que P(z,%,%,...,20) = 0.
Dans le cas contraire on dit que z est différentiellement K -algébriquement
dépendant (ou différentiellement algébriquement dépendant sur K).

La dépendance algébrique différentielle sur K est une relation de dépen-
dance au sens de #8. On dit pour ceci que y € L est différentiellement al-
gébriquement dépendant sur K d’une famille z = (z1,. .., z5) d’éléments
de Lsi (y, z1,. .., 2s) est différentiellement K-algébriquement dépendant.
(Comparer au cas non différentiel dans #11.)

Pour une preuve voir [52].

Soit L /K une extension de corps différentielle. Une famille z d’éléments
de L qui est différentiellement algébriquement indépendante sur K et
maximale (par rapport a l'inclusion) est appelée base de transcendance
différentielle de L /K. Pour les extensions de corps différentielles de type
fini il existe toujours une base de transcendance différentielle (finie). (Ceci
est évident, car on peut la choisir dans une famille génératrice.)

Le cardinal d’une base de transcendance différentielle de L/K est appelé
le degré de transcendance différentiel de L/ K ; on le note deg tr diff L/ K.
(L’unicité du degré de transcendance différentiel d’une extension de corps
différentielle (de type fini) suit de #11 et #10.) Si z est une base de
transcendance différentielle d’une extension de corps différentielle L/ K,
alors l'extension de corps différentielle L/K (z) est différentiellement al-
gébrique.
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Une extension de corps différentielle L/K est différentiellement algé-
brique (#17) si, et seulement si, deg tr diff L/K = 0. Si L/ K est différen-
tiellement purement transcendant alors une famille génératrice minimale
(par rapport a 'inclusion) est aussi une base de transcendance différen-
tielle, et réciproquement, dans ce cas, une base de transcendance diffé-
rentielle est une famille génératrice. Comme une base de transcendance
différentielle est différentiellement K-algébriquement indépendante, elle
est aussi minimale. Ainsi une extension de corps différentielle L/K qui
est différentiellement purement transcendante est caractérisée par le fait
qu’il existe une famille z = (21,...,2,,) dans L telle que L = K(z) et

deg tr diff L/K = m.

Il existe une base de transcendance (non différentielle) finie d’une exten-
sion de corps différentielle L/K (c’est-a-dire une base de transcendance
finie pour I'extension non différentielle des corps avec les éléments de
L, respectivement de K) si, et seulement si, L/K est différentiellement
algébrique, c’est-a-dire deg tr diff L/K = 0.

Preuve : Soit z = (21,...,2y,) une famille génératrice de L/K, et soit
deg tr diff L/K = 0. Le degré de transcendance de I’extension de corps
(simple) K(z1)/K est fini (#17). Il en est de méme pour chacune des ex-
tensions de corps (simples) K(z1,...,2;)/K(z1,...,2j-1), ] = 2,...,m.
Avec #13 on sait que deg tr L/K est également fini. Comme dans #17 il
est aussi clair que, pour toutes les extensions de corps (simples) K (z;)/K
et K(z1,...,25)/K(z1,...,2j-1), J = 2,...,m, il existe des bases de
transcendance de la forme z; = (z;, 2, . . . ,zi(”)).

Soit, pour la réciproque, ( € L différentiellement transcendant sur K.
Alors il n’y a pas de dépendance K-algébrique entre le nombre infini
d’éléments ), j > 0 de L, et ainsi le degré de transcendance (non diffé-

rentiel) ne peut étre fini.

Rem. : Si ’extension de corps différentielle n’est finiment engendrée qu’a
une cloture algébrique prés, on obtient le méme résultat. Il suffit de
prendre la cléture algébrique & la fin de la démonstration, ceci ne change
pas le degré de transcendance (non différentiel).

Soit k un corps différentiel, et soi % la dérivation de k. Dans 'anneau
k[%} des polynomes en % a coefficients dans k nous définissons la multi-
plication par

d . d
Vaek.ﬁa.—aJra%.

Les éléments de k[ sont alors de la forme 37 | a; (%)l, avec a; € k,i =

1,...,n, que 'on peut interpréter (formalement) comme des opérateurs
différentiels.
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Visiblement, ’anneau k[%] est alors commutatif si, et seulement si, k est
un corps de constantes.

Soit L/K une extension de corps différentielle, finiment engendrée par
z = (21,..+,2m), Cest-a-dire L = K(z), et soit Qp /r un L[4]-module
(gauche). Supposons que I'application dy/x : L — €y /i satisfasse, pour
tout z,y € Let a € K,

o sc(a)) = (@)

drr(r+y) =dpx(r) +dr/x(y)
drx(zy) = L/K( ) +xdpk(y)
dr/k(a) =

Il s’agit donc d'une K-dérivation de L dans Q. (Les images des élé-
ments de K sont nuls.) On écrit dy /g = pour dp /k(z).

Le module Q /x est le L[%]-module (gauche) engendré par 'image sui-
vante dy i 2 = (d i 21, -, dp /i zm) de la famille des générateurs z de
L/K. Le module Qpx est appelé le module des différentielles de Kdhler
de L/K, ses éléments sont appelés différentielles de Kdihler.

Rem. : 1. Si L/K est clair par le contexte, on écrit aussi d z au lieu de
dr K %, pour simplifier.

2. La construction de f,/x est universelle : Si M est un L[%]-module
quelconque et D une K-dérivation de L dans M, il existe un homo-
morphisme de L[%]—modules, et un seul, ¢ : Qp ¢ — M, pour lequel
podr /g =D (voir [35]).

3. A partir d’une extension de corps (non différentielle) F//E on obtient
(comme cas spécial avec L = F, K = F et % la dérivation triviale) un
F-espace vectoriel de différentielles de Kahler.

Un élément w € L = K (z) satisfait une équation de la forme
P(w,z,2,..., z(a)) =0,

avec P € K{Z}[W], un polynéme en W et Z, et un nombre fini de
dérivées de Z, a coeflicients dans K. L’application df K envoie P sur
df/KP =d P, avec

dP = 8de+zzaf;ﬁ>dz = adeJrZQl (dt> dz;

i=1 =0 °
et Qi(%) = Z?:o %%J, i=1,...,m. L’équation d P = 0 définit donc
une relation de dépendance f[%]—linéaire pour (dw,d z1,...,d zy). Il suit
dew ¢ L = K(z) que gTIiD/ = 0. Or, on peur diviser dans cette relation de
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dépendance par ce coefficient, un élément du corps L. Par conséquent d w
est un élément dans le L[-4]-module engendré par d z. Si L = K (z), le mo-
dule des différentielles de Kahler est le f[%]-module Qf K engendré par
la famille des différentielles de Kéhler d IKE = (df JK AL dr /K Zm),

Soit L /K une extension de corps différentielle, et soit y une famille d’élé-
ments de L. Alors y est différentiellement algébriquement dépendant sur
K si, et seulement si, d,/x y est une famille L[%]—linéairement indépen-
dante dans Qp k. De méme, si y est (non différentiellement) algébri-
quement indépendant sur K, alors dr,/x y est une famille L-linéairement
indépendante dans €7,/ (voir [35]). On en déduit

deg tr diff L/K = RangL[d] L/K-

dt

Pour une preuve voir [35] ou [52].

Si M/L et L/K sont deux extensions de corps différentielles, alors il en
est de méme de M/K, et 'on a deg tr diff M/K = deg tr diff M/L +
deg tr diff L/K. Si X et Y sont des bases de transcendance différentielles
de M/L, respectivement de L/K, alors X UY est une base de transcen-
dance différentielle de M/ K.

La preuve suit les lignes de celle de #13.

Une filtration (différentielle) d’une extension de corps différentielle L/ K
est une suite non décroissante £ := (L, ),ez de corps (non différentiels)
L., qui sont algébriquement clos, telle que K C £, C Let £, C L,41
pour tout r € Z. Une filtration £ de L/K est appelée

(i) ezhaustive (dans L) si Upez Ly = L;
(i) discrete si £, = K pour r € Z suffisamment petit ;
(iii) finie si, & une cloture algébrique preés, tous les £, sont finiment

engendré sur K ;

(iv) bonne si, avec un ' € Z approprié, L1 = ES(%ES) pour s > 1’
(ott pour un sous-ensemble Z d’un corps différentiel K on a défini
Pensemble £A = {z € K | 32 € Z, x = £z}), c'est-a-dire si
pour des s assez larges les corps successifs L¢ de la filtration sont
engendrés par dérivation, et cloéture algébrique.

Enfin on dit que la filtration est excellente si elle est et finie et bonne
[34, 55]*.

*Dans [34] les corps £, ne sont pas pris algébriquement clos. En plus on y suppose Va €
Ly, a € L, pour toutes les filtrations £. Ainsi la définition des filtrations bonnes n’est pas
exactement la méme.
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Deux filtrations £ et £ ont une différence bornée (ou finie) il existe un
ro € Z tel que L, C Zr+ro et ZT C Lyyry, pour tout r € Z. S'il existe un
tel rg on I'appelle la différence de deux filtrations.

La différence finie définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des
filtrations de L/ K. Deux filtrations de L/K qui sont discrétes, excellentes
et exhaustives ont une différence finie.

Preuve [10] : Soient £ et £ deux filtrations de L/K qui sont discrétes et
excellentes, ainsi que exhaustives (dans L). Du fait que les filtrations sont
discrétes il découle que £, = £, = K pour r suffisamment petit. Comme
elles sont finies et exhaustives (dans L) on a £, C Ly 1, et L, C L5, 1r
pour tout r € Z et pour des s,, S, € Z assez large, dépendants de r. Pour

des r suffisament larges, £,11 = ET(%ET) C EHST(%EH&) = Lrys.+1
et Lo = ET(%ET) C £r+§r(%£r+§r) = L,45.+1, et en plus les s, et §,
ne dépendent plus de r. La différence finie s’ensuit par le choix de rg =

max(sy, §,) pour des r larges. O
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Cinquantenaire

|l est bien admis et depuis longtemps que les mathématiques consti-
tuent un passage obligatoire pour tout développement en matiére
de recherche et développement. Plusieurs outils sont actuellement
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au chercheur de résoudre le probléme qui se pose a eux sans s'attar-
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