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SUR LE TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE
D’UN SCHEMA LISSE I (*)

par Alberto ARABIA et Zoghman MEBKHOUT

dédié a Alexandre Grothendieck
a loccasion de son quatre-vingtiéme anniversaire

REsuME. Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi
souples que possible pour la cohomologie de de Rham p-adique a
coefficients, le but principal de ce mémoire est de résoudre intrinseé-
quement du point de vue cohomologique le probléme des relévements
des schémas lisses et de leurs morphismes de la caractéristique p > 0
a la caractéristique nulle ce qui a été I'une des difficultés centrales de
la théorie de la cohomologie de de Rham des schémas algébriques en
caractéristique positive depuis le début. Nous montrons que, bien que
les schémas lisses et leurs morphismes ne se relévent pas en général
du point de vue géométrique, tout se passe comme si c’était bien le
cas du point de vue cohomologique, ce qui est conforme a la Théorie
des Motifs de Grothendieck. On en déduit la factorisation p-adique
de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini,
éventuellement ouverte, qui est le résultat test de nos méthodes.

Soit V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales carac-
téristiques (p,0) de corps résiduel k et de corps de fractions K. On
définit la cohomologie de de Rham p-adique d’un schéma lisse sur k,
a coefficients qui sont des espaces vectoriels sur K et on définit les
opérations cohomologiques pour un morphisme de schémas lisses sur
k. On montre que 'on obtient en particulier un foncteur contrava-
riant entre la catégorie de tous les schémas lisses et séparés sur k et
la catégorie dérivée de la catégorie des espaces vectoriels sur K. On
montre la suite exacte de Gysin pour tout couple de schémas lisses,
ce qui permet en particulier de définir la classe de cohomologie d’un
cycle dans le cas d’un corps de base parfait. On montre le lemme de
Poincaré-Kiinneth sur une base lisse.

(*) A paraitre dans les Annales de I'Institut Fourier nro. 60 fascicule 6. Manuscrit
soumis le 10 octobre 2007, révisé le 18 juin 2009, accepté le 21 juillet 2009.
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Infinitésimal p-adic topos of a smooth scheme I

ABsTrRACT. In order to have cohomological operations for de Rham
p-adic cohomology with coefficients as manageable as possible, the
main purpose of this paper is to solve intrinsically and from a co-
homological point of view the lifting problem of smooth schemes
and their morphisms from characteristic p > 0 to characteristic zero
which has been one of the fundamental difficulties in the theory of
de Rham cohomology of algebraic schemes in positive characteris-
tic since the beginning. We show that although smooth schemes and
morphisms fail to lift geometrically, it is as if this was the case within
the cohomological point of view, which is consistent with the theory
of Grothendieck Motives. We deduce the p-adic factorization of the
Zeta function of a smooth algebraic variety, possibly open, over a
finite field, which is a key testing result of our methods.

Let V be a complete discrete valuation ring of unequal characte-
ristics (p,0) with residue field k and fraction field K. We define the
p-adic de Rham cohomology of smooth scheme over k with coeffi-
cients which are vector spaces over K, and we define cohomological
operations for morphisms of smooth schemes over k. We show that
we obtain in particular a contravariant functor between the category
of all separated smooth schemes over k and the derived category of
the category of vector spaces over K. We give the Gysin exact se-
quence for every pair of smooth schemes, allowing in particular to
define the cohomology class of a cycle in the case of a perfect base
field. We prove the Poincaré-Kiinneth lemma for smooth base.
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1. Introduction

Cet article est le premier d'une série d’articles qui s’inscrivent dans la
recherche d’une théorie cohomologique des coefficients p-adiques pour la
catégorie des variétés algébriques en dimensions supérieures. Cette théorie
est loin d’avoir atteint son but malgré d’intenses efforts; seul le cas des
courbes est bien compris, grace a la théorie des équations différentielles
p-adiques ([C-My], [C-Ma], [C-M3], [C-My]).

1.1. Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi souples que pos-
sible, le but principal de ce mémoire est de résoudre intrinséquement du
point de vue cohomologique le probléme des relévements des schémas lisses
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et de leurs morphismes de la caractéristique p > 0 a la caractéristique nulle
ce qui a été 'une des difficultés centrales de la théorie depuis qu’elle existe.
Nous allons montrer que, bien que les schémas lisses et leurs morphismes
ne se relévent pas en général du point de vue géométrique, tout se passe
comme si c’était bien le cas du point de vue cohomologique ce qui est
conforme & la Théorie des Motifs de Grothendieck.

Nous rappelons rapidement pour la commodité du lecteur la situation de
la théorie pour situer ce mémoire.

1.2. Le point de départ de la théorie de de Rham p-adique est la démons-
tration de B. Dwork [D] de la rationalité de la fonction Zéta d’une variété
algébrique sur un corps fini, par des méthodes p-adiques non cohomolo-
giques. P. Monsky et G. Washnitzer ont obtenu ([M-Wo], [M-W], [M;],
[Mz]) une expression cohomologique de cette fonction pour les variétés al-
gébriques affines lisses par voie p-adique, paralléle & celle obtenue par A.
Grothendieck par voie ¢-adique pour toutes les variétés algébriques sur les
corps finis (|Gs]), en construisant une théorie cohomologique de type de
de Rham ([M-W]) en passant de la caractéristique p > 0 & la caractéris-
tique zéro a I'aide de la théorie des schémas formels affines de Grothendieck
([EGA T]). En retour, leurs travaux ont inspiré¢ a Grothendieck la construc-
tion du site Infinitésimal et du site Cristallin d’'un schéma au-dessus d’un
autre (|Gsl, [G4]). De plus, Grothendieck a montré que pour une variété
algébrique lisse sur un corps de caractéristique nulle la cohomologie de son
site infinitésimal & valeurs dans le faisceau structural est canoniquement
isomorphe a sa cohomologie de de Rham ([G4]), ce qui constitue une idée
trés trés originale dans le calcul différentiel algébrique.

1.3. P. Monsky et G. Washnitzer ont laissé ouvert le probléme de 'exten-
sion du foncteur de de Rham p-adique a la catégorie des variétés algébriques
éventuellement non affines. Cette problématique a déja été discutée par
Monsky dans son exposé au congrés de Nice de 1970 ([M3]). P. Berthelot
a proposé une théorie cohomologique pour toutes les variétés algébriques
via la géomeétrie analytique rigide ([Bs]). Cette construction est de nature
globale et fait intervenir une compactification, ce qui présente de sérieux
inconvénients & ce stade ; par exemple, il n’est pas du tout clair que cette
définition soit fonctorielle. (')

1. Note du rapporteur : “In order to get the functoriality, another construction is
necessary. There is some recent, unpublished work of Le Stum in this direction.”
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1.4. Dans l'article fondamental de recherche [M-Ny], qui a servi de transi-
tion, on a proposé de revenir au point de vue originel, de nature locale et
algébrique pour la topologie de Zariski en caractéristique p > 0,
en définissant la cohomologie de de Rham p-adique pour les variétés algé-
briques lisses admettant un relévement plat comme schéma formel faible
au sens de Meredith ([Mr]) via la théorie des 2'-modules sur un tel schéma
([M-Nq], [M-N3]). Cette définition considérée sur le corps des fractions d'un
anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques coincide
canoniquement avec la définition de Monsky-Washnitzer pour les variétés
affines lisses.

1.5. Mais il n’était pas établi que ces espaces sont indépendants du relé-
vement pour les variétés non affines ni que cette définition se prolonge a
la catégorie de toutes les variétés algébriques lisses sur un corps de carac-
téristique p > 0. Cependant, ce point de vue, qui s’est avéré étre le bon,
nous a conduits a la théorie des équations différentielles p-adiques, qui a
prise sur les questions de la monodromie arithmétique et dépasse de loin la
seule question de la cohomologie des variétés algébriques ([C-M;], [C-Ma],
[C-Ms], [C-My]).

1.6. Le but de cet article est, d’'une part, de montrer qu’effectivement ces
espaces sont indépendants & isomorphisme canonique prés du relévement
et que leur définition se prolonge & la catégorie de tous les schémas lisses
et, d’autre part, de définir les opérations cohomologiques pour la
cohomologie de de Rham p-adique a coefficients pour un morphisme
de schémas lisses sur un corps de caractéristique positive, mais sans aucune
hypothése restrictive sur les morphismes pour en déduire en particulier
la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique et l'expression
cohomologique p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse
sur un corps fini.

1.7. La théorie de de Rham en caractéristique nulle et ses nombreuses ap-
plications nous enseignent que la situation précédente d’un morphisme qui
n’est soumis & aucune restriction, de lissité, de platitude ou de propreté,
entre schémas lisses sur le corps de base sur lesquels on dispose du calcul
différentiel et du calcul infinitésimal sur le corps des nombres complexes,
est la situation essentielle méme pour le cas singulier et donne lieu aux
problémes les plus intéressants. Le cas des courbes, sur lequel nous dis-
posons aujourd’hui des résultats les plus complets grace précisément a la
monodromie p-adique, montre déja que la théorie de de Rham arithmétique
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est hautement non triviale comparée aux autres théories cohomologiques
existantes, ce qui explique en partie son retard. Il était évident qu’on ne
pouvait pas espérer un progres significatif dans la théorie des coefficients
p-adiques sans la structure compléte de la monodromie locale d’un point
singulier d’une équation différentielle p-adique d’ordre supérieure (|[C-Ms],
Introduction).

1.8. Nous allons décrire les différentes étapes qui nous ont conduits a ce
résultat. Soit V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales caracté-
ristiques (p, 0), d’idéal maximal m, de corps résiduel k et corps de fractions
K. Soit X/k un schéma lisse sur k, on définit naturellement son site infinité-
simal p-adique X Lf comme la catégorie, munie de sa topologie de Zariski na-
turelle, dont les objets sont les schémas f-adiques U := (U, Oy /v ), au sens
de Meredith ([Mr]), plats sur V', ot U est un ouvert de I’espace topologique
X. L’hypothése de lissité sur k assure que le site X;fnf a beaucoup d’ouverts
et de morphismes. Le site Xi];]f est naturellement annelé par le faisceau de
V-algébres OXLf/V et le faisceau de K-algébres Oanf/K = OXiTnf/V Qv K.
La cohomologie infinitésimale Hy((X/K,Oxi k) du site X;fnf a valeurs
dans le faisceau structural O x} /x est un invariant intrinseque du schéma
X et une question a laquelle nous avons cru pendant longtemps est qu’elle
fournisse les bons nombres de Betti p-adiques, ce qui a retardé d’autant
notre compréhension du probléme. En fait il n’en est rien, contrastant vi-
vement avec le cas de la caractéristique nulle. Pour voir ceci, supposons
pour simplifier que X est une variété affine lisse sur le corps k et soit
At une V-algébre faiblement compléte de type fini au sens de Monsky-
Washnitzer ([M-W]) plate sur V' qui reléve 'algébre des fonctions de X
et 27 := (X,04y+1,y) son schéma f-adique affine associé¢ ([Mr]). On peut
considérer le groupe G4+ des automorphismes de V-algébre de Af qui
se réduisent a l'identité modulo m. Ce groupe se localise en un faisceau de

groupes G o+ sur X. Nous montrons dans le théoréme 8.1.3 que la cohomolo-

gie infinitésimale HS(X/K, Oxt /) s'identifie canoniquement & la coho-
mologie de groupe H*(Gy 1,0yt k) du Gyi-module Oyt qui est donce
de nature galoisienne, ce qui donne un moyen de calcul. Or, nous construi-
sons dans le théoréme 8.3.1 pour l'espace affine X = Spec(k[z1,...,2n]),
un cocycle qui n’est pas un cobord et donc une classe de cohomologie non
triviale de H*(G 1,04t /K ), montrant que le lemme de Poincaré n’a pas
lieu pour cette cohomologie. La cohomologie infinitésimale p-adique d’une
variété affine lisse a valeurs dans le faisceau structural ne coincide pas avec
sa cohomologie de de Rham p-adique et son invariance par rapport au re-

lévement n’est d’aucun secours pour le probléme qui nous concerne ici.
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1.9. Nous revenons alors au point de vue introduit dans l’article de re-
cherche [M-Ny]. Soient R un anneau commutatif noethérien, I un idéal et
Ry := R/I.Dans les articles [M-N;| et [M-Ny], on a défini le faisceau @;{T/R
des opérateurs différentiels sur un schéma f-adique 27 = (X, 04+ /R)
par réduction modulo les puissances de l'idéal I en imposant une condi-
tion de croissance du type 7 sur l'ordre des opérateurs différentiels. Par
construction, le faisceau @;1 /R opére a gauche sur le faisceau Oy /g et
on peut donc considérer les modules de cohomologie de de Rham f-adiques

Ext:j;'m (O2t/r; Oyt i) définis comme foncteurs dérivés du foncteur co-

variant exact & gauche :

M, Homgy (O ML)

dans la catégorie des -@Zw sp~modules & gauche -@,Txr sr-Mod et la coho-
mologie globale apparait naturellement comme 1’hypercohomologie d’un
complexe de Zariski.

1.10. En particulier, si R est 'anneau V' on peut considérer le faisceau

1

Dy

Ext}:  (Oxt/k:Ogi/k)- 1l est montré dans [M-N1| que ces derniers es-
21K

t oy e faisceau @;{T/K = 9}&/3 ®y K et les K-espaces vectoriels

paces vectoriels coincident canoniquement avec les espaces de cohomologie
définis par Monsky-Washnitzer dans le cas d’un relévement plat d’une va-
riété affine lisse et en vertu de leur théoréme ([M-W], Thm. 5.6) ils sont donc
indépendants du relévement a isomorphisme canonique prés. On disposait
dés le départ de nombreuses indications notamment grace aux foncteurs
de cohomologie locale pour espérer que ces espaces soient indépendants a
isomorphisme canonique prés du relévement d’une variété algébrique lisse
sur k quand il existe.

1.11. Sur un schéma t-adique 27 = (X, O4t/r) on peut considérer le
faisceau G4+ des endomorphismes de R-algébres du faisceau structural
Og1/r qui se réduisent a l'identité modulo I. Il se trouve de fagon tout
a fait remarquable (Thm. 5.0.4) que le faisceau G4+ est un sous-faisceau
de semi-groupes pour la structure multiplicative du faisceau d’anneaux
2
teur différentiel d’un type trés particulier. Si le faisceau structural O g1 /g

autrement dit un élément g du semi-groupe précédent est un opéra-

est R-plat, le faisceau G4+ est un faisceau de groupes. C’est la le lien es-
sentiel entre la géométrie algébrique en caractéristique p > 0 et le calcul
différentiel en caractéristique zéro. Par exemple, c’est ce plongement qui
nous a permis de construire une classe de cohomologie non triviale dans
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la cohomologie infinitésimale p-adique de ’espace affine a valeurs dans le
faisceau structural.

1.12. Sur le site infinitésimal Xﬂ;}f d’un R-schéma lisse, défini comme dans
1.5, et qui a aussi beaucoup d’ouverts et de morphismes, le faisceau de
groupes Gt . des automorphismes du faisceau structural qui se réduisent a

I'identité modulo I est aussi défini, ainsi que le faisceau d’algébres @ R
des opérateurs différentiels, et 'on a une inclusion G Xt = .@ t /g pour

la structure multiplicative. Un faisceau de RXT -modules sur le site me

est muni par construction d’une action geometrlque a gauche (f) du
faisceau de groupes Gyt (Prop. 4.1.7). En particulier, le faisceau Gxi

opére sur le faisceau 9 /g Par automorphismes intérieurs (Coro. 5.0. 7)

lnf
On dispose de la catégorie 7 -Mod des @

Xi /R -modules & gauche

X /R
/ p-module a gauche sur
1nf

le site /\/l ¢ est muni de deux actions & gauche du faisceau de groupes

sur le site infinitésimal. Par construction, un .@

g X lactlon géométrique (f) et 'action différentielle a gauche (o) qui
se falt a travers 9 Nous arrivons a la notion essentielle et centrale

X /R
de module spécial.

DEFINITION (6.2.5). — Nous dirons qu’un @ t /R—module a gauche

/\/lJf ¢ sur le site infinitésimal t-adique X L est spec1al si Paction geome—

trique (#) du faisceau de groupes Gyt . sur /\/linf se fait a travers @ /R
in: 1nf

Autrement dit, sur un @ ' R-module a gauche spécial les deux actions

a gauche du faisceau de groupes Gt .» géométrique (£) et différentielle (o),

coincident. Ainsi, le @ -module a gauche OXT /R st spécial par

X /R
Xt/ p-module a gauche .@ t R 1 ‘est pas spécial

parce que l'action géométrique (f) est (g, P) — ng "1
férentielle (¢) est (g, P) — gP.

On note (@;r R Sp)-Mod la catégorie des @ t R -modules a gauche
inf

construction, mais le 9

et que l'action dif-

spéciaux sur le site Xilf. Nous démontrons le théoreme suivant, qui légitime
cette notion.

THEOREME (6.2.11). — Soit 2T un relévement t-adique plat d'un R;-
schéma lisse X . Alors, il existe un foncteur canonique de prolongement :

Py : 7!

ot p-Mod — (2!

XiTnf/R, Sp)'MOd ’
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qui est une équivalence de catégories et un inverse canonique au foncteur
image inverse naturel de restriction R 4.

Ainsi, un -@;r / p-module a gauche se propage canoniquement en un

t
IXle/m Xiom
gauche spécial se restreint canoniquement en un @(W / p-module & gauche.

-module & gauche spécial et, réciproquement, un module @

Dans sa lettre [G3] Grothendieck écrivait : « Un Cristal posséde deux pro-
priétés caractéristiques : la rigidité, et la faculté de croitre dans un voisinage
approprié ». L’isomorphisme canonique (¢) de restriction du théoréme 6.2.7
des modules spéciaux correspond a la rigidité des cristaux et la propagation
sur le site infinitésimal du théoréme 6.2.11 des modules spéciaux correspond
a la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais alors que la
catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que pour les
variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules spé-
ciaux semble fournir une bonne théorie pour les variétés ouvertes, comme
Iillustre le théoréme 13.4.7 de 'expression cohomologique p-adique de la
fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.

COROLLAIRE (6.2.13). — La catégorie de .@;T/R—modu]es a gauche ne

dépend pas a équivalence canonique prés du relévement plat 2T du
schéma X lisse sur Ry quand il existe.

Ce théoréme résout pour les besoins de la théorie des coefficients p-
adiques le probléme des relévements des schémas lisses parce que la catégo-
rie des 21 ; mf/R—modules a gauche spéciaux (@XT R Sp)-Mod est définie
pour tout Rq-schéma X lisse et qu’elle en est un 1nvarlant intrinséque.

1.13. Nous montrons que la catégorie des modules a gauche spéciaux

(7}

pony R,Sp)—Mod est une sous-catégorie pleine, abélienne de la catégo-
rie @ ' IR p-Mod des modules & gauche (Prop. 6.2.14), admet suffisamment
d’ obJets injectifs (Thm. 6.3.1) d’objets plats (Thm. 10.1.2) et est un champ
(Thm. 6.2.20) bien que ce n’est pas une catégorie de modules. Le théoréme

qui suit est corollaire de 1’équivalence de catégories précédente.

THEOREME (6.4.2). — Soit 21 un relévement t-adique plat d’'un R;-
schéma X lisse. Alors, il existe des isomorphismes canoniques de R-
modules :

EXt:j;,'/R (O2t/r; OgtR) =~ Ext (OXT s Oxt f/R)

|
Xinf/R’
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Les modules de droite sont définis comme les foncteurs dérivés dans la ca-

tégorie abélienne (21

Xt R Sp)-Mod du foncteur covariant exact a gauche :
inf

M

g~ Hom

n
P f/Rvsp(OXiTnf/R’ Minf)

des morphismes @;(T -linéaires. Les modules précédents apparaissent

it/ B2
donc comme les modules de cohomologie du complexe :

DR(X/R,MiTnf) = RHomg;_, /R,sp(oxit]f/RvM;fnf)-

L’isomorphisme du théoréme précédent montre, d’une part, que la cohomo-
logie de de Rham f-adique d’un relévement ne dépend pas a isomorphisme
canonique prés du relévement et, d’autre part, que la cohomologie de de
Rham f-adique du site infinitésimal prolonge le foncteur de de Rham sur X
a tous les schémas lisses, sans hypothése d’existence de relévement.

1.14. La catégoric Mod(Rx) des faisceaux de R-modules sur X pour la
topologie de Zariski apparait naturellement comme une sous-catégorie
pleine de la catégorie MOd(Ranf) des RXifnf-modules sur le site infinitési-
mal XiTnf, a savoir la catégorie des faisceaux de RXifnf—module sur lesquels
Paction géométrique (f) du groupe Gxt  est triviale (Thm. 6.5.1). Or par
et M;fnf sont deux @;{Lf /R

ciaux, l'action géométrique du groupe Gxi sur le faisceau (Prop. 4.3.1)

construction, si N

in -modules & gauche spé-

de Rt f-modules

%omgt
Xpp/ R

T Ty = T T

Sp ('A/;nf’ Minf) - %Om@;! /R ('A/;nf’ Minf)

est triviale (Coro. 6.5.3) et ce faisceau est donc un faisceau pour la topolo-

gie de Zariski de X . En particulier, le faisceau JZom (Oxi R /\/ljnf)
King !

/R n
des sections horizontales de M;fnf est un faisceau de Zariski. Il en résulte le
foncteur exact de de Rham local de catégories triangulées

dR(X/R,—): DY (2!

%1 /e SP)-Mod) - D* (Mod(Rx))

qui & Mjnf associe son complexe de de Rham f-adique local :

dR(X/R,M} ;) := R#om,

slOx ML)

On déduit alors le caractére local pour la topologie de Zariski de la
définition de la cohomologie de de Rham p-adique.
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THEOREME (6.5.7). — La cohomologie de de Rham f-adique d’un com-
plexe spécial M;‘nf est I’hypercohomologie du complexe :

T
Rﬁom@;f f/Rvsp(OXiTnf/R7 Minf)

de Zariski.

De plus, pour tout fermé Z de ’espace topologique X la cohomologie de
de Rham f-adique a support dans Z est définie comme d’habitude comme
I’hypercohomologie du complexe de cohomologie locale a support dans Z.
Cela raméne de nombreuses questions concernant la cohomologie de de
Rham p-adique & des questions de nature locale pour la topologie de Zariski
qui est finalement le point de vue classique et qui justifie s’il en est encore
besoin celui des schémas -adiques. En tout état de cause, cette localisation
pour la topologie de Zariski apparait comme un point essentiel dans notre
théorie.

1.15. Pour aller plus loin il nous faut considérer une situation un peu
plus générale. Soit R — S une extension d’anneaux commutatifs; on peut
considérer les faisceaux d’anneaux sur le site Xilf obtenus par changement
de base :

Oxt /s :=0xt /R ®R S, D

m inf

— gt
/5= Ix1, o OR S
sur lesquels le faisceau de groupes Gyt . agit tout aussi bien. On a alors la

catégorie des @;r

inf

) les & he o M iAo
/s modules & gauche @Xifnf/s od et sa sous-catégorie

abélienne pleine (@;{T e
inf

les résultats précédents restent valables dans cette situation. Nous notons
“( (ot
D (T s

@;;ﬂf / g-modules & gauche spéciaux (.@;(

Sp)-Mod des modules a gauche spéciaux. Tous

Sp)-Mod) la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des
RWEE Sp)-Mod. Si M;fnf un est com-

AT +((pt
plexe de la catégorie D ((@Xitﬁ/s’
de de Rham t-adique de X & coefficients dans /\/lgnf », et nous notons pour

Sp)-Mod), on définit « la cohomologie

simplifier H,,(X/S, anf), la cohomologie du complexe
Ty . T
DR(X/Sv Minf) =R Hom@;q“f/s,Sp(OXit,f/S’ Minf)
qui consiste en des S-modules. On a donc par définition :

Hpp(X/S,M] ) = Ext® (Oxi g, M),
ngnf/S,Sp inf

En particulier, on peut considérer 'extension V' — K. Nous appelons

alors « cohomologie de de Rham p-adique de X », que nous notons pour

simplifier H},,(X/K), la cohomologie H}, (X /K, OXifnf/K). Nous appelons



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 13

« i-éme nombre de Betti p-adique de X », et nous le notons B, ;(X), la
dimension du K-espace vectoriel H},(X/K). La suite spectrale locale-
globale (Thm. 6.5.8) raméne la finitude des nombres B, ;(X) d’une variété
algébrique, schéma séparé de type fini sur k, lisse sur k, au théoréme de
finitude des nombres de Betti p-adiques des variétés algébriques affines
lisses sur k [Mes], ce qui montre qu’on est enfin sur la bonne voie qui est
en méme temps le point de départ des opérations cohomologiques.

1.16. C’est pour la catégorie (@;

qu’on dispose intrinséquement des opérations cohomologiques pour un mor-

t /V,Sp)—Mod des modules spéciaux
inf

phisme et nous construisons dans cet article les trois opérations fondamen-

tales et le foncteur de dualité D}/(itnf/v(*) (Def. 13.2.5), a partir desquels

I'on peut construire toutes les autres.

THEOREME (12.2.2). — Soient Z un fermé de 'espace topologique X et

/\/l;fmf un complexe borné a gauche de @;T /S—modules a gauche spéciaux.
inf
Alors, on a un triangle distingué de la catégorie DJF((-@;(T /50 Sp)-Mod) :
inf
Anf . —
RFZ(Mjnf) - M?nf - Rjin jinflM?nf -,

qui se restreint au triangle usuel sur tout ouvert du site Xi];]f.

THEOREME (10.5.5). — Soit f : Y — X un morphisme de schémas

lisses sur k. Il existe un foncteur image inverse qui est un foncteur exact de
catégorie triangulées :

fiw:  D7((Zks ,y.Sp)Mod) » D™ (%)

Y v Sp)-Mod).

Le foncteur image inverse se définit aussi sur ’extension V' — K.

Pour le foncteur image directe nous faisons pour simplifier dans cet article
la restriction de séparation sur la base, et nous définissons le foncteur image
directe sur le corps des fractions K.

THEOREME (11.5.1). — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k tel que X est séparé sur k. Il existe un foncteur image directe qui est
un foncteur exact de catégorie triangulées :

ffE DT (2], Sp))-Mod — D*((21

izf/K7 XiTnf/K7 Sp)'MOd) .

Ainsi, si la base est un point et Y est une variété algébrique lisse sur
k, 'image directe fdiff Oyt sk est un complexe de DY (K) dont la coho-
mologie est la cohomologie de de Rham p-adique de la source. Le théo-
réme de finitude [Mes] montre alors que ce complexe est a cohomologie
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de dimension finie. Dans le cas général, si f est un morphisme de variétés
algébriques lisses sur k, le complexe spécial fdiff OY;L (/K Sur X est 'ana-
logue p-adique du complexe de Gauss-Manin d’un morphisme entre variétés
algébriques lisses sur un corps de caractéristique nulle, dont on s’attend na-
turellement & ses propriétés de finitude. Si par exemple le morphisme f est
propre et lisse, on s’attend & ce que ses faisceaux de cohomologie soient
des fibrés p-adiques dont les rangs sont donnés par les nombres de Betti
p-adiques des fibres, et alors et seulement alors, si X est une courbe,
la théorie des équations différentielles p-adiques ([C-My], [C-Mz], [C-M3],
[C-My]) définit leurs monodromies aux points a I'infini.

Le foncteur image directe i1 est défini sur V pour toute immersion
fermée 7 : Y — X de schémas lisses sur k. Pour définir le morphisme de
Gysin et le morphisme classe de cohomologie d’un cycle nous étudions les
compatibilités entre les foncteurs 01 | 15, By .

THEOREME (12.4.12,12.4.14,12.5.4). — Soit i : Y — X une immersion
fermée de schémas lisses sur k. Il existe un morphisme de foncteurs de la

catégorie D+((@;{T v+ Sp)-Mod) :
inf

Adjt iM% — RTy[codimxY]

et un morphisme de foncteurs de la catégorie D((@Jf Sp)-Mod) qui est

Yie/V?
un isomorphisme :

Adj; Id ~ i i3 [—codimx Y]

ot Id est le foncteur identique. De plus le foncteur Adj! induit des isomor-

phismes Adjfk((’)xifnf/v) de la catégorie D+((@;(ifnf/v, Sp)-Mod) :

i Oyt ~ i ikg (Oxt v) ~ RUy (Oxt jy)[codimyx Y],

1.17. Ces foncteurs coincident avec les foncteurs qu’on peut construire
chaque fois qu’on peut relever le triplet (Y, X, f). Cela est plutot rare,
méme pour un morphisme de courbes propres et lisses. Ces théorémes ré-
solvent, du point de vue cohomologique, le probléme des relévements des
morphismes quelconques entre schémas lisses, parce que les foncteurs fjg
et f3f sont des invariants intrinséques du morphisme f. Ces foncteurs
sont munis de morphismes de compatibilités avec les foncteurs images in-
verse et directe topologiques agissant sur les complexes de de Rham locaux
(Thm. 13.1.1, Thm. 14.1.1). Le foncteur dualité est compatible avec le
foncteur image directe pour une immersion fermée (Thm. 13.2.7) et avec
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le foncteur image inverse pour une projection (Thm. 13.2.12). En parti-
culier, toute construction géométrique en caractéristique p > 0 se reléve
intrinséquement du point de vue cohomologique en caractéristique zéro.

1.18. Un autre intérét de la théorie précédente est de fournir des invariants
sur I’anneau des entiers V' et pas seulement sur le corps des fractions K,
bien qu’il faille modifier la définition du foncteur image directe, ce que les
méthodes de la géométrie analytique rigide ne peuvent pas faire. Cepen-
dant, les méthodes de cet article fournissent déja une bonne théorie pour
la cohomologie de de Rham p-adique d’échelon nul dans le cas ou l'indice
de ramification e de V est strictement plus petite que p — 1. Cela permet
de redémontrer, comme test, que si e < p — 1, la cohomologie de de Rham
algébrique d’un relévement propre et lisse sur V' d’une variété propre et
lisse sur k est indépendante du relévement a isomorphisme canonique prés
(Coro. 7.2.3). De méme, les méthodes de cet article montrent la foncto-
rialité sur V de la cohomologie de de Rham p-adique d’échelon nul sur V'
d’une variété algébrique lisse sur k, toujours sous la condition e < p — 1
(Thm. 13.3.5).

1.19. Pour illustrer nos méthodes on démontre les théorémes suivants, qui
sont autant de tests pour une théorie cohomologique des schémas algé-
briques :

THEOREME (13.3.3). — Soit Sms(k) la catégorie des schémas lisses et
séparés sur k alors la correspondance DR(—/K)

Sms(k) ~ DT(K)

X ~ DR(X/K):= R Hom (Oxt /i, Oxt /i)
Py yicoSP
est un foncteur contravariant qui étend le foncteur de Monsky-Wash-
nitzer [M-W] et qui induit un isomorphisme DR(f/K) dans le cas ou le
morphisme f de schémas est la projection de I'espace affine A}l x; X de
base X sur X.

Comme application de la formule locale des traces de Monsky [Ms], du
théoréme de finitude des nombres de Betti p-adiques [Mes] et de la fonc-
torialité précédente on trouve la factorisation p-adique de la fonction Zéta
d’un variété algébrique non singuliére sur un corps fini, qui nous a servi de
guide, de test et qui justifie nos méthodes :
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THEOREME (13.4.7). — Supposons que k est un corps fini F, a q élé-
ments et que f = fr est le morphisme de Frobenius relatif a F, d’une variété
algébrique X lisse purement de dimension dim X . Les endomorphismes de
Frobenius F* de la cohomologie de de Rham p-adique H},(X/K) défi-
nis par la fonctorialité du théoréme précédent sont bijectifs, et I'on a la
factorisation p-adique de la fonction Zéta de X :

Z(th): H Pp,i(X)/ H Pp,i(X)v
i,ampair i,pair
ot P, i(X) := det(l — ¢ X(F)~'t) € K[t], 0 < i < 2dim X, est le
polynéme caractéristique de ’endomorphisme qdimX(Fi)_1 agissant sur
Hp(X/K).

Cela fournit la premiére démonstration, & notre connaissance, de I’expres-
sion cohomologique p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique
non singuliére sur un corps fini par des polyndémes, sans restriction sur les
singularités a l'infini ou de relévement (par exemple, pour toutes les variétés
quasi-projectives lisses a distance finie). Auparavant, on connaissait, d’une
part, le cas affine [Ms], complété de fagon essentielle par le théoréme de
finitude [Mes] ou intervient déja de fagon cruciale la théorie des équations
différentielles p-adiques (parce que les variétés affines et leurs morphismes
se relévent) et, d’autre part, le cas propre et lisse par la théorie cristalline
[Bo] (parce qu’il n’y pas de singularités du tout ni a distance finie ni a
Pinfini).

THEOREME (14.2.1). — Soit i : Y — X une immersion fermée de sché-

mas lisses et séparés sur k de complémentaire j : U — X. Alors, on a la
suite exacte de Gysin :

s Hp oMY (Y/K) = Hpp(X/K) = Hpp(U/K) = -,

qui étend la suite de Gysin de 'article [Mes| dans le cas affine. En particu-
lier, la classe ¢/(Y') de cohomologie de Y est bien définie comme un élément
de Hzx2"™xY (X /K) dont la restriction a U est nulle. On en déduit lorsque
le corps de base est parfait un morphisme « classe de cohomologie » gradué :

cl C*(X) = Hip(X/K)

entre le groupe gradué par la codimension des cycles de X, et le K-espace
gradué de cohomologie de de Rham p-adique de X.

Cela fournit, & notre connaissance, la premiére construction du mor-
phisme « classe de cohomologie d’un cycle » en théorie de de Rham p-adique
sans restriction sur les singularités dans le cas d’'un corps de base parfait et
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donne donc lieu aux problémes classiques des rapports entre classes de co-
homologie et cycles d’autant plus que la cohomologie de de Rham p-adique
est munie de 'action de Frobenius. Rappelons que la théorie cristalline
fournit un morphisme classe de cohomologie pour les cycles non singuliers

[Ba].

1.20. Clest a lintérieur de la catégorie D*((@;T /K,Sp)—Mod) qu’on
inf

pourra définir a 'aide des foncteurs fJq, 4 RT . Rji“fji;fl des ca-
tégories pleines de coefficients ayant les bonnes propriétés de finitude, mais
nous n’aborderons pas cette question dans le présent article. Le cas des
courbes nous indique clairement ot se trouvent les difficultés et est en
méme temps un guide précieux. On dispose déja de la catégorie de base
des fibrés p-adiques MLS(O Xt/ k) & savoir la sous-catégorie pleine de la

catégorie (@;(

calement libres de type fini sur le faisceau O x! /x introduite dans [Mes]

T /K,Sp)—Mod des modules a gauche spéciaux qui sont lo-
inf

dans le cas d’un relévement.

1.21. Si X est une courbe lisse, nous avons défini dans [C-M;], [C-Ms], [C-
Mj3] et [C-My4| la monodromie des objets de la catégorie MLS(Ox1 k)
en un point singulier & 'infini, en particulier nous avons défini leurs ex-
posants p-adiques et leur polygone de Newton p-adique. C’est 1a le fond
du probléme et le progrés décisif dans la théorie p-adique. Nous avons en
particulier résolu dans l'article fondamental [C-Mj]| le probléme du prolon-
gement analytique multiforme des solutions locales des équations différen-
tielles sur le plan p-adique qui est totalement discontinu sans lequel rien
n’est possible comme nous avons mis en évidence dans ([M-N], introduc-
tion). Dans l'article [C-My| nous avons montré la formule d’Euler-Poincaré
globale pour les fibrés p-adiques appartenant & une sous-catégorie de la
catégorie MLS(O oy k) en imposant des restrictions sur leurs exposants
p-adiques et aux exposants p-adiques de leur module des endomorphismes
aux points & l'infini, ce qui montre que c’est le bon point de vue : ces
restrictions sont satisfaites pour les fibrés p-adiques qui proviennent de la
géométrie, ce qui donne lieu a la théorie p-adique des fonctions L sur les
corps finis [C-My].

1.22. Dans la théorie p-adique les propriétés de finitude sont des questions
hautement non triviales, comme lillustrent le théoréme de finitude des
nombres de Betti [Mes] et la formule d’Euler-Poincaré ([C-My], [C-My]).
Pour démontrer ces théorémes on a été amené a développer en profondeur la
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théorie des équations différentielles p-adiques ([C-My], [C-Ma], [C-M3], [C-
My]), qui est de toute fagon au coeur de la théorie des coefficients p-adiques
et qu’on ne pourra pas éviter par des considérations formelles. La théorie
des équations différentielles p-adiques permet de définir la catégorie des co-
efficients p-adiques sur les courbes et surtout de définir leurs monodromies
aux points singuliers, qui sont & la base de leurs propriétés de finitude, en
particulier de leur stabilité pour une immersion ouverte ([M-N;], Thm.
4.5.4, [C-M4], [C-Ms], [C-M3], [C-My]). Les trois premiers article montrent
le théoréme de l'indice et le dernier article montre ’existence d’un réseau.
La théorie des coefficients p-adiques sur les courbes a déja de nombreuses
applications ([Mez]).

1.23. Il nous reste a étendre ces résultats en dimensions supérieures. Pour
attaquer ce probléme on dispose maintenant du couple G xf = .@;(ifnf v
qui est le cadre naturel de la géométrie différentielle en inégales caractéris-
tiques. En surmontant intrinsequement les difficultés liées aux relévements
aussi bien pour les variétés que pour leurs morphismes, ce couple permet
de raisonner géométriquement pour la topologie de Zariski des schémas
en caractéristiques positives. C’est un des outils de base pour traiter ces

questions, les foncteurs fji4, f4f "RT, R 'infji;fl qu’il définit jouant un
role essentiel et la théorie trouve un cadre vraiment naturel permettant de

formuler les bons énoncés.

A
inf

1.24. On peut considérer le site X/, infinitésimal formel dont les objets
U = (U, Oyn /r) sont les relévements formels R-plats d’ouverts de X qui
est annelé par le faisceau des fonctions formelles Ox /r. On définit de
meéme le faisceau de groupes Gx, ~des automorphismes d’algebres qui se
réduisent a 'identité modulo I. Localement, un élément de ce groupe est
un opérateur différentiel & coefficients formels défini de méme par réduc-
tion modulo les puissances de I en imposant une condition de croissance
de type t sur l'ordre des opérateurs différentiels et le faisceau @;A

inf

opérateurs différentiels & coefficients formels garde un sens sur le site in-

/R des

finitésimal formel X[} et 'on a un plongement Gx @;A /g bour la
n inf
structure multiplicative. On définit alors la catégorie (@;}A /V,Sp)-Mod
inf
t
des @Xi/;;f /R

a la catégorie des @;

-modules a gauche spéciaux qui est canoniquement équivalente

A p-modules & gauche d’un relévement formel plat



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 19

lorsqu’il existe. La cohomologie de de Rham p-adique

HZ)R(X/K’ OXI/r\xf/K) = EXt;];A

inf

/Ka OXi/\f/K)

n

@
K,Sp( Xt

du site infinitésimal formel d’une variété algébrique X lisse sur k doit étre
canoniquement isomorphe a la cohomologie cristalline de X sur K de facon
fonctorielle prolongeant l'isomorphisme de comparaison de Berthelot-Ogus
[B-O] dans le cas d'un relévement lisse. Tous les développements qui ne font
pas intervenir des propriétés de finitude de cet article se transposent avec
des démonstrations plus simples en remplagant le couple G Xt = @;{f

inf

/R
par le couple Gxr < ‘@;}iﬁf /R Le lecteur non averti prendra garde a
ce que la cohomologie de de Rham p-adique du site infinitésimal formel,
tout comme celle du site cristallin, ne fournit pas les bons nombres de
Betti p-adiques pour les variétés ouvertes, ce qui explique la nécessité du
passage du site infinitésimal formel au site infinitésimal f-adique précisé-
ment. D’autre part, on dispose d’un foncteur naturel exact de la catégorie
(‘@;{Lf/v, Sp)-Mod vers la catégorie (.@;L(igf/v,Sp)—Mod, ce qui induit un
morphisme de comparaison de la cohomologie de de Rham p-adique du site
t-adique a la cohomologie de de Rham p-adique du site formel. On prendra
garde aussi & ce que la suite exacte de Gysin n’a pas lieu dans le cas formel.

1.25. Comme le lecteur peut le constater cette théorie de nature essen-
tiellement algébro-géométrique est un cadre naturel si I'on veut dévelop-
per une théorie des coeflicients p-adiques pour les variétés algébriques. On
peut penser et espérer qu’a terme elle fournira une théorie cohomologique
des coeflicients p-adiques disposant de tous ses outils essentiels, ce qui est
déja le cas pour les courbes grace a la théorie des équations différentielles
p-adiques ([C-M;], [C-Mg], [C-M3], [C-My]). Nous avons maintenant de
nombreuses indications allant dans ce sens en dimensions supérieures. Elle
souléve de nombreuses questions et ouvre de nouveaux horizons. Elle pro-
vient de trois courants d’idées dont elle est la synthése. La notion d’algébre
faiblement compléte [M-W] et sa localisation [Mr], la théorie du site infini-
tésimal [G4] et bien entendu la théorie des Zx-modules des années dix-neuf
cent soixante-dix comme théorie des Coefficients de de Rham en Géomé-
trie Algébrique au sens de Grothendieck, qui a fourni la bonne théorie en
caractéristique zéro [Meq]. Ces trois courants ont historiquement des mo-
tivations bien distinctes, mais se complétent harmonieusement dans cette
théorie.

1.26. Nous n’utilisons dans le présent article aucun résultat des articles
fondateurs du point de vue conceptuel et technique ([M-W], [M;]), dont les
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résultats les plus importants apparaissent ici comme des cas particuliers.
En particulier, nous retrouvons avec nos méthodes comme test préliminaire
(Coro. 6.7.6) la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique des
variétés affines lisses de larticle [M-W] qui est le point clef de la théorie de
ces auteurs.

1.27. La Table des matiéres donne une idée du contenu de notre article
qui comporte deux parties. Les chapitres 1 a 9 développent les fondements
de la théorie des modules spéciaux sur le site infinitésimal f-adique d’un
schéma lisse et de la cohomologie de de Rham f-adique. Les chapitres 10
a 15 développent les opérations cohomologiques pour les catégories des
modules spéciaux sur les sites infinitésimaux p-adiques et les propriétés de
fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique. Les résultats de cet
article reposent sur les propriétés de finitude des opérateurs différentiels p-
adiques (|[M-Ny], [M-Ng], [M-N3], [Mes]), sur le théoréme des relévements
des algebres lisses et de leurs morphismes [A] et sur le critére d’affinité
t-adique [A-Ms].

1.28. A Toccasion de cet article, nous souhaitons remercier Alexandre Gro-
thendieck, qui a incité avec force en mai 1983 le deuxiéme auteur a travailler
dans le sujet. Nous espérons que nous avons contribué a la promotion de
ses idées parmi les nouvelles générations. Tout particuliérement son idée de
Cristal en tout genre trouve son aboutissement pour les variétés éventuel-
lement ouvertes dans la notion de Module Spécial sur le Site Infinitésimal
p-adique d’un schéma, bien que comme nous ’avons déja signalé la théorie
des Cristaux et la théorie des Zx-modules ont au départ des motivations
complétement indépendantes. Nous remercions aussi nos collegues Gilles
Christol et Luis Narvaez pour leurs contributions respectives qui ont fait
progresser le sujet et ’ont rendu crédible. Les résultats de cet article ont
été présentés a la Conférence Satellite de Géométrie Algébrique du C.I.M.
de Madrid 2006, Segovia (Espagne) 16-19 aotit 2006.

2. Notations, conventions et rappels

Une difficulté dans ce domaine est la cohérence des notations et de la ter-
minologie. Nous avons essayé d’étre aussi soigneux et simples que possible,
autant du point de vue des notations que de la terminologie. En particulier,
nous dirons de fagon générique « cohomologie de de Rham f-adique » pour
cohomologie de type de de Rham que nous considérons dans cet article et
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plus spécialement « cohomologie de de Rham p-adique » lorsque 'anneau

de base est de valuation d’inégales caractéristiques p > 0, étant entendu que

tous les espaces de cohomologie de type de Rham naturels et intéressants

doivent étre canoniquement isomorphes par des théorémes de comparaison

convenables. Afin d’éviter des répétitions, nous utiliserons dans tout cet

article les notations suivantes.

Notation 2.0.1. — 1) R anneau commutatif ayant un élément

unité, I idéal de R, Ry := R/I°,s > 1; en particulier R; :=
R/I.

V,m, k, K, e anneau de valuation discréte complet d’inégales carac-
téristiques (p, 0) d’idéal maximal m, de corps résiduel k et de corps
de fractions K et d’indice de ramification absolu e := vy, (p).

X/R schéma sur R.

De facon générale, si f : Y — X est un morphisme d’espaces an-
nelés sur R, nous notons %y _, x,r le faisceau des opérateur dif-
férentiels défini par récurrence sur l'ordre dans ([EGA IVy], §16)
et noté Ziff r(f~*Ox/r, Oy,r)- Les notations Dy, x/p, Px/p =
Piff R(Ox/r) = Ziff R(Ox/r,Ox/r) et leurs variantes sont au-
jourd’hui universelles.

Si X/R est un schéma lisse sur R, un systéme de coordonnées locales
x1,...,Ty, est constitué de sections locales du faisceau Ox /i telles
que leurs différentielles forment une base locale du fibré des R-
formes différentielles ([EGA IVy], §16).

o
aeN' al:=aq! -, o] = a1+ +ay, (ﬁ) = al/Bla—pB),
x® =gt i,
A = Ay = AJP-- - Agm = ATV .- AR la suite des opérateurs
différentiels associés & * = (z1,...,2,) et a a = (ay,...,a,) € N*;

ces opérateurs sont caractérisés par A®(z#) = (8)28~ (|JEGA 1V,
Thm. 16.11.2).

i Y — X immersion fermée de complémentaire j : U — X,
p:Y x X — X projection du produit sur le second facteur et ¢ :
Y x X — Y projection du produit sur le premier facteur, f : Y — X
morphisme de Y dans X.

r = rwy : W — U linclusion d'un ouvert dans un autre; nous
noterons r pour 7w,y quand il n’y a pas de risque de confusion.

Si f:Y — X est un morphisme, nous notons par f, f ! les images

directe et inverse topologiques usuelles, par f3# une image directe

différentielle et par fj;z une image inverse différentielle.
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10) Si R est noethérien et A est une R-algébre, on note AT son complété
t-adique (complété faible) pour la topologie I-adique de R [M-W],
c’est donc par construction une algébre sur le complété séparé R=
R de R qui est séparée pour la topologie I-adique. On appelera
« R-algébre f-adique » une algébre qui coincide avec son complété
t-adique. On pose Ag := A/I°.

11) Si A" est une R-algébre f-adique, on note Qat/p = Qzef/R le Af-

module des formes différentielles séparées de AT.

12) Si Ax est un faisceau d’anneaux sur un espace topologique X, on
note Ax-Mod la catégorie des Ax-modules a gauche et Mod- Ax
la catégorie des Ax-modules a droite. Mais si Ax est commutatif,
on note Mod(Ax) la catégorie des Ax-modules.

13) Si Ab est une catégorie abélienne, on note D*(Ab) sa catégorie
dérivée (le signe * pouvant étre vide ou prendre les valeurs +, —, b
[V]). Mais nous notons D*(Ayx) au lieu de D*(Mod(Ax)) dans le

cas d’'un faisceau d’anneaux commutatifs.

Nous compléterons cette liste de notations au fur et & mesure et nous
dressons leur liste dans 'index des notations.

Comme le lecteur pourra le constater, la théorie de la catégorie homo-
topique K* est insuffisante pour le présent article, alors que la théorie de
la catégorie dérivée D* [V] est essentielle aussi bien pour les résultats que
pour les démonstrations.

DEFINITION 2.0.2. — Nous rappelons qu’un complexe de modules sur
un faisceau d’anneaux sur un espace topologique ou sur un site est parfait,
selon Grothendieck, (relativement a la catégorie des modules localement
libres de rang fini) si localement il admet une résolution de longueur finie
dont les termes sont des modules libres de rang fini.

Nous utilisons le critére de platitude locale sous la forme suivante ([EGA
I1I;], Chap. 0, 10.2.1), ([Bo|, Bourbaki, Alg. comm., Chap. III, §5, n° 2,
Thm. 1).

PROPOSITION 2.0.3. — Soient deux V -algébres noethériennes D et D',
telles que l'idéal m est contenu dans le radical de D'. Si M est un (D, D')-
bimodule qui est un D’-module de type fini et que les réductions modulo m*
de M sont Dg-plates pour tout s > 1, alors M est un D-module & gauche
plat.
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Par définition d’'une V-algébre, V' est contenu dans le centre de D. Les
hypothéses de la proposition entrainent que M est D-idéalement séparé
pour la topologie m-adique, c¢’est-a-dire pour tout idéal J & droite de D le
D’-module & droite J @ p M est séparé pour la topologie m-adique.

2.1. Faisceau donné localement sur un espace topologique

Si X est un espace topologique, rappelons qu'un faisceau d’ensembles
donné localement est la donnée d’un recouvrement de X par des ouverts U;,
i € J, d’'un faisceau d’ensembles F; sur chaque ouvert, d’un isomorphisme
o+ FilUij ~ F;|U;; satisfaisant aux conditions de cocycles a;, = «;j o
ajg sur Uy := U; NU; N Ug. On rappelle le théoréme classique qui pour
Grothendieck est le cas le plus simple de la méthode de la descente.

THEOREME 2.1.1. — Soit U;, i € J un recouvrement de X. Il existe
un foncteur canonique de la catégorie des faisceaux d’ensembles donnés
localement sur le recouvrement U;, © € J dans la catégorie des faisceaux
d’ensembles sur X qui est un inverse canonique au foncteur de restriction.

Nous utilisons de fagon essentielle le critére d’affinité d’un schéma fai-
blement complet [A-Ms] et le théoréme du symbole total des opérateurs
différentiels p-adiques ([M-Ni], [M-N3|), que nous allons rappeler rapide-
ment pour la commodité du lecteur.

2.2. Schémas f-adiques, critére d’affinité f-adique, produits
fibrés

Soit R un anneau commutatif noethérien muni de la topologie définie
par un idéal I. La notion de schéma faiblement complet pour la topolo-
gie I-adique de R a été définie par D. Meredith [Mr|. Rappelons que c’est
un espace annelé 2T = (X, 0g9+ / r) localement isomorphe & un schéma
t-adique affine de type fini. Un schéma f-adique affine se construit ([Mr])
A partir d’une R-algébre AT faiblement compléte de type fini, qui est noe-
thérienne en vertu du théoréme de Fulton, exactement comme se construit
un schéma formel affine adique noethérien & partir d’'un anneau adique
noethérien [EGA I]. Par construction, si (X, O4+,5) est un schéma faible-
ment complet, c¢’est un espace localement annelé dont le faisceau structural
Ot /R est cohérent et sa réduction (X, Oyt /p/I) = (X, 049t /r@ry Ri1x)
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est un Rj-schéma localement de type fini. En particulier, ’espace topolo-
gique X est localement noethérien. On dira que 2T := (X, Ogt/R) est
un relévement f-adique de sa réduction. Nous utilisons systématiquement
la terminologie schéma f-adique au lieu de schéma faiblement complet
qui peut préter a confusion puisque complet n’implique pas faiblement com-
plet, le couple R D I étant sous-entendu quand il n’y a pas de risque de
confusion précisément.

Dans l'article [A-Ms] nous avons démontré le critére d’affinité f-adique :

THEOREME 2.2.1. — Un schéma t-adique 21 = (X, Oyt /) est affine
si et seulement si le Ri-schéma (X, 04+ /1) est affine.

Ce critére admet de nombreux corollaires importants et permet de rai-
sonner avec la topologie de Zariski.

COROLLAIRE 2.2.2. — L’espace localement annelé induit sur un ouvert
affine par un schéma t-adique est un schéma T-adique affine.

Ce corollaire produit beaucoup d’ouverts affines du site infinitésimal -
adique en remplagant I’hypothése « étre un ouvert affine t-adique » par
I’hypotheése plus pratique et plus souple « étre un ouvert affine » au sens
de la théorie des schémas.

Notation 2.2.3. — SiU' est un schéma f-adique et W est un ouvert de
'espace topologique U, on note Ut |[W le schéma f-adique induit par U fsur
w.

COROLLAIRE 2.2.4. — Soient 2T = (X, O4t/r) un schéma f-adique
et F un O 4+ g-module cohérent. Si U est un ouvert affine, la cohomologie
H(U, F) est nulle pour i > 0.

Démonstration. C’est une conséquence directe du critére d’affinité et du
théoréeme d’acyclicité ([A-Ma|, Thm. 4.2.2), qui étend au-dessus de R le
théoréme d’acyclicité de Meredith [Mr]. En particulier, si X est séparé, un
recouvrement par des ouverts affines est un recouvrement de Leray pour
tout O 41/ pr-module cohérent. [ |

On en déduit le critére cohomologique suivant.

COROLLAIRE 2.2.5. — Soit un schéma t-adique 2 = (X, Oyt /r)- Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) le schéma 21 est t-adique affine,
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2) sa réduction est un schéma affine,

3) pour tout O 4+ z-module cohérent F, le module H'(X, F) est nul
pour i > 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que 3) implique 1). Mais un Ox/g, -
module cohérent 1 est aussi un Oy, z-module cohérent et est donc co-
homologiquement trivial par hypothése. En vertu du critére d’affinité al-
gébrique de Serre, le schéma (X, Ox/p,) est affine, et en vertu du critére
d’affinité f-adique, le schéma 21 est f-adique affine. |

Remarque 2.2.6. — La méthode de l'article [A-Ms] montre aussi le cri-
tére d’affinité dans le cas des schémas formels et donc 'analogue du critére
cohomologique précédent. Nous ignorons si ce résultat, qui ne semble pas
figurer dans [EGA], était connu auparavant.

Dans le méme article, nous utilisons le critére d’affinité uniquement pour
les ouverts affines déja contenus dans les ouverts f-adiques affines pour
démontrer existence de produits fibrés ([A-Ms], Thm. 6.2.3) :

THEOREME 2.2.7. — La catégorie des schémas t-adiques sur un anneau

noethérien R muni d’une topologie définie par un idéal I admet des produits
fibrés.

L’existence du produit fibré dans le cas des schémas formels est démontré
dans [EGA I]. Nous utilisons aussi le résultat suivant démontré dans ([A-
Ms], 3.3.7).

THEOREME 2.2.8. — La catégorie des schémas f-adiques affines est
équivalente a la catégorie des R-algébres t-adiques de type fini.

En particulier, un morphisme de schémas f-adiques affines provient d’un
morphisme des algébres associées.

Nous ne considérons dans le présent article que les algébres f-adiques (to-
pologiquement) de type fini. Nous dirons algébre f-adique pour algébre
t-adique topologiquement de type fini et schéma f-adique pour schéma

t-adique localement topologiquement de type fini. Nous rappelons le théo-
réme ([M-W], Thm. 3.2) :

THEOREME 2.2.9. — Soit uf : AY — BY un morphisme de R-algébres
t-adiques.
1) Si la réduction modulo I de u' est surjective, alors u' est surjective.

2) Si BY une R-algébre f-adique plate et si la réduction modulo I de
u' est un isomorphisme, alors ut est un isomorphisme.
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Nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME 2.2.10. — Soient %T et %T deux schémas t-adiques et fT
un morphisme 2" — 2, dont Ia réduction f modulo I est un isomor-
phisme. Si %J est R-plat, le morphisme f1 est un isomorphisme.

Démonstration. Il s’agit de montrer que le morphisme de faisceaux R-
algébres f~10 2l /R O 21 /R est un isomorphisme. La question est donc
locale. On peut donc supposer que X; et Xo sont affines. En vertu du
critére d’affinité 2.2.1, les schémas f-adiques, 3&”; et %T sont donc affines
d’algébres AI et Ag ; de plus, AI est plate sur R. En vertu de I’équivalence
2.2.8, le morphisme fT provient d’un morphisme d’algébres A; — AI dont
la réduction est un isomorphisme. D’aprés le théoréme 2.2.9, ce morphisme
d’algébres est un isomorphisme. Enfin, en vertu de 1’équivalence 2.2.8, le
morphisme f1 est un isomorphisme. [ |

Remarque 2.2.11. — Le critére d’affinité dans la démonstration du théo-
réme précédent n’est pas nécessaire si on se rappelle que, sur un schéma
t-adique affine, I'espace annelé induit sur un ouvert principal est lui-méme
un schéma f-affine et que les ouverts principaux forment une base de la
topologie.

2.3. Algébres f-adiques lisses et schémas f-adiques lisses

Nous rappelons les propriétés essentielles de R-lissité [A]. On dit qu'une
R-algébre A est lisse si le morphisme structural Spec A — Spec R est lisse
au sens de la théorie des schémas (JEGA IVy], §17) ; ¢’est une condition lo-
cale a la source qui implique que Spec A est localement de présentation finie
sur Spec R, donc A est de présentation finie sur R. Dans le théoréme des
relévements algébriques on ne fait aucune hypothése sur le couple I C R.

THEOREME 2.3.1. — Si R est un anneau commutatif avec élément unité,
I C R un idéal et Ay une Ry-algébre lisse, alors Ay admet un relévement
lisse A sur R.

Le premier résultat dans cette direction est dit & Grothendieck dans le
cas d’un idéal I nilpotent qui est aussi 'un des tous premiers succés de la
théorie des schémas et des éléments nilpotents. Le cas d'un couple I C R
hensélien est di a R. Elkik. On rencontre bien entendu naturellement des
couples I C R non henséliens ot R est le plus souvent noethérien.

Supposons maintenant que R est noethérien.
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THEOREME 2.3.2. — Soient f1 : Ay — By un morphisme de R,-algébres
de type fini, BT ,AT des relévements f-adiques de By, A;. Supposons que A;
est lisse sur Ry et que AT est plate sur R.

1) Le morphisme f; admet alors un relévement f': A" — Bt.

2) Soient ft: A" — C' un morphisme de R-algébres, vt : Bt — Cf
un morphisme de R-algébres surjectif et u; un morphisme de R;-
algébres A1 — By qui factorise f1 : fi = vy owuy. Il existe alors un
morphisme de R-algébres u' : A" — B qui se réduit modulo I a
uy et qui factorise fT: ff =ot oul.

La propriété 2) dans le théoréme précédent exprime que 1'algébre Af est
trés lisse dans la terminologie de Monsky-Washnitzer [M-W].

DEFINITION 2.3.3. — Nous dirons qu’une algébre f-adique Al est une
algébre T-adique lisse sur R, sous-entendu pour la topologie I-adique, si
I'une des conditions suivantes et équivalentes a lieu :

1) Ialgébre A" est plate sur R et sa réduction A; est lisse sur Ry,
2) lalgebre A, est lisse sur Ry pour tout s > 1,
3) lalgébre AT est trés lisse.

Grothendieck dit formellement lisse pour la condition 2) et Monsky-
Washnitzer disent trés lisse pour la condition 3). Comme toutes ces défini-
tions sont équivalentes, il est légitime d’appeler une telle algébre -adique
lisse ou méme simplement lisse, quand il n’y a pas de risque de confusion. Le
complété f-adique AT d’un relévement algébrique lisse A d’une R;-algébre
lisse A; est donc une algébre f-adique lisse.

Nous rappelons qu’on dit qu’un schéma est non singulier, ou est régulier,
si tous ses anneaux locaux sont réguliers. Un schéma lisse sur un corps k
est non singulier ; de plus, si le corps de base est parfait, un schéma non
singulier localement de type fini sur & est lisse sur k (JEGA IVy], §17.15).

Nous rappelons que si AT est une R-algébre t-adique, le AT-module Q 4+ /R
des formes différentielles séparées est de type fini ([M-W], Thm. 4.5), et
que si AT est f-adique lisse, c’est un Af-module projectif ([M-W], Thm. 4.6).
De plus, la réduction modulo I de €241, est canoniquement isomorphe a
Qa, /g, (M-W], Thm. 4.4).

DEFINITION 2.3.4. — On dit qu'un schéma t-adique 27 = (X, Oyt /)
est « t-adique lisse » si son faisceau structural est plat sur R et que sa
réduction Xy := (X, 04+ /p/I) est lisse sur Ry.
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En utilisant le corollaire 2.2.4, on voit qu'un schéma f-adique 2T =
(X,047+/p) est f-adique lisse si et seulement si son algebre au-dessus de
tout ouvert affine est une algébre f-adique lisse. Un schéma f-adique lisse
est plat, mais si la réduction est lisse un schéma t-adique plat est T-adique
lisse. Quand on sait a4 I'avance que la réduction est lisse, comme c’est
souvent le cas dans cet article, il vaut mieux dire « plat » au lieu de -
adique « lisse » pour les schémas f-adiques pour étre précis et éviter toute
confusion.

Si 2T est un schéma t-adique, le Ogt/p-module Qg+ /p des formes
différentielles séparées est cohérent; et si 2T est t-adique lisse, c’est un
O 4+ r-module localement libre de type fini.

Dans cet article nous dirons pour abréger relévement au lieu relévement
t-adique, et donc relévement plat au lieu de relévement f-adique plat.

2.4. Le théoréme du symbole total d’un opérateur différentiel
p-adique

Soit 21 = (X,04+/x) un schéma f-adique (non nécessairement lisse),
on définit le faisceau des opérateurs différentiels -@;w /R (IM-Ny], [M-Ng]) :

DEFINITION 2.4.1. — Le faisceau .@;T/R des opérateurs différentiels -
adiques est le sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau
structural Endr(Oy+/p) des sections P telles que pour tout s > 1 leur
réduction modulo I® est un opérateur différentiel sur le Rs-schéma X, :=
(X,04+/r/I°) dont I'ordre est localement borné par une fonction linéaire
en s.

Par définition, le faisceau ‘@;.T /g contient comme sous-faisceau d’al-
gebres le faisceau Z -1/ des opérateurs différentiels d’ordre localement fini,
défini par récurrence sur I'ordre comme le faisceau des opérateurs différen-
tiels de I'espace annelé 277 = (X, Oyt /) [M-Na]. Si 2T est f-adique, lisse
le faisceau Z41,r est une Oy p-algebre filtrée par des O g1/ p-modules
localement libres de type fini (|[M-Ns], appendice A). On peut étendre ce
résultat au faisceau .@;T /p dans le cas d'un couple (V,m). Si A" est une

;
At/R

teurs différentiels du schéma f-adique affine associé. Dans Darticle [M-N3s]|
qui compléte larticle de recherche [M-N;| on démontre le théoréme du
symbole total en deux parties (Thm. 5.0.2, Thm. 6.0.7), la premiére partie

algébre f-adique, on note D I’anneau des sections globales des opéra-

définit le morphisme symbole total qui est alors injectif, la seconde partie
montre qu’il est surjectif :
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THEOREME 2.4.2. — Soient 2T un schéma t-adique lisse sur V et U un
ouvert affine de X d’algébre t-adique AT munie d’éléments z1, ..., x, dont
les différentielles dx1, . .., dx, forment une base du module des formes dif-

férentielles séparées (2 41 y,. Soient P un opérateur différentiel de I'anneau
DLT/V =I(U, ‘@ZXT/V) et aq, a € N" la suite d’éléments de AT définis par :

Qo = Z (Z) (—z)PP(z*7P).

0<B<a

Alors, l'opérateur P est égal a la série :
P(z,A,) := Z aa AL,

De plus, application « symbole total » qui a un opérateur différentiel P
associe son symbole total :

P O’p(l’,&) = Zaaga

est un isomorphisme de Af-modules & gauche entre I’anneau des opéra-
teur différentiels DLT/V et l'algebre (At[¢1,. .., €,])T complétée t-adique de
Palgebre AT[¢, ..., &,] pour la topologie m-adique de V.

En fait, dans les articles (|[M-Ny], [M-N3]) on ne disposait pas du critére
d’affinité et on imposait en plus que le schéma f-adique induit 271U :=
(U,041,y|U) soit f-affine. Le critére d’affinité léve cette restriction gé-
nante.

L’isomorphisme précédent ne respecte pas, bien entendu, la structure
multiplicative et dépend des coordonnées locales. Le théoréme du symbole
total permet cependant de produire beaucoup d’opérateurs différentiels
parce que les éléments de I'algébre (AT[¢1, ..., &,])T sont faciles a décrire. Le
théoréme du symbole total admet de nombreuses applications importantes.
Par exemple, on a la trivialité cohomologique, qui jouera un role essentiel
dans cet article :

COROLLAIRE 2.4.3. — Soit U un schéma t-adique affine lisse sur V
muni de coordonnées globales. Alors, les V-modules H®(U, @Z{T /V) sont
nuls en degrés positifs.

Démonstration. Soient AT I'algébre de UT, AT — (AT[¢1,...,&,)])T Vex-
tension naturelle, f7 : (7*U)" — U la projection associée de schémas
t-adiques et f : T*U — U la projection du fibré cotangent de U. En vertu
du corollaire 2.2.4 et du théoréme du symbole total, les images directes
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Rif*O(g*u)T/V sont nulles en degrés positifs et I’on a l'isomorphisme de
faisceaux V-modules :

‘@ZLT/V ~ f*O(y*u)T/v-
Il en résulte les isomorphismes de V-modules :
HY(U, -@J,T/V) ~ H'(T*U,O( gyt )v)

et l'on est ramené au théoréme d’acyclicité 2.2.4 pour les schémas f-adiques
affines. [ ]

Cette démonstration figure déja dans Particle [M-N3| dans le cas d’un
schéma t-adique affine U et le critére d’affinité permet de supposer que U
est affine.

Remarque 2.4.4. — Tous les résultats de cet article qui reposent sur le
théoréme du symbole total ne sont démontrés que pour un couple (V,m)
jusqu’a nouvel ordre.

Remarque 2.4.5. — Dans la définition précédente on peut partir d’un
R-schéma formel 2" = (X, 041 ) [EGA 1] et définir le faisceau @;A/R
comme sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau structu-
ral et en imposant par réduction modulo 7° des conditions de croissances
de type T aux ordres des opérateurs différentiels. Le théoréme du symbole
total dans le cas d’un schéma formellement lisse sur un anneau noethérien
R a lieu et établit de méme un isomorphisme de A-modules a gauche entre
DL/R et le complété f-adique (A[El, —.y&)])T pour la topologie I-adique
de A mais la démonstration est élémentaire [M-N3|. De ce point de vue la
situation est meilleure.

3. Le site infinitésimal f-adique XiTnf et son topos

Soit R un anneau noethérien muni de la topologie I-adique définie par
un idéal I C R et soit (X, Ox/g,) un Ri-schéma lisse ([EGA IVy4], §17).

3.1. Le site infinitésimal f-adique

Nous allons définir le site infinitésimal {-adique de X pour la topologie

T le couple I C R étant sous-entendu.

I-adique de R que nous noterons X, .,

Nous ne considérons pas dans cet article de fagon essentielle les change-
ments de base du couple (R, I).
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DEFINITION 3.1.1. — 1) Unobjet de la catégorie X;fnf est un ouvert
U de I’espace topologique sous-jacent & X muni d’un relévement U*
plat sur R, qui est donc un schéma t-adique U' := (U, Out/r) R-
plat, muni d’un morphisme surjectif

Ouyi/r = Ouyr, — 0
de noyau IOy ot (U, Oy/g,) est le schéma induit sur U.

2) Un morphisme de la catégorie Xi];]f est une inclusion d’ouverts r :
W — U munie d’un morphisme r‘lOw/R — Oyyi /g de faisceaux
de R-algébres rendant le diagramme suivant commutatif :

T_loui/R — OWT/R

| !

r_l(’)U/Rl — OW/Rl .

3) Un recouvrement d’un ouvert U’ est une famille de morphismes
{rl - Ul — U,y € J} telle que la famille {U,,y € J} est un
recouvrement de U.

En vertu du théoréme 2.2.7, la catégorie des schémas f-adiques sur R
admet des produits fibrés, et le produit fibré de deux ouverts du site X;fnf
Lf est stable par produit fibré : le changement

de base d’un recouvrement est un recouvrement. LLe composé d’un recou-

est plat sur R. La catégorie X

vrement par des recouvrements est un recouvrement. La catégorie Xi];]f se
trouve munie d’une topologie de Grothendieck qui devient donc un site :
le Site Infinitésimal f-adique X;fnf du schéma X pour la topologie I-adique
de R. Le théoréme des relévements affines 2.3.1 montre que pour X lisse
sur Ry le site X

¢ & beaucoup d’ouverts et de morphismes et le critére

i

d’affinité 2.2.1 produit davantage d’ouverts et de morphismes du site X, ,,

ce qui lui donne une grande souplesse.

Notation 3.1.2. — Nous notons ! un objet du site infinitésimal t-
adique X;fnf et 7T : Wt — YT un morphisme du site Xi];]f. Sirt.wt s ut
est un morphisme du site X;fnf nous noterons r : W — U linclusion topo-

logique et r* le morphisme structural r =10y /r — Owi /g de faisceaux de
R-algébres sur W qui est donc un morphisme local.

Remarque 3.1.3. — 1) Un morphisme = : Wi — ¢t du site X;fnf
se factorise par construction :

Wh s uflw - uf

ou UTW — U est le morphisme d’inclusion canonique. Le mor-
phisme W' — Uf|WW est un isomorphisme, en vertu du théoréme
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2.2.10. En fait, c’est cet isomorphisme d’espaces localement an-
nelés qui est le point essentiel dans ce qui va suivre.

2) On aurait pu dans la définition du site précédent, partir d’un schéma
localement de type fini et plat sur R; et imposer aux objets d’étre
plats sur R, alors les morphismes du site sont des isomorphismes
lorsque la réduction est une égalité.

3) On aurait pu dans la définition du site précédent partir d'un schéma
localement de type fini sur R;, n’imposer aucune condition res-
trictive aux relévements j-adiques mais imposer aux morphismes
W' — UT|W d’étre des isomorphismes.

4) Mais aujourd’hui, nous ne savons pas & quelles conditions, en dehors
du cas lisse, on obtient au-dessus d’un point singulier un site dont
lensemble des objets est non vide dans la situation du 2) ou dont
lensemble des morphismes est non vide dans la situation du 3).
C’est pour cette raison-la que nous supposerons dans le présent
article que X est lisse sur Rj, bien que formellement cela n’est
pas indispensable, et que certains développements se transposent.

Remarque 3.1.4. — A cause de la premiére partie de la remarque pré-
cédente, il est facile de voir que la catégorie Xi];]f admet des produit fibrés
sans invoquer le théoréme général que la catégorie des schémas f-adiques
admet des produits fibrés.

Remarque 3.1.5. — Pour tout s > 1 on définit de méme le site X ; dont
les objets sont les relévements Rgs-plats des ouverts de X. On a alors des
foncteurs canoniques des catégories sous-jacentes X;fnf — XiSnng — X34,

f

pour tout s > 1, puisqu’un ouvert du site X, ; induit par réduction un
ouvert du site X5t! qui induit un ouvert du site X7 ;. Les méthodes de
cet article montrent que ces foncteurs définissent des morphismes de topos

abéliens.

3.2. Le topos infinitésimal t-adique

Soient Prefais(XiLf), resp. Fais(X]

o) les catégories des préfaisceaux,

resp. des faisceaux, a valeurs dans la catégorie des ensembles sur le site
. s . +
infinitésimal f-adique X, ;.
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DEFINITION 3.2.1. — Soit UT un ouvert du site XiTnf. On a alors un
foncteur de restriction :

Ryt - Prefais(XiTnf) — Prefais(U)

de la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur le site infinitésimal dans
la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur I'espace topologique U qui a
un préfaisceau Py, associe le préfaisceau Py s+ défini par :

Pyt (W) := Prne(UT|W),

ou UT|W est le schéma induit sur W par UT, qui est bien un objet du site
infinitésimal. Si W' est un ouvert de W, le morphisme de restriction

Pui (W) = Py (W)
provient de I'inclusion d’espaces annelés UT|W' C UT|W.

Notation 3.2.2. — Si Fju est un préfaisceau sur le site X;fnf et UT un ou-
vert, on note Fyyr := Ryt (Fint) la restriction du préfaisceau Fine & 'ouvert
UT, c’est donc un préfaisceau sur U pour la topologie de Zariski.

PROPOSITION 3.2.3. — Un préfaisceau d’ensembles Fi,¢ sur le site X;fnf
est un faisceau si et seulement si pour tout ouvert U' sa restriction Fy;+ est

un faisceau sur U.

Démonstration. Soit Fi,; un préfaisceau sur le site infinitésimal et sup-
posons que pour tout ouvert U! sa restriction Fy s est un faisceau sur U.
Soient {¢, : Wl — UT} un recouvrement de U' et U, W, le recouvrement
de U induit. Notons U] := UT|W, le schéma f-adique induit par Ut sur
W,. Pour chaque a le morphisme ¢, : Wi — UT se factorise canonique-
ment par un morphisme : Wl — uot, qui est automatiquement un isomor-
phisme. D’ott des isomorphismes Fine(UL) ~ Fins(W]) qui fournissent un
diagramme commutatif :

Fit@U) = Tl Fus@) = Tl Fne] )

” | |
FtUT) — T, FntOVD) = Haﬁ}—inf(W;ﬁ).

Les colonnes sont bijectives. Mais la ligne supérieure est exacte par hypo-
thése et donc la ligne inférieure est exacte. [ |

DEFINITION 3.2.4. — On définit Fam((’)uv(XLf)) comme la catégo-
rie des familles des couples (UT,]-'W) indexés par les ouverts UT munis
d’un faisceau d’ensemble F;+ sur I’espace topologique U et des morphismes
()t ¢ f~ 1 Fyt — Fypt indexés par les morphismes r1 tels que :
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1) les morphismes (f),+ sont transitifs,
2) on a I'égalité Friw = Fyt|W,

3) pour Iinclusion canonique r' : UT|W < U' le morphisme (1), est
I'identité.

On a alors un foncteur canonique de restrictions :

(Rest) : Fais(X] ) — Fam(Ouv(X],))

inf

qui & un faisceau Fiy associe ses restrictions Fy := Ryt (Fing)-

PROPOSITION 3.2.5. — Le foncteur canonique précédent (Rest) est une
équivalence de catégories. Les morphismes (),+ sont de plus des isomor-
phismes.

Démonstration. En effet, une famille de faisceaux d’ensembles F;+ in-
dexée par les ouverts U et qui appartient & la catégorie Fam(Ouv(XiLf))
définit un préfaisceau sur le site infinitésimal. La restriction de ce préfais-
ceau a tout ouvert du site est un faisceau de Zariski sur I'ouvert topolo-
gique sous-jacent par hypothése et, en vertu de la proposition précédente,
ce préfaisceau est un faisceau. On obtient comme cela un inverse canonique
au foncteur (Rest). La compatibilité avec la composition des morphismes
montre que les morphismes (#),+ sont des isomorphismes. [ |

Cette équivalence canonique produit beaucoup de faisceaux sur le site.

Exemples 3.2.6. — 1) La famille Oyt /g des faisceaux structuraux
des objets du site infinitésimal a la propriété de restriction par
construction. Elle définit donc un faisceau de R-algébres, que nous
noterons Oxt /x : le faisceau structural du site infinitésimal -
adique XL{.

2) Pour tout j > 0 la famille Qin /i des formes j-différentielles séparées
a la propriété de restriction par construction. Elle définit un faisceau

de OXjf sr-modules, que nous noterons Qé(f /R le faisceau des
m inf
formes j-différentielles séparées du site infinitésimal XL{.

3) La famille Q7 /R des complexes de de Rham des formes différen-
tielles séparées a la propriété de restriction par construction, la
différentielle d commute aux restrictions (£),.+. Elle définit un com-
plexe de R-modules que nous noterons Q;(ifnf /R le complexe de de

Rham du site infinitésimal Xilf.
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4) La famille 91 g des fibrés tangents, duaux des fibrés des 1-formes
différentielles séparées des objets du site infinitésimal a la propriété
de restriction par construction. Elle définit donc un faisceau de
Ox! sr-modules, que nous noterons ﬂxifnf /r © le fibré tangent du

site infinitésimal j-adique Xit]f.

Sirt: WP — YT est un morphisme du site infinitésimal et si P est un
opérateur différentiel de .@gﬁ p> O deéfinit (£),+(P) comme le composé
Tl rtp g r*
OWT/R — T OZ/IT/R — T OUT/R%OWT/R
dont la réduction modulo I° est un opérateur différentiel d’ordre égal a
celui de la réduction modulo I® de P. C’est donc un opérateur différentiel

de @;ﬂv et on obtient le morphisme de restriction

T/R
()1 ¢ v D w — D,

compatible aux compositions des morphismes du site. En vertu de la pro-

/R

position précédente 3.2.5, on obtient un faisceau sur le site :

DEFINITION 3.2.7. — La famille qui 4 un ouvert U' associe le faisceau

2,

gﬁ s munie des morphismes de restriction (#),+ définit un faisceau de

Ox! sr-algébres que nous noterons .@;}T /R le faisceau des opérateurs
mn inf
différentiels T-adiques sur le site Xit]f.

PROPOSITION 3.2.8. — La famille qui & un ouvert U associe le faisceau

Dyt r des opérateurs différentiels d’ordre localement fini définit un sous-

faisceau du O x! /r-algebres @Xifnf /r de faisceau @;T

inf/R.

Démonstration. Il s’agit de montrer que les restrictions (), laissent
stables les opérateurs différentiels d’ordre fini, mais c¢’est un conséquence
du fait que les morphismes d’algébres r* sont des isomorphismes. En fait,

les restrictions (f),+ conservent ordre des opérateurs différentiels. ]

Remarque 3.2.9. — 1) Les raisonnements que nous avons faits pour
les faisceaux d’ensembles s’appliquent tout aussi bien pour les fais-
ceaux a valeurs dans une catégorie abélienne ou pour les modules
sur un faisceau d’anneaux sur le site infinitésimal. Nous utiliserons
librement les résultats précédents dans ces contextes.

2) Par exemple, si Ayt . est faisceau d’anneaux sur le site infinitésimal,
un faisceau Fiy¢ de Axt f—modules est la donnée pour tout ouvert
U d'un faisceau de Ay i-modules Fy i tel que Furnyw = Fyt|W et
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pour tout morphisme 7 d’un morphisme de restriction compatible
a la composition

() : r Fut = Fypt
qui est (f),+-linéaire :

(#)rt (P(m)) = (8)51 (P)((#)71 (m))

pour une section P de r~t A+ et une section m de 71 F+ et qui
se réduit a I'application identique dans le cas de I'inclusion U |[W c
ut.

Notation 3.2.10. — Si Axt . est un faisceau d’anneaux sur le site, on
note Ayt -Mod la catégorie des Ayt -modules & gauche sur le site et
Mod-Axt la catégorie des Axt -modules & droite sur le site.

3.3. Le site infinitésimal f-adique affine

Dans le cas ot le schéma X est séparé il est plus commode d’utiliser le
site infinitésimal T-adique affine.

DEFINITION 3.3.1. — Soit un Rj-schéma X lisse et séparé. On note
X;fr;? T la sous-catégorie pleine de la catégorie X;fnf des relévements des ou-

verts affines de X. Muni de la topologie induite Xi{?ﬂ devient un site, le
site infinitésimal T-adique affine de X .

Soit Fais(XiTI;? ff) la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le site affine.

THEOREME 3.3.2. — Soit X un R;-schéma lisse et séparé. Alors, le
foncteur naturel de restriction :

Fais(X] ) = Fais(Xx!T)

inf
est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soient F un faisceau d’ensembles sur le site infinitésimal
affine et U un ouvert du site infinitésimal. Soit U,, & € I un recouvrement
par des ouverts affines de U. En vertu du critére d’affinité 2.2.1, si U, est
un ouvert affine de U, I'espace annelé U] := (Uy, Oyt /r|Ua) est un ouvert
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du site infinitésimal affine. Soient alors les deux morphismes de restriction :

[[Fruh) = [ Fad

acl a,BeT

de noyau (ou lieu des coincidences) noté Ker(I). On définit :
F(U) := Ker(I).

Cet ensemble ne dépend pas du recouvrement U,,a € I. En effet, soit
Wpg, 8 € J un autre recouvrement ; alors pour tout a € I les ouverts affines
Ua,p = Uy N W3 forment un recouvrement de U,. Si sg, 3 € J est une
famille de sections de F qui se recollent, leurs restrictions aux ouverts U, g
forment une famille de sections qui se recollent et par hypothése définissent
une section s, au-dessus de l'ouvert Z/l;fé. La famille s,,a € I se recolle et
définit un élément de I'ensemble T(U*, F), ce qui fournit une identification
entre ’ensemble construit a partir du recouvrement U,,a € I et celui
construit & partir du recouvrement Wg, 8 € J.

Soit rt : WI — Ut un morphisme du site et soit un recouvrement Uy, & €
I de U tel que pour un sous-ensemble J C I les ouverts W, := Uy, € J
forment un recouvrement de W. On obtient pour tout o € J un morphisme
du site affine W) — Ul. Si s,, € I est une famille de sections qui se
recollent, alors leurs restrictions aux ouverts affines W), est une famille de
sections qui se recollent. D’ott un morphisme de restriction :

FU') — FOWh)
et on obtient de fagon évidente un préfaisceau d’ensembles sur le site infi-
nitésimal.
Il s’agit de montrer que ce préfaisceau est un faisceau. Soit U, un
recouvrement de ouvert UT et Uyer,Ua,~ un recouvrement de 'ouvert U,

par des ouverts affines. Le morphisme u; — UT|Ua induit un morphisme
du site affine :

UlNUe = UTU,

qui est un isomorphisme en vertu de 2.2.10 et induit une bijection d’en-
sembles

FU|Uary) = FUUay).

On obtient un diagramme commutatif :
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Il FU) —= Ha”@ -}:(ul,g)

| |

Ha,'y ‘F(UJAUOIW) = Ha,'y,ﬁ,zs ‘F(ul,ﬁ|U0¢7’Y,B76)

[on FUNUar) = a6 FUNUasys.8)
dont les morphismes verticaux des deux derniéres lignes sont des isomor-
phismes. Le noyau de la derniére ligne est Pensemble T'(U4t, F). 1 suffit
de montrer que le morphisme induit sur les noyaux des deux premiéres
lignes est bijectif. Il est injectif de facon évidente. Un élément du noyau
de la deuxiéme ligne définit une famille de sections de F au-dessus des
ouverts u; qui se recollent. Le morphisme est surjectif. Cela montre que le
diagramme :
Fubh) — [[Fud) = [[Fel )
a .8

est exact et le préfaisceau F est un faisceau. Le foncteur de restriction du
théoréme est essentiellement surjectif.

De méme, on voit facilement qu’un morphisme de faisceaux d’ensembles
sur le site infinitésimal est uniquement déterminé par sa restriction aux
faisceaux d’ensembles sur le site infinitésimal affine. Le morphisme de res-
triction du théoréme est pleinement fidéle. [ |

4. Le faisceau Gyt des automorphismes du faisceau
structural qui se réduisent a I’identité modulo I

4.1. Le faisceau d’ensembles de transfert Gy i_, -1

Soient 1, 21 des relévements des Ri-schéma YV, X et f:Y — X un
morphisme de Rj-schémas.

On peut considérer le faisceau d’ensembles sur Y des morphisme d’es-
paces d’annelés de T dans 2T qui se réduisent modulo I au morphisme
f. Mais de fagon équivalente il est plus commode pour pour nous de faire
la définition suivante qui fait le lien avec le calcul différentiel des chapitres
qui suivent.

DEFINITION 4.1.1. — Le faisceau Gyt _, -+ d’ensembles surY de trans-
fert est le sous-faisceau du faisceau f%ﬂomR(f_lOgW/R, Oyt /) des mor-
phismes de R-algébres qui se réduisent modulo I'idéal I au morphisme
structural de Ry-algébres fi: f~'Ox/r, = Oy g, .
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Une section globale du faisceau d’ensembles Gyt _, 9+ est par construction
un morphisme d’espaces localement annelés.

Notation 4.1.2. — 1) Dans la notation Gy+_, 4+ le morphisme f
de Ri-schémas est sous-entendu quand il n’y a pas de risque de
confusion.

2) Notons G4+ le faisceau de transfert correspondant au morphisme
identique de X.

3) Notons R[Gy+_, 9+] le faisceau de R-modules engendré par le R-
module libre des sections du faisceau de transfert Gy i _, -+.

4) Le module R[Gy+_, 4+] est naturellement un (R[Gy+], f~*R[G 4+])-
bimodule.

Le cas le plus important est le cas ot Y et X sont affines d’algébres B, A
et Zt, 21 des relévements d’algébres BY, AT. En vertu de I’équivalence
2.2.8, les sections globales du faisceau Ggyt_, 9+ correspondent aux mor-
phismes de R-algébres AT — BT qui se réduisent modulo I au morphisme
structural f: A — B.

Notation 4.1.3. — Si AT est une R-algébre, on note G 4+ 'ensemble des
morphismes de R-algébres AT — A" qui se réduisent modulo I & I'identité.

PROPOSITION 4.1.4. — Si A" est R-plate alors I'ensemble G 41 est un
groupe. Plus généralement, si 21 est plat sur R, le faisceau G,+ d’en-
sembles est un faisceau de groupes.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 2.2.9 et du théoréme
2.2.10. [ ]

DEFINITION 4.1.5. — Sir! est un morphisme du site infinitésimal XL{,
le morphisme de faisceaux r* : v~ 'Oyt /g = Oyt /g est un isomorphisme
de faisceaux de R-algébres, en vertu de 2.2.10. On définit le morphisme de
restriction

(#)rt Gyt — Gyt

par g — r*ogor*~t. La famille G+ et les morphismes (1),+ ont la propriété
3.2.5. Ils définissent un faisceau de groupes sur le site infinitésimal.

Notation 4.1.6. — On note gxff le faisceau de groupes ainsi défini;
c’est le faisceau des automorphismes de R-algeébres du faisceau structural
Oxt ./r qui se réduisent modulo I a l'identité.
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PROPOSITION 4.1.7. — Un préfaisceau Pi,¢, resp. un faisceau Fi,¢, d’en-
sembles sur le site infinitésimal Xi];]f estun G Xifnf-préfaisceau, resp. faisceau,
a gauche d’ensembles.

Démonstration. Soient U un ouvert du site et T — T un morphisme
du site Xilf défini par g : Oyt /g — Oyiyr qui est donc un isomorphisme.
La restriction (), induite par g du préfaisceau Pin(UT) — Pine(UT) est
donc bijective. Pour deux morphismes g1, g2 on a (f)g,4, = () g, ()4, - Mais
par construction, g est une section globale du faisceau G Xt au-dessus de
I'ouvert UT. Cela définit une action 4 gauche de gx;nf(uf) sur Pins(UT).

Cette action induit une action a gauche de G+ sur la restriction Py .

Si 7t W — UT est un morphisme du site, on a un diagramme commu-
tatif :

PotUTW) —P2 s p W)

| @ | @

PugW1) 27 o)
qui montre que l'action commute aux restrictions. Les mémes arguments
valent dans le cas du faisceau Fi,¢. Par construction, si Ut est un ouvert
du site et si Fiys est faisceau d’ensemble sur le site sa restriction Ryt (Fing)

est un Gy +-module & gauche. ]

4.1.1. Un peu plus généralement, si f : ¥ — X est un morphisme
de Rp-schémas lisses et Agy+ est un faisceau de R-algébres sur Y, on
peut considérer le Ay+-module & gauche Ay i[Gyi_, 41| engendré par le
module libre des sections du faisceau de transfert Guyi_, 4+. Si de plus
Ayt est un Gyi-module a gauche le module Ayi[Gyt] est naturelle-
ment un faisceau d’algébres ot le produit est le produit croisé défini par
Prg1Pogs := Pipg, (P2)g192, oul p est la représentation de Gyt sur Ayi.

t

inf?

pour tout ouvert U f lalgébre A+ est un Gy i-module a gauche et le module
Ay1[Gyyt] est muni du produit croisé. Si Fing est un Axi -module a gauche,
sa restriction Fy+ est un Ayt [Gyyt]-module & gauche. Le faisceau de transfert
Awi[Gwi_ 91] est naturellement un (Ay+[Gui], f~1 A4 1[G 9 1])-bimodule
otl Iaction & droite est définie par 7T P := (4),+ (P)rT.

En particulier, si .AX_Tf est un faisceau de R-algébres sur le site X

4.2. La catégorie Ayi -Mod des Ayt -modules a gauche sur le
site f-adique

Soit Ayt . un faisceau de R-algébres sur le site infinitésimal. On dispose
donc de la catégorie Ayt -Mod des Ayt -modules & gauche. Soit Finf un
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faisceau de A x; -modules & gauche sur le site Xi];]f. Si UT est un ouvert du
site, alors sa restriction Fy;+ est un faisceau de Zariski de Aj+-modules a
gauche sur U, sur le lequel le faisceau de groupes G;;+ agit & gauche. C’est
donc un module sur lalgebre du groupe Ayt [Gy4t]. Nous allons donner une
définition équivalente des objets de la catégorie A Xifnf-Mod, qui nous servira
de transition a la catégorie des modules spéciaux.

PROPOSITION 4.2.1. — La donnée d’ un At f-module a gauche Fins sur

le site XiT ¢ est la donnée, pour tout ouvert UT du site Xilf, d’un faisceau

n

Fui de Ayt [Gyi]-modules a gauche, et la donnée, pour pour tout couple
Wt Ut dobjets du site X!

gy avec v @ W — U, d’un morphisme de
Awi |Gyt ]-modules a gauche

(1) : Awt Gt sut] @1 a1, T Fut = Fot-
En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :
1) pour un couple (U'|W,U"), avec W < U, on a Funyw = Fut|lW,
et le morphisme (f) coincide avec le morphisme canonique,
2) pour un triplet W'T, Wt UT), avecr’ : W' < W etr: W < U, le
diagramme suivant est commutatif :

At (Gt @11 (AWT[QWTWT] ®7‘_lfw) — At [Gyyriege] @ (ror) =1 Fyy
AW Gl 1 Ayi[Gul (r'or) ™t Api[Gual

At |Gt il @r' ™ Fypt Fyyri-
T A G
Démonstration. Soit Fj,f un A Xifnf-module a gauche. En vertu des propo-
sitions 3.2.5 et 4.1.7, Fiyr est la donnée d’une famille de A+ [Gyyt]-modules
a gauche Fy+ paramétrée par les ouverts UT, et de plus, pour chaque mor-
phisme du site T : W — YT, d’un morphisme de restriction

(ﬁ)ﬂ : 7“71.7:1/{’[ — fwT-

Soient W', U deux ouverts tels que W C U, et * une section globale
au-dessus de W du faisceau de transfert Gy, 4+ qui définit une restriction
()0t : 771 Fyt — Fypt. On a par linéarité un morphisme de Ayt [Gyyi]-
modules a gauche

(1) : Awt Gt sut] @1y, 16,01 T Fut = Fopt
qui a les propriétés de la proposition. La transitivité des morphismes (f),.
entraine la transitivité des morphismes ().

Réciproquement, une famille de Ay [G41]-modules & gauche munie de
morphismes (f) ayant les propriétés de la proposition définit une famille
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munie de morphismes (f),+ compatibles a la compositions des morphismes
ayant les propriétés de la proposition 3.2.5 et définit un objet de la catégorie
MOd(AXiTnf). | |

THEOREME 4.2.2. — Soient At L un faisceau d’anneaux sur le site XL{,
Fint un Axt f—modu]e a gauche et W' et UT deux ouverts du site tels que
W C U. Alors, le morphisme de Ay [Gyyi]-modules a gauche (f) de la
proposition précédente

(1) : At (Gt sut] @r=1 4y, 16 T Fut = Fopt
est un isomorphisme.

Démonstration. Soit 7" C W un ouvert au-dessus duquel le morphisme
d’inclusion se reléve en une section . de Gyyr_y4t. Alors, le morphisme (f)
est un isomorphisme au-dessus de 7T'. En effet, si w est une section de Fyy+
au-dessus de T, elle est 'image de r ® (ﬁ);;l (w) par le morphisme (), ce
qui montre qu’il est surjectif. Si 'image par le morphisme () d’une section
le forme 7% ® u pour une section u de r~'Fy; est nulle, nécessairement
u est nulle, mais r% engendre Ay [Gyyi _yyt] comme ! Ayt [Gyyi]-module
libre & droite au-dessus de T'. Cela montre que le morphisme (f) est injectif.

Soit T" un voisinage affine d’un point de W. En vertu du critére d’affinité,
les schémas t-adiques WT|T et UT|T sont affines et, en vertu du théoréme
2.3.2, le morphisme d’inclusion se reléve en une section . de Gyt au-
dessus de T'. Le morphisme (f) est un isomorphisme au voisinage des tous
les points de W. |

DEFINITION 4.2.3. — Soient X un Rj-schéma lisse, AX;M un faisceau
d’anneaux sur le site Xi];]f, 21 un relévement plat sur R de X et Fy+ un
Ay+[Goyt]-modules a gauche. Si U est un ouvert du site de X on définit
le Ayt Gyt ]-module a gauche :

PAX;M,&Y"T (Fort)ur = Ayt [Gur 5 21] @146, 7 Fart-

Si WH Ut sont deux ouverts tels que W C U, on définit le morphisme

(#) :

At Gt Sut] @144, 16 flPAX;nf,%(f%)w = Pay ot (Fat)w

provenant, par produit tensoriel, du morphisme naturel provenant de la
composition :

At (Gt sut] @1 4y 160 T At [Gut s 20t] = Awt [Gwit 201
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La famille Py, g+ (Fg+)yt et les morphismes (f) satisfont les conditions
inf
de la proposition précédente. Ils définissent donc un A x+t f—modu]e a gauche
Py, at(Fy+) sur le site infinitésimal.
inf
On obtient le foncteur prolongement

P-AXT T Agy’f [ggt]-MOd — AXiTnf—MOd.

f

LEMME 4.2.4. — Le foncteur Py, g+ est exact.
inf’

Démonstration. En effet le 71 A4 5+ [G 4 +]-module & droite Ay [Grt_ 91]
est localement libre de rang 1.

Exemple 4.2.5. — 1) Le prolongement Pp ,  41(Oy1 /) du fais-
inf
ceau structural est le faisceau structural Oxt /g du site.

2) Le complexe de de Rham Q%+ /r est un complexe de R[G 4]

modules & gauche et son prolongement PRX;,M“% (2%, / ) est, par

du site.
X /R

construction, le complexe de de Rham €2

THEOREME 4.2.6. — Soit 2T un relévement plat sur R d’un schéma X
lisse sur Ry. Alors, le foncteur prolongement Py . 4+ est une équivalence
de catégories entre les catégories Ay |G %-T]—Modmet Axi -Mod qui est un
inverse canonique du foncteur de restriction naturel R o .

Démonstration. 1l est évident que si Fyt est un Ag+[Gyi]-module a
gauche, la restriction a 2T du Axi -module & gauche Py L (Fat)
coincide avec le Ayi[Gyi]-module & gauche Fy+. On a donc Disomor-
phisme canonique de foncteurs R4+ o P Axi 2T Id. Soit Fins un .AXiTnf_
module & gauche et notons F 4+ sa restriction & 2T, SiUT,r: U — X, est
un ouvert du site, la valeur du module P Axi,nfﬂ-f(]-f »+) au-dessus de UT
est :

— —1
PAxinf,%T(]'—%T)w = Ayt [Gut - 1] @r14,1(G, T Fat

qui est, en vertu du théoréme précédent, canoniquement isomorphe au
Ayt [Gut yrl-module Fpyi. Si WT U sont deux ouverts tels que W C U,
le diagramme suivant :

At Gt st ] @ 1 Ayt [Gut et ] @ 1™ F et =2 Ayt [Gyyt st ] @ 1 E Fys
T Ay (G T Ay [G o] = A1 [Ggr]

Awt (G 01] @ T F ot — Fipt
r Ay Gy
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est commutatif par la transitivité des morphismes (f) pour le triplet
(WT,U A T). On a donc canoniquement 'isomorphisme de foncteurs

PAX‘r ,%T OR%'T :Id
inf

Autrement dit, les foncteurs Py, 2+ et R4+ sont canoniquement inverses
inf’
I'un de l'autre. [ ]

COROLLAIRE 4.2.7. — La catégorie Ay+[G 51]-Mod des A 5+ [G 4t ]-mo-
dules a gauche ne dépend pas a équivalence canonique prés du relévement
2T de X dans Ie cas d’un relévement plat d’un schéma lisse.

En fait, si 3&”; et 3&”; sont deux relévements lisses de X, on a un dia-
gramme commutatif d’équivalences de catégories :

.A%-lf [g%-f]—MOd R — ./4%-21 [g%-r]—MOd
N\ v
Axi -Mod
ot les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur
horizontal est le foncteur image inverse ou directe (c’est comme on veut)

]:yf - ‘A%J [g%J_)%J] ®'A/f [ng] }—%J-

La catégorie Ayt -Mod des Axt -modules a gauche a toutes les proprié-
tés d’une catégorie de modules sur un espace topologique dans le cas d’un
schéma lisse. Par exemple :

COROLLAIRE 4.2.8. — Soit X un schéma lisse sur Ry et soit (U;,i € I)
une famille d’ouverts du site XJf ¢ telle que les ouverts Us, i € I, recouvrent
X. Alors, le foncteur qui a un faisceau Fiy¢ de AXTf—moduleS sur le site
associe ses restrictions JFy,,t1 € I, est une équivalence de catégories entre
la catégorie AXT f—Mod et la catégorie des faisceaux donnés localement :
les familles Fy, de Aw[guf]—modu]es i € I, munis d’isomorphismes de
recollement satisfaisant les conditions de cocycle.

Démonstration. Un isomorphisme de recollement entre Fyy, et JFy; au-
dessus de U; N U; est un isomorphisme de recollement de faisceaux de
A(UmUj)mf -modules sur le site {-adique de U; NUj, ce qui est équivalent, en
vertu de ce qui précéde, & un isomorphisme de recollement & leur restriction
a tout relévement de U; N U;. Les conditions de cocycle se traduisent en
conditions de cocycles pour les recollements de faisceaux sur des espaces
topologiques. On est ramené au recollement de faisceaux de modules sur
les espaces topologiques et de leurs morphismes, sans a avoir & invoquer le
recollement plus délicat de faisceaux sur un site. [ |
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4.3. Le faisceau J¢om 4, f(.7-'1 inf; F2inf) de deux .AX_Tf-modules a
gauche

Si F1inf €t Foint sont deux Axt f—modules a gauche, ou Ayt . est un fais-

ceau de R-algeébres, nous allons définir le faisceau J#om 4, . (Flint, F2int)
qui est un faisceau sur le site X;fnf de R-modules. Si UT est un ouvert,
le faisceau Jom a,, (Fyyt, Fayt) est un faisceau de Zariski sur U de R-
modules. Si 7T : W — 1T est un morphisme du site Xilf,

restriction (#),+ : 7 Fiy+ — Fiyt est inversible. On définit la restriction
(ﬁ)ﬂ : r_l %Omv‘\w (]:11/{Ta~7:21/ﬁ) — %OmAW‘r (*F1WT’~7:2WT)
par ¢ = (§),1 0 g o ((#)1) "

PROPOSITION 4.3.1. — La famille (U, #om a,, (F1yi, Fayt)) munie
des morphismes de restriction précédents (£),+ définit un faisceau, noté
Hom . (Fiint, F2int), qui est un faisceau de R-modules sur le site Xilf.

inf

le morphisme de

Démonstration. En effet, cette famille est de fagon évidente un objet de
la catégorie Fam(Ouv(XiLf)). ]

Remarque 4.3.2. — Le foncteur Fins — Somay, . (Axt f,]:inf) est ca-
noniquement isomorphe par construction au foncteur identique de la caté-
gorie des Ayt -modules.

Remarque 4.3.3. — Par contre, le lecteur prendra garde que les sections
globales du faisceau J€om 4, (F1yt, Fayt) ne sont pas, en général, les
morphismes entre F7 inf, Foinf au-dessus de U, et que Hom Ay (AUJ“ p Fint)
n’est pas égal, en général, a (U, Fing) = T(U, Ryt (Fing)). Clest 1a un point
important dans cette théorie.

4.4. Le faisceau Flint @4, Foint d'un Ayt f-module a gauche et
inf in
d’un Ayt -module a droite

Si F1inf est un Axt f-modules a droite, Foinf un Axt f-module a gauche
et Ut est un ouvert du site, le faisceau Fj g+ ® A Fout est un faisceau de
Zariski sur U de R-modules. Si 7T : WT — U est un morphisme du site

X;fnf7 on définit la restriction :
) r Fiur @4y Faur = Fiwt @4y Fawr

comme le produit tensoriel des restrictions.
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PROPOSITION 4.4.1. — La famille (UT, Fy 4+ ® A, Fayt) munie des mor-
phismes de restriction précédents (1), définit un faisceau, noté F1inf® A .

Foint, qui est un faisceau de R-modules sur le site XiTnf.

Démonstration. En effet, cette famille est de fagon évidente un objet de
la catégorie Fam(Ouv(XiLf)). ]

4.5. Les foncteurs de prolongement et de restriction

Soient A x . un faisceau d’anneaux sur le site et ¢/ un objet du site Xilf.
On a un foncteur de restriction :
Rut : AXiTnf—MOd — .AUT [gu’f]-MOd
qui & Fiyr associe Fyi. Nous allons définir un foncteur prolongement :

P_AX! 7Z/{T : ‘AZ/” [guf]-MOd — .AXiTnf/R-MOd.

f

Soient W' un ouvert du site, 7 : W NU < W linclusion canonique et Fy+
un Ayt [Gyi]-module. On définit :

Pax, ut (Fur)OVY) = ro (At wou (9w wavsut] @ FurlWNU).
Ay [Gutliwnu

La famille Py, g1 (Fy)(WT) définit de fagon évidente un faisceau
inf

PAX;'nf ut (Fui) de Axi -modules a gauche sur le site X/

PROPOSITION 4.5.1. — Soit un Ry-schéma lisse X. Alors, le foncteur
prolongement Py, 14+ est un adjoint a droite du foncteur restriction Ryt :
inf

Hom 6,1 (et 7, 7) = Homa (7 Py aa1?):

Démonstration. En fait, pour un ouvert U de X on a un foncteur naturel
de restriction :

Axt -Mod — Ayt -Mod
qui admet un adjoint a droite P Axy Ul Cet adjoint associe a un .AUiTn -

module a gauche ]:U:n . sur le site Uﬂ;f le A Xifnf—module a gauche F X} sur le

site Xi];]f dont la valeur sur un ouvert W' est le faisceau r, Fy i . WHwWNU).
L’adjonction de la proposition résulte alors de I’équivalence du théoréme
4.2.6. ]

De la méme fagon, on dispose du résultat suivant.
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PROPOSITION 4.5.2. — Soit un Ri-schéma lisse X, le foncteur de res-
triction Ry;+ admet un adjoint & gauche :

P'sznf Ut : HOIIl‘AXi,nf (Pz/ﬁ!?, 7) ~ HOID_Aw [Gui] (7, Rz/ﬁ?)-
Démonstration. Sir: W NU — W, on définit :

PAxi‘vnf ,uT!(]:uT)(WT) =n (AWHWmU[gWHWnU—mT] ® ]:LIT\WHU) )
AM' [gu']\WﬂU
ou 1y est le foncteur prolongement par zéro. La famille Py 1411 (Fy1) (W)
inf

définit de fagon évidente un faisceau Pa,, y411(Fyr) de Axt -modules a
inf’ in

gauche sur le site Xi];]f. Remarquons que le foncteur Py, 1 est exact.m
inf

COROLLAIRE 4.5.3. — Soit un Ri-schéma lisse X. Alors, les foncteurs
Ryt et Py, y+ transforment injectifs en injectifs.
inf

Démonstration. En effet, ils sont tous les deux adjoints & droite d’un
foncteur qui est exact. |

. , f
5. L’inclusion Gyt —

mf/R
THEOREME 5.0.4. — Soit 2T un schéma t-adique sur R. Le faisceau
G 9+ est alors un sous-faisceau de semi-groupes pour la structure multipli-

. . , t
cative du faisceau d’anneaux @%'T/R'

Démonstration. Par définition, les deux faisceaux Gy et -@,Txr sont

R
des sous-faisceaux du faisceau des endomorphismes Endr(O 4+ /g)- /Il suffit
de montrer que si g est une section du faisceau G 4+, sa réduction gs modulo
I* comme section de Endg, (Ox,/r,) est un opérateur différentiel d’ordre
borné par une fonction linéaire en s. Nous allons montrer qu’en fait g, est un
opérateur différentiel d’ordre s—1 avec s > 1. Par définition d’un opérateur
différentiel d’ordre s—1, avec s > 1, il suffit de montrer que si aq, . .., as sont
des sections du faisceau Ox_/p_, alors le s-commutateur ... [gs, as], ..., a1]
est un endomorphisme nul. Mais on a I’égalité d’endomorphismes

[ [gssas]s - a1] = (gs(as) — as) -+ (gs(a1) — a1)gs,
et comme pour tout élément a 'élément (gs(a) — a) appartient a l'idéal
engendré par I, Pendomorphisme [...[gs,as],...,a1] appartient a 'idéal
engendré par I° et est donc nul comme élément de Endg, (Ox, /g, )- ]
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COROLLAIRE 5.0.5. — Si P est un opérateur différentiel sur un schéma
t-adique plat 2 et g est un élément du groupe G4+, 'endomorphisme
gPg! est un opérateur différentiel.

Un peu plus généralement, on dispose du théoréme suivant.

THEOREME 5.0.6. — Soient Y — X un morphisme de R;-schéma, %t
et 21 deux schémas t-adiques sur R qui relévent Y et X, et ul et vt deux
morphismes de Gy i _, 9-+. Alors, pour tout s > 1 la réduction vy modulo I*®
de v' est un opérateur différentiel d’ordre s — 1 de la réduction u, modulo

I° de ’ll,‘r N ‘@YSEXS/RS = @iﬁRs(uglOXS/RS,OYS/RS) ([EGA IV4], §16)

Démonstration. La question est locale. Par définition d’un opérateur dif-
férentiel, comme élément du faisceau ompg, (u;'Ox, /g., Oy, /r,) d'ordre
s —1, s > 1, il suffit de montrer que si a1, ..., as sont des sections du fais-
ceau Ox /g, alors le s-commutateur [...[vs,us(as)],...,us(a1)], comme
élément du faisceau Homp, (u;'Ox /g, Oy, /R, ), est un homomorphisme
nul. Mais on a 1’égalité d’homomorphismes :

[ [vs,us(as)], - . us(ar)] = (vs(as) — us(as)) -~ (vs(a1) — us(ar))vs,

et comme pour tout élément a, 'élément vgs(a) — us(a) appartient a l'idéal

engendré par I, Phomomorphisme |[...[vs, us(as)], ..., us(a1)] appartient
a l'idéal engendré par I° et est donc nul comme élément du faisceau
%OmRs(ugloxs/Rs,Oys/Rs>. |

COROLLAIRE 5.0.7. — Soit un Rj-schéma lisse X, le faisceau Gt . est

un sous-faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau

, T
d’anneaux @Xifnf/R.
Démonstration. En effet, par construction, pour tout ouvert ' du site,
Iinclusion G+ — @gﬁ /R commute aux restrictions pour tout morphisme
du site. -

COROLLAIRE 5.0.8. — Soient V' un anneau de valuation discréte com-
plet, et AT une V-algébre t-adique lisse munie d’éléments x1, . . ., x,, tels que
{dx1,...,dx,} est une base du module des formes différentielles séparées
Q4+ )v. L'application qui a un élément g du groupe G 4+ associe

(g) = (61(9), - -, 0n(9)) == ((g = V(1) (g = 1)(zn))
est une bijection du groupe G 4+ sur (mA")". L’application inverse associe
aa=(ai,...,a,) lopérateur différentiel

— [e3 [e3 o, a1 [e3
0, = E a®Ag, aveca® :=ail---ap".

a€eNn
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Démonstration. En effet, comme g est un opérateur différentiel en vertu
du théoréme 5.0.4, il est égal en vertu de la premiére partie du théoréme
du symbole total 2.4.2 & la série

Z anAY,  avec a, = Z (Z) (—z)Pg(z=P).

aENn 0<B<a
Mais comme g est un morphisme d’algébres, on a ’égalité :
aa = (g(z1) —21)* -+ (g(an) — zn)*",
ce qui montre que g est complétement déterminé par
§(9) = (g(z1) —z1,. .., g(zn) — zn).

Réciproquement, en vertu de la deuxiéme partie du théoréme du symbole

total 2.4.2, si aq, ..., a, sont des éléments de I'idéal mAT, la série :
0= Y a®AY
aeNn

est un opérateur différentiel qui est un morphisme d’algébres, en vertu de
la formule de Leibniz, et qui se réduit a l'identité modulo m. |

Remarque 5.0.9. — On remarquera que les applications d; sont des dé-
rivations intérieures :

0i(g192) = 0i(g1) + 910i(g2)-

Le corollaire 5.0.8 produit localement beaucoup d’éléments du groupe
(;AT

COROLLAIRE 5.0.10. — Soient V' un anneau de valuation discréte com-
plet, At une V-algébre t-adique lisse munie d’éléments 1, . .., x, tels que
{dx1,...,dzx,} est une base du module des formes différentielles séparées
Qaiyv, et 21 le V-schéma t-adique associé a I’algébre At. Alors, le groupe
G 4+, qui est aussi I’ensemble des sections globales du module de transfert
Gyt _ 9t en vertu de ’équivalence 2.2.8, est non trivial.

Remarque 5.0.11. — A partir de 14, le théoréme du symbole total donne
des conditions nécessaires et suffisantes de recollement pour qu’une famille
d’éléments définissant des sections locales du faisceau G4+ définissent une
sections globale, donnant ainsi un moyen éventuel de construire des élé-
ments non triviaux du groupe G 4+ d’une algébre t-adique lisse A globale.
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6. La catégorie (.@)T(T R Sp)-Mod des Modules a gauche
inf

spéciaux sur le site infinitésimal et la cohomologie de de
Rham f-adique

Soit X un Rj-schéma lisse. En vertu du paragraphe précédent, on a sur
le site infinitésimal X;fnf le faisceau .@;}T /R des opérateurs différentiels,
inf
qui est un faisceau de Ot ./ pr-algébres. On dispose donc de la catégorie

7 -Mod des 21 ;

X! /R pon -modules a gauche.

/R

Nous allons définir une sous-catégorie pleine fondamentale de la caté-
gorie .@;{Lf / r~Mod, a savoir la catégorie (‘@;ﬁ,f IR Sp)-Mod des modules a
gauche spéciaux ; c’est elle qui va nous permettre de définir la cohomologie
de de Rham f-adique d’un schéma lisse sur R; ainsi que les opérations co-
homologiques pour cette cohomologie. Nous commencgons par définir cette
catégorie a ’aide des morphismes de transfert ce qui est essentiel pour
les opérations cohomologiques et nous montrons que cette définition est
équivalente & celle de I'introduction.

6.1. Le module de transfert @i\”ﬁw/
ouverte

r pour une immersion

Soit T : Wi — Ut un morphisme du site XiTnf. Pour tout s > 1 le
morphisme rf donne naissance & un morphisme de schémas 7, : W, —
Us sur Rs. On peut considérer le faisceau des opérateurs différentiels R-
linéaires

Py rsv. v, = W k. (r~'Ou./r,» Ow,R,)
de r~'Oy, /g, dans Ow_ /g, qui est par définition un faisceau d’anneaux
filtré ([EGA IVy], §16).

DEFINITION 6.1.1. — Soit v : Wi — U un morphisme du site Xi];]f.
On définit le module de transfert :
z1
‘QWTﬂuT/R

comme le sous-module de %omR(r_lOw/R, Owt/r) des morphismes de
faisceaux de R-modules qui se réduisent modulo I° a un opérateur diffé-
rentiel de @Wths/Rs
linéaire en s.

dont le degré est localement borné par une fonction
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Le module de transfert @;ﬂv est un (@1]:\”/3’ T—1@£{

de fagon naturelle.

LUt/ T/R)—bimodule

THEOREME 6.1.2. — Soit ' : Wt — UT un morphisme du site XL{.

Le module de transfert @;ﬂv ne dépend pas du morphisme d’al-

t—=Ut/R
gebres % - 77 Oyt g — Oyt g choisi et est un ril‘@gﬁ—module a droite
localement libre engendré par le faisceau de transfert Gyyi -

Démonstration. Soit P une section du module de transfert construit
sur r*. En vertu du théoréeme 2.2.10, le morphisme r* est inversible :

*—1

71 Oyt g = 77 Oyt g En vertu du théoréme 5.0.6, la réduction r

est un opérateur différentiel d’ordre s — 1. Le morphisme Q := r*"1o P
est un morphisme de Endr(Oytjw/r) dont la réduction modulo I* est un
opérateur différentiel composé de deux opérateurs différentiels et dont le
degré est une fonction localement bornée par une fonction linéaire en s,
somme de deux fonctions localement bornées par des fonctions linéaires en
s. C’est donc par définition un opérateur différentiel @ de T'(W, @LT{HW / R)-
On a alors la factorisation :

P=r"oQ.

Si 7* est un autre relévement de r, on a la factorisation r* = r’* o g,
ol g est une section globale du faisceau de groupes Gy iy et est donc un
opérateur différentiel de @g,

W/ R L’egalité :

P=r"oQ=1"0go0Q

montre que si P est un opérateur de transfert construit sur r*, alors c’est
aussi un opérateur de transfert construit sur r"*. Comme r* est inversible,
cela montre la derniére assertion. D’ott le théoréme 6.1.2. [ |

DEFINITION 6.1.3. — Soient un R;-schéma lisse X et W, Ut un couple
d’objets du site infinitésimal avec r : W < U. Le module de transfert

a7
Wisut/R
induits par des morphismes de schémas t-adiques qui relévent I’inclusion.

est défini comme recollement des modules de transfert locaux

En vertu du théoréme précédent, le module de transfert est un sous-
(Pt )50 Dy )-bimodule bien défini de Homp(r= Oyt g, Ot /r)-

Cette définition impose que X soit lisse pour garantir 1’existence de
relévements locaux.
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6.2. La catégorie des @;r

inf

(7%

-modules a gauche spéciaux

Sp)-Mod

/R
it/ R

Le module de transfert pour une immersion ouverte permet de définir la

catégorie des @;T -modules a gauche spéciaux.

inf/R
DEFINITION 6.2.1. — Soit X un R;j-schéma lisse. Un ‘@;ﬂ /R—modu]e
inf
a gauche spécial M;fnf sur le site Xi];]f est la donnée, pour tout ouvert Ut

;
uts

couple (WT,U") d’objets du site X! avecr: W — U, d’un morphisme

inf?

du site Xi];]f, d’un @LT/R—module a gauche M et la donnée, pour tout

de ‘@;ﬂw/R—modu]eS a gauche :
. t —1 g gt t
(o) : @WT—MT/R ®T*19&+/R r MZ/{T/R — wa/R.

En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :

1) pour un couple (U'|W,UT), avec r : W < U, on a ML”W =

./\/ILT |W et le morphisme (¢) coincide avec le morphisme canonique,

2) pour un triplet (W'T, WH U™, avec ' : W' — W et r: W — U, le
diagramme suivant est commutatif :

Dot )0 T N Prsgt )0 @7 M) Dl g ® (ror' ) TEMY,

—1g —1g —1g
r’ QXYV*/R r QJ{V/R (ror’) 91;%/3

T

i 1t
, _— .
@W’T%WT/R®T”19£\” M My

/R wi

. . t N .
Munis des morphismes naturels, les .@Xifnf / gp-modules a gauche spéciaux

forment une catégorie.

Notation 6.2.2. — On note (2!

X1 R Sp)-Mod la catégorie des @;{T

inf

/R
modules a gauche spéciaux.

PROPOSITION 6.2.3. — Soit X un R;-schéma lisse. Un 71 T

! -module
inf

/R
a gauche spécial M/ est un Rxt -module sur le site X;fnf et pour tout

inf

couple d’objets (W', UT) avec r : W < U le morphisme

(o) : Dyt ut/r ®,1g), rIM - M

prolonge le morphisme de restriction géométrique :

(#) : R[Gwiut] @r-1R[G,] T_lMLT - MI/W-

En particulier, Iaction du groupe G4+ sur ./\/lLT se fait a travers celle de

i
Dyt p-
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Démonstration. En vertu du théoréme 5.0.4, un module ;' i p-module &
gauche est un R[G;si]-module & gauche. En vertu du théoréme 5.0.6, toute
section locale du module Gyt _,;y+ est un opérateur différentiel. Il en résulte

un morphisme canonique :

R[gWTﬂuT] - glth—ﬂ,{T/R

qui induit un morphisme :
—1
R[gWT%Z/{T] r— YR[Gyt] o M — @;ﬂw_)z,ﬁ/}{ ®T71@J{*/R r MLT

Les conditions de la proposition 4.2.1 sont satisfaites et un 9 / p-module
lnf

a gauche spécial est bien un R X1 -module sur le site X, . dont I'action du

inf

groupe Gyt sur /\/luT se fait a travers celle de @ ut /R [ ]

PROPOSITION 6.2.4. — Soit X un Rj-schéma lisse. La catégorie des
modules a gauche spéciaux (.@;ﬂ /R, Sp)-Mod est une sous-catégorie pleine

de la catégorie @ i /R-Mod des @ i /R—modules a gauche.

Démonstration. Si /\/l L est un @ -module a gauche spécial et rf

Xie/R
est un morphisme W' — YT, alors on a un morphisme de restriction :

DU, M) = T(W, M,y ) = TV, M)

qui provient du morphisme (¢) et qui commute par construction avec l’ac-
tion des opérateurs différentiels. [ ]

Réciproquement, on a ce qui suit.

PROPOSITION 6.2.5. — Soit X un R;-schéma lisse. Un @ t R -module
a gauche est spécial si et seulement si 'action geometmque (jj) de Gyt .

se fait a travers 'action de .@

/R
Démonstration. Par construction, 'action de gxt sur un .@ mf/R
module & gauche spécial se fait & travers celle de @ pony . Soit M L UL
QT Xt/ p-mmodule & gauche dont I'action géométrique de G anf se fait a tra-

vers celle de @ t R et soit (WT,UT) un couple d’ouverts du site avec
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W C U, on a alors le morphisme canonique :
(1) : RIGwiut] @-1Rig) 77 My = My
et aussi un autre morphisme canonique :
-1 T -1
R[gWTHLﬁ] ®r*1R[gw] r MZ{T - @V\)T_ﬂ,{T/R ®T71@£{"/R r MZ{T )
et il s’agit de voir que le morphisme (§) se factorise a travers un morphisme
de ‘@;ivf p-modules & gauche

(o) : Pt it/ m 198, rIM = M

/R

Si r* est une section locale de Gyt 1, elle engendre @;} comme

Ut /R
T’l.@LT” / p-module a droite, on fait alors correspondre :

(D r Pi@mag) " (3 Pt ).
d’otl une application bien définie qui est un morphisme de 91];\;1 / p-modules

a gauche. Cette application ne dépend pas du générateur r* parce que
précisément Paction de Gy se fait a travers celle de 91];\/T /R La famille

./\/ILT munie des morphismes (¢) ainsi définis a toutes les propriétés de la

définition d’un @;ﬁ,f / p-module a gauche spécial. [ |
Remarque 6.2.6. — La proposition précédente montre que la définition

simple des modules spéciaux de 'introduction coincide avec la définition a
I'aide des modules de transfert. Mais c’est cette derniére qui est essentielle
pour les opérations cohomologiques des chapitres qui suivent.

THEOREME 6.2.7. — Soient X un Ry-schéma lisse et M;fnf un @;{T IR
inf

module & gauche spécial. Alors, les morphismes de restriction

. ot —1 gt T
(o) : Dwiut/r Orrgl W " My = Moy

sont des isomorphismes de ‘@11;\” / p-modules a gauche.

Démonstration. La question est locale et puisque on est dans le cas lisse
il existe toujours une section locale r* du faisceau Gyyr_,;4+ qui est inver-
sible. Si myy+ est une section locale du faisceau ML\”, elle provient de la
: * *—1 : I -1 T
section locale 7* ® r*~ myy+ du faisceau @WT—MT/R ®T,1@%/R T M

Le morphisme (¢) du théoréme est surjectif. Le faisceau ‘@;ﬂv est un

f—sUt/R
r‘l@gﬁ-module a droite engendré localement par r*. Toute section locale
du produit tensoriel est de la forme r* ® my,;+ dont 'image est nulle si et
seulement si my,+ est nulle. Le morphisme (¢) du théoréme est injectif. m
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Remarque 6.2.8. — Dans le cas lisse, si /\/ljnf est un @;T -module

inf/R
spécial de valeur MLT sur un ouvert 4T, alors sa valeur est canoniquement :

T T
Dt sut/r ®@;‘,/R My
sur tout ouvert W qui reléve U, et c’est en cela qu'il est spécial. Autrement
dit, un module spécial est canoniquement déterminé par sa restriction & un
relévement particulier.

DEFINITION 6.2.9. — Soit 21 un relévement plat sur R d’un schéma
X lisse sur Ry et soit MJ;H un @;T/R—modu]e a gauche. On définit le

prolongement PW(MDT) de MT/T comme le @;} -module a gauche

i
inf/R
spécial dont la valeur sur un ouvert U, r: U < X, est le .@;T/R—module a
gauche :

t —1pgt
Dyisat/r Or-1g,, 7 My

Par construction, le prolongement Pm(/\/llf%) d’'un .@;w / p-modules &

gauche MJL,.T est un @;{T -module spécial, les conditions de transitivité
~ inf
étant automatiques. On obtient ainsi un foncteur

Py : DhyijMod = (Zk1 . Sp)-Mod.
LEMME 6.2.10. — Le foncteur prolongement P,-: est exact.

Démonstration. En effet, ‘@;T%&YT/R est un ril‘@{;.T/R—module & droite
localement libre de rang 1.

THEOREME 6.2.11. — Soit 2T un relévement plat sur R d’un schéma
X lisse sur R;y. Le foncteur prolongement P4+ est une équivalence de ca-
tégories, qui est un inverse canonique du foncteur de restriction Ry .

Démonstration. Il est évident que le composé R 4+ 0 Py-+ est canoniquement
isomorphe au foncteur identique de la catégorie ‘@;.T / r~Mod. Soit ./\/ljnf un

t
@XT /R

inf

de module spécial on a un isomorphisme canonique :

-module & gauche spécial et soit UT un ouvert du site. Par définition

n T_lMva = MZ{T

. T
(o) : Dt 2t r Brgl, y

de @Z{T / p-modules a gauche. Si W, U sont deux ouverts avec W C U, on
a le diagramme :
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T —1t —1AqT o~ gt —1 AqT
Pwisuiir @ T Dyisgip @ T My = Dys iyg @ 77 My
—1]‘(‘ 7le *le

ut/r 21/ R Uui/Rr
T —1gt =~
Doty @ T Dy My
“1gt
T Qy.%/R

qui est commutatif en vertu de la condition de transitivité des mor-
phismes (¢) pour un module spécial. Cela exprime que le composé Py o
Ry 7¢ est canoniquement isomorphe au foncteur identique de la catégorie

(Z%+ /5 Sp)-Mod. n

Exemple 6.2.12. — Si U' est un ouvert, la valeur du prolongement
Pyi(Ogt/p) en U est le faisceau Out/r et donc Py+(Og /) = Oxt /g,

in

alors que la valeur du prolongement Pg-f(@;- / R) en UT est le faisceau

@Z{T%%T/R et donc P@‘T(@;-/R) n’est pas isomorphe a @ LR

COROLLAIRE 6.2.13. — Soit un R;i-schéma lisse X . Alors, la catégorie
Q]T/R Mod des .@;T/R—modu]es a gauche ne dépend pas & équivalence

canonique prés du relévement t-adique plat 21 de X s’il existe.

En fait, si %T et %T sont deux relévements plats de X, on a un dia-
gramme commutatif d’équivalences de catégories :

7 Mod 2" . Mod

2R
N\
(9X

2R
t R Sp)-Mod

ou les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur
horizontal est le foncteur image inverse ou directe :

M;T — g1
2]

T
212 /r 9 M

gt
21/R &2

ou le module de transfert 9 est défini par le théoréme 6.1.2.

-2, /R
PROPOSITION 6.2.14. — Soit X un R;-schéma lisse. La catégorie des

modules a gauche spéciaux (@;T /R Sp)-Mod est une sous-catégorie abé-
inf

lienne de la catégorie @ ' r~Mod.

Démonstration. En effet, si u : M;fnf — /\/‘:Lf est un morphisme de la ca-

tégorie des modules a gauche spéciaux (@;{T /R Sp)-Mod son noyau Ker(u)
inf

et son conoyau Coker(u) sont des Ryt -modules sur le site. Si WH Ut est un
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couple d’objets du site avec r : W — U, la suite exacte de @Z{T/R-modules
a gauche

0 — Ker(u)y+ — MLT — NZ{T — Coker(u)y+ — 0

donne naissance par platitude (le r*1@; -module & droite .@;}

t/R tSut/R
étant localement libre de rang 1) a la suite exacte de ‘@i\ﬁ / p-modules a
gauche :

0— ‘@ivmw/n/ ® rt Ker(u)yr — @%THW/R ® 7’_1/\/121T —

1t —1gt
r @M'/R T Eﬂw/R

= Pt yn ® 7N = Dl s /5 @ 17" Coker(u)yr — 0,

—1gt —lgt
T Py ™ Py

qui montre que le noyau et le conoyau du morphisme u sont des .@;{T

inf/R_
modules a gauche spéciaux. [ |
Remarque 6.2.15. — Le théoréme 6.2.11 et son corollaire précédent

constituent le succés le plus remarquable du point de vue du site infini-
tésimal Xilf. De plus, les isomorphismes de restriction (¢) des modules
spéciaux du théoréme 6.2.7 correspondent & la rigidité des cristaux de Gro-
thendieck [Gs], et la propagation des modules spéciaux du théoréme 6.2.11
correspond a la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais
alors que la catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que
pour les variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules
spéciaux semble fournir une bonne théorie cohomologique pour les variétés
éventuellement ouvertes, comme l'illustre la premiére démonstration du
théoréme 13.4.7 de 'expression cohomologique p-adique de la fonction Zéta
d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.

6.2.1. Soit 2t un relévement plat de X, on a alors deux foncteurs
P@! s et Py et nous allons étudier leur rapport. On a deux mor-
phismes canoniques de faisceaux d’anneaux : l'injection canonique, et la
surjection canonique qui & un élément de 'algébre du groupe ) Py.ga
associe 'opérateur différentiel ) Poga :

DY s DY

2T/R (Z'T/R[g%'f] = ‘@Z

2t /R
Le morphisme composé surj o inj est l'application identique, alors que
inj o surj n’est pas 'application identique. Si bien qu’on a deux foncteurs
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canoniques de restrictions des scalaires :

surj”®

Dy g Mod = 7T/R[Q]T]Modl Py ) -Mod.

2t JR
Le foncteur composé inj* o surj* est le foncteur identique, mais le foncteur
surj* o inj* n’est pas le foncteur identique.

PROPOSITION 6.2.16. — Soient un Ry-schéma lisse X et 2T et un rele-
vement plat. On a un isomorphisme canom'que de foncteurs de la catégorie

@1 Mod :

2t r~Mod vers la catégorie @

Xl /R

P_+ e OSUri™ >~ Pyt
%X! f/R”?’/T J z

Démonstration. Soient MTM un .@iw / p-module a gauche et U T un ouvert

du site X;fnf. On a alors un morphisme canonique :
T i =1 p471 i 1
@w/R[gMH%T]®r—1@;vm[gw]r Mgy = @Z/{THX?/”T/RQ@T*l@;‘, M?/r ’

qui commute aux restrictions, et il s’agit de voir que c¢’est un isomorphisme
de 9/ ut) p-modules a gauche. Le probléme est de nature locale. Soit rf un

relévement local de Dinclusion U — X. Alors, 2 oy R[gw_> 2-t] est engendré

par r* comme 7~ 2! Py rlG 2 t]-module a droite et 2] est engendré

Ut—=21T/R
par r* comme ril‘@{;.T/R—module a droite en vertu du théoréme 6.1.2, ce
qui montre que le morphisme est a la fois surjectif et injectif. [ |

Remarque 6.2.17. — Le foncteur Pg+ o inj* n’est pas isomorphe au
fonct P .
oncteur s

Remarque 6.2.18. — Remarquons aussi que le faisceau structural du site

infinitésimal f-adique Oxt ./R ¢st, par construction, un 9 /R -module a
mn lnf

gauche spécial et est le prolongement du faisceau structural O g1/ d'un

relévement. Mais le faisceau .@ n’est pas spécial, parce que I'action de

/R
Gyt . par automorphismes 1nter1eurs est distincte de 'action différentielle

a gauche Autrement dit, il n’existe pas de morphisme canonique

() : ‘@1J£VT—>Z/{T/R - 9}, Wt/R
en général.
Remarque 6.2.19. — Bien que la catégorie .@ t R -Mod ait bien un sens

dans le cas singulier, elle ne semble pas avoir des propriétés intéressantes.
Dans le cas singulier la théorie en caractéristique nulle nous enseigne de
procéder autrement et & notre avis cela ne posera pas de difficulté une fois
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surmonté tous les problémes que posent le cas d’'un morphisme, sans hy-
pothése restrictive, de schémas lisses. Aussi, dans tout cet article le lecteur
ne perdra rien d’intéressant en supposant que le schéma X est lisse sur R;.

Si X est lisse sur R la catégorie de modules spéciaux est un champ :

THEOREME 6.2.20. — Soit X un R;-schéma lisse alors la catégorie
(@;t /R Sp)-modules & gauche spéciaux est un champ sur X, c’est-a-dire
inf
ses objets et ses morphismes sont de nature locale sur X.

Démonstration. C’est une conséquence directe de 1’équivalence fonda-
mentale 6.2.11. |

6.3. La catégorie des modules spéciaux a suffisamment d’objets
injectifs

Nous allons montrer que la catégorie des modules spéciaux a suffisam-
ment d’injectifs, bien que ce ne soit pas une catégorie de modules, ce qui
nous permettra de dériver les foncteurs exacts a gauche et, en particulier,
de définir la cohomologie de de Rham f-adique en toute généralité.

THEOREME 6.3.1. — Soit un Ri-schéma lisse X .
La catégorie (9;(1 R Sp)-Mod a suffisamment d’objets injectifs.
inf

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme 6.2.11. Soit
Ut un ouvert et MLT un @Z{
prolongement P+ par :

PZ/[T (MZ{T)(WT) =T (@%HWQU—HJT/R ®T71@;“/R T_lMLT)

t p-module a gauche, on définit le foncteur

ot W' est un objet du site Xilf et r: WNU < W linclusion canonique.
On obtient un adjoint & droite du foncteur restriction Ryt (exact & gauche)
et donc transforme injectif en injectif.

Si maintenant /\/lgnf est un @;( -module & gauche spécial, T un ouvert

t
int/ R
et Ryt (Mjnf) — IZLT un plongement dans un @Z{T / p-module a gauche
injectif alors

Pyt on(MT ) = Pw(IZ,T)

inf

est un plongement dans un @;T

inf

/ p-module & gauche spécial et injectif. Si

{Z/lf,z' € I} est une famille d’ouverts du site tels que {U;,7 € I} est un
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recouvrement de X, le morphisme produit

1nf H

iel
est un plongement dans un @;T R -module & gauche spécial et injectif
comme objet de la catégorie (.@XT /R Sp)-Mod. [ ]
inf

Remarque 6.3.2. — Attention : Un 9 /R -module & gauche spécial

qui est injectif comme objet de la catégorie (@ Sp)-Mod n’est pas

XT /R’
en général injectif comme objet de la catégorie @ o p-Mod. C’est 1a une
différence essentielle, voir 8.4.9. C’est un autre pomt important dans cette

théorie.

6.4. La cohomologie de de Rham f-adique

Si X est un schéma lisse sur R;, on note (@;{T IR Sp)-Mod la catégorie
inf

des @ -modules & gauche spéciaux sur le site infinitésimal Xi];]f de X.

Xle/R

La catégorie (@;{T R Sp)-Mod est abélienne et admet suffisamment de
inf
i
Ixt/m
note D* ((QTT /R,Sp) Mod) sa catégorie dérivée. On peut donc dériver
Sp)-Mod,

-modules spéciaux injectifs, en vertu du théoréme précédent. On

tout foncteur covariant exact a gauche de la catégorie (QXT R

et en particulier le foncteur :

M

inf

Ty T
= Hom@;gnfm,sp(@xinf/mMinf) = Hom@;f o (Oxt /r, Miye),

dont on notera Ext? (Oxt /g, Mmf) les foncteurs dérivés.

Xint /RSP

DEFINITION 6.4.1. — Soient X un schéma lisse sur R et /\/ljnf un com-

plexe de la catégorie DJF((@Jr Sp)-Mod). On définit la cohomologie de

Xit]f/R,

de Rham t-adique de X a coefficients dans /\/ljnf comme les R-modules
Hpr(X/R, Mmf) = EXt 7Sp(OXiTnf/R7M3nf) .

T /R

En particulier, on définit la cohomologie de de Rham t-adique de X comme :

Hpp(X/R) := Hpp(X/R, Ox} /r) := Ext}, sp(Oxi, /0 Ox /)

xr /R’
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Les modules de cohomologie H},,(X/R, M;fnf) sont donc les modules de
cohomologie du complexe :
DR(X/R,M],;) == RHom,; ¢ (Oxi /. M),

7dl
Qxi'nf/R’

vu comme foncteur dérivé a droite du foncteur :

inf n

T T
Ming = Homgy (O /m Mine)
de la catégorie des modules spéciaux qui a suffisamment d’injectifs dans
la catégorie des R-modules. De plus, I'action de R sur ces modules se fait
a travers le morphisme canonique R — R de R dans son complété séparé
pour la topologie I-adique.

THEOREME 6.4.2. — Soient 21 un relévement plat d’un R;-schéma
lisse X et MJI,T un complexe de DJF(@ZKT / r)- 1l existe des isomorphismes
canoniques de R-modules :

Bxty Ot Miy) = Bxtiy

1l I
Xint/ B

Sp(oXiTnf/Ra Py (MT/T))

En particulier, il existe des isomorphismes canoniques :

a1,

Extys  (OztmOziyp) 2 Bxty o (Oxf /rOxf,/r)-
- inf

/R

Démonstration. Soit /\/liggT un complexe de D+(@;T/R)

lution -@ixr / g-injective de MJ;H alors, en vertu du théoréme 6.2.11, son pro-

et I;.T une réso-

longement canonique Py (I?L/r) est une résolution injective de Py-+ (MT%T)

dans la catégorie (@;

plexes de R-modules :

"R Sp)-Mod. D’autre part, le morphisme de com-
inf

Hom,: (Oy+t/p,Zh..) ~ Hom,; Oxt p Pyt (T

@%,"/R( 2ZT/Ry %t) gxfnf/R’Sp( X, /R A X ( 5{’[)))

qui est un isomorphisme, induit en particulier un isomorphisme de leurs
cohomologies, réalisant ainsi les isomorphismes du théoréme. [ ]

En particulier, la cohomologie de de Rham f{-adique d’un schéma lisse
coincide avec la cohomologie de de Rham d’un relévement quand il existe,
et la cohomologie de de Rham f-adique d’un relévement lisse ne dépend
pas & isomorphisme canonique prés du relévement et coincide donc avec la
définition de I'article de recherche [M-N1]. On a alors résolu notre probléme.
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Un peu plus généralement, si R — S est un morphisme d’anneaux, on
note
— T gt
Oxo/s = Oxlyn @RS, Txy 15 = Pxt n@r S
les faisceaux obtenus par changement de base. Le faisceau de groupes G+ .
opére & gauche sur les faisceaux Oyt /S 91 et ’on dispose de la caté-

Xhe/S
gorie (21

- Zil _ ; - .
X! /8" Sp)-Mod des QXi—tnf /s modules & gauche spéciaux sur le site

infinitésimal Xi];]f de X qui est abélienne et qui a suffisamment d’injectifs.
On peut donc considérer la théorie précédente sur S.

DEFINITION 6.4.3. — Soient X un schéma lisse sur Ry et ./\/ljnf un com-
plexe de D+((@;i /55p)-Mod). On définit la cohomologie de de Rham
inf

t-adique de X a coefficients ./\/l;fmf relativement & S comme les S-modules
Hpyp(X/S, Ml ) = Ext:j;inf/sﬁsp(oxifnf J5 ML)

En particulier, on définit la cohomologie de de Rham t-adique de X comme

Hr(X/S) = Hpp(X/S,0x1 /g) = Extl,

i El
Xing/5

sp(Oxt /5, Oxf /s)-

Le cas le plus important pour l'instant est 'extension V' — K, mais les
extensions V' — Vi, s > 1 sont aussi intéressantes et semblent donner lieu
a des questions non sans intérét.

6.5. Le foncteur de de Rham fj-adique local

Soit X un R;-schéma lisse et soit Mod(Rx) la catégorie des faisceaux
de R-module sur X muni de la topologie de Zariski. Nous allons définir un
foncteur prolongement des faisceaux de R-modules :

Py : Mod(Rx) — Mod(Rx ).

Si Fx un faisceau de R-modules sur X, on lui associe le faisceau F P

dont la valeur sur un ouvert YT du site X;fnf est le faisceau Fyy et dont la
valeur sur un morphisme du site W' — U est le morphisme de restriction
]:U|W — }—W-

THEOREME 6.5.1. — Le foncteur Px est une équivalence de catégories
de la catégorie Mod(Ry ) dans la sous-catégorie des intnf—modu]es sur le
site infinitésimal Xi];]f sur lesquels I'action du faisceau de groupes G X1 est
triviale.
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Démonstration. Un RXiTnf-module sur le site dont I'action de G X} est
triviale est un RXifnf—module Fint tel que pour tout ouvert Ut Paction du
faisceau Gyt sur le R-module Fy+ est triviale. Soit un couple d’ouverts
UT, W) avec r : W C U et W affine. Il existe alors un isomorphisme
canonique de R-modules :

—1
r .FZ/[T:‘FWT-

En effet, en vertu du critére d’affinité f-adique 2.2.1 I'ouvert UT|W est af-
fine et, en vertu du théoréme des relévements 2.3.2, 'inclusion r : W C U
admet des relévements rT. Il existe des morphismes de restriction (#),+ :

t

r= 1 Fye =~ Fypi. Si TI,TQ sont deux relévements, les restrictions (1), 1, (#), 1
1

T
différent par une restriction (#),, ot g est une section de Gyyi qui 0pér2e
trivialement par hypothése. Deux relévements induisent la méme restric-
tion. Pour tout couple d’ouverts UT, Wt avec r : W C U on obtient un
morphisme canonique r~'F;+ — Fypt, qui est défini localement et qui est
un isomorphisme. A un tel RXifnf—module Finf €t & un ouvert affine U on

associe le Ry-module défini par
]:U = lim fut,
— Yyt

ot la limite est prise pour tous les ouverts Ut du site qui relévent U. On
obtient ainsi un faisceau de Zariski défini localement qui définit un inverse
au foncteur Pyx. m

Remarque 6.5.2. — En fait, le théoréme précédent vaut pour les caté-
gories des ensembles.

COROLLAIRE 6.5.3. — Si /\/’jﬂf et M;fnf sont deux @;{ifnf/R—modules a

gauche spéciaux, l'action du faisceau de groupes Gyt . sur le faisceau :
in

1 1

T Ty = T T
Sp (Mnf’ Minf) - %Om@;, /R(Mnf’ Minf)
inf

est triviale, qui est alors un faisceau de Zariski de R x-modules sur X.

Démonstration. En effet, par construction un élément du groupe g agit

1 1

par définition 4.3.1 par ¢ — geg~ ", mais comme g et g~ sont des opé-

rateurs différentiels, en vertu du théoréme 5.0.4, et que ¢ est .@;ﬂ IR
inf

linéaire, cette action est triviale et on applique le théoréme précédent. m
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COROLLAIRE 6.5.4. — So11:/\/lnf un complexe appartenant a la catégorie
((@T t R Sp)-Mod). Le foncteur

Mlnf = R%OT/L ('A/;nf’ 1nf>
mf/ S
est un foncteur exact de catégories triangulées de D+((.@;ﬂ /R Sp)-Mod)
inf

vers D+(RX).

Démonstration. En effet, le complexe R #om Sp(M‘Lf’M;rnf) se
Xing/ B’

représente par le complexe :

Hom? N,
jt /R,Sp( 1 X1 /R

‘Lf’ mf) %Om (N‘Lf’ IiTnf) ’

1

ot IiTnf est une résolution injective de ./\/ljnf dans la catégorie des modules
spéciaux, qui est un complexe pour la topologie de Zariski de X en vertu
du corollaire précédent. [ |

PROPOSITION 6.5.5. — Soient NiTnf et /\/lT deux 9 t /R—modu]es a
gauche spéciaux. Il existe alors un isomorph1sme canomque

Hom.@;d /R (Mnf’ Mlnf) (X %Om (Mnf’ Mmf))

Démonstration. Comme :

Hom@;gnf/ (an’ 1nf) Hom@;g IR (an7 mf)a

1 1

(N nfs mf) est la donnée pour tout ouvert

un élément ¢ de Hom :

7
Xinf

U' d’un morphisme ;' T/R—hneaure Oyt - ./\/Z{T — MLT tel que pour tout
morphisme T : WI — Ut on ait 'égalité :

-1
oyt = ()t 0 Put|w © (ﬁ)rr .
En particulier, pour tout ouvert &, le morphisme ¢ définit une section de

F(Ua %Om@;T/RSp(NJ{TaMLT)) (U %OmQT IR (Mnf’Mmf))

En prenant un recouvrement de X par des ouverts affines, on trouve que
¢ définit des sections locales qui se recollent, donc une section globale du

faisceau J#om P (Mnf, mf) Réciproquement, une section globale
inf

de ce dernier faisceau détermine un morphisme Mnf mf [

Remarque 6.5.6. — Dans le cas des modules spéciaux, c¢’est 1a un point

tout & fait remarquable qui est & la base du succés des modules spéciaux
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contrairement a la situation générale 4.3.1, une section globale du faisceau
de Zariski :

%Om (an’ 1nf) = %Om@T + (an’ 1nf>

1 1
X1 f/R’ Xing/

est un morphisme global : N . — M

COROLLAIRE 6.5.7. — En particulier, pour des complexes spéciaux J\fl];f
et MT > la cohomologie du complexe RHomJT Sp(]\/llf,./\/ljnf) n’est
f

rien d’autre que I’hypercohomologie au-dessus de X du complexe de Za-
riski :

T i
Rf%ﬂom@;r /R,sp(/vinf’Minf)v
inf
exactement comme dans la théorie usuelle.

Cela permet de construire une fort utile suite spectrale du passage du

local au global. Notons Exti P (/\/'mf, Ml ) le préfaisceau sur X, qui

inf
a un ouvert U associe l’hyperléohomologle de degré ¢ au-dessus de U du
complexe de Zariski précédent.

THEOREME 6.5.8. — Soit B un recouvrement ouvert de X, alors il existe
une suite spectrale dont le terme IEy est donné par la cohomolog1e de
Cech du préfaisceau précédent HI (B, Exti ot (N )) et dont le

X! /R

inf? 1nf
inf
terme IF, est le R- module bigradué associé a une filtration convenable du
R-module gradué Ext (J\/mf, M.
nS
Démonstration. En effet, si I’on prend une résolution IJf de ./\/l1 ¢ par des

modules spéciaux injectifs, le complexe S#om? 7t e (M

complexe de faisceaux flasques, puisque la proprlete d’étre flasque est locale

e mf) est un

sur X. La suite spectrale du théoréme est la suite spectrale du complexe

double de Cech C*(B, Hom? (Mnf, 7). |
Xing/ R
PROPOSITION 6.5.9. — Soient X1 U X5 un recouvrement ouvert de X,

M;fnf un complexe spécial borné a gauche et N, t ¢ un complexe spécial borné
a droite. 1l existe alors un triangle distingué de Mayer-Vietoris

R Hom ('A/;nf’Mlnf) — RHom (Nllnf’Mllnf) ® R Hom (NginﬁM;inf) -

24, .Sp 77 ,Sp 77 ,Sp
Xint/ B xpf /R (X2) e/ R

— RHom (NITQinf’MIQinf) -,

77 Sp
x12)f /R
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ot X1o := X1 N Xy et MLM,M;D{,MJ{%M désignent les restrictions de
MT éXl,XQ et XlﬂXQ.

inf

Démonstration. En effet, si I;fnf est une résolution injective de M;‘nf par

des modules spéciaux, le complexe de Zariski f%ﬂom:]; ‘r /R7Sp('/\[i11f’z-;nf)
inf

est & termes flasques et donne donc naissance au triangle distingué de
Mayer-Vietoris. [ |

DEFINITION 6.5.10. — Soit /\/ljnf un complexe spécial, on définit son
complexe de de Rham local f-adique :
AR(Me) == R A omy, o (Ox rp Miye).

inf
On obtient ainsi un foncteur covariant exact de catégories triangulées
dR(X/R,—): D (7% >Sp)-Mod) = D*(Rx).
inf
En particulier, si Z C X est un fermé, le complexe de cohomologie lo-
cale RT z(dR(M! ,)) est un complexe de Zariski parfaitement défini dont

inf

I’hypercohomologie RT z (X, dR(/\/liTnf)) fournit la cohomologie de de Rham

t-adique & support dans Z, donnant lieu aux triangles de cohomologie locale
usuels.

PROPOSITION 6.5.11. — Soit 2T un relévement plat de X, et soient
/\/';.T un complexe de D_(@;T/R) et MEH un complexe de D+(@;1/R)-

Alors, il existe un isomorphisme canonique de la catégorie D(Rx) :

R%om@}rm(/\/}“/\/l;w) ~ Rt%”om@;j f/R,Sp(R“W(N;'T)’ P%(MT/T))
Démonstration. En effet, pour deux ‘@;ﬁ / p-modules a gauche on dispose
d’un isomorphisme canonique

(N Mly) = Homgy Pyt (Nipt), Port (My1)),

inf

JEom i+
P91 /R

qui se dérive naturellement. [ ]

Remarque 6.5.12. — Si R — S est un morphisme d’anneaux, on peut

considérer le faisceau d’anneaux sur le site .@; = .@;T ®r S, et la

e/ /R

inf

théorie précédente a lieu sur ce faisceau.

6.6. Le théoréme de finitude des nombres de Betti p-adiques
d’une variété algébrique lisse

Jusqu’a présent, nous avons construit la théorie sur un anneau noethérien
R muni de la topologie définie par un idéal I, ce qui a un grand intérét, mais
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les nombres de Betti p-adiques d’une variété algébrique sont des dimensions
d’espaces vectoriels sur le corps K des fractions d’'un anneau de valuation
discréte complet V' d’inégales caractéristiques. Aussi, il nous faut considérer
les faisceaux d’anneaux :

KX.Tf C OXiTnf/K = OXiTnf/V Ry K C @;r @;(iTnf/V Ry K,

mn inf

/KT

sur le site X;fnf infinitésimal pour la topologie m-adique de V. Le faisceau de
groupes Gy . agit sur tous ces faisceaux. On peut alors considérer la catégo-
rie Mod (K xt f) de faisceaux d’espaces vectoriels sur le site infinitésimal, la

B T
LK Mod des .@Xifnf/K

Sp)-Mod des .@;{j / -modules & gauche spéciaux qui est

catégorie @;{

pleine (‘@;ﬁ,f K

une catégorie abélienne admettant suffisamment d’objets injectifs.

-modules a gauche et sa sous-catégorie

DEFINITION 6.6.1. — Si X est un schéma lisse sur k, on définit ses
nombres de Betti p-adiques comme les dimensions B), ;(X ) de ses K -espaces
de cohomologie de de Rham p-adique :

Hpp(X/K) = Hpp(X/K,Ox1 i) = Extz@;;nf/wsp(oxitﬁ /i Oxt k)

Nous rappelons qu'une variété algébrique sur un corps est un schéma
séparé et de type fini sur ce corps [EGA I].

THEOREME 6.6.2. — Si X est une variété algébrique lisse sur k, ses
nombres de Betti p-adiques By, ;(X) sont finis pour tout i > 0.

Démonstration. Considérons un recouvrement fini B de X par des ouverts
affines. La filtration de la suite spectrale local-global 6.5.8 sur le groupe
gradué Hp,(X/K) est finie. Les termes [Ey sont des produits finis de co-
homologie de de Rham p-adiques de variétés affines lisses qui, en vertu du
théoréme de finitude [Mes], sont de dimension finie sur K. Cela entraine
que les nombres By, ;(X) sont finis. ]

6.7. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adiques
pour les schémas affines

Si X est un schéma lisse sur k et admet un relévement plat 2T sur
V, la catégorie des @;{T / -modules a gauche est canoniquement équiva-

lente a la catégorie des modules spéciaux (@;

théoréme fondamental 6.2.11. En particulier, les espaces de cohomologie

K Sp)-Mod en vertu du
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EXtZ@L»‘/K(O%T / K,MT%T) sont canoniquement isomorphes aux espaces de

cohomologie de de Rham du site infinitésimal :

pour tout complexe MJ;” de D+(‘@;T/K—Mod).

Si X est affine et lisse et si 2T est un relévement plat d’algébre AT,
il est montré ([M-Ni], [M-Ns]) que les espaces Exti@}' K(O%T/K, Ogt/K)
coincident canoniquement avec la cohomologie du c‘omplexe de de Rham
Q%+ /i des formes différentielles séparées de I'algebre AT (IM-W]). Nous
allons reprendre le principe de la démonstration de ce résultat pour faire
le lien avec le foncteur construit dans [M-W], entre la catégorie des varié-
tés algébriques affines lisses sur k et la catégorie homotopique K°(K) des
complexes d’espaces vectoriels sur K.

Supposons plus généralement que 2T est un relévement plat d'un k-
schéma lisse X et considérons le complexe de Spencer :

Sp'(O%-T/K) =0— ‘@;,”T/K ®O}’T/K /\ny%'T/K — ..

21K — OZ,{T/K —0

ol /\i Tyt est algébre extérieure du fibré tangent et la différentielle est
définie par :

S(PRvi A Av)i= > (=1)7'Poy @i Ao Adj A Avy) —
G=1,.0yi
ST )P @ (o, ] Avi A A A AD A A,
1<j<I<i

ott P est un opérateur différentiel et les v; sont des vecteurs tangents.

On rappelle le résultat suivant ([Mes], 7.2.5), qui ne se démontre pas
uniquement a partir du complexe de Koszul vu que les ordres des opérateurs
différentiels sont infinis.

LEMME 6.7.1. — Le complexe de Spencer Sp'((’)g-T/K) est une résolu-
tion du faisceau structural O g+ i par des @;T/K—modules a gauche loca-
T

lement libres de type fini. En particulier, O 41 /i est un .@xt/K—modu]e a

gauche parfait.
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Le complexe de de Rham €2°, K est canoniquement isomorphe au com-
plexe :

%OTTLQLT/K(Sp’(O%T/K), O;’/T/K) .

Soit Oyt /g — L%+ une résolution injective de Og-1/x par des @;Y'T/K_
modules a gauche. Alors, les morphismes canoniques de complexes :

Q%—T/K ~ t%”om@;tm (Sp*(O2+/K), Opt i) —
%%ﬂom.@r (SP.(O%T/K),I;[T/K> F%ﬂomgf (O%T/szzgf/[()
2t /K 2t /K

induisent des isomorphismes en cohomologie. Ce sont donc des isomor-
phismes canoniques de Db(K x ). Cela entraine que les hypercohomologies
des complexes %, - et %ﬂomg;T B (Ot /K, Z;-T/K) sont canoniquement
isomorphes. Mais si X est afﬁne‘, I'’hypercohomologie du complexe €%, K
se réduit a la cohomologie du complexe des sections globales, en vertu du
théoréme d’acyclicité de Meredith 2.2.4.

THEOREME 6.7.2. — Soient X un schéma lisse sur k et %T, %T deux
relévements plats de X et f{f , fg des relévements de l'identité. Alors, les
morphismes de complexes :

* * ° °
: : — Q
f17f2 <952T/K J?//'IT/K

définissent le méme élément du groupe Hompo g noq) (Q:%T/K, Q:ZIT/K)'

Démonstration. Rappelons, en vertu de la prop. 4.3.1, que si M;fnf et N

inf

sont deux 2! -modules & gauche, le faisceau JZom (NT Ml )
X sznf/K

: !
e/ K inf> inf
est un faisceau infinitésimal de K-espaces vectoriels. Si fT est un morphisme
du site %T — ﬁ”;, le morphisme de restriction
()51 : Homg (N, Mby) = Aomy: (N, My,)

EANGS PANGS
est donné par la définition 4.3.1 par ¢ — (#)s+ o @ o ((§),+)~". Mais si
3&”{‘ = %T et que Mjnf et J\/ﬂ;f sont deux ‘@)T(i—tnf / -modules a gauche spé-
ciaux, alors ¢ et les restrictions (f) s+ sur ces modules commutent, et les
restrictions (f) s+ sur le faisceau Jom. . (N gﬁ ) Mjf,l) sont triviales.

7K
Soit OXiTnf/K — I;(itnf
17l

X/ K

une résolution injective de OXjf sk par des
in

-modules & gauche spéciaux, par exemple Pgﬂ(I' ). Alors, pour
2

gt
7,
chaque relévement fiT on a un diagramme commutatif de morphismes de
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complexes qui sont des isomorphismes dans la catégorie dérivée :

2 /K (), =F7 2/K
Fom (Sp.(ozg/f()’o%;/}() —>(ti) Hom (Sp.(O%if/K),O%IT/K)
7otk ol Ptk
2/ v/

om .(Sp.(O,QfZT/K)’ R?QT(I;(Lf/K)) (—> Jom '(Sp'(OQ/lT/K), Rng(I;(]Tnf/K))

77 1 77
7f /K fi VS

Hom(O g yie Ry Tt yx)) —5 7 Ao Opyio R (T i)
2 fi 7’ 4
s

2 /K
Mais en vertu du théoréme 2.2.10, les morphismes ff et f;f sont inversibles
et fg =go ff, ol g est un automorphisme d’algébre de (9%-11/‘/ qui se
réduit & l'identité modulo m, c’est donc un opérateur différentiel en vertu
du théoréeme 5.0.4, et cela montre f;f et ff induisent le méme morphisme

sur la derniére ligne du diagramme précédent, soit :
() = (oo (g = () -
f%ﬂmri (O%;/K, R%-Qf (I;(itnf/K)) — Hom (O%-IT/K, R%f (I;(ifnf/K)) ,
7 @T

7} /K 7 /K

_Tf/K)) est tri-

puisque la restriction (§), sur J€om O+, R, +(T%
(g ]ff/K ( a0 v (T%
viale. Les morphismes f; et f5 définissent donc le méme élément du

groupe Homps (¢ Moq) (Q;;ZT/Kv Q;rli/K)' u

COROLLAIRE 6.7.3. — Si AI et A; sont deux relévements plats d’une

algébre A affine lisse sur k, alors tous les morphismes entre les complexes
QA{ /K
homotopes.

et Q:U/K induits par des relévements Ag — AI de l'identité sont
2

Démonstration. En effet, en vertu du théoréme précédent tous les reléve-
Q

ments induisent le méme morphisme de Hom pp (2 ), mais :

[ ] [ ]
Al /T Al K

HOme(K)(Q ) = HOme(K)(Q

ALk CRAL K Ao Yar i)
ot K’(K) désigne comme d’habitude la catégorie des complexes bornés de

K-espaces vectoriels & homotopie prés. [ ]

Remarque 6.7.4. — La méthode de Monsky-Washnitzer ([M-W], remark
p. 203) en construisant une homotopie explicite, montre en fait pour X
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affine et lisse sur k, que tous les morphismes induits par des relévements
définissent le méme élément dans le groupe :

HOme(KX-Mod) (Q:/g';/K’ Q:”KJ/K)'

La méthode précédente montre seulement que c’est le méme élément dans
le groupe :
Hompe (¢ -Mod) (Q}Qf/w Q:nng/K)‘

Cette subtilité disparait au niveau des complexes globaux puisque la catégo-
rie homotopique de la catégorie des espaces vectoriels sur un corps coincide
avec sa catégorie dérivée. Le passage de la catégorie homotopique a la ca-
tégorie dérivée au niveau des complexes de faisceaux est le prix a payer
pour passer des variétés affines aux variétés non affines, et surtout pour
passer du cas du fibré trivial au cas d’un module spécial. Mais en méme
temps, c’est une simplification considérable de la construction originale de
Monsky-Washnitzer puisqu’elle ne nécessite pas une homotopie explicite,
qui est le point délicat de la construction originelle et qui ne semble pas se
recoller.

COROLLAIRE 6.7.5. — Soient f : Y — X un morphisme de schémas
affines lisses sur k, et #1 et 21 des relévements plats. Alors, tous les
morphismes

F7% = Qo yx

induits par des relévements f1 définissent le méme élément du groupe :
Hom pe (x, -Moa) (f‘ler/Ka Q{;/T/K) :

Démonstration. En effet, si ff, f; sont deux relévements de f, on a les
factorisations canoniques : fj =1 e pl,i=1,2 oti s est 'immersion
graphe #T — &t xy 2T de fiT et pl est la projection canonique Z't xy
2T — 7. Cela raméne a supposer que f est une immersion fermée.
Dans ce cas affine, et en vertu de la propriété 3) de la lissité, il existe un
automorphisme ¢ de 2T tel que f; =go ff On est réduit au théoréme
précédent. [ ]

COROLLAIRE 6.7.6. — La correspondance X QLT/K définit un fonc-

teur contravariant
DR(—-/K): SmAff(k:)%K*(K)

de la catégorie des schémas affines lisses SmAff (k) sur k dans la catégorie
homotopique K+(K).
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Démonstration. En effet, dans le cas affine un morphisme f admet tou-
jours des relévements (2.3.2) et on est réduit au corollaire précédent. m

Le foncteur ainsi construit coincide, par construction, avec celui de
Monsky-Washnitzer [M-W], mais on ne peut pas étendre a ce stade la
fonctorialité au cas non affine parce qu’en général un morphisme ne se re-
leve pas. L’un des buts, qui est aussi un test, des chapitres suivants, est
d’étendre cette fonctorialité a la catégorie de tous les schémas lisses séparés
sur k. On est encouragé de retrouver par cette méthode la fonctorialité du
cas affine de Monsky-Washnitzer ([M-W]), sans quoi rien n’est possible.

COROLLAIRE 6.7.7. — Soient X un schéma lisse sur k et ./\/l;fmf un
@’f

Xt/ -mmodule a gauche spécial. Les faisceaux de Zariski :
inf

El'ti,T
Eﬁxi'nf/K’

Oxt jxcs M)

Sp(
sont nuls si ¢ > dim X et les espaces :
i . T
EXt@)T(i'nf/KvSp(OXiTnf/K’ Miﬂf)

sont nuls si i > 2dim X . En particulier, les nombres de Betti B, ;(X) sont
nuls si i > 2dim X.

Démonstration. En effet, si 2T est un relévement plat, le complexe de
faisceaux de Zariski Rz%”om@; /K,Sp(OXit,f/KvM?nf) est isomorphe au-
inf

dessus de X au complexe de faisceaux f%ﬂom@}im (Sp* (Ot k), M),
concentré en degreés [0, dim X]. La seconde assertion résulte du fait que la
dimension topologique de X est bornée par la dimension algébrique dim X
en vertu du théoréme de Grothendieck. [ ]

Remarque 6.7.8. — On trouve par construction la suite spectrale conju-
guée :
) . i+
HJ(XagXt@T Sp(OXiTnf/KaM;rnf)) = Eth ! SP(OXiTnf/KaM?nf)a

§
! ) D i
X| /K King/ K’

et 'on s’attend, bien str, dans le cas géométrique (/\/ljnf = Oxt f/K) a ce
que la filtration de cette suite spectrale ait une interprétation géométrique.

6.8. Le théoréme de comparaison dans le cas d’un relévement
propre et lisse

On trouve ou on retrouve comme corollaire 'invariance de la cohomolo-
gie de de Rham algébrique d’un relévement propre et lisse, sans invoquer
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la cohomologie cristalline qui a fourni historiquement la premiére démons-
tration de ce résultat [B-O].

COROLLAIRE 6.8.1. — Soit X /V un relévement algébrique propre et
lisse de X /k. La cohomologie de de Rham algébrique usuelle H}, (X /K ) :=
H*(X, Q;(/K) est canoniquement isomorphe a la cohomologie de de Rham
p-adique Hpp(X/K,Oxi k) et est indépendante a isomorphisme cano-
nique prés du relévement X /V.

Démonstration. Le relévement algébrique X /V induit un relévement plat
ZT ([Mr]). Définissons :

Hpp(ZT/K) = Hpp(X/K, Oyt i) = EX'E;—;V'/K(O%/K, Og+t/K)-
Au vu des résultats précédents, on a alors I'isomorphisme canonique
H}JR(%T/K) = Hli)R(X/Ka OXJM/K)-

En vertu du théoréme de comparaison de Meredith [Mr| pour les schémas
propres, le morphisme canonique

Hpp(X/K) = Hpp(2'/K)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels, ce qui montre le corollaire.m

Remarque 6.8.2. — Le morphisme naturel :
%Om@Lf iV (OXiTnf/V’ M;rnf) ®v K— %Om@Lf f/K(OXiTnf/K’ M;rnf Qv K)

n’est pas un isomorphisme en général. En particulier, la cohomologie de
de Rham ne commute pas au changement de base V' — K. C’est une des
raisons pour laquelle il faut modifier la définition de la cohomologie de de
Rham f-adique sur R, mais nous n’insisterons pas dans cet article sur ce
point.

7. La catégorie des modules a gauche spéciaux et la
cohomologie de de Rham p-adique HE,Rh(XiTnf/V)
d’échelon h > 0

7.1. La filtration par les échelons du faisceau @;}T

inf

/R

Dans le cas ou R est une Z,-algebre ou Z, est le localis¢ de Z en
l'idéal (p) pour un nombre premier p > 0, et si 2T est un relévement
plat d’'un R;j-schéma lisse X, nous avons défini dans les articles ([M-Nj],
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[Mes]) une filtration crmssante et exhaustive du faisceau 2! 2t R PAT les
faisceaux d’anneaux 25" 21 /R des opérateurs différentiels d’échelon h > 0,
que nous appelons « la p-filtration » ou « la filtration par les échelons » qui
est similaire & la p-filtration du faisceau Zx/; des opérateurs différentiels
sur un schéma lisse sur un corps de caractéristique p > 0. Rappelons-en la

définition ([M-Ny], [Mes], 2.6.1)

DEFINITION 7.1.1. — Soit h > 0 un entier. On définit le faisceau .@7T/R
des opérateurs différentiels d’ordre fini et d’échelon h, comme le faisceau
de sous-O gt jp-algébres du faisceau Py /g, localement engendré par les
opérateurs d’ordre < p".

Le faisceau @;io/’g est un sous-faisceau de O 41/ p-algébres du faisceau
Dot R, qui est aussi localement libre comme O 4t p-module [M-Ny].

Pour tout A > 0, nous pouvons considérer le complété I-adique .@A/Z /R
du faisceau @;?O/g Nous pouvons aussi considérer le complété [-adique
(X,0494/r) du schéma f-adique (X,04+ /) et le faisceau @QTE/R, qui
opére de fagon évidente sur le faisceau O s /g, apparait comme un sous-
faisceau de R-algébres du faisceau des endomorphismes Endr(Ogn/g).

Pour tout entier s > 1, nous pouvons considérer la réduction modulo I’idéal

I*® du faisceau @JA/R

<00h s
Dy el = D550/ I

C’est de fagon naturelle un faisceau de Ox,-algebres filtré sur le schéma
X, réduction modulo I'idéal I° du schéma f-adique (X, 04t /g).

L’inclusion ‘9<T/R C 94+ ,r induit, pour tout s > 1, un morphisme
filtré :

oo,h /15
;T/R/I _>@X /Rs>

qui, bien entendu, n’est pas injectif .

Le faisceau -@ixr IR qui opére de fagon évidente sur le faisceau Ogn /g,
apparait alors aussi comme un sous-faisceau de R-algébres du faisceau des
endomorphismes EndR(Og-A /r)- On peut donc pour tout h > 0 considé-
rer l'intersection @JT/R N @;}?f/R prise dans le faisceau Endr(Ogn/p).
Rappelons la définition ([Mes], 2.6.5) :

DEFINITION 7.1.2. — Sous les conditions précédentes, soit un entier
h > 0 et soit 2T = (X,041,g) un R-schéma f-adique lisse, on définit
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le faisceau des opérateurs d’ordre infini et d’échelon h noté @T comme

2t/R

le sous-faisceau du faisceau ‘@;.T / Rﬁ.@ des opérateurs dont la réduction

Z/R
modulo I® dans @7T v /I® est d’ordre localement borné par une fonction

linéaire en s.

Remarque 7 1.3. — Le lecteur prendra garde que l'inclusion ghh 21/r C

7, parZ

Notation 7.1.4. — Si = (f1,...,0n) est un n-uplet et h > 0, on note
dans I’énoncé suivant 8 € Ng,_q s Bi<p—1let:

YA/R est stricte.

(A7) = (A7) ()

THEOREME 7.1.5. — Soient 2T un schéma t-adique lisse sur V et
1, ...,y une famille de sections locales du faisceau O 4+ ;1 au-dessus d’un
ouvert affine U d’algébre AT :=T'(U, Oyt v ) telles que leurs différentielles
dri,...,dr, forment une base locale du O 4+ /y-module des formes diffé-
rentielles séparées -1 yy. Alors, pour h > 0, un opérateur différentiel P
d’échelon h s’écrit de maniére unique :

Pla, A, AP ) = ST age g (AP (AP
ﬁow'ﬁhflE(szil)hﬁheNn

oltago,  gn est une suite d’éléments de I’algébre AT telle que la série « sym-
bole total » :

h
O'pﬁh(x,fo,...,fh) = P(a,fo,...,fh Z ago . gn(& (§h)ﬁ
BO,....Bh=te(Ny, _ )h BreNn
est un élément de I'algébre (AT[£0, . .. ,£h]) ot la Af- alge‘bre AT[E0, ... €n)
est engendrée par les générateurs & = (&],. .. ,§ ), 0 < j < h, soumis aux
J+1[

relations (&1)? = w;& 7N 0 < j<h—1,1<i<netu = (J,)p En
particulier, on a la majoration vy (ago _gn) > )\(|ﬂo| + 4B p"), A > 0.
De plus, I'application symbole total qui a P associe son symbole total,
P opp(z,&°,....6M,
est un isomorphisme de A'-modules a gauche entre I’anneau DL’T/V =

(U Q]T/V) des sections globales des opérateurs d’échelon h et la AT-
algébre (AT[¢0, ... €M)

Le théoréme 7.1.5 est démontré en deux parties ([Mez], Thm. 3.1.2 et
Thm. 3.1.4). La démonstration utilise le théoréme 2.4.2. La aussi les élé-
ments de I'algebre (AT[¢0,...,¢"]) sont faciles & décrire ce qui produit
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beaucoup d’opérateurs d’échelon h. On déduit du théoréme précédent que
le faisceau ‘@;]} v est aussi acyclique sur les ouverts affines assez petits

([Mes], 3.2.3), que l'idéal m est contenu dans la radical de T'(U, @;ﬂ/v)
pour un ouvert affine assez petit U ([Mes], 4.1.1) et que la transposition

est une anti-involution de cet anneau ([Meg], 4.2.1).

L’intérét de la p-filtration est le théoréme :

THEOREME 7.1.6. — Pour tout ouvert assez petit affine U d’algébre AT
et tout h > 0 I'anneau DL’f/V = I(U, @;ﬂ/v) est noethérien.

Le théoréme 7.1.6 est démontré dans l'article ([Mes], Thm. 5.3.6). Ce
théoréme ne se déduit pas de son analogue formel, il est beaucoup plus
profond et sa démonstration utilise en fait le théoréme précédent.

Remarque 7.1.7. — La filtration par les échelons permet d’appliquer le
critére de platitude locale 2.0.3 pour montrer la platitude des extensions de
faisceaux d’opérateurs différentiels que nous rencontrerons dans cet article.
En particulier, les extensions Oyt /vy — Zgi)y — ‘@;.T v sont plates
([Mes], Coro. 6.1.2).

Nous allons étudier I'extension de cette filtration au faisceau 21 des

X/ R
opérateurs différentiels sur le site Xilf.

PROPOSITION 7.1.8. — Soit R une Z-algébre. Alors, pour h > 0 et
pour tout morphisme du site ' : Wi — UT, le morphisme de restriction
()t : r‘lgfﬁ/R — 91];\21/3 induit un morphisme de restriction

1tk h
(B)rton r 1@£{T/R - ng/vT/R

compatible a la composition des morphismes.

Démonstration. La question est locale. Il s’agit de montrer que si P est
un opérateur différentiel d’échelon h l'opérateur différentiel r* Pr*~! est
d’échelon h. Si x1,...,x, sont des coordonnées locales sur UT|W il suffit
de montrer, par définition des opérateurs différentiels d’échelon h ([M-Nj],
[Mes]), que les opérateurs différentiels :

* *—1 * ph *—1
AV N AI],T

sont d’ordre 1,...,p" respectivement, ce qui est conséquence du fait r* o
P or*~! est un isomorphisme d’algébres respectant I’ordre des opérateurs
différentiels. [ |
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DEFINITION 7.1.9. — Soit R une Z,)-algébre. Alors, la famille @Z{’T}L/R,

munie des morphismes (4),+ ,, définit un faisceau d’algébres gt surle

Xinf/R
: T
site X, ¢,

le faisceau des opérateurs différentiels d’échelon h. La filtration
@;?f /R est une filtration exhaustive du faisceaux @;fq“f /R bar des sous-
faisceaux d’algébres.

Rappelons que dans le cas d’un anneau de valuation discréte ’on définit
I'indice de ramification absolu e comme la valuation m-adique vy (p) de p.

PROPOSITION 7.1.10. — Soit 2" un schéma t-adique sur V lisse. Si
h > 0 est un entier tel que e < p"(p— 1), alors le faisceau G4+ est un sous-
faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau @yﬁ v

des opérateurs différentiels d’échelon h, et le faisceau gxff est un sous-
h

faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau .@;}’T v
inf

des opérateurs différentiels d’échelon h pour un schéma X lisse sur k.
Démonstration. Les faisceaux G, et .@Ty}; v sont par définition des
sous-faisceaux du faisceau Endy (O 41 /). La question est donc locale. Soit
(z1,...,7,) une famille de sections locales du faisceau Oy, au-dessus
d'un ouvert affine U d’algébre AT := T'(U, O 5+ sv) telles que leurs différen-
tielles (dx1, ..., dz,) forment une base locale du O 4+ )y-module des formes
différentielles séparées Q4 /1. Si g est une section de I'(U, G41), c’est un
automorphisme de Palgébre AT qui se réduit a lidentité modulo m et, en
vertu du corollaire 5.0.8, c¢’est donc un opérateur différentiel qui admet
comme développement en série :

9= (ge1) = 21)" - (glxn) — 2) " AT - Abn,
BEN™T

La valuation m-adique du coefficient ag := (g(x1) —x1)"1 -+ (g(2p) — 2, )Pr
est supérieure a || := 1 + -+ - + Bn. Soit

Bi = qpip" +agin-1p""" - +agi0, 0<agi; <p-—1,
la division euclidienne de 3; par p". Posons

(ph!)“JM(ph_l!)‘aB,h—l‘ e (p!)laﬁ,l\
B! '

La valuation m-adique de bg est supérieure & :

h—1e —1e 55 )e
> (5i+qﬂ,i(p7)+---+a57i,1(p Je _ (Bi—sp,) )
1<i<n p—1 p—1 p—1

bg 1= ag

ol sg, est la somme des coefficients du développement p-adique de §;. Si
p"(p — 1) — e > 0, la valuation m-adique de bg est supérieure a A|3| pour
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une constante \ := % > 0, et la série

S bl (a8
B

est un opérateur différentiel d’échelon h en vertu de la définition du faisceau

@}f/v [ ]

7.2. La cohomologie de de Rham p-adique HZJR,h(XiTnf/V)
d’échelon h > 0

En vertu de la proposition précédente et sous la condition e < ph(h -1,
le faisceau Gyt . est, pour la structure multiplicative, un sous-faisceau de

groupes du faisceau d’anneaux @ v
lnf

DEFINITION 7.2.1. — Sous la condition e < p"(h — 1), on dit qu’un
QT tov -module a gauche MT’f est spécial si I'action (f) de Gxi_ sur ./\/lmf

ih
se fa1t a travers 9 T v

On note (.@TT /V,Sp) Mod la catégorie des .@T’T Vv -modules &

X;
spéciaux. Tous les raisonnements que nous avons faits pour le couple

ngf — @ 1oy se transposent mutatis mutandis au couple QX_Tf —

gauche

QT 1y sous la condition ¢ <pt(p—1).

1) On trouve que la donnée d’un module & gauche spécial d’échelon h
est équivalente la donnée d’un famille de 72N 't v -modules a gauche
munie d’isomorphismes (¢);, définis a I’aide des modules de transfert

22

Wi—ut/v:

2) On trouve que si 21 est un relévement plat de X, la catégorie

0"

2t v

dules spéciaux (.@;}? v Sp)-Mod par le foncteur prolongement ca-
inf

-Mod est canoniquement équivalente a la catégorie des mo-

nonique Pyt p,.

3) On trouve que la catégorie (QT T Sp)-Mod des modules spéciaux
a gauche est une catégorie abehenne qui a suffisamment d’injectifs
et est un champ.

4) On trouve que si /\/lnf ,/\/lmf sont deux modules a gauche spéciaux
d’échelon h, le complexe R 7#0m . (an ,
Xipe/ V7

") est un com-

i mf

plexe de Zariski. On définit en particuher la cohomologie de de
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Rham de X p-adique d’échelon h a coefficients dans M:fn}fl par :
Hiyp (Xe/V, MEE) 1= Exct

inf inf

° h

Oxt TRy
sl Oxte/vs Mi)
5) On trouve quesi 2 est un relévement plat, on a des isomorphismes

canoniques :

. FhYY o s th
EX%%V (Ot )v, Rat (M) =~ EXt@;’{;f/v,Sp(OXitlf/v’ M)

Le cas h = 0 est particuliérement intéressant et donne :

PROPOSITION 7.2.2. — Si 2T est une relévement f-adique lisse de X
et si e < p— 1, la cohomologie de de Rham usuelle Hp(ZT/V) =
H*(X, Q5 /V) est canoniquement isomorphe a la cohomologie d’échelon

2éro H/’DR,O(XL{/V, Oxt /v) et est indépendante du relévement.

En particulier, si X est affine et si e < p — 1, la cohomologie de de
Rham des formes différentielles séparées d’un relévement, qui est canoni-
T

inf?

quement isomorphe a la cohomologie de de Rham d’échelon 0 du site X
est indépendante du relévement comme V-module gradué [M-W].

On trouve ou on retrouve comme corollaire 'invariance de la cohomo-
logie de de Rham algébrique d’un morphisme propre et lisse sur V' sans
invoquer la cohomologie cristalline, qui a fourni historiquement la premiére
démonstration de ce résultat [By].

COROLLAIRE 7.2.3. — Soit X /V un relévement algébrique propre et
lisse de X/k. Si e < p — 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle
Hpp(X/V) == H*(X,Q% ) est canoniquement isomorphe a la cohomo-
logie de de Rham p-adique d’échelon zéro HZJR,O(XL{/V’ Oxt v) et est
indépendante a isomorphisme canonique prés du relévement X /V.

Démonstration. En effet, en vertu du théoréme de comparaison GAG AT
de Meredith [Mr| pour les V-schémas propres, le morphisme canonique :

Hpp(X/V) = Hpp(21/V)

est un isomorphisme de V-modules gradués. On est alors réduit a la pro-
position précédente. [ |

COROLLAIRE 7.2.4. — Soit X /V un relévement algébrique propre et
lisse de X/k. Si e < p — 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle
Hpp(X/V) == H*(X,Q% ) est canoniquement isomorphe a la coho-
mologie de de Rham p-adique d’échelon zéro du site infinitésimal formel
HZJR,O(Xi/r\lf/V)'
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Démonstration. En vertu du théoréme de comparaison GAGF de Gro-
thendieck [EGA III;] pour les V-schémas propres, la cohomologie de de
Rham du schéma X, ie. Hpp(X/V) = H®*(X,Q% ), est canonique-
ment isomorphe a la cohomologie de de Rham formelle H},, (2" /V) :=
H*(X,Q%, ) (¢f. 1.24) et donc canoniquement a celle du site infinitésimal

formel d’échelon nul HZ)R,O(XQ]{/V)- ]

Ainsi toutes les cohomologies de type de de Rham qu’on peut définir
pour une variété propre et lisse sur k qui se reléve sur V' en schéma propre
et lisse, sont toutes canoniquement isomorphes.

Remarque 7.2.5. — Un peu plus généralement et comme nous ’avons
signalé dans lintroduction (1.24), la cohomologie de de Rham p-adique
formelle H$) (X

A¢/K) d'une variété algébrique X lisse sur k, non né-

cessairement propre, doit étre canoniquement isomorphe a la cohomo-
logie cristalline de X sur K et, si e < p — 1, la cohomologie p-adique
Hp g o(X{h¢/V) d’échelon 0 doit étre canoniquement isomorphe & la coho-
mologie cristalline de X sur V. C’est le cas des variétés qui se relévent en
vertu du théoréme de comparaison de Berthelot-Ogus [B-O]. Il faut donc
construire un morphisme de comparaison et passer du local au global.

8. La cohomologie infinitésimale et la cohomologie de de
Rham p-adiques

Soit X /k une variété algébrique lisse sur un corps k. Lorsque la caracté-
ristique du corps de base k est nulle, Grothendieck a montré ([Gs]) que la
cohomologie (X/k,Oxt /i) du site infinitésimal de X & valeurs dans
le faisceau structural est canoniquement isomorphe & sa cohomologie de de
Rham Hp)R(X/k) = H*(X, Qg(/k), et fournit donc les bons nombres de
Betti en vertu du théoréme de comparaison de Grothendieck ([G1]) entre
la cohomologie de de Rham algébrique et la cohomologie transcendante,
quand k est plongé dans le corps des nombres complexes C. Nous allons

°
inf

voir que ce n’est pas le cas de la cohomologie du site infinitésimal p-adique
a valeurs dans le faisceau structural.

8.1. La cohomologie infinitésimale f-adique des complexes de la
catégorie D¥(Rx; )

Soient X un schéma lisse sur Ry et Axt . un faisceau d’anneaux sur le
in
: f
site X, ;.
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PRrROPOSITION 8.1.1. — La catégorie AX_Tf-Mod des .AX_Tf-modu]es a
T

ot admet suffisamment d’objets injectifs.

gauche sur le site X

Démonstration. C’est un cas particulier de 'existence de suffisamment
d’injectifs dans la catégorie de modules sur un faisceau d’anneaux sur un
site. Mais ici on peut explicitement construire des résolutions injectives a
I’aide des foncteurs P Axy Ut exactement comme on a construit des résolu-
tions injectives dans la catégorie des modules spéciaux (@;{j R Sp)-Mod
dans le théoréme 6.3.1. " [ ]

Le foncteur covariant Fins ~» Homp,, (Rxt f,]-"inf) de la catégorie
inf n

Mod(Rxt ) dans la catégorie Mod(R) est exact & gauche et se dérive a
droite Fins ~» RHomp,, . (Rxt f,]:inf) comme foncteur exact de catégorie
triangulées, de la catégorie DV (Ry1 f) vers la catégorie DT (R).

DEFINITION 8.1.2. — Si Fiu¢ est un complexe appartenant a la catégorie
DY (Ryt f), on définit la cohomologie infinitésimale t-adique :

i.nf(X/R’ ]:inf)a

de X a valeurs dans Fi,f, comme la cohomologie du complexe :

IDf(X/R, ]:inf) = RHOmRX}nf (RXiTnf , ]:inf)-

THEOREME 8.1.3. — Soit 21 un relévement plat de X. Si Fins est
un complexe de la catégorie D+(RX,Tf), alors il existe un isomorphisme
canonique :

RHomR[ggv] (RX7 Ryt (J_'.mf)) = RHOIHRX;M (RXit]fv finf)a
et donc des isomorphismes canoniques :

Extgig, | (Rx, Rat(Fint)) = Hp(X/ R, Fing).

Démonstration. C’est une conséquence directe de ’équivalence du théo-
réme 4.2.6. ™

Remarque 8.1.4. — On peut de fagon évidente considérer la théorie sur
le corps des fractions K d’un anneau V' de valuation discréte complet, ot
se pose la question redoutable du calcul des espaces :

! (X/KaKXiTnf)a ! (X/Ka OXiTnf/K)a

inf inf
iznf(X/Ka Qg(iTnf/K)v lenf(X/Ka Q;(ifm,/K)a
méme pour la droite affine ou la droite projective. Nous allons montrer,
dans le paragraphe qui suit, des résultats trés partiels dans cette direction.



82 ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT

8.2. La cohomologie infinitésimale en degré zéro a valeurs dans
le faisceau structural fournit le bon nombre de Betti

Notre premiére approche a été de montrer, de méme qu’en caractéristique
nulle, qu’en caractéristique positive la cohomologie H? (X/K, O Xt/ k) du
site infinitésimale p-adique de X, supposée affine pour commencer, & valeurs
dans le faisceau structural est canoniquement isomorphe & sa cohomologie
de de Rham p-adique, ce qui éventuellement établit I'indépendance du re-
lévement de la cohomologie de de Rham. Pendant longtemps, plusieurs
années, nous avons cru que tel était bien le cas, mais nos efforts nous ont
conduits & montrer qu’il n’en était rien, de fagon non triviale, ce qui souléve
des problémes fort intéressants en liaison avec la cohomologie de groupes
et lalgébre (non)-commutative.

Si Fins est un K Xifnf—module, son K-espace des sections globales infini-
tésimales est par définition le K-espace vectoriel Hom Kx (K Xt Fint), €t
sa cohomologie infinitésimale est donc :

inf

S (X/Kv finf) = EXt;(X¢ (KXit]f;‘/_'.inf)-

inf

On peut faire le changement de base :
KXiTnf - OXiTnf/K7

qui est plat et trouver, pour un O+ -module Miy¢, les isomorphismes
inf /K

canoniques :

i.nf(X/Kv Minf) = EXtEDXf (OX,T aMinf)'

ne/ K inf /K
ProrosITION 8.2.1. — Si Mjnf est un .@;(ifnf/K—modu]e spécial, il existe

un isomorphisme canonique :

Hpp(X/K, M|

~ FJ0 T
ine) ™ Hine (X/K, M.
Démonstration. Comme O xt ./K est un sous-faisceau d’anneaux du fais-

ceau @;{T /K O a un morphisme canonique :
inf

Hom@;! e (OXiTnf/K, Mjnf) — HOIDOXi‘,nf/K (OXiTnf/K, Mjnf)'
En vertu de 4.2.8, le fait que ce soit un isomorphisme est une question de
nature locale pour la topologie de Zariski. Aussi, on peut supposer que X
est affine. Soit 2T un relévement plat. Il suffit de montrer que le morphisme
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canonique :
Homgr Ok, M) = Homo, 1g,1(Oat i, M)
est un isomorphisme. En vertu du théoréme 5.0.4, on a morphisme cano-
nique de O g+ -algebres :
Agi/k = Og1/k[Gat] — *@;{T/K'
11 suffit de montrer que le morphisme canonique :
-@;m/x @Ay Otk = Oniyx
t

21K
locale, et on peut supposer que z1,...,x, sont des sections locales du fais-

est un isomorphisme de I -modules a gauche. La question est encore
ceau structural dont les différentielles forment une base de 'espace des
formes différentielles séparées. Il suffit enfin de montrer en vertu de ([Mes],
Prop. 6.2.3) que l'idéal d’augmentation Ay+/x — Oyt x engendre sur
@;‘T/K l'idéal Aq,...,A,. Mais en vertu du corollaire 5.0.8, les généra-
teurs de I'idéal d’augmentation sont de la forme :
R I
BEN™,B#£0

pour ai,...,a, dans I'idéal engendré par m. L’idéal sur .@;T/K engendré
par l'idéal d’augmentation contient des éléments de la forme (1 + P;)A,,
qu’on obtient, par exemple, pour g = (Zogﬁigm((pQ)ﬂi)AiBi), ou P; appar-
tient a I'idéal engendré par m. En vertu du théoréme ([Mes], Thm. 4.2.1),
lopérateur 1 + P; est inversible et donc A; appartient a I'idéal engendré
par lidéal d’augmentation pour ¢ = 1,...,n. En fait, on obtient des opé-
rateurs 1 + P; comme dans ’exemple précédent qui sont de fagon évidente
inversibles. u

La cohomologie infinitésimale p-adique d’une variété algébrique lisse sur
k fournit le bon nombre de Betti en degré zéro.

8.3. La cohomologie infinitésimale en degré un a valeurs dans le
faisceau structural ne fournit pas le bon nombre de Betti

THEOREME 8.3.1. — Soit 2T une relévement plat d’un schéma affine
lisse X muni de sections x1,...,x, du faisceau structural telles que leurs
différentielles forment une base de I'espace des formes différentielles sépa-
rées. Alors, le K-espace HL ;(X/K, OXitnf/K) est non nul.

1
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Démonstration. En vertu de 1’équivalence de catégories 4.2.6, on a un
isomorphisme canonique :

Extl,, ,  (Ont/k,Ootyx) = Hye(X/ K, Oxi k).
Soit la suite exacte :
O%Iyt *)Ag/’f/K — O%T/K — 0,

ot Zy+ est idéal d’augmentation.
En appliquant le foncteur Homa,,, (7,04 k), on trouve une suite
exacte :
0— Hom (Oy+/k,O091/k) = I'(X,049/k) = Hom (Zyp+,041,k)
Agi)x Ayt
— Eth (OyT/K, O%T/K)
Agyi i

Il suffit de montrer que le morphisme induit :
F(X, O,“?fT/K) — HOmA;”‘/K(IgQ//T s Ogﬁ/K)

n’est pas surjectif. Un élément de ’espace figurant & droite est un mor-
phisme de faisceaux, et est défini par ses restrictions sur les ouverts affines
qui forment une base de la topologie. Soit U un ouvert affine d’algébre
t-adique ATU = T(U,Oy+,yv). L'idéal I'(U,Z4+) est engendré par les élé-
ments g — 1, ol g est un automorphisme de l’algébre ATU qui se réduit
a lidentité modulo m. En vertu du corollaire 5.0.8, il s’agit d’opérateurs
différentiels qui admettent des développements de la forme :

g= Z aPr o afr AR A

BEN™
pour ay,...,a, dans 'idéal engendré par m.
LEMME 8.3.2. — L’opérateur différentiel

— B n B n
tg == deNn(*l)‘mAll APt 6P

est égal a 'g(1)g~1.

Démonstration. La transposition P + ‘P est une anti-involution de 1’al-
gébre des opérateurs différentiels ([Mes], Coro. 4.2.2). Si g est un auto-
morphisme de T'(U,G4+) et si f une fonction de ATU, onagf=g(f)g et

f'g="99(f) soit f'g(1) := fg(g(f)) ou encore ‘g(1)g~'(f) = 'g(f). O
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LEMME 8.3.3. — Si g est un élément du groupe I'(U, G 4-1), I'élément :
'g(1) —1)m*

Log(y(1)) = Y (2L

m=0,00

est un élément bien défini de I’algébre AJ{J ®y K.

Démonstration. En effet, si 'on choisit une présentation de ’algébre ATU
comme quotient du complété t-adique d’une algébre de polynomes, 1’é1é-
ment ‘(1) — 1 appartient a l'algébre de Banach AJ{L ,» image de I'algebre
des séries qui convergent dans un domaine |z| < p pour un nombre p > 1,
et sa norme quotient vérifie || %g(1) — 1]|, < 1, ce qui entraine que la série
converge dans 'algébre ATU, o O

LEMME 8.3.4. — L’application g — 6(g) := Log('g~1(1)) est un cocycle
de T'(U,G4+) a valeurs dans AL ®v K qui n’est pas un cobord.

Démonstration. Il faut vérifier la propriété de cocycle :

0(g192) = 6(g1) + 916(g2)-

Par définition, on a 1’égalité :

3(g192) = Log((g192) " (1)) = Log g1 ' (1) + Log(g1 (‘92 ' (1)),
car ‘g7 (1)g1 = Y. Mais comme g; est un morphisme de I'algébre ATU,p
vers l'algébre ATU,p, pour p > 1,p/ > 1 assez prés de 1, on trouve que
Log(g1(g5 *(1))) = g1(Log(%g5 (1)), ce qui montre bien la propriété de
cocycle. O

Le cocycle ainsi défini est nul sur les éléments du groupe a coefficients
constants, c’est-a-dire les éléments g tels que g = > P a? Af ‘ oll a est un
élément de m C V. Cela implique que ce cocycle n’est pas un cobord.
En effet, si ce cocycle était un cobord, il existerait un élément f tel que
5(g) = (9= 1)f, do Ay(f) = 0,i = 1,...,n et donc d(g) = 0, ce qui
n’est pas le cas. D’autre part, 'application § commute aux restrictions
et définit un morphisme de Homa,,,, (Z4+,041/k) dont I'image dans
EX‘E}A”H‘/K(O%'T/K, Oyt /i) n'est pas nulle. [ |

Remarque 8.3.5. — Sous la condition précédente, la cohomologie de
groupes Hl(GAT,ATU ®y K) de degré 1 est non nulle.

COROLLAIRE 8.3.6. — Le lemme de Poincaré pour la cohomologie in-
finitésimale n’a pas lieu : le Hl (AV/K, Oamyi ) de Tespace affine
k/inf

Spec(klx1,...,zy]) n’est pas nul.
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Démonstration. En effet, le faisceau des formes différentielles séparées
est libre sur I'espace affine. [ ]

En particulier, la comparaison entre la cohomologie infinitésimale et la
cohomologie de de Rham n’a pas lieu.

COROLLAIRE 8.3.7. — Sous les condition du théoréme 8.3.1, si I'espace
H},r(X/K) est nul, lextension Agi g — .@;T/K n’est pas plate.

Démonstration. En effet, si 'extension Ay /g — 17 était plate, il

2K
existerait un isomorphisme canonique :

R tom (O%'T/m O%'T/K) ~ R #om (‘@;‘T/K ®A;’"/K O%T/m O%'T/K)

Azi/x 9aT?;'T/K J

et la cohomologie infinitésimale serait isomorphe a la cohomologie de de
Rham p-adique. [ |

On rappelle que 'on a I'isomorphisme de changement de base :

L
RAom (DY) ® Optyic, Optyic) = RAom  (Ogtyx, Ot i)

ot A,
Doyt ) i AL.%/K 21/ K

qui a lieu dans le contexte topologique trés général.

En fait pendant longtemps nous avons cru et essayé de montrer que cette
extension est plate.

COROLLAIRE 8.3.8. — Sous les conditions du théoréme 8.3.1, si I'espace
H}p(X/K) est nul, le faisceau :

Agi
Tor?™ /K(@;{T/K, Out/K)

n’est pas nul.
Démonstration. En effet, en vertu de I'isomorphisme précédent, la coho-

mologie infinitésimale H! (X/K, Oxt ./ k) est isomorphe a 'espace :

L
Ext! D ® Oui i, 0, .
‘(ﬁ.}‘r/K( 2K ‘AE’T/K 21K JT/K)
Mais comme le morphisme @;T/K @Ay Otk — Ogiyx est un

isomorphisme et que 'espace H},,(X/K) est nul, en considérant la suite
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longue de cohomologie du triangle construit sur le morphisme de compa-
raison entre la cohomologie de de Rham p-adique et la cohomologie infini-
tésimale :

DR(X/K) := RHOHl@;VK(O%/Ka Oxi/k) =

L
— Tnf(X/K) =~ RHom (Z}1 e ® Ot /i, Ot /)
9.1/%/;( .A},/K

. A,
on trouve que si Jory "~/ (.@;T/K, Oyt /K) est nul, Pespace :

L
1 T .
EXt%VK (Dot )k Bat, Oui/r, Ot /i)

est nul, et le corollaire est conséquence du théoréme précédent. [ ]

En fait, on trouve une injection :

1 zil L )
0— EXtZ},/K(Q%T/K ®A;VK Ogi/ik, Ot /i) =
Ay

= Homy:  (Tori" " (D1 )i, Ot /i), Ot )
Remarques 8.3.9. — 1) La non-platitude précédente est due a la
non-noethérianité de l'algébre du groupe. De fagon plus précise,
supposons que e < p"(p — 1). On a alors un morphisme Agty —
@;ﬂ/v d’image I'm(Ay+,v ), et on peut montrer que ce morphisme

est injectif. Définissons le faisceau d’algébres

Byt v = (Im(Ay+) ®v K)N D55 € 7% .

Par construction, Im(Ag?fT/V) @y K ~ By vy @y K. On peut mon-
trer que l'inclusion By C @yﬁ v induit un isomorphisme mo-
dulo m® pour tout s > 1. Cela entraine que I'algébre By /i, n'est
pas noethérienne. Parce que si elle 'était, 'extension précédente
serait plate en vertu du critére de platitude local 2.0.3, et la coho-
mologie infinitésimale fournirait les bons nombres de Betti.

2) Il n’est par contre pas impossible que les idéaux de type fini au-
dessus d'un ouvert affine assez petit de l'algébre By-i v soient de
présentation finie. Dans ce cas les faisceaux

A gt
Tory " (Dl )1, Ot/ xc)

3
pour ¢ > 2, seraient nuls, et 'obstruction au théoréme de com-
paraison entre la cohomologie infinitésimale et la cohomologie de
de Rham p-adique se trouverait dans les foncteurs dérivés a droite
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du foncteur covariant exact a gauche des morphismes du @;T K"

module Torf“‘w/ ® (@;T S Oyt /) & valeurs dans le faisceau struc-
tural. En effet, il est difficile de construire des relations selon 'ex-
périence que l'on a de cette algébre.

3) Le faisceau Torfw/K (@;T/K, O+ k) est non nul en général. Aussi,
il serait intéressant de construire un élément non trivial dans le cas
de la droite affine. Nous allons proposer un candidat. Supposons
que X est la droite affine sur un corps fini, soit X = Spec(Fp[z]), et
soit (Z,[])" son relévement canonique. Notons 6, 1’automorphisme
x> z+p, et 0,2 automorphisme x — z+pa? de I'algebre (Z,[z])T.
On peut montrer de fagon non triviale que le groupe G(6,, 6,,2) en-
gendré par les éléments 0, 0,2 est libre, de sorte que les éléments
0p—1et 0,,2 — 1 n"admettent aucune relation non triviale dans I’al-
gebre (Zy[z])1[G(0p, 0,42)]. Pourtant, lopérateur 6,2 —1 appartient

T

. . . o (Zp[z])T/Qp°
ce qui fournit une relation non triviale dans cet anneau. Il est pos-

a 'idéal engendré par I'opérateur ¢, — 1 dans I’anneau D

sible que 6, —1 et 0,2 — 1 n’admettent aucune relation non triviale
dans l'algébre (ZP[SC])T[G(ZP[I])T], et la relation précédente fournit
un élément non trivial du faisceau ’Torf‘w/K (‘@;{T/K’ Oyt k), pour
21 le schéma f-adique associé & (Z,[z]).

4) Le lecteur notera que la découverte du cocycle 8.3.4 a été une chance
inespérée pour le fondement de la théorie de la cohomologie de de
Rham p-adique. Il a permis le passage de la cohomologie infinitési-
male p-adique & la cohomologie de de Rham p-adique une fois pour
toutes.

8.4. Le foncteur de de Rham infinitésimal local

Si ./\/l;fmf et J\/Lf sont deux 2% ; , -modules & gauche, le faisceau :

Xinf/R
T T
Homy: . (Mines Ming)

est un faisceau infinitésimal de RX_Tf—modules par la construction 4.3.1,

mais dont l'action de Gyt . est triviale si NI £ M;fnf sont spéciaux. Nous

1n
allons voir que ce phénomeéne survit en cohomologie. Cela permet de définir

le complexe de de Rham infinitésimal local.
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DEFINITION 8.4.1. — Soit /\/ljnf un complexe appartenant a la catégo-
rie D+(@;{T /R—Mod), on définit son complexe de de Rham infinitésimal
inf

local :
Ty O I
dRing(M] ;) := R%omgiqnfm( xt o rs Mit)

comme foncteur dérivé du foncteur covariant exact a gauche :

Mt

mn

T
s f%ﬂom@;% /R(Oanf/R’Minf) .
inf

On obtient un foncteur covariant exact de catégories triangulées

dRinf(X/Ra _) : D+(@;T

i“f/R—Mod) — D+(RXifnf)_

THEOREME 8.4.2. — Soit /\/l;fmf un complexe de .@;( -modules a

U /R
inf
gauche spéciaux borné inférieurement, alors il existe un isomorphisme

canonique :

inf in

Ty o~ T
Rﬁom@}}nf/RvSp(Oanf/R’ Ming) = R‘}%m@;;nm(ox* o/ R Ming)

dans la catégorie DV (Rt L)
Démonstration. Soit IiTnf une résolution de ./\/ljnf par des .@;{T

inf/R
dules a gauche spéciaux et injectifs et jl;f]f une résolution de IiTnf par des

;
DX IR

-Mmo-

-modules & gauche injectifs. Alors, le morphisme naturel :

%Om@;d (OXitlf/R7 IiTHf) - jfom@;d /R (OXitlf/R’ ‘Zif)

inf inf
représente le morphisme du théoréme précédent. Pour montrer que c’est
un isomorphisme la question est locale. Soit ¢! un ouvert du site il suffit
de montrer que le morphisme induit :

jfom@f (OMT/R,I;T) H%OTH@T R(OMT/RaJJt)

U /R ui/

est un quasi-isomorphisme. Mais en vertu de I’équivalence de catégories
6.2.11, le complexe IZ{T ‘= Ryt (Z1 ;) est un complexe de @ZLT s g-modules a
gauche injectifs et en vertu de I’équivalence de catégories 4.2.6 le complexe
jJ” = Ryt (lenf) est un complexe de .@;T/R[gw]—modules a gauche injec-
tifs. Mais ’extension @Z{T/R — @J,T/R[gw] est plate, donc le complexe ‘-71,];1
est une résolution par des @Z{T / p-mmodules & gauche injectifs de IZ{T et donc

de M!

infs CE qui entraine que le morphisme de complexes précédent est un

quasi-isomorphisme. [ |
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COROLLAIRE 8.4.3. — Soit /\/ljnf un complexe appartenant a la catégo-
rie DJF((@;Q,MR’ Sp)-Mod) alors le Gxt -module :

gxtj@;f /R(OXLf/RvMiTnf)
f

in

est trivial pour tout j > 0.

Démonstration. En effet, en vertu du théoréme précédent on a un iso-
morphisme canonique Gyt f—modules :
in

j Ty~ j T
5.’L'tJ@;d f/R,Sp(OXiTnf/R’ Minf) ~ 5.1'15]@;(' f/R(OXiTnf/R, Minf)
et le module de gauche est trivial. [ |
COROLLAIRE 8.4.4. — Les faisceaux de cohomologie du complexe
de de Rham du site Q;(T /K sont des Gyt f—modu]es triviaux.
inf n:

Démonstration. Il suffit de montrer en vertu du corollaire précédent qu’il
existe un isomorphisme canonique de la catégorie DT (K y1 f) :

L4 ~
QXiTnf/K =~ R%Om@;(d . (OXiT f/K7OXiTnf/K)'

Sirf: WF — Ut est un morphisme du site on a un morphisme de restriction

(#)rt : r=1Sp*(Oui /i) — SP* (Ot /i)

compatible a la composition ce qui définit le complexe de Spencer sur le

site XiTnf, noté Sp*(Oxt k) -
LEMME 8.4.5. — Le complexe de Spencer Sp®(Ox+ f/K) est une résolu-

tion du faisceau structural par des @;T -modules a gauche localement

in

o/ K

libres de type fini, en particulier le module O x+t /K estun @;( -module

e/ K
a gauche parfait.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que le complexe de Spencer

Sp*(Ouit /i) est une résolution du faisceau structural en vertu du lemme
6.7.1. 0

En vertu du lemme précédent, on a un isomorphisme canonique de
DY (Kt ) :

inf

SHom (Sp.(OXiTnf/K)’OXiTnf/K) ~ R #om (OXiTnf/K’OXiTnf/K)'
@;gnf/K @;gnf/K
Mais, par construction, le complexe de de Rham Q5+ /K est canoniquement
inf

isomorphe au complexe t%”om@;‘ . (Sp'(OXifnf/K), OXifnf/K). [ ]
inf
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Nous allons maintenant étudier le rapport entre la cohomologie infini-
tésimale du complexe de de Rham du site et la cohomologie de de Rham
t-adique du site.

PROPOSITION 8.4.6. — Soient /\/ljf et /\/1 deux @
gauche. Alors, on a ’égalité de R-modules :

Hom.@; (an’ 1nf) = Homeznf (RXiTnf ’ %Om?];. (an7 mf))'

-modules a
X!¢/R

1 1
inf

mf) est la donnée

inf?

Démonstration. Un élément de Hom, (N

mf

pour tout ouvert T d’un morphisme 17 T/R-hnealre Oyt Nw — MLT tel
que pour tout morphisme ' : W' — Ut on ait 'égalité :

oyt = ()t 0 Put|w © (ﬁ)ﬁl-
Un élément de Homp,, (Rxi ,#om, (an,
inf n X_

1

)) est la donnée

mf

pour tout ouvert Ut de limage de 1, qui est une section globale du fais-

ceau %ﬂomﬂ (N

s M )), Cest-a-dire d’un morphisme %, T/R—hnéaire

O NZ{T — MLT tel que pour tout morphisme 7T : Wi — UT on ait
Iégalité :
Py = (B)pt © SOIW\W © (ﬂ)r_fl :

Cela montre bien 1’égalité de la proposition. [ ]

Remarque 8.4.7. — Attention! Cette égalité ne se dérive pas en un
isomorphisme de foncteurs :

RHom (an7 mf) ~ RHom (RXiTnf ) R om (an’ 1nf))

1 1

i | i
@xi i/ R Rxmf @x}nf/R
parce que le foncteur MT ~ Hom, 71, (/\/mf, mf)) ne transforme
1nf
pas un 9 -module injectif en module acyclique pour le foncteur ? ~~

Xl /R
Homp,, (Rxt ,?), voir 8.4.9, et tout le sel de cette théorie est 1a.
Xlne inf

Cependant, ceci nous conduit a faire la conjecture d’annulation suivante.

CONJECTURE 8.4.8. — Soit I;fnf un .@ t /K—module a gauche spécial et

injectif, alors le faisceau de Zariski 7 om ;1 (0 X! /K jnf) est acyclique
X! /K

inf

1)
Vi >0, EXtJK . (Kxi, e%”omj

Xint e/ K

pour le foncteur ? ~~ Hompg,, (Kxt
inf

inf’

(OXTf/K’IiTnf)) =0.



92 ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT

La conjecture précédente entraine I’isomorphisme canonique :

RHom (Oxi s, Ml)~RHom (Kxi ,RAom (Oxi sk, M)

T inf K T
gxznf/KﬁsP Xint @x}nf/R
pour tout complexe spécial Mjnf. En particulier, cette conjecture fournirait

éventuellement 1’isomorphisme canonique :
~ L]
RHomg  sp(Oxi,/x Oxi /i) = RHomue (Kt 0% i)

montrant que la cohomologie infinitésimale du complexe de Rham du site

infinitésimal Q%+ ,,- fournit les bons nombres de Betti p-adiques et donne
inf

lieu & la suite spectrale Hodge-de Rham :

inf (Xv QJXit]f/K> = Hiig (X/K>

dans le contexte de cette théorie, c’est dire I'importance de cette question.

Nous allons indiquer quelques points positifs en direction de la conjecture
précédente qui semble assez profonde selon les calculs que nous avons faits
pour essayer de démontrer cette annulation.

Remarques 8.4.9. — 1) Dans le cas d’'une variété affine X, on peut
montrer que la non nullité de H} .(X/K,Oxt f/K) entraine la non
nullité de Ext;;‘ e ((’)Xifnf/K,(’)Xifnf/K). Cela montre qu’'un ob-

inf
C e P +
jet injectif de la catégorie (.@Xifnf/K,
ral un objet injectif de la catégorie ‘@;T

inf

(@;r /K,Sp)-Mod n’est pas stable par extensions comme sous-
inf

-Mod.

Sp)-Mod n’est pas en géné-

/K—Mod et la catégorie

catégorie de la catégorie @;{T

in

/K
2) On peut montrer que pour la droite affine X, Pespace :

Ext}(x‘, (Kxt . Rt%”om@;

inf

. (Oxﬁnf/Ka Oxﬁnf/K))

nf

est nul, ce qui effectivement montre que le foncteur :
inf in

.i. T
M~ e%”om@;qnfm(oxﬁ Ko M)

ne transforme pas un @;T

inf

/ p-module & gauche injectif en objet

acyclique pour le foncteur Homp,, (Rxt o 7).
inf n
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3) Plus généralement, on peut montrer que pour tout ouvert U de la
droite affine, ’espace :

1
EXtKU." £ (KUiTnf7 R %Om@;f,f /Kvsp(OUitlf/K, OUitlf/K))
m inf

= EXt}KUi‘vnf (KUfnf’ Rf%ﬂom@;ﬂ e (Oyt K OUfnf/K))

in:

fournit le bon nombre de Betti ce qui donne un support crédible a
la conjecture 8.4.8.

4) On peut montrer que pour tout ouvert U de la droite affine, on a :

Hy(U/K, Kyt ) = Ext}(Ui,“f (Kyt Kyt ) =0.

inf

5) Tout ce qui précéde montre tout l'intérét, du passage de la caté-
gorie .@;(ifnf/K—MOd a la catégorie (.@;(ifnf/K, Sp)-Mod. En fait tout
notre probléme pendant de longues années venait clairement de la.
Mais comme toute idée féconde il faut plusieurs années d’efforts et
d’expériences avant de tomber dessus. Nous avons maintenant une
idée trés claire de la situation et il ne fait aucun doute pour nous
que c’est le bon point de vue de la théorie de de Rham p-adique qui

nous conduira & la bonne théorie que nous cherchons.

9. La catégorie MOd—(.@;T
inf

spéciaux sur le site infinitésimal

IR Sp) des Modules a droite

Pour définir le foncteur image directe et le foncteur de dualité pour les
modules & gauche spéciaux, il nous faut comprendre la structure des mo-
dules a droite spéciaux sur le site infinitésimal, qui a en soi-méme un grand
intérét.

9.1. La structure de @;{T /V-module a droite du fibré des formes
inf

différentielles de degré maximum

Rappelons d’abord que si X;/Rs est un schéma lisse sur Ry, le fais-
ceau des formes différentielles wx_,p, de degré maximum est un Zx_ /g, -
module & droite. Si zy,...,z, est un systéme de coordonnées locales,
cette action a droite est donnée par (w)P := (fdz)P = 'P(f)dz ou
=3 (-D)MA%, si P =Y a, A2 (JEGA 1V4], §16).

Soit 271 = (X, Og+/r) un schéma f-adique lisse sur R et soit wyi /5 le
fibré de rang 1 des formes différentielles séparées de degré maximum.
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DEFINITION 9.1.1. — On définit le faisceau QEKT/R(WXW/R) comme le
sous-faisceau du faisceau des endomorphismes Endr(w 4+ /) dont la réduc-
tion modulo I® est un opérateur différentiel de degré localement borné par
une fonction linéaire en s.

PROPOSITION 9.1.2. — Si R est un anneau de valuation discréte com-
plet V| il existe un anti-morphisme canonique de faisceaux d’algébres :

Dhys = Dy jywart v)
qui munit le faisceau w 4+ ;yy d’une structure de @;{T/V—modu]e a droite et
qui est un isomorphisme.

Démonstration. Soient P et w un opérateur différentiel et une forme
différentielle séparée de degré maximum sur un ouvert U muni d’un re-
couvrement par des ouverts U; au-dessus desquels le faisceau des 1-formes
différentielles séparées est trivial. Si x1,...,x, sont des fonctions sur U;
dont les différentielles forment une base du module des formes différen-
tielles séparées, en vertu du théoréme 2.4.2, 'opérateur P admet sur U; un
développement ) aq,Af et en vertu du théoréme ([Mes|, Coro. 4.2.2),
la série ‘P = Y (—1)l*/A%.,, est un opérateur différentiel sur U,. Si
w = fdxy...dx, on pose :

(W)P := '"P(f)dx; .. .dz,.

Cela définit une action a droite qui ne dépend pas des coordonnées parce
qu’il est en ainsi modulo m® pour tout s > 1. Cette action se globalise et
définit une structure de @;ﬁ /V—module a droite sur le faisceau wy-1y. La
démonstration du théoréme du symbole total 2.4.2 [M-N3| montre locale-
ment que les sections du faisceau ‘@;{T / r(wWat/v) sont de cette forme 1a et
le morphisme de la proposition est donc un isomorphisme. [ |

Un morphisme rf : Wi — (YT du site X! induit par image inverse un

inf
morphisme de JZomg(r~ wyt v, wwt v) par :
(#)rr : rr(fd(fi) A ANd(fn)) =t fdrT fr) A AT f)).
THEOREME 9.1.3. — Soit U' un relévement d’un ouvert affine, alors

Paction géométrique (f), d’'un élément g du groupe Gyt sur wyqy se fait

1

a travers l'opérateur différentiel g—" autrement dit :

(#)g(w) = (w)g™"

ot w est une section du faisceau wy;i /v -
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Démonstration. La question est locale. Soit x = (x1,...,2,) un systéme
de coordonnées locales au-dessus d’un ouvert affine d’algébre AT et f(z)dx
une forme différentielle, il faut montrer que :

g(f)dg(z1) ... dg(xn) = g~ (f)dx = g~ (1)g(f)dx.

En vertu du corollaire 5.0.8, 'application :

g 0(g) = (61(9); -+, 0n(g)), di(g) :== (g — 1)(z:)

est une bijection entre le groupe G 41 et (mAT)™.

LEMME 9.1.4. — Soit g un élément du groupe G 4+ alors g est égal au
produit g, ...g1 d’éléments du groupe tels que §;(g;) =0 sii # j.

Démonstration. L’application :

(al, ey an) — 9(,11 VVVVV an) ‘= Z a® A*

aeNn
est I'inverse de l'application §. Posons g1 := (9(_g71(51(g)),07.,,,0))_1 alors
9= 991 '91 et 61(ggr ") = d1(9) + gd1(9; ") = 0. On a di(gg; ') = 0 et
di(¢1) = 0si i # 1. De proche en proche on construit la suite g1, . .., g, qui
a la propriété du lemme. O

En vertu du lemme, pour démontrer le théoréme on peut supposer que
9= gi = Y aen @AY, de sorte que 0;(g) = 0 si j # i, et 6;(g9) = a.
Pour simplifier les notations, posons aussi a := a;, et A := A,;. La fonction
a appartient par définition a l'idéal engendré par m et il s’agit d’établir
Iégalité :

971 (1) = (1+ Ala)).
Mais =1 =3, (=1)%(g — 1) et
k
G =1+ 3D - ) = D (T )
k>0 k o
de sorte que 'on est ramené & montrer 1’égalité :
k
S (1 atar) (1) = A,
k>1 a>1
qu’il suffit de montrer modulo m**! pour tout s > 1, soit :
k
SNOESY (4)’@( 3 (4)%%&) (1) = 0.
1<k<s 1<a<ss

En raisonnant par récurrence sur s, en appliquant I’opérateur différentiel
-> (=1)*A%a® a la relation modulo m**!, on trouve la relation
1<a<s ’
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modulo m**+2, en tenant compte de I’égalité :

(X nrate)(aa) = > (-1)rA% ()

1<a<s 2<a<s+1

qui résulte de l'identité :
Aa(aaA(a)) —_ AaJrl(anrl)

puisque l'algébre A se plonge dans I’algébre ATK et qu’on peut intégrer
dans cette derniére algébre. [ |

COROLLAIRE 9.1.5. — Soient 1, ..., x, des coordonnées locales sur un
ouvert U affine d’algébre AT. Alors, I'application g — Log(det(A;(g(x;))i;))
est un cocycle de G 4+ a valeurs dans A}(, qui n’est pas un cobord.

Démonstration. En effet, g=1(1) = det(A;(g(z;))i;) en vertu du théo-
réme précédent, et application g — Log(‘g~=1(1)) est un cocycle qui n’est
pas un cobord en vertu du lemme 8.3.3. [ ]

t . .
9.2. Le module de transfert ‘@uTeWT/V pour une immersion
ouverte

A cause de lisomorphisme de la proposition 9.1.2, nous ne considérons

que le cas du couple (V,;m) pour définir le module de transfert @Zm_v\” v

DEFINITION 9.2.1. — Soit v : Wi — U un morphisme du site Xi];]f.
On définit le module de transfert 7, . 1

phismes V-linéaires r‘lww/v — wyyt v dont la réduction modulo m* est

comme le module des mor-

un opérateur différentiel construit sur r¥ d’ordre localement borné par une

fonction linéaire en s.

PROPOSITION 9.2.2. — Le module de transfert @Z{N—WT/V ne dépend
pas du relévement r*, et est un (7,71‘@2”/‘/, @%T/V)—bimodule engendré par

toute section globale du faisceau Gyyi _t -

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du cas des mo-
dules & gauche 6.1.2. |



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 97

9.3. La catégorie des @;T -modules a droite spéciaux

ine/V .
MOd'(‘@anf/V’ Sp)

En vertu de la proposition précédente, le module de transfert ‘@LTﬁeWT v
est défini pour tout couple (WT,UT) avec r : W — U. Par construction, on

a un plongement canonique Gyyi st — @; et donc un morphisme

TeWwt/v
canonique V[Gywi _yt] — -@;rgwf/v-

DEFINITION 9.3.1. — Soit X un V-schéma lisse. Un .@TT -module

Xt/ V
a droite spécial /\/ljnf sur le site X;fnf est la donnée, pour tout ouvert UT
du site XiTnf, d’un @gﬁ/v—module a droite MLT, et la donnée, pour tout
couple d’objets (W', U") du site X;fnf, avec r : W < U, d’un morphisme

de 9!

WT/V—modules a droite :

—1
() : TN Br-1gi, Dt iy = M-

En outre, ces données doivent satisfaire les conditions :

1) pour un couple (UT|W,U"), avec r : W < U, on a ML”W =

MLT |W et le morphisme (¢) coincide avec le morphisme canonique,
2) pour un triplet W't Wt ut), avecr’ : W' < Wetr: W < U, le
diagramme suivant est commutatif :

1=1(p—1AST T T r—1 st T

T Ny @ @wewT/v) ® Dyyi i jy T N @ Dyt iy
—1t “1gt —1gt
T Doy v’ Dwisv v Dy yv

—1prt 7\ f
(TOT/) NZ/{T®(TOT’)*1@;'/V‘QZ/IJN—W’T/V — NW’T'

Toutes les propriétés de la catégorie des modules spéciaux a gauche se
transposent a la catégorie des modules a droite spéciaux MOd_(@;ﬁ,f v Sp)
avec les mémes arguments. En particulier, les morphismes de restriction
(¢) sont des isomorphismes et le module w Xt v des formes différentielles

séparées de degré maximum sur X;fnf est un @;} -module & droite spécial

i
inf/v
en vertu de la proposition 9.1.2.

Cependant, il y a un différence saillante dans ’action du groupe Gyt .
Considérons le morphisme Inv : V[Gi] — @Z{T sy qui envoie un élément g

du groupe sur lopérateur différentiel g—!.
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PROPOSITION 9.3.2. — Supposons que X est lisse sur k, alors pour un
t
XtaIv
vert affine U, 'action du groupe Gy;+ sur NZ} se fait a travers le morphisme

-module a droite /\/‘jﬂf spécial et pour tout relévement U d’un ou-

Inv.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme 9.1.3. |

COROLLAIRE 9.3.3. — Soient /\/‘jﬂf un @;} -module a droite spécial

i

inf/V

et Mjnf un .@;}T /V—modu]e a gauche spécial. Alors, le produit tensoriel
inf

inf

N ® gt , M;fnf est un faisceau de Zariski sur X de V-modules.
Xing/V

Démonstration. En effet, 'action de groupe g(n ® m) := gn ® gm =
ng ' ®gm=n® g 'gm =n®m est triviale, et 'on applique le théoréme
6.5.1. -

10. Le foncteur image inverse dans la catégorie

D~ ((.@;Lf v+ Sp)-Mod)

Pour un morphisme f de schémas lisses sur k, on peut, bien str, définir
avec Grothendieck un morphisme de topos entre les topos associés aux sites
infinitésimaux f-adiques des schémas. Mais, le paragraphe 8 montre que ce
sont des opérations insuffisantes et pathologiques, tout au moins pour la
théorie de de Rham.

Aussi, nous allons développer les opérateurs cohomologiques pour les
catégories des modules spéciaux sur les sites infinitésimaux, et nous allons
voir que ce sont les bonnes opérations fournissant & terme la bonne théorie
que nous cherchons.

Le lecteur prendra garde tout de suite que les foncteurs cohomologiques
que nous définissons ne se prolongent pas a la catégorie de tous les
modules sur le site. Cela indique que I’on ne pouvait espérer, sans la notion
essentielle de module spécial, développer les opérations cohomologiques
pour la cohomologie de de Rham p-adique, ni obtenir en particulier la
fonctorialité de cette cohomologie et I’expression cohomologique p-adique
de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur un corps fini.

Nous rappelons que ’on suppose le schéma X lisse sur Rj.
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10.1. La catégorie (2!

X1 /R Sp)-Mod a suffisamment d’objets plats

Nous allons d’abord montrer que la catégorie des modules spéciaux a
suffisamment d’objets plats, ce qui nous permettra de définir le foncteur

image inverse.

LEMME 10.1.1. — Soient U un ouvert du site X, . et Py un 9 i IR
module a gauche plat. Le prolongement Pyt (Pyt) est un @ i /R -module

a gauche spécial, et plat comme objet de la catégorie (.@XT R Sp)-Mod.

Démonstration. Si W' est un ouvert, notons r : UNW — W, ¢/
UNW < U les inclusions canoniques. Par définition :

PUT!(PUT)(WT) =n (‘@;}”WﬂU*}UT/R ®T/71@ZZ'/R T/ilpuf).

Mais 9 r'1Pys est un ‘@i\ﬁ module a

wiwru—ut/r Cr-1gf, w/R

gauche plat, ce qui entraine que 7 (@T r’ _1’Pw) est

WHWﬁU—ﬂ/{T/R@ LA
aussi un 27 W/ p-module a gauche plat et donc Pyii(Py+) est plat comme

objet de la catégorie (@ Sp)-Mod. [

XT /R’

THEOREME 10.1.2. — La catégorie (2!

X[ /R Sp)-Mod a suffisamment

d’objets plats.

Démonstration. Soit /\/lJf L un .@ R -module & gauche spécial. Pour

chaque ouvert UT de Xmf7 soit Pyt — /\/luT — 0 une surjection d’un
module plat. Alors :

Pyty(Pyt) = Pyn(M{;) =0

est une surjection d’un .@ iy r-module & gauche spécial et plat. Si main-

tenant {L{J ,i € I} est une famllle d’ouverts du site tels que {U;,i € I} est
un recouvrement de X, le morphisme somme, composé des surjections :

est une surjection d’un .@ -module a gauche spécial, plat comme objet

Xii/R

de la catégorie (@ Sp)-Mod. [

XT /R
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On pourra donc dériver a gauche dans la catégorie (@T Sp)-Mod le

X/
foncteur produit tensoriel, et on note :
L
N ®,1 M}
inf %X;nf/V,Sp inf
le foncteur dérivé.

Les raisonnements que nous avons faits pour les modules a gauche spé-
ciaux peuvent se faire pour les modules & droite spéciaux et on pourra donc
dériver a gauche le foncteur produit tensoriel dans la catégorie des modules
a droite spéciaux.

10.2. Le module de transfert ‘%T?/THWT/R pour une immersion
fermée

Soit fT: (Y, Owt/r) — (X,Oy1,r) un morphisme de schémas f-adiques
sur R. Pour tout s > 1, la réduction modulo 7° est un morphisme de Rs-
schémas Yy — X,. Le module de transfert %y _,x_ ,r. est défini comme
I’image inverse :

Py.sx. k. = Ov R, @10, o I Dx R,

Il s’agit du faisceau des opérateurs différentiels Rg-linéaires de f; 1Oy, /R,
dans Oy, /g, noté Ziff p (f7'Ox, k., Oy,/r,) dans ([EGA IVy], §16).
C’est de fagon naturelle un sous-bimodule filtré du (Zy, /g, , f5 1P, JR.)-
bimodule :

Homp,(f5'Ox, k., Ov./r.)-

DEFINITION 10.2.1. — Le module de transfert .@;;/ construit

t 2t R
sur le morphisme f1, est le sous-bimodule du (Pw+ R, f_lgyr/R)—bimodu]e
Homp(f~ Oyt /g, Oyt /r) des R-homomorphismes P dont la réduction
modulo I° est un élément de Py, _,x /g, de degré localement borné par

une fonction linéaire en s.

Nous démontrons d’abord I'indépendance locale du module de transfert
relativement aux relévements du morphisme.

THEOREME 10.2.2. — Soiti : Y — X une immersion fermée de schémas
affines lisses sur Ry. Soient %1 et 2°T des relévements plats sur R, et soit
it -t — 21 un relévement de I'immersion. Alors, le module de transfert

@T

A N T ..
Wit /R D€ dépend pas du relévement i choisi.
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Démonstration. Une section P du module de transfert construit sur 4
est, par construction, une section du faisceau %omR(i_lO@-T/R, Ot /r)-
Soit z]; un autre relévement de i. Comme le relévement 21 est plat, il
existe un morphisme d’algebres g de Og1/p tel que 'on a la factorisa-
tion ¢* = ] o g. En vertu du théoréme 5.0.4, g est un opérateur diffé-
rentiel et sa réduction g; modulo m® est un opérateur différentiel d’ordre
s — 1. Pour tout s > 1, la réduction P; modulo m?® est par définition un
opérateur différentiel de %y, . x /g, = Oy, /g, ® 410y n. [ Dx, k.
d’ordre localement borné par une fonction linéaire en s. Mais le module
Oy, /R, D05, n, f;l.@XS/RS est un Zx_,r,-module a droite engendré
par ¢%. Autrement dit, P admet la factorisation :

1 -k
1 7 Qs —1 s
i Ox,/r, — 1 " Ox_/r, — Oy, /R,

olt Qs est un opérateur différentiel de Zx_ /g, d’ordre borné par une fonc-
tion linéaire en s. Mais i¥ = i, o g5 et Ps; admet aussi la factorisation
Py = ij, 095 0 Qs. Comme g5 0 Qg est un opérateur différentiel d’ordre
localement borné par une fonction linéaire en s, cela montre que P est une
section du module de transfert construit sur zI [ ]

THEOREME 10.2.3. — Sous les conditions précédentes, le module de

transfert @; est un i_lg;T /V—module a droite engendré par un

f—s21/v 22

relévement i*. En particulier, c’est un ifl.@;vv—modu]e de type fini.

Démonstration. Il faut montrer que le morphisme :

—1 ot Zil
T Dy = Dy oy

défini par la composition avec i* est surjectif. La question est donc locale.
Soit U un ouvert affine de X d’algébre AT munie d’un systéme de coor-
données x1, ..., x, tel que les différentielles dx1, ..., dz, forment une base
du module des formes différentielles séparées, soit Bf I’algébre de I'ouvert
affine UNY de Y, et soit i* : AT — B le morphisme surjectif d’algébres

induit par if. Pour P : AT — BT, section globale au-dessus de U du faisceau

@T

W2t v définissons les éléments b, de I’algébre B par la formule :

bo =Y. (2‘) i*((—2)?)P (x> ).
0<BLa

Pour tout élément a de Palgébre Af, considérons la série

o) == 3 bai* (A%(0)),
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qui converge formellement. Par hypothése, P(a) est égal a ¢(a) modulo m*
pout tout s > 1 et donc :

Soit (V[Y1,...,Y,])T — AT une présentation de I’algébre Af. En com-
posant avec le morphisme d’algébres ¢*, on trouve une présentation de
I'algébre BT. En vertu du théoréme de ([M-N3], Thm. 2.4.8), les topologies
quotient sur les espaces ATK, BI( sont séparées, ce sont donc des topologies
LF, limite inductive dénombrable séparée d’espaces métriques complets. Le
théoréme du graphe fermé de Grothendieck pour les espaces vectoriels to-
pologiques de type limite inductive dénombrable d’espaces métriques com-
plets sur un corps valué complet (cf. [M-N3|, Thm. 3.0.8) montre que le

morphisme induit :
] i
Ay — By

est continu pour les topologies de type LF et le théoréme de factori-
sation de Grothendieck pour les espaces vectoriels topologiques de type
limite inductive dénombrable d’espaces métriques complets sur un corps
valué complet (cf. [M-Ng|, Thm. 3.0.9) montre que les fonctions b, ap-
partiennent a un cran B!, image par la présentation induite du module

p7
(V{(Y1,...,Yn)), des séries qui convergent dans un domaine |Y;| < p, avec
p > 1, pour une valeur absolue | — | de K. Considérons la division dans

I'algébre (V[Y1,...,Y,,])! par une base de division J ([M-N3|, Thm. 2.3.4)
de l'idéal N, noyau du morphisme d’algébres (V[Y1,...,Y,,])T — BT. La
rétraction reste de la division Retr : B); = (V(Y1,...,Yn)),, avec p’ < p,
permet de définir les éléments a, de 'algébre AZ, comme les images des
Retr (by) par la présentation (V(Yi,...,Yn)),y — A;,. Le raisonnement,
dans l'article [M-N3]|, de la démonstration du théoréme du symbole total
2.4.2 montre qu’il existe deux constantes C; > 0 et 0 < A < 1 telles que :

1ball, < C1AI,
pour un nombre p > 1 assez prés de 1, ou || — ||, est la norme quotient
de la norme en p de l'algébre (V(Y1,...,Y:)),. En vertu de la majoration

du reste du corollaire (JM-N3], Coro. 2.3.5), il existe une constante Cy > 0



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 103

telle que :
| Retrs (ba)llp < CoA*!,

pour p > 1 assez prés de 1 et donc :
llaall, < C’2/\‘a‘| )
pour p > 1 assez prés de 1. En vertu du théoréme 2.4.2, la série :

P(z,A) = a,AY

opére sur l'algébre At et définit un opérateur différentiel. Autrement dit,
lopérateur :
P: A" - B
admet une factorisation :
At B oAt 5 Bt

ol P est un opérateur différentiel de Af. D’ou le théoréme 10.2.3. [ |

La méme démonstration montre :

THEOREME 10.2.4. — Soit un entier h > 0. Sous les conditions précé-
dentes, le module de transfert @;’?_} 2ty estun it @;.};/V—module a droite

engendré par un relévement i*. En particulier, c’est un ifl.@;ﬂ /V—modu]e
de type fini.

Remarque 10.2.5. — Dans le cas d’un anneau de valuation discréte com-
plet, la factorisation de Ps du théoréme 10.2.2 est localement uniforme en
s et provient d’une factorisation de P. En fait, le théoréme précédent qui
est un théoréme de finitude algébro-topologique remarquable, a des consé-
quences importantes pour le calcul de 'image inverse, en particulier pour
les fibrés p-adiques 10.5.9. Par ailleurs, cette propriété de finitude jouera
un role essentiel dans la suite de cet article.

LEMME 10.2.6. — Soit ¢ : Y — X une immersion fermée de schémas
affines lisses sur k. Soient %1 et 2T des relévements plats sur V, et il un
relévement de i d’idéal d’augmentation Ly jv,. Alors, on a une suite exacte

de i_lgi

Z.T/V—modules a droite :

0= Zyt)v @10,y i‘l%w - i_lgjw/v = @?’T]T—w{T/V -0,

ot le dernier morphisme est défini par le générateur i*.
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Démonstration. La question est locale. Soit U un ouvert affine de X d’al-
gébre t-adique A', munie d’éléments z1, ...,z tels que leur différentielles
forment une base du module des formes différentielles séparées. L’ouvert
W = UNY est un ouvert affine d’algébre Bf. Si P est un opérateur
différentiel au-dessus de U, il admet en vertu du théoréme 2.4.2 un déve-
loppement P =" a,A%, ol a, est une suite d’éléments de Af.Sii*o P

est nul dans @%T—wﬂ/v’ nécessairement i*(a,) est nul dans BT pour tout

a. Soit (V[Y1,...,Yn])T — AT une présentation de I’algébre Af, et soit
(V[Y1,...,Yu])T — B' la présentation de BT induite, dont on notera N
le noyau. En vertu du théoréme 2.4.2, les fonctions a, se relévent en de
fonctions a,, définies dans un méme domaine. On peut effectuer la division
des éléments a, par une base de division de I'idéal N (|]M-N3], Thm. 2.3.4).
Le reste de cette division est nul, et le théoréme de continuité de la division
(IM-N3], Thm. 2.3.4) montre que les quotients de cette division sont définis
dans un méme domaine, dont les normes admettent de majorations par des
constantes du type CAl*!. Cela montre que le noyau du morphisme défini
par ¢* est I'idéal & droite de ‘@i%f/v engendré par Zy+y. Pour terminer,
le morphisme naturel Zy+ /v ®o,, ‘@;/”T/V — Iﬁm/v.@;T/V est un iso-
morphisme parce que l'extension O 4+ — @zﬂ/v est plate ([Mes], Coro.
6.1.2). D’ou le lemme. ]

Remarque 10.2.7. — Le lemme précédent dit que le morphisme défini
par i induit un isomorphisme :

1t NS
0— O”J/T/V ®i’109ﬂ/v t ‘@%T/V - ‘@{'W%&Y'T/V -0
—1pf
dei™" Dy )y
quable, si on oublie un instant la structure de .@Jy
I'image inverse pour une immersion fermée coincide avec I'image inverse en

-modules & droite. Autrement dit, de fagon tout a fait remar-

; /V—module a gauche,

tant que O 4+ ,1-module, ce qui est tres utile, en particulier, pour étudier
I'image inverse des fibrés p-adiques.

DEFINITION 10.2.8. — Si ¢ : Y — X est une immersion fermée de
schémas lisses sur R, admettant des relévements %1 et 21 plats sur R,

on définit le module de transfert @; comme le sous-bimodule du

t—21/R
(‘@;T/R,i’l‘@;.T/R)—bjmodule Homp(i" 'Oyt /g, Oyt g) des homomor-
phismes qui sont localement des homomorphismes de transfert pour un
relévement local de 1.

En vertu du théoréme 5.0.6, le module de transfert R[Gyt_, 4-1] est alors

un sous R-module du module de transfert @;T L2t R
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COROLLAIRE 10.2.9. — Sous les conditions de la définition précédente,
Wity est un i_lgil.wv—module a droite en-
gendré localement par un relévement local de 1.

le module de transfert @

On définit alors le foncteur image inverse.

DEFINITION 10.2.10. — Si ¢ : Y — X est une immersion fermée de
schémas lisses sur R, admettant des relévements 1 et 21 plats sur R,
on définit le foncteur image inverse :

2,00
Zdlff . ;
1
Q}r/R‘MOdH‘Q wt/r-Mod, My = 7, myr/R@” My,
i~1g
et le foncteur image inverse : Dyisn

D™ (2} )5)-Mod  — D™ (7}, 5 Mod))
% L -x,0 .
idig = Ligig M;T — 9! T_}dﬂ/R@)z 1MJT,
i P n
g M, = 2! & it
dit Mot = Dy 901/ r Bimr91 2t

21/R

. L. . .%,0 . .
Ainsi, pour éviter toute confusion, le foncteur zziﬁ« opére sur la catégo-

rie des @fT/R

des complexes de .@;w / p-modules. Le foncteur image inverse ij;q est, par

-modules alors que le foncteur ¢}, opére sur la catégorie

construction, un foncteur exact de catégories triangulées, de la catégorie

D’((@yT/R Mod)) vers la catégorie Df((.%/T/R) Mod), et en vertu de

I’équivalence fondamentale 6.2.11, il définit aussi un foncteur exact de ca-

tégories triangulées de la catégorie D™ ((‘@Jf "R Sp)-Mod) vers la catégorie
nf

X,
D_((@)/T R Sp) MOd)

10.3. Le foncteur image inverse dans la catégorie
Df((‘@;ﬂ R Sp)-Mod) pour une immersion

inf

Soit 4 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur R;. On se
propose de définir le foncteur image inverse :

i : D™ (%1 SP)Mod) = D™ (P} /s

Sp)-Mod).

Soit {X;,j € J} un recouvrement de X par des ouverts affines et soit
{Y;,j € J} le recouvrement par des ouverts affines de Y induit sur Y.
Soient % f et ng des relévements plats de X et de Y; pour j € J, et soit
/\/lJr L un

Xt/ t ,p-module a gauche spécial et MT% sa restriction & 2.
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L’inclusion 7; : Y; — X, définit le module de transfert @ 2R et on
pose :
'Nb*:: %*axﬁ/R 71];/3 i A4/T’
. i R
qui est alors un @%T IR module & gauche.
ProrosITION 10.3.1. — Les modules N;T admettent des isomorphis-

J
mes canoniques de recollement qui satisfont aux conditions de cocycle et

définissent un .@ -module a gauche spécial N, Tf qui ne dépend pas du

Yl /R
recouvrement {X;, % ,j € J} et qui dépend fonctoriellement de /\/lmf

Démonstration. En vertu de I'équivalence de catégories fondamentale
6.2.11, les prolongements P”J/f (/\/);/]) des modules /\/);/] définissent des mo-
dules spéciaux sur les sites de Y. Ces modules sont munis d’isomorphismes
de recollement sur les intersections qui proviennent des isomorphismes de
recollement des restriction de /\/lJf ¢ qui satisfont aux conditions de cocycles
et définissent un module donné localement. En vertu du théoréme de recol-
lement 4.2.8, on obtient un module spécial Mnf sur le site de Y qui dépend
fonctoriellement de M;fnf Il est facile de voir que /\/‘:ff ne dépend pas du
recouvrement {2, j € J}. ]

Remarque 10.3.2. — Les modules @ ne sont pas canonique-

-2} /R
ment isomorphes et on ne peut pas 1ndu1re le faisceau non spécial

@T comme @

/R / p-module a gauche.
lnf lnf

DEFINITION 10.3.3. — 1) Sii:Y — X est une immersion fermée,
on définit I'image inverse :
Zdlff Mnf
2) Sii est une immersion ouverte, on définit le foncteur image inverse

.%,0 .. .
inig comme le foncteur de restriction naturel qui est un foncteur

exact.

3) Si i est une immersion localement fermée, on définit le foncteur
image inverse i;i(f)f par factorisation en une immersion fermée suivie
d’une immersion ouverte. Ce foncteur ne dépend pas de la factori-
sation choisie.
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Dans le cas d’une immersion, on obtient un foncteur exact a droite :

-k,0
Laig (@;itﬁ/R’ Sp)-MOd — (@}T/i:(]f/Ra

Sp)-Mod.
Comme la catégorie des modules spéciaux a suffisamment d’objets plats, ce
foncteur se dérive a gauche en un foncteur exact de catégories triangulées :

iy = Lisg D (%t p,Sp)-Mod) = D™ (21 /. Sp)-Mod).

PROPOSITION 10.3.4. — Supposons que R est un anneau de valuation
discréte complet V', et soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur le corps résiduel k. Alors, la dimension cohomologique du foncteur
image inverse 1};; est localement bornée par codimxY .

Démonstration. La question est locale. On peut supposer que X est
affine. Soient Z't et 2T des relévements plats sur V. Il suffit de montrer que
2t v admet une résolution par des @;T v
modules & droite localement libres de type fini de longueur bornée par
codimy Y. Si it est un relévement local de 'immersion, on a en vertu du

lemme 10.2.6 un isomorphisme canonique de fl@;ﬁ v

le module de transfert @;

-modules & droite :

—1 gt gt
0 — Og/'t/v ®’L‘7109;1/V VA ‘@%T/V — QWT%?T/V — 0

En vertu de I'équivalence entre la catégorie des faisceaux de Oyt )y -
modules cohérents et la catégorie I'(X, O 4+ /v )-modules de type fini, le
faisceau Oyt )y admet une résolution finie par des O 4+ y-modules locale-
ment libres de rang fini £°, de longueur bornée par codimx Y. Le complexe :
i—1g T
L ®i*10‘}”/v 2 9%-:[/‘/
est alors une résolution de ‘%T?/T gty bar des i’l‘@;T y~modules & droite
localement libres de type fini. [ |

10.4. Le foncteur image inverse dans la catégorie

Di((.@;{ifnf/R, Sp)-Mod) pour une projection

Soit p : Y xp, X — X la projection de schémas lisses sur R; sur le
second facteur. On se propose de définir le foncteur image inverse :

Pig : D™ (71 s Sp)-Mod) = D™ (7] + g SP)-Mod).

(Yxp, X)! /R’

inf

Si Y et X admettent des relévements plats #T et 21, leur produit fi-
bré 1 xp 21 existe et est un relévement plat du produit YV xz, X,
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muni d'une projection sur 2T ([A-Mz]). On définit le module de transfert

‘@;TXRQN(—)%T/R & l'aide de cette projection.

Si Y et X sont affines, on peut considérer des relévements plats ZT et
2 et si /\/l;fmf est un QT R -module & gauche spécial il provient canoni-

quement d’'un 9}{1 / R-module M y+. On définit alors :

NT

— gl =1 aqT
Dixp 2T T @”J/TXR%T—MKT/R ® p17t, P Mgt s
qui est un @mx 4+-module et qui donne naissance a un @Y X)mf IR

module spécial qui est, par définition, 'image inverse pdlﬁ,« /\/lmf de Minf

Dans le cas général, soient {Y;,j € J} et {Xk, ke I} des recouvrements
de Y et de X par des ouverts affines, soit /\/l L un 9 /R -module spécial,

t
‘/\/linf7
Y; Xxg, X — Xj. Les modules J\fmfj o avec j,k € J x I, admettent des
isomorphismes de recollement qui satisfont & la condition de cocycle. En

vertu du théoréme 6.2.20, ils définissent un .@ + ,-module spécial
(VX Ry X)ine/ R

N, Tf qui ne dépend pas des recouvrements et dépend fonctoriellement de

Ml

. sa restriction a X, et NT

1nf] L Son 1mage inverse par la prOJeCthH

Cest piyg M ¢, par définition.

inf*

DEFINITION 10.4.1. — Sous les conditions ci-dessus, on définit 'image
inverse par :

pdlff Mmf NT

inf*

On obtient ainsi un foncteur exact a droite

Pl (7%t s Sp)-Mod = (7] Sp)-Mod,

(Yxx){ /R’

qui se dérive en un foncteur exact de catégories triangulées :

Pin = Logg : D™ (Zk1 . Sp)-Mod) — D~ (2]

(Y X)T /R’ Sp>_M0d>'

THEOREME 10.4.2. — Supposons que R est un anneau de valuation
discréte complet V. Soit p : Y X, X — X la projection de schémas affines
lisses sur le corps résiduel k, et soient %1 et 21 des relévements plats sur
V. Alors, le module de transfert .@;;/
plat.

—1t
N est un p~~%,,.-module

Démonstration. La question est locale sur Y x; X. Soit U un ouvert affine
voisinage d’un point de Y x;, X, d’algébre BT. Nous pouvons supposer que
la projection de U est contenue dans un ouvert affine W d’algébre AT au-
dessus duquel il existe des éléments z1, ..., z, de AT dont les différentielles
forment une base du module des formes différentielles séparées. Notons
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u le morphisme d’algébres AT — BT induit par la projection. Soit P un
opérateur différentiel de A" — BT, nous posons :

bai= 3. () ul(=2)")P@aP).

0<f<a

Les éléments b, sont des éléments bien définis de 'algébre Bf. Le raison-
nement de la démonstration du théoréme 2.4.2 montre que la série :

D bat®

est un élément de 'algébre (B[, ..., &,])T. Quitte & diminuer I'ouvert U,
on peut supposer que les différentielles des fonctions z1,...,z, font partie
d’une base du module des formes différentielles séparées au-dessus de U,
de sorte que les opérateurs A% opérent sur les éléments de 'algébre Bt
et lopérateur ) b, AS opére, en vertu du théoréme 2.4.2, sur 'algébre
BT. On trouve, sous les conditions précédentes, que le module de transfert

@;T LWV défini en 10.2.1, est un sous-faisceau d’anneaux du faisceau
@Zﬁ /v €t on peut considérer la filtration @Z{Th i,y bar les échelons qui

est en fait la filtration induite par la filtration de @Z{T v La démonstration

du théoréme 7.1.6 dans [Mes] montre que l'anneau I'(U, QZDT};WT/V) est
noethérien.

Soit N un idéal a gauche de type fini de T'(W, 74

WT/V)' I faut montrer

que le morphisme :

IN(RZ)) N =T (U, 2}

T—>WT/V) ®F(W,@j/v fﬁwf/v)

o)

est injectif. Soient Py, ..., P, un systéme de générateursde N et >, Q;P; =

0 une relation dans I'(U, ‘@gﬁawf/v)

lation dans I'(U, @Z{’Th_)wf/v) et la platitude de I'extension I'(W, @;ﬂ\’ﬁ/v) —

(U, ‘@gffhawf/v) entraine la platitude de l'extension I'(W, ‘@;/T/V) —
(U, @Z{T—W\/T/V)' La réduction modulo m*® de I'extension I'(W, @1]:\71}:/\/

(U, ‘@217T}L—>WT/V) est plate, parce que le morphisme U — W est lisse. On

est dans les conditions d’application du critére local de platitude 2.0.3 :

les anneaux d’opérateurs différentiels T'(W, .@%ﬁ /V) et T'(U, @g{f ot /V)

sont noethériens et l'idéal m est contenu dans le radical de l'anneau

DU, Z8t i jv) (Meg], Thm, 4.1.1). "

. Pour h > 0 assez grand, c’est une re-

) —
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COROLLAIRE 10.4.3. — Supposons que R est un anneau de valuation
discréte complet V. Le foncteur image inverse

O (71 Sp)-Mod = (7]

(Y X)T /V’ Sp)_MOd

est exact.

Démonstration. En effet, la question étant locale, ¢’est donc une consé-
quence du théoréme précédent. [ |

10.5. Le foncteur image inverse dans le cas général

Un morphisme de schémas lisses sur k se factorise en une immersion
suivie d’une projection. On peut définir le morphisme image inverse par
composition, mais il nous faut montrer que I'image inverse par une projec-
tion transforme un module plat en un module acyclique pour le foncteur
image inverse par 'immersion, pour que le foncteur image inverse soit in-
dépendant de la factorisation. Nous notons, pour simplifier, Z :=Y x; X
et Z1 le produit fibré 1 x 2. Si f: Y — X est un morphisme, notons
f:=pois, ottis est 'immersion graphe et ol p est la projection de Y xj;, X
sur X.

THEOREME 10.5.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas affines
lisses sur le corps résiduel k et soient 1 et 2T des relévements plats. Alors,
le morphisme canonique :

t —1 1
Dyt szt v ® iDLy — Dhyinzipy ® i Doy
i 9! it ol
zt /v zt/v

est un isomorphisme. De plus, il existe un isomorphisme :

T T
Dyt ztyv @ it iy sz—uf/v = ‘@?ﬁ—wﬂ/v
pour tout relévement de f sur lequel est construit le module de transfert
Zil
Doyt a0t v

Démonstration. Soit ¢} : iy Ozt/v — Oyt y un relévement du mor-
phisme graphe de f. En Vertu du lemme 10.2.6, le relévement ¢} définit un

isomorphisme de 91, . -modules a droite :

zt)v
OWT/V@ 10zy Zf ‘@ 2tV *‘9 Yt 2tV

En vertu de I'équivalence entre la catégorie des faisceaux de Oz /i,-modules
cohérents et la catégorie I'(Z, Oz1y)-modules de type fini, le faisceau
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Oy v admet une résolution finie par des i;lOzT sv-modules localement
libres de rang fini £°, et le complexe :

° —1opt
E ®iflozf/v ’Lf ‘QZT/V

est une résolution de ‘@{T?/T _yziy bar des 21, ,,-modules a droite locale-

Zt/v
ment libres de type fini, en vertu de la platitude évoquée dans la remarque

@T

7.1.7. Le complexe @; Zt 2tV

1 .
tzt)v ®i,71@;/v iy se représente donc

par le complexe :
L°®

et il s’agit de montrer que ce complexe n’a de la cohomologie qu’au dernier

1t
i'Oziyy U TEtsatyvo

cran. La question est locale sur Y x X et 'on peut remplacer le produit
par un ouvert affine U ot le module des formes différentielles séparées est

libre. Dans ce cas, nous avons vu que .@; est un faisceau d’anneaux

t—2t /v

s s s . . . ,h
d’opérateurs différentiels relatifs filtré par ;" , v
a montrer la méme assertion pour ce dernier faisceau. On obtient un com-

plexe de i;lﬁg{’f ot /V—modules a droite, dont les termes sont sans torsion

sur m. Le faisceau @Z{’T}L_}%.T/V
assez petit ([Mes], Thm. 3.2.3), on est réduit & la méme assertion pour les
sections globales. Mais la cohomologie est de type fini, parce que 'anneau
des sections globales du faisceau @;f L2tV
assez petit est noethérien en vertu du théoréme 7.1.6. Il suffit, en vertu du

lemme de Nakayama, de montrer la méme assertion aprés réduction mo-

et on est ramené

étant acyclique au-dessus d’un ouvert affine
au-dessus d’un ouvert affine

dulo m qui est contenu dans le radical de cet anneau ([Mes|, Thm. 4.1.1).

Mais, modulo m, ce complexe se réduit a la restriction a i;lU du faisceau

- h 1tk ) s
Oy k@105, SN /) = Oy i@, 30, 17 (TEL /). Dot

la premiére partie du théoréeme 10.5.1.

Puisqu’on est dans le cas affine, soit fT un relévement de f, alors le
morphisme :

. T —1 ot Z1l
(%) : Dyt ozt v ®%719;r/v iy Doy = Dyiai )y
provient du morphisme composé :
_ —1 — .—1
F10uty = i3 Ogrityy =i Ozipy = Ogityy,
ol p est la projection Y x; X — X. Pour montrer que c’est un isomor-
phisme la question est locale sur Y. On peut supposer que le fibré des

formes différentielles séparées sur X est trivial et alors une section globale

P de @; se représente par une série » b, Ag, ou (by) est une

x

t—2t/v



112 ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT

suite d’élements de I'(Y, Oy+ ). De plus, le théoréme de continuité de la
division ([M-Ng3|, Thm. 2.3.4) montre que la suite (b,) se reléve en une suite
d’éléments (aq) de I'(Y xi X, Ont 1\, 9t /v) tels que la série ) anAg est

un opérateur P de @; Autrement dit, si on note z} le morphisme

t—2t/v:
graphe de fT, I'opérateur P est I'image de it ® P et le morphisme (%) est

surjectif. D’autre part, @”Z/T—)ZT/V est un Z’;l@; -module & droite

Tx2t/v

engendré par iy en vertu du théoréme 10.2.2, mais si P est un opérateur
T

de -@zm%/v )

vertu du théoréme de division, que P appartient a I'idéal a droite engendré

par l'idéal d’augmentation de i} et donc u ® P est nul. Le morphisme (%)

est injectif. D’ou la seconde partie du théoréme 10.5.1. [ |

et si 'image par () de u ® P est nulle, nous avons vu, en

COROLLAIRE 10.5.2. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas
affines lisses sur le corps résiduel, et soient #1 et 21 des relévements plats.

Alors, le module de transfert .@;;/ ne dépend pas du relévement de f.

t—2t/v

Démonstration. En effet, en vertu du théoréme 10.2.2 le module de trans-
fert de I'immersion qui est fermée ne dépend pas du graphe du relévement.
Le corollaire est conséquence de la factorisation précédente. [ ]

DEFINITION 10.5.3. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur le corps résiduel, et soient 1 et 2T des relévements plats. On défi-

nit le module de transfert .@Jy comme le sous-faisceau du faisceau

f—>21 /v
Homy (f' Oyt v, Oyt v) des morphismes qui sont localement des sec-

tions du module de transfert d’un relévement local du triplet (Y, X, f).

En vertu du corollaire précédent, le module 7 est bien défini

Y21V
et c’est de fagon naturelle un (@;T/V, f_lglzw/v)—bimodule. En outre, il
coincide avec le module de transfert construit sur un relévement global de

f quand il existe.

COROLLAIRE 10.5.4. — Si f : Y — X est un morphisme de schémas
lisses sur le corps résiduel, alors le foncteur image inverse

[N (.@)T(;nf J+Sp)-Mod — (.@(wa)_T v+ Sp)-Mod

transforme un @;T -module spécial plat en un module spécial acyclique

inf/v 0
. . »*,
pour le foncteur image inverse i3} .

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 10.5.1, parce que
I'image inverse se calcule localement a la source et a la base. [ |
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DEFINITION 10.5.5. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur le corps résiduel. On définit I'image inverse
*,0 2,
p (qunf Jv+Sp)-Mod — (214 + > Sp)-Mod

2 x,0 *,0 P N
comme le composé i g oDy » lequel se dérive donc a gauche en un foncteur
exact de catégories triangulées

f;iff = Lf;;ﬁo' : ((‘@TT /V’ )_MOd) ((.@T /V’ )—MOd)

mf

On obtient, comme corollaire des résultats précédents, ce qui suit.

THEOREME 10.5.6. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur le corps résiduel, et soient #t et 21 des relévements plats. Alors, le
diagramme suivant est commutatif :

fhg = f;iﬁf’@fﬂﬁ : D_(@?/T/V—Mod) — D_(@[/T/V -Mod)

l Py l Py

fig D™((Zk1 ,y+Sp)-Mod) = D~((Z}1 ,,,Sp)-Mod),

ou le foncteur de la premiére ligne est le foncteur défini par le module de
transfert :

f T L
My = @@/T—wﬁ/v ®f*1@.;‘r/v - MJT’

et ot les fleches verticales sont les foncteurs prolongement canoniques.

Le foncteur image inverse dans la catégorie des modules spéciaux sur le
site infinitésimal prolonge comme il se doit le foncteur image inverse lorsque
les relévements des objets existent sans que les morphismes se relévent.

THEOREME 10.5.7. — Si f : Y — X est un morphisme de schémas
lisses sur le corps résiduel, alors le complexe fjg OXT /v est canoniquement

isomorphe au fibré trivial OyT sv muni de sa structure de 91 -module

vl /v
a gauche spécial canonique.

Démonstration. Il suffit de traiter le cas d’une immersion et d’une pro-
jection. Si Y, X sont affines, soient #T, 21 des relévements plats. Dans le
cas d’une projection, le foncteur image inverse est exact et le morphisme
canonique de ‘@;TXV&Y'T sy-modules a gauche :

. i .
) Dyixpainaiy g, P Oty = Onixyaiyy

est surjectif et un calcul local a ’aide du théoréme du symbole total 2.4.2
montre qu’il est injectif.
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Dans le cas d’une immersion, il suffit de considérer le cas d’une immersion
fermée i : Y — X de schémas affines lisses sur k. Si 1 et 27T sont des
relévements plats, le complexe :

7 g 10
wisziyy Qg U Caiy

est en vertu du lemme 10.2.6 concentré en degré zéro. Le morphisme cano-

nique de @;T /V-modules a gauche :
i 1
%yf—wﬂ/v ®rl@;ﬂ,/v i Ogtyv = Optyv
est surjectif, et le lemme 10.2.6 montre qu’il est injectif. |
Remarque 10.5.8. — Tous les résultats précédents du foncteur image

inverse valent également sur l'extension V' — K et nous les utiliserons
aussi dans ce contexte.

-modul .9 -
1 jy-module, resp @XiTnf/K

module, a gauche spécial ./\/l;fmf est un fibré p-adique, si pour tout ouvert

DEFINITION 10.5.9. — On dit qu’un @;r(

Ut de X;fnf sa restriction MLT est un Oyt jy-module, resp. Oyt e-module,
localement libre de rang fini. La notion de fibré p-adique sur le site infini-
tésimal X;fnf est purement algébrique.

La notion de fibré p-adique a été introduite dans l'article [Mes] sous
cette forme-1a dans le cas d’un relévement. Autrement dit, un fibré sur K a
connexion intégrable est un fibré p-adique si 'action & gauche du faisceau
D41,k se prolonge en une action a gauche du faisceau @;T /K Cest 1a
une propriété restrictive.

Notation 10.5.10. — On note MLS(Ox1 v ), resp. MLS(Ox1 k), la
catégorie des fibrés p-adiques.

ProprosITION 10.5.11. — Soit ¢ : Y — X une immersion fermée de
schémas lisses sur k. Alors, le foncteur iz;g« image inverse est un foncteur
exact de la catégorie MLS(OXJM/V) dans la catégorie MLS(OYiL/V), resp.
de la catégorie MLS(OXJM/K) dans la catégorie MLS(OKLf/K>-

Démonstration. La question est locale, et découle de I’isomorphisme :
0— OWT/V Qi=104/y i_lgt;'f/v = @JJT—L%'T/V —0

de i_lgj;ﬁ/v

corollaire 10.2.6 et de la platitude de extension O -1 /vy — ‘@;‘T/v ([Mes],

Coro. 6.1.2). n

-modules & droite induit par un relévement de 7 en vertu du
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Remarque 10.5.12. — Le raisonnement précédent ne marche pas dans
le cas d’une projection, mais on peut montrer que le foncteur p:;;gf, qui
est exact en vertu du corollaire 10.4.3, envoie la catégorie MLS(OXiTnf )
dans la catégorie MLS(Ozjnf/v)v resp. la catégorie MLS(Oxt /) dans la
catégorie MLS(O zt . ), mais la démonstration n’est pas de méme nature.
Nous n’utiliserons pas ce résultat dans cet article, mais il permet de donner
intrinséquement la définition des fibrés p-adiques munis d’une structure de
Frobenius.

10.6. Le module de transfert ‘@;/”Te{'W/V

Si fs:Ys — X, est un morphisme de Rg-schémas lisses, on peut définir
le module de transfert Zx_ .y, g, comme :

@XS‘*YS/RS = wYS/RS ®OY5/R5 @YS/RS‘}XS/RS ®f710X5/R5 fs_lw;(i/Rs !
C’est de fagon naturelle un sous-bimodule filtré du (f;'Px, k., Dy, /R.)-
bimodule :

Homp(f7 wx, /R, Wy, /R,)-

Soit f1: (Y, Owiv) = (X, 04+ ,y) un morphisme de schémas f-adiques
sur V.

DEFINITION 10.6.1. — Le module de transfert .@T est le sous-

2wtV
(f' P41 )vs Dyt v )-bimodule du bimodule s omy (f~'wyt v, wyt ) des
V-homomorphismes P tels que leur réduction modulo m® est un élément

de Px,y, v dont I'ordre est localement borné par une fonction linéaire

en s.

Notons nglr/v = jfomoy.‘,/v,(wt%/v,OJW/V) le fibré dual du fibré
w%‘t/v.

LEMME 10.6.2. — Il existe des morphismes canoniques :

i -1, -1 i
Wat )y Q041 @@m%/v Qf-1041v f Wort vy 7 @ﬁrw@f/v

et

-1 T -1 t
Fowartyy @10, 0 Doty @0uw Yaipy = Doyt art v

qui sont des isomorphismes de (f~*O 41 ;v/, Oyt jy7)-bimodules.
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Démonstration. On a un morphisme canonique :
-1 -1, —1
watyy & Homy (fT Opt)v, Ogipy) @ [T wiy yy —
Ouiyv 0y v
-1
— Homy (f " wat v, Wat)v),

qui provient du morphisme d’évaluation :

%Omv(fflot%'f/v, Ogyt/v) ®f7109ﬁ/v fﬁlw(;.lf/v —

— Homy (ffl f%ﬂomv(wggﬂ/v, Oy v), Oyt v)
suivi du morphisme canonique du produit tensoriel :

Wyt v @0y, Homy (7 %OmV(w;g'l’r/Va Oytyv), Ot pv) =
— Homy (f_l %omv(w;-lwv, Oggt/v), w(oyT/V) =

-1
~ Homy ([~ wat v, Wat)v)-
D’ott un morphisme :

T -1 —1
Wart /v B0y Lyt gty Q10,0 T Wty =

— Homy ([ wat jv, wat v),

dont il s’agit de voir que 'image est dans le module de transfert @;ﬁ% ot v

Mais c’est une condition qui porte sur les réductions modulo m®; et qui est
par construction satisfaite. De méme, on construit le morphisme :
ftw, 51 7 ® Wil =9t
2V 1001 v Patewt)v DO0uv Yoty 2TV

A partir de 14, on voit aussitot que ces morphismes sont des isomorphismes.m

COROLLAIRE 10.6.3. — Le module Wg?/f/v@(j?w/v@;Tﬁ%-T/RQ@fflO%.VV
fflw;.lf/v est naturellement un (f’l‘@;.f/v, .@;;/T/V)—bimodu]e.

Démonstration. Cela résulte par transport de structure de la structure

de (f' 2! 2! n

2t v @,T/V)-bimodule du module de transfert 2!

it )v:

THEOREME 10.6.4. — Soit fT : (Y, Owiyv) — (X,041,y) un mor-
phisme de schémas t-adiques lisses sur V. Le module de transfert @;T i)y
ne dépend que de la réduction modulom, f:Y — X, de fT.

Démonstration. En vertu du lemme précédent, I'indépendance du module

de transfert ‘@;-T otV

module de transfert @;

du relévement résulte alors de I'indépendance du

Fo 2tV =
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DEFINITION 10.6.5. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, et soient %t et 21 des relévements plats. On définit le module
de transfert ‘@;N—?IT/V comme le sous-bimodule du (ffl.@l:ﬂ/v, @;T/V)—
bimodule t%”omv(f_lw,%/v,wgﬁ/v) des germes du module de transfert
défini a I'aide d’un relévement local du morphisme f.

10.7. Le foncteur image inverse dans la catégorie

D™ (Mod-(Z%; ,.5p))

On dispose de la catégorie abélienne Mod—(@;

droite spéciaux, qui a suffisamment d’objets d’injelgtifs et d’objets plats et
de sa catégorie dérivée D(Mod-(21 Sp)). En considérant les modules

Xt/ V?
de transfert @;“_@,T /v on définit le foncteur image inverse fj,; par :

Lo Sp) des modules a

t N i
Ny = 7 Ny -1t Darewtyv
puis le foncteur :

fiw = Liga : D™ (Mod(7y,

inf

Sp)) = D~ (Mod-(2}1 . Sp))

/v i
pour un morphisme f : Y — X de schémas lisses sur k par factorisation
comme dans le cas des modules a gauche spéciaux. Les propriétés de ce
foncteur sont toutes paralléles aux propriétés du foncteur image inverse
pour les modules & gauche spéciaux. On dispose ainsi et & titre d’exemple

d’un analogue au théoréme 10.5.7.

THEOREME 10.7.1. — Soit un morphisme f : Y — X de schémas
lisses sur k. Alors, I'image inverse fj,qwxi Vv du fibré des formes différen-
tielles séparées de degré maximum sur X, . est canoniquement isomorphe a

Wyt sy muni de sa structure canonique de 17 -module a droite spécial.

Yine/V
La démonstration est identique a celle de 10.5.7.

Remarque 10.7.2. — Sous la condition e < p”(p— 1), on peut reprendre
les constructions précédentes pour construire le foncteur fjg 5, qui a les
mémes propriétés que le foncteur fJg .

11. Le foncteur image directe dans la catégorie
T
D+((.@Xi1‘nf/K, Sp)-Mod)
Pour définir le foncteur image directe il nous faut étudier d’abord quelques
propriétés de finitude des opérateurs différentiels.
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11.1. La platitude du module de transfert pour une immersion
fermée

LEMME 11.1.1. — (Critére jacobien) Soit i : ¥ — X une immersion
fermée de schémas affines lisses sur k. Soient U un ouvert affine de X, W
sa trace sur Y, et AT et Bt des relévements plats de W et U. Siu : AT — Bf
est un relévement de I'inclusion de W dans U, alors, localement sur U, il

existe des éléments 1, ..., T, Tpi1,..., T, de Al tels que {dxy, ..., dx,}
est une base locale de (st v et {du(zy),...,du(xr,)} est une base locale de
Qyyi v De plus, {Zr41,...,2n} engendre I'idéal noyau de u.

Démonstration. Puisque W — U est une immersion fermée, le mor-
phisme u : AT — BT est surjectif en vertu de la premiére partie du théo-
réme 2.2.9, d’oll une suite exacte :

0 = Zyyi jv = Oyijv — Owiyy — 0.

Soient z1,...,zs des générateurs de I'idéal T,y )y et {dz1,...,dr,} une
base locale de {1 /y,. Si

0— IW/k — OU/k — OW/k —0

est la réduction modulo m de la suite précédente, les classes modulo
m de z1,...,2s engendrent Zy;, et les classes de dzy,...,dz, forment
une base locale de Q5. En vertu du critére jacobien algébrique (JEGA
IVy], 17.12.2), quitte a réindexer z1,...,zs et dxy,...,dx,, les classes
de zp41,...,2, engendrent l'idéal Ty, les classes de dwxy,...,dx,. et
de dzy11,...,dz, forment une base locale de Qp/, et les images des
classes de dwi,...,dz, forment une base locale de Qyy ;. Les éléments
Ty oy Try 21, - - 2n ONE la propriété du lemme parce que Oty est
plat sur V. |

DEFINITION 11.1.2. — Etant donné un relévement u : A" — B d’une
immersion fermée Y — X de schémas affines et lisses sur k, on dit qu’un
systéme d’éléments z = {z1,..., 24}, ¥ = {Y1,---,Yn—q} de AT est adapté
awu, sidz = {dz,...,dzg}, dy :== {dy1,...,dyn—q} forment une base de
Qat v, duly) = {du(yr),...,du(yn—q)} forment une base de Qpi,y et
{#1,..., 24} engendre le noyau de u.

En vertu du critére jacobien 11.1.1, il existe, localement sur X, un
systéme d’éléments x = (z,y) adapté a u.

On rappelle que 21,y désigne le faisceau des opérateurs différentiels
d’ordre fini et @;f;{/h le sous-faisceau des opérateurs différentiels d’ordre
fini et d’échelon h > 0.
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COROLLAIRE 11.1.3. — Le %y y-module a gauche Oy /v Qi-104 v

i’l.@w/v est localement libre, et pour tout h > 0 le @fﬁ}’{}—modu]e a
@<Oo,h

ut v st localement libre.

gauche Oy /v ®i-1041 v it

Démonstration. En effet, si x1,...,2,, 241 ...,2, sont des éléments
comme dans le critére jacobien précédent, une base locale du Py /y-

module Oyt )y @ ifl.@w/v est formée des tenseurs d’opérateurs

i Oy v

1® Afjfll -+ Afn. Le méme argument vaut pour Opyi/y @ i_lgsf/o"/h. [
iilow/v
PROPOSITION 11.1.4. — Soit i : Y — X une immersion fermée de sché-

mas affines et lisses sur k d’algébres B et A. Soient AT et Bt des relévements
plats et u : AT — B un relévement du morphisme quotient A — B. Alors,
le module de transfert ‘@;we@f/v est un ifl.@;ﬁwv
calement engendré par dy ...dy, @ u ® (dxy ...dz,)*, ot dy ...dYm,
dxy ...dz, sont des bases locales des fibrés des formes différentielles sépa-

réesde X et deY.

-module a gauche lo-

Démonstration. En effet, en vertu du théoréme 10.2.3, le module de

transfert @; est engendré a droite par u et 'on a 1’égalité :

t—2t/v
dyy ... dy,m @u'P @ (doy ...dey)* = P(dyy ... dym @u® (doy . ..de,)")

comme morphismes :

1 (dx)* . _q uo 'P dy
i wyiyy — 1 Ogiyjy — Ogiyy — Wyt vy

ot ‘P est le transposé de P pour la forme dz; . ..dz,. [ ]

THEOREME 11.1.5. — Soiti : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur k, et soient %t et 21 des relévements plats. Les modules de

T T
ity €t @%‘Teyt/v sont plats sur 9{%/\/'

transfert @;
Démonstration. La question est locale sur Y et, par un choix de tri-
vialisations locales des fibrés wy i/ et wyt /v, il suffit de montrer que le
@;T sy-module & gauche ‘@;T gty est plat. Soient des ouverts affines
assez petits U et W au-dessus desquels il existe des éléments x1,...,x,

comme dans le lemme du critére jacobien, et soit N un idéal & droite de

D}Laf/v de type fini. Il faut montrer que le morphisme :
/ T T
N ®D;T/V rw, ‘QWTHMT/V) — (W, ‘@WT%Z/{T/V)
est injectif. L’anneau D};T/V est filtré par Dg?/v et (W, givt—wﬁ/v) est
filtré par les DTA’?/V—modules a droite T'(WW, @i\ﬁ —>uT/V)' 11 suffit de montrer,
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pour h assez grand, que :

h T,h HTh
N ®D;;’:/V LW, i i ) = W Dyt i pv)

est injectif, o N" est I'idéal engendré par les générateurs de N. I1 suffit

donc de montrer que I'(W, @%}_}w/v) est plat sur DEL/V' Comme les

anneaux Dyf v DL’? v sont noethériens en vertu du théoréme 7.1.6, que

I'idéal m est contenu dans la radical de ’anneau DL’?/V ([Mes], Thm. 4.1.1)

et que T'(W, @i\ﬁ —>w/v) est un D&?/V—module a droite de type fini en vertu
du théoreme 10.2.4, on peut appliquer le critére de platitude local 2.0.3.
By
(W, @;ﬁ Sut /V) sont plates. Mais ceci est une conséquence du corollaire
précédent. [ ]

Pour cela, il faut s’assurer que les réductions modulo m® du D -module

11.2. Le théoréme de changement de base pour une immersion
fermée

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme de changement de
base pour une immersion fermée, qui nous servira & définir le foncteur image
directe dans le cas d’une immersion fermée.

PROPOSITION 11.2.1. — Soient UT et U'T deux relévements plats d’un

schéma U affine et lisse sur k. Il existe alors un isomorphisme canonique
. T T T
(%) : Dyt urt v ®@;,T/V Dy suryy = y

@T

u

/v

de (@Z{T/V’

(k) 17

wisutyv g,

: /V)—bimodules, et un isomorphisme canonique

@T

1
C/
it v = Zy

’T/V

@T

v u,T/V)—bimodu]es.

de (@;

Démonstration. Soit u : AT — A’t un relévement de l'identité. Notons
ug, uy, (I'indice n rappelle que u,, opére sur les n-formes différentielles), ses

images dans ‘@ZL’T%Z/{T/V et ‘@;Teu”/\/' Le module de transfert ‘@g{waw/v
est un (@Z{,T v @gﬁ /V)-bimodule libre engendré par ug, et le module de
transfert .@L est un (@ZH v .@L

Up,.

tewrt v ,T/V)—bimodule libre engendré par

@T

LEMME 11.2.2. — L’élément u,, @ug de @gl Wt Ut v

Ut /v ®@Jm/v

est indépendant de u.
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Démonstration. En effet, si v est un autre relévement, on a les égalités
u = (uv~)v = gv ol g est un élément de G 4. Alors, u, @uy = U, @ gvy =
Ung @ vg. Il faut voir que u, g = v, comme morphisme de w41y — wWart /v
Mais en vertu du théoréeme 9.1.3, 'action a droite de 'opérateur différentiel

1 1

g sur wusi/y est égal au morphisme de restriction g~ et g77 o u, = vy O

On définit alors le morphisme par linéarité :

. 71l T 71l
(%) : Dyt curt v ®@£m/v Dy suryv = Lt v
par Pu, ® ugQ — PQ. Le lemme suivant montre que le morphisme (x)
bien défini et est injectif.

LEMME 11.2.3. — Pour tous opérateurs P et Q) de @Z{T/V, on a I’égalité
Puy, @ ugQ) = PQuy @ ug.

Démonstration. Il existe un unique opérateur @)’ de @Z{,T v tel que Q'ug =

up@, comme éléments du module de transfert .@; Il s’agit alors de

Ut v
voir que u, @' = Qu, comme éléments du module de transfert @gﬁ cwt v
ou bien, si le diagramme de gauche est commutatif, que le diagramme de

droite est aussi commutatif :

AT%A/T wAT/V%wA,T/V
lo e o e
uo n
AT =2 AT wat/v LHUA’T/V-
La question est locale. Soit * = (x1,...,2,) un systéme de coordon-
nées locales au-dessus d’un ouvert affine de Ut et 2/ = (2,...,2!) =
u(z) = (u(x1),...,u(z,)) le systéme de coordonnées locales au-dessus

de Pouvert affine de U'T obtenu par le morphisme u. Il s’agit de voir
que si Qug = upQ, alors ug'Q = 'Q'ug. Mais en vertu du théoréme
2.4.2, si Popérateur () admet le développement ) a,A%, l'opérateur
Q' admet le développement Y u(aq)A%, Q' = Y (—1D)I*A%u(as) et

z’)

‘Q'ug = Za(—l)MAg‘,u(aQ)u =uo (Za(—l)MA;‘aa) = up'Q. O

Le morphisme (x) est alors un morphisme de bimodules surjectif. De

méme, on définit le morphisme (%) qui est un isomorphisme. [
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COROLLAIRE 11.2.4. — Soient U' et U'T deux relévements plats d’un
schéma affine lisse sur k. Alors, les foncteurs :

i f it f f f
My = Dy ey @ My et My = Dy v @ My
£ﬂg{’ /v Eﬁgﬂ/v
sont des équivalences de catégories canoniquement inverses I'une de Iautre
entre la catégorie .@;,T/V—Mod et la catégorie @;T/V—Mod.

Démonstration. C’est une conséquence directe des isomorphismes (x) et
(#) précédents. [ ]

PROPOSITION 11.2.5. — Soient UT et U'T deux relévements plats d’un
schéma affine lisse sur k. Alors, il existe un isomorphisme canonique :

U ~ qf
Dt st jv = Dyt et v
de (@Z{T/V’ @L,T/V)—bimodules.

Démonstration. Soient u : Oyt /iy — Oyi . un relévement de l'identité

et Py /vy un opérateur différentiel de @Z{ Alors, Pyi i v

Ut /v
admet la factorisation :

Owripy 2 Oyt jy Out v

ou P est un opérateur différentiel. On lui associe Vopérateur Pyt 01 /v
composeé :
uw™t P
Wyt v T Wyt v T Wyt v,

lequel ne dépend pas de la factorisation. En effet, si v est un autre reléve-
ment, on aura u = vg oll g est un automorphisme d’algébre qui se réduit a
l'identité et donc un opérateur différentiel de Opy/+ /1. En vertu du théoréme
9.1.3, on aura gPov~! = Po(vg)~! = Pou~!. Le morphisme ainsi défini est

un morphisme de (!

it v @L,T /V)—bimodules qui est un isomorphisme. B

Cela va nous permettre de définir les modules & gauche spéciaux a l'aide
de I'image directe.

DEFINITION 11.2.6. — Un ‘@TT

i -module a gauche spécial M;fnf est

JV
la donnée pour tout ouvert Ut d’un @&T/V—module a gauche MZ” tel que

inf

MZ{”W = MZMW pour tout W C U, et la donnée pour tout couple
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(W UT) avecr : W — U d’un isomorphisme de @;}T/V—modu]es a gauche
: i Lt~ gt
(o) : Doyt cutiw)v Orrgf, T My = My

se réduisant au morphisme canonique dans le cas (UT|W,U") et satisfaisant

aux conditions de transitivité pour trois ouverts.

Soient 7 : Y — X une immersion fermée de schémas affines lisses sur k,
j: U < X un ouvert affine de X et W sa trace sur Y. Soient T, 2T, ut
et W1 des relévements plats de Y, X, U et W.

THEOREME 11.2.7. — Soit J\/);/T un @;T/V—modu]e a gauche. Il existe
alors un morphisme canonique de changement de base :

t 1, (ot t
g g
Dty g, I Dyeaiyy @gi, Ny+)
t ot e
@U“—W*/V ®%,W Z*(ng—Wd/T/V ®j*1@(}/v J ot )

qui est un isomorphisme de 9. -modules a gauche.

ut /v

Démonstration. Nous allons d’abord construire un morphisme

. 7, T c—1 g T y T g T
) Dl iy @ T 5Dyt oty — (Dt ot jv @ Dyt Lt yv)-
L Pty

Soit Pyt 9t @ 57 1Q 4+ s+ un tenseur élémentaire. En vertu de la pro-
position précédente, 'opérateur P+, 9+ donne naissance a un opérateur
Pyt 91| qui, composé avec 571Q 9+ a1, donne un opérateur Ryt o yw-
On définit 'image du tenseur Py+_, 5+ ®j 1 Q 27t g+ comme Ryt o+ | Un®
ug pour n’importe quel relévement v de 'identité de W. En vertu du lemme
11.2.2, ce tenseur ne dépend pas du relévement u. On obtient le morphisme
(x) de (@;T/V,j_l.@;;/vv)—bimodules, qui est un isomorphisme.

Soit maintenant /\/}j,T un 2 . . -module & gauche. En tensorisant Iiso-

vtV
morphisme (x) avec j ’U\@T et tenant compte I'isomorphisme de change-
ment de base topologique de j 71@;” /V—modules a gauche :

i1 T T . =1t i
J Z*(@%JN—?]T/V ®@J/‘r/v MJT) — %] (@yn_fgﬂr/v ®@;"/V /\/‘@/T) ’

on trouve 'isomorphisme de changement de base du théoréme 11.2.7. m
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11.3. Le foncteur image directe dans le cas d’une immersion
fermée

Soit 7 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur k. On se
propose de définir le foncteur image directe :

(28 v+ Sp)-Mod — (21

it Xt v Sp)-Mod.

Soient Mnf un YT /V-module a gauche spécial et UT un ouvert affine

du site Xin Si W est un relévement de I'ouvert affine Y N U, la restriction

N';fw est un 27 i

Wi v -module & gauche, et on peut définir

. T T
My =i (Dl i v % Nyyi)-

En vertu du théoréme de changement de base pour une immersion fermée
11.2.7, le module MZ{T ne dépend pas & isomorphisme canonique prés du
relévement WT. Donc, en prenant un recouvrement par des ouverts affines
d'un ouvert U1, on définit un ut jy-module a gauche /\/lw donné locale-

ment qui ne dépend pas du recouvrement choisi. D’autre part, si U’ est un

ouvert de U, on trouve que Mqu' MLT |U’.

Soit un couple d’objets du site (U, ,Z/l;) avec 1 : Uy < Us. Nous allons
construire un isomorphisme de @;T /V-modules a gauche :
1

(o) : 7l M

UI(*Z/G‘Ul ®T 1]T M

A
u/v Uy

satisfaisant aux conditions de transitivité pour trois ouverts.

Supposons d’abord U; affine et soit WI un relévement de U; NY. Alors,
MZ{T est par construction canoniquement isomorphe a :
1

(.@T ®]T NT T)’

ot

Ui <wi /v W v wy

et ML”U est par construction canoniquement isomorphe a :
2 1

in(2] @, N,

ul\uy«wi /v Wi W

ce qui fournit 'isomorphisme (¢) dans ce cas-1a par application du foncteur

+

9 ?, en tenant compte de I'isomorphisme canonique :
Ut eul oy v Er1at p p a

u/v

—1 gt 1t t
i @, gt 1D ~9
ul«ul|u v it fu t v ul\u«wi /v uf«wi /v
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T —1 gt _ 5 : :
parce que @ulﬂ—uglUl v est un r @u; v module & droite localement libre

de rang 1.

On obtient des isomorphismes locaux qui se recollent canoniquement
pour fournir un isomorphisme (¢) dans le cas général. Les conditions de
transitivité pour ./\/ljnf sont conséquences de celles de NI » ¢ Le morphisme

1

(¢) coincide avec le morphisme canonique dans le cas du couple (UT|U”, Ut).

COROLLAIRE 11.3.1. — Sous les conditions précédentes le foncteur
T MLT est un 9 tov -module & gauche spécial ./\/l ¢ sur le site me

DEFINITION 11.3.2. — Pour une immersion fermée i : Y — X de sché-
mas lisses sur k, on définit I'image directe :

dlff'/\/;nf :

mf'
On obtient, en vertu du théoréme 11.1.5, un foncteur exact

dlff . dlff . (QT

idiff Sp)-Mod — (2L+ ,.,,Sp)-Mod,

Vi /V? X0 /v

qui se dérive trivialement en un foncteur exact de catégories triangulées :
i = Rl ((@T 1 v+ Sp)-Mod) = D*((7} iy Sp)-Mod).

COROLLAIRE 11.3.3. — Soient une immersion fermée i : ¥ — X
de schémas lisses sur k et une immersion ouverte j : U — X. Alors,
il existe un isomorphisme canonique de foncteurs exacts de la catégorie

(@;L/V, Sp)-Mod vers la catégorie (QUT v Sp)-Mod :
diff . diff
jd1f'f olLly i O]dlﬁ’

et il existe un isomorphisme canonique de foncteurs exacts de la catégorie

((@TT /V,Sp)—Mod) vers la catégorie D*((@TT /V,Sp)-Mod) :

G 0 it =i o jig
Démonstration. C’est la traduction du théoréme de changement de base
11.2.7. |

De méme, en considérant un couple adapté 11.1.2 d’un relévement d’une
immersion fermée de schémas lisses sur k£ on montre le changement de base
pour une projection :
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PROPOSITION 11.3.4. — Soit un carré cartésien :
ZxpY -5 Z %, X
b
Yy & X
de morphismes de schémas lisses sur k, otl i est une immersion fermée et p
est une projection. Il existe alors un isomorphisme canonique de foncteurs

L. + ~ 71l _ :
exacts entre les catégories (.@Yi‘tf/v, Sp)-Mod et (Q(Zxkx)jnf/v’ Sp)-Mod :
0 diff o diff *,0
Paigr © 0 = tx0 © Paifr s

et il existe un isomorphisme canonique de foncteurs exacts de la catégorie
(ot coomin V(T .
D ((‘@Y;L/V’ Sp)-Mod) vers la catégorie D ((‘@(Zxkx)fnf/v’ Sp)-Mod) :

* diff . diff *
Pdiff @t =l ODqiff -

PROPOSITION 11.3.5. — Soient Y % X 3 Z Ia composée de deux

immersions fermées de schémas lisses sur k. Alors, il existe un isomorphisme

canonique de foncteurs : i$iff o i{iff ~ (35 04)d .

Démonstration. Les foncteurs i, o,%2.0, (i2 ©41)+,0 sont exacts. Pour
't 21T, ZT des relévements plats, alors on a un morphisme canonique :

i—1lg T T T
0 Dzieaiy Ciigt,  Doveoiyy = Pzicaiyy

de (’ig o il)_lgéf/v

filtration par les échelons, on montre que c’est un isomorphisme. On obtient

-modules de type fini. En filtrant ce morphisme par la

des isomorphisme locaux qui se recollent canoniquement. [ |

Remarque 11.3.6. — On peut remplacer le faisceau @;T v dans la
inf
définition du foncteur image direct i3 par le faisceau @;T K
inf

11.4. Le foncteur image directe dans le cas d’une projection

Pour un couple (Y, X) de schémas lisses sur Ry, on note ¢ et p les pro-
jections de Y x p, X sur le premier et le second facteur.

DEFINITION 11.4.1. — Soit 21 un ouvert du site X ;. On définit le site
Yij]f x 21 relatif a louvert 2°1 comme le sous-site de (Y x g, X);Lnf dont
les objets sont les ouverts de la forme U x r 2™t pour un ouvert U' du site
Yij]f, dont les morphismes sont de la forme rt x Id pour r' un morphisme

du site K;r]f et muni de la topologie induite.
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Sur le site Yllf x 2T on a une description locale des faisceaux de modules
analogue & celle des faisceaux de modules sur le site Yljlf En particulier, si
Lx est un faisceau d’anneaux de Zariski sur X, on a un faisceau d’anneaux
sur le site Yllf x 2T dont la valeur sur un ouvert U! xz 21 est I'image
inverse de Lx par la projection U x g, X — X muni des restrictions cano-
niques. Notons (Ylilf x 21, p~1Lx)-Mod la catégorie des p~!Lx-modules
a gauche sur le site Yllf x 21, Sur le site Yljlf x 21 on a aussi le faisceau
qilgyilf, dont la valeur sur un ouvert U" xp 2T est le faisceau ¢~ Gy
muni des restrictions canoniques.

PROPOSITION 11.4.2. — Le foncteur naturel :
Pyyp x (Y xp, X,p 'Lx)-Mod — (Y, x 21 p~'Lx)-Mod

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux de
Zariski sur le produit Y x g, X, notée (Y xr, X,p~1Lx)-Mod, et la sous-
catégorie des modules sur le site relatif Ylif x 2T dont I’action du faisceau
de groupes q—lgyizf est triviale. Ce foncteur admet comme inverse cano-
nique le foncteur qui a un module Fyt . 4+ sur le site relatif associe le
module dont la valeur sur U x g, X, si U est affine, est :

lim  Fyt xRt
— Yyt )

la limite étant prise sur tous les ouverts qui relévent U.

Démonstration. Remarquons d’abord que sous I’hypothése de la propo-
sition, pour deux ouverts affines Uf ,Ug qui relévent le méme ouvert, tous
les morphismes de restriction induisent le méme isomorphisme :

]:

Uixpat =

]:

U xr2t

La limite projective est bien définie. On obtient un faisceau donné locale-
ment sur un recouvrement de Y x; X qui donne naissance canoniquement
a un faisceau de p~!Ly-modules sur Y x g, X. [

Sur le site relatif Yllf x 21 on a le faisceau q’?@f, dont la valeur sur

e/ B

i /- Pour tout q_lg;‘tf/R

on peut considérer le faisceau sur le site relatif K;r]f x T

Vouvert Ut x p 21 est le faisceau q_lgzi -module

I

inf?

a gauche M

i -1 1
U xp 2T~ jfomq,l%fﬁm (q OZ/{T/Rsz/{TxR%'T)'
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COROLLAIRE 11.4.3. — Si MIYX x)! est un @(TYX x)! -module a
Ry Ry

inf inf

gauche spécial, le foncteur :
-1
UT g 278 Hom o gr (07 Ot i Mg t)

définit un faisceau de Zariski de p‘lgi -modules & gauche sur le pro-

2T/R
duit Y xp, X.

Démonstration. En effet, I'action d'un élément g du groupe ¢~ G+ sur

1

un morphisme ¢ est donnée par construction par geg~ ", mais l'action de

g sur q_l(QLT/R et sur MLTXR%'T se fait a travers ¢71Gy+ C q_lgfﬁ/R et
donc gpg~!' = pgg~! = ¢. Le corollaire est conséquence de la proposition
précédente. [ ]

. @ gt T
Notation 11.4.4. Si M| ; est un @(Ylex)T R

inf

cial et 2T est un ouvert du site X; ., on note Ryt s ot M
au site Ylj]f x 2T et :

-module a gauche spé-

) sa restriction

-1
f%ﬂomq,l@; n (q O)@Lf/RaRYifo%f(MiTnf))

inf

le faisceau de Zariski de 17*1@;{T sr-modules défini dans le corollaire pré-

4 . . -1 T
cédent. Son image directe p. (%”omq,lg;r o (¢ Oyt /r, Ryt ot (M)

est donc un 9}{1 / p-module & gauche bien défini.

Soit (WI, W;) un couple d’objets du site Xit]f, avec 1 : Wy — Ws. Nous

allons construire un isomorphisme de ‘@i\ﬁ -modules & gauche :

1/V
. 1 -1 -1 + -
(0) @WI—H/\/QT/R Q7 P '%ﬂm?l ) t(q Oyl /R RYifowg (M) ~
rt! 1 Qyi‘rnf/R
wi/r

-1
~ poAom (471 Oy sm Ryt oy (M)

a’ @Litnf/R
satisfaisant a la condition de transitivité pour trois ouverts et les condi-
tions portant sur les couples (VV;L|W1,VV;r ). Le morphisme de projection

topologique suivant est un isomorphisme, parce que .@;} est un

Tswl/R
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r‘lg;ﬂ /R-module a droite localement libre de rang 1. On a donc 'isomor-
2

phisme :
t —1 -1 t VY~
Dyviswir BT PxHom (a Oviio/rs Byt ow (M) =
1 2 ,191‘ in
r—lgt ; q v /R
wil/r
~ 1t 1 -1
~ p.(p @WT—MJT/R R %oml T(q OYiLf/R’RYiI,fXWQT(Minf)))‘
U
W2/R
11 suffit de construire un isomorphisme :
—1 5t -1 -1 T -~
p @WT%W;L/R Q" ﬁfonzl T(q OYiL/R’RYifoW; (M) =
p it Iy m
wl/r
~ -1 T
~ Hom ) (g OY;L/R’RYJ,{ij (Minr)-
q719;¢ /R

Les deux faisceaux précédents sur Y x; Wi sont donnés localement sur un
recouvrement produit. Il suffit de construire un isomorphisme de faisceaux
donnés localement. Pour tout ouvert 4T du site Yilf,

tensoriel est un isomorphisme parce que ’action de q_lggl

le morphisme produit
t/v commute
avec celle de p’lﬂiv

v
197 i~ 7 -1 f
om (@) ~
Py ® 3T Hom (GO e My )
p*lelgT : q jMT/R
wl/R

1 -1 —1t T
~ =" Hom O, .
5 ,T(q i /8 Pyt i in ® Myt ony)
q E”W/R p—l,’,—lgt
wi/r
11 suffit de construire un isomorphisme :

—1 gt —1 gt i
pZ & 1pigt T M ~ M :
wi—swi/R “p~ir WW;/R Ut x gW] Ut x g

Mais p~1 2! est un sous-faisceau de &' et le
p ‘@WT QMTXRWIT%Z/{TXRW;/R

[—-wi/r

morphisme provient du morphisme du module spécial /\/ljnf. Pour montrer
que c¢’est un isomorphisme, on reprend le raisonnement de la démonstration
du théoréme 6.2.7. Les compatibilités proviennent des compatibilités pour
M;fnf. Les conditions portant sur les couples induits sont évidentes. Nous
avons montré le théoréme qui suit.

BN gt 1 ) X
THEOREME 11.4.5. Si M| ; est un @(YXRIX):nf/R module a gauche

spécial, le foncteur précédent :

P pedom gy (a7 Oyt s Byt (MU)

est un @;} -module a gauche spécial.

iTnf /R
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DEFINITION 11.4.6. — Soit /\/lmf un 9

¥y X1 module a gauche

inf

spécial. On définit son image directe pd‘ﬁ:./\/lT L¢ comme Ie 9 / p-module
1nf

spécial placé en degré —[dim Y] dont la valeur sur 'ouvert U de XT W €St -

D« %quil‘@;f /R (qilo mf/R’ RYilfqu (Mlnf)) [dlm Y]

inf

PROPOSITION 11.4.7. — L’application M{ ;. — p3iff M . définit un
foncteur covariant exact a gauche

g (@gYX 1y SP)-Mod — (Z%1 > Sp)-Mod[dim Y]
de (@g X)L R Sp)-Mod vers la catégorie (.@;(ifnf/R, Sp)-Mod[dim Y] des

modules places en degré —[dimY].

Démonstration. En effet, la construction du module pd“:f./\/lJf ¢ se fait &
I'aide de foncteurs exacts a gauche. [ |

DEFINITION 11.4.8. — Le foncteur image directe

pf‘g : (‘@(TYka)Lf/R’ Sp)-Mod — (‘@X Sp)-Mod|dim Y]

T /R’
est un foncteur covariant exact a gauche, et se dérive donc en foncteur
exact de catégories triangulées

dlﬁ‘ delﬁ‘ . (( 9

eyl P p)-Mod) — D" (2%,

T /R )—Mod)

Remarque 11.4.9. — Si R — S est une extension d’anneaux, on peut

xi /R €t @ ' R dans la définition du foncteur

diff : —
image directe p{™ | par les faisceaux O Xi /s = @ Xi /R ®QrS et 9

remplacer les faisceaux O

mf/S

QT /R ®rS. Le casou R =1V et S = K est particuliérement important.
1nf

11.5. Le foncteur image directe dans le cas général

Si f:Y — X est un morphisme de schémas lisses sur k et si X est
séparé, le morphisme graphe de f est une immersion fermée i : ¥ —
Y X X. Pour simplifier la définition du foncteur image directe dans le cas
général, nous supposons que X est séparé, de sorte qu'un morphisme se
factorise par une immersion fermée suivi d’une projection. Si f est un
morphisme de Y — X, notons f :=poif, ot iy 'immersion graphe et ou
p est la projection de Y xj X sur X.
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DEFINITION 11.5.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses

sur k, avec X séparé. On définit le foncteur f3% image directe sur K :

F DY (2} Sp)-Mod) — D*((2}

L eSp Sp)-Mod)

T /K’
comme le foncteur composé

-diff diff

)_MOd) f* ((‘@(Yka)T f/K, Sp)_MOd) L)

< D+((.@T

fgiﬁ : DJF((‘QTT /K7

T K Sp)'MOd)a

ol poiy est la factorisation canonique de f.

Remarque 11.5.2. — On ne peut pas définir le foncteur image directe
par le module de transfert comme dans la théorie classique parce qu’en
général les schémas ne se reléevent pas. D’autre part, le foncteur image
directe n’est pas en général le foncteur dérivé d’un foncteur.

Si U est un ouvert de Y, notons fi; la restriction de f a U, et si /\/ljnf est

un complexe de D+((.@Y¢ K Sp)-Mod), notons J“i”f (./\/l ! ¢) le préfaisceau

sur Y a valeurs dans la catégorie abélienne des @ -modules spéciaux

X/ K
i ( pdiff
qui & un ouvert U associe le i-éme faisceau de cohomologie h*(f{" Ml

du complexe fdlﬁ./\/lmf

THEOREME 11.5.3. — Soit B un recouvrement de Y par des ouverts. I
existe alors une suite spectrale dont le terme IEy est H? (B, %} (/\/lmf)) et

dont le terme I, est le module b1grad ué associé a une ﬁltratwn convenable
du module gradué hi+7 (f3fF pml .

Démonstration. Soit
-diff
Zf* OMmf =Ty« Mmf

une résolution @T -injective spéciale de zd‘ff/\/l Alors, le com-

Xk X)T f/V
b est isomorphe en catégorie dérivée au complexe f3fF (M] ).

inf*

plexe pd‘ff (

Pour un ouvert U de Y, on désignera par py la projection U x X — X.

Soient B un recouvrement de Y par des ouverts et Ziys un .@(YX X
k mf

module & gauche spécial. Notons C®(B, pf‘ﬁ Zing) le complexe de Cech du

recouvrement dont la valeur sur un ouvert U est le @T /K-module spécial
1nf
dlff °

pU* 0 Zint, et notons C*(B,pLly ,Z5;) le bicomplexe de Cech du recouvre-
ment B.



132 ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT

+
(Y xp X)) /K

inf

Il suffit de montrer que pour tout & -module injectif spécial
le complexe C* (B, pffg , I{]-ﬂf) est une résolution de pfﬂfg Iij;lf.
suite spectrale du bicomplexe C*(B, pffg I

77

inf

En effet, la
> ¢) montre alors le théoréme.
La question est alors locale sur X . Pour un ouvert W' de XiTnf, la valeur

du module pfiff 7) [~ dim Y] sur 'ouvert W est :

1 J
peAom, g (a7 Oy e By somt (T),

inf

et la valeur du module p?}fjo J [~ dim Y] sur I'ouvert WT est :
PUx %Om‘fl@;v/x (q OUT/K’IZ{TXVWT)'

Le complexe de Cech :

C*(Bx W, %quﬂ@;i,n . (qiloyiilf/Kv Ryi:f]fwa(Iijnf»)

f

du recouvrement produit B x W a valeurs dans le faisceau de Zariski
-1
t%”omq,lgj/j f (q Oyt

J
e 1 ks Byt owi (Zi,¢)) dont les termes locaux sont

1

, est une résolution de ce

; -1 J
les faisceaux z%”omq,@;'m (q OuT/K’IMTXVWT>

faisceau :
0— Hom (¢ 'Oyt i, Ryt st (Tig)) —
TP
= C*(Bx W, #om (¢ Oyt sk, Ryt wwi (Thy)))-
e

Il suffit de voir que I'image directe reste une résolution :

0= poom (47 Oy i Ryt ot (Tioy) =

—lgt
q Qy.‘y (/K

= p.C*(Bx W, Hom (47 Oyt i, Ryt owi (Thy))),
qil@;i'nf/K

qui, par construction, est le complexe :

0—pif

diff 73
e — C*(B,pilo  Tiy)-
Or, l'extension qil.@;T/K — ‘@LT{TXVWT/K est plate, comme on peut le
voir sur V' en considérant la filtration par les échelons et en appliquant le

critére de platitude locale 2.0.3. Le q’lggﬂ/K-module Igﬁ i reste donc

w
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injectif. Il en résulte que le faisceau :
1 j
%qu*l%ﬂ‘r/x(q OL{T/KaIZJ/[TXVWT)
est flasque. La résolution de Cech du faisceau flasque :

Hom, g1, (@' Oyt ks Byt owt (Tye))

inf/ K
est une résolution par des faisceaux flasques, et I'image directe est une

résolution. ™

Cette suite spectrale rameéne souvent les propriétés de 'image directe au
cas ol Y est affine, ce qui est trés utile dans la pratique.

DEFINITION 11.5.4. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, et soient #T et 21 des relévements plats de Y et X. On définit le
module de transfert @;{“_%/V
un relévement local a la source et au but du morphisme, ce qui est légitime

comme le module de transfert induit par

puisqu’en vertu du théoréme 10.5.2 le module de transfert ne dépend pas
du relévement. On définit le module de transfert sur K par :

T gt
Doytewt i = Loty Ov K.

Nous allons étudier le rapport entre les foncteurs images directes dans le
cas des relévements des schémas.

THEOREME 11.5.5. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, ot X est séparé. Soient #1 et 2T des relévements plats, alors le
diagramme suivant est commutatif :

A= A et DU(Dhy ) Mod)  — DY(Zh i )-Mod)

lP@T lpgﬁ
diff Db((@;nf/K,Sp)-Mod) — Db((@jqnf/K,Sp)—Mod),

ot le foncteur de la premiére ligne est le foncteur défini par le module de

transfert :
t Ri(F L t
My~ RE( Dy 1 )i B}k My1)

et ou les fleches verticales sont les foncteurs de prolongement canonique.

Démonstration. Le foncteur de la premiére ligne est le foncteur :

L
/\/l;T ~ Rf*(%wm/x Dt Mlﬁ)’

vt/ K

ce qui nécessite que /\/llf@T soit cohomologiquement borné. Dans le cas d’une
immersion fermée, le théoréme est vrai par construction ; méme sur V. Le
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cas d’une projection est plus délicat. Le produit fibré #t x 271 existe et
est un relévement lisse de YV x5 X (JA-Ms]).

LEMME 11.5.6. — Il existe un isomorphisme canonique :

-1 T
q Wyt)y ®q—1@ij @?]Txv%T/V - @fTHQ/TfoT/V’
_ T .
de (p 19}7/\/7 Dyt % o+ sy )-bimodules.

Démonstration. On définit le morphisme de (p~'2! T/V’@;TXV%T/V)'

bimodules :
-1 T -1
q Wyt)v ®q71%ﬁ/v @rytxvggt/v — Homy (p w%'T/Vaw@TXV&Y'T/V)

par (dy®@P) +— (dz — (dz®dy)P). Par réduction modulo m*, on obtient un
opérateur différentiel dont le degré est localement borné par une fonction
linéaire en s. D’ot1 le morphisme :

. -1 i
() : 4 Wty Bggh Dytxpatyv = gxu—%wi/v
t X :
Le module .@7TH(/TXV 2ty €St un ‘@@TXV%T/V—module & droite de type

fini, et le conoyau du morphisme (x) est donc nul en vertu du lemme de
Nakayama, parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le mor-
phisme (x) est filtré par :

, ~1
()n g waiy @, flﬁy . @Q/Tx vt v @JN—?!TXVJT/V

A X .
Le module .@wk(ﬂx‘/ 2ty €St un ‘@;TXV%T/V—module & droite de type

fini, et le conoyau du morphisme (x);, est donc nul en vertu du lemme de
Nakayarna parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le mo-

dule @]Te@TXV 2tV
nul modulo m?® pour tout s > 1. Comme ¢ 1w@1/v®q 19,4 @g,

est sans m-torsion et le noyau du morphisme (), est

Txy 21 /V
est séparé pour topologie m-adique comme module de type ﬁm sur un an-
neau de Zariski (non commutatif), il en résulte que le noyau de (), est nul
pour tout h > 0, ce qui entraine que le noyau du morphisme (x) est nul. O

En particulier, le lemme entraine 1’isomorphisme canonique :
-1 ) i
4wt /K Og190 0 Doty 6 ‘QJ”N—Q/TXVJ’T/K’

t
de (p~ Q]T/K’ Doty 2t K
existe un isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée des ¢~ Dy /K"

)-bimodules. Mais en vertu du lemme 6.7.1, il

modules & droite :

ijomqflggw/K(q_loyT/Ka q_lgﬂjﬁ/}()[dlm Y] = q_lw{”/T/K'
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Le fibré q_lO@T/K est un q_lgﬂ;T/K-module a gauche parfait, en vertu
du lemme 6.7.1. Pour tout complexe Mt de DT ((.@;TXV{%T/K)—Mod) on
trouve des isomorphismes canoniques dans la catégorie dérivée de la caté-

gorie des p~1 9!

2t/ -modules a gauche :

L
-1 ; ~ g1 ~
R%qu,l.@{;ﬂ/K(q O@r/K,MT)[dle] ~q w?yT/K®q71@va/KMT ~

L
~ ®, M.
DUy LT/ DY

En appliquant cet isomorphisme & une résolution injective ZT de M, on
trouve effectivement que pdiff P, xv &t (M) est canoniquement isomorphe

A Pyt (Rp. (2 & M)
a Lot \ P\ T gt e atwy 2tk O '

Vixy 2/ K

Dans le cas général, le théoréme résulte du fait que I'image directe pour
les modules spéciaux est, par définition, la composée du cas d’une immer-
sion fermée suivie du cas de la projection, et de I'isomorphisme :

L

—1 5T Z1l ~ gt
it Doytewisyat/i Qisrgt. Doy artewtx = Dytcot/k
vt xy2i/K
conséquence du théoréme 10.5.1. |

Le foncteur image directe dans la catégorie des modules spéciaux sur
K sur le site infinitésimal p-adique prolonge, comme il se doit, le foncteur
image directe lorsque les relévements existent. Il s’applique aux morphismes
de variétés qui se relévent, courbes lisses, variétés abéliennes, grassman-
niennes, etc. sans que les morphismes ne se relévent.

Remarque 11.5.7. — C’est bien pour faire coincider les deux foncteurs
d’image directe que l'on a mis le décalage [dim Y] dans la définition du

foncteur pdiff .

Il nous faut maintenant étudier 'indépendance du foncteur image directe
fEf de la factorisation du morphisme f.

THEOREME 11.5.8. — Soit une composition de morphismes de schémas
lisses sur k : Z =Y x5, X % X, ou i est une immersion fermée et p une
projection. Si nous supposons que p o i est une immersion fermée, alors
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le foncteur pf‘g o zf‘g est exact, et il existe un isomorphisme canonique de
foncteurs de la catégorie (.@ e Sp)-Mod :
B 0135 — (o0t
et un isomorphisme canonique de foncteurs de Db((QJf /K’ Sp)-Mod)) :
lnf
pifE o i (g o ) diff

Démonstration. Soit z un point de Z et soit 7" un voisinage affine de
q(i(z)), ot g est la projection de Y xj X sur Y. Soit U un ouvert affine
voisinage de poi(z) dans X. Puisque poi est par hypothése une immersion
fermée, quitte a remplacer U par un ouvert affine plus petit, on peut
supposer que sa trace W sur Z est contenue dans I'image inverse de T" par
qoi.

Si MT ¢ €st un @T -module spécial, les restrictions & U des complexes

VANTES
pdift o jdiff (Mmf) et (pod)dift (/\/ljnf) ne dépendent par construction que de

la restriction de Mjnf a W et du morphisme W LT xp U 5 U, ou i
est 'immersion fermée induite et p la projection induite. Mais W, T et U
sont affines et admettent des relévements plats WT, 7T, Uf. En vertu du
théoréme 11.5.5, on a les isomorphismes canoniques :

(poi)diff (MI/V) ~ (poi)*(-@;ww*/l{ ®95w1< MTW%

-diff .
i (MI,V) ~ Z*(‘@;;TXVUT(*WT/K ®@T ./\/l;f,v),

diff _ ;diff T T
P o i (M) =~ (@Tn—mxw/x‘g”*( 7T><UT<—WT/K®M ))-
yjﬂwi/K JNtV‘/K

En vertu du théoréme 10.5.1, on a un isomorphisme canonique :

i1 T

Dyt 7t xvut 1K ® @7T><VUT<—WT/K =~
I R

0:7T><VM'/K

~i-lgt
~ 0 Dy givput )k @ -@mxvuwwr/K ~ ) Ut Wt /K-
—1 gt

Ttxyut/K

[

[

Cela montre que les restrictions a U des complexes :

P o (ML) et (pod)IT (M)

)dlﬂ

sont isomorphes. Mais le foncteur (poi est exact, puisque par hypothése

I'immersion p o i est fermée, et donc le complexe pdiff o jdiff (/\/lmf) est
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concentré cohomologiquement en degré zéro. Le foncteur pfﬂig o ifﬂig est
alors exact.

Les 9 .

X -modules & gauche spéciaux :

/K

inf
diff _ -diff -\ diff
Pxo Otk (MiTnf) et (po Z)*,o (MiTnf)

sont localement isomorphes. Il reste & voir que ces isomorphismes locaux
sont compatibles.

Mais si .7’ est un autre relévement de 7', les modules :

1t +
t @uh—mxvuf/K Q-1 @mxvuh—WT/K
et Ttxyut /K
—1 T T
T Dy grisputx Qimrgt D it xvutewt /K

T xyut /K
sont canoniquement isomorphes. Cela montre que l’isomorphisme local
entre les modules pJiff o §iff (./\/l;fnf) et (pod)liff (M ) ne dépend pas du
relévement de T', puis par construction, ne dépend pas des relévements de
UetdeW.
T diff  ;diff T A\ diff T :

Les 7 f/K—modules PLlo 0isy (M) et (poi)S'y (M| ¢) sont canonique-
ment isomorphes, les foncteurs pdiff o ilifl et (poi)fiff sont canoniquement
isomorphes et les foncteurs pdif o741 et (poi)3f sont aussi canoniquement
isomorphes comme foncteurs dérivés de foncteurs exacts canoniquement

isomorphes. [ ]

PROPOSITION 11.5.9. — Soit YV x;, (X %3 Z) 2% X x1, Z 22 Z une
composition de deux projections de schémas lisses sur k. Il existe alors

un isomorphisme canonique de foncteurs : pgift o piiff ~ (py o py )3 de
iy ot
D ((@(Ykaka)f“f/K’ Sp)-Mod) vers D ((ngnf/f(’ Sp)-Mod).

Démonstration. Voyons d’abord que la premiére projection transforme
module & gauche spécial injectif en module & gauche spécial acyclique pour
la seconde projection. La question étant locale sur Z, on peut supposer qu’il
existe un relévement plat Zt de Z. Supposons alors, dans un premier temps,
qu’il existe aussi des relévements plats %' T et 27T de Y et X respectivement.
Le morphisme canonique :

—1gt S gt
Pr Pztcagisyzt/k @ Paytxyzteatxy 2t xyzt /K

—1 5t
Py @wxvzv/x

—1 gt t
=01 Dot gisyzi/n @ Doty zteatixysixy 2t /K

—1gt
1 DyiyziK
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est un isomorphisme, parce que le pflgT

%tXVZT/K—mOdule a gauche :

@T

XXy ZHe Wi xy ZixyZT /K

est plat. Le morphisme canonique :

-1 7, T g T g T
by QZTHX?//T x ZV/K X ‘QWT X ZteWt x 271 x Z1 /K - ‘QZT%{”/T X2t x ZV /K
vk v v v v v
P1 Dyt w2k
\%

est un isomorphisme de ((pg o pl)_lggf/K, 7 -bimodules,

f’]TX\/%TXVZT/K)
parce que p; et po sont des projections. Cela entraine que pour tout com-

plexe MT de D*(2}

%TXV%'TXVZT/K'MOd)’ le morphisme canonique :

A1t Lot Vi
() 2 (p1 Do gt xzt/k @ Dyt X Etewtx ot ‘>§ZT/K) QM —

Vo -1t T
Y 7
P1 Dy y 2K Dy x 21 x 21K
v vo v

t E ot
= Dzipt x 21 x Z1/K M

gt

Yix 2T x ZV /K
v v

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée de (p2o pl)*l.@T -modules

Zt/K
a gauche. L’isomorphisme (*) donne Iisomorphisme dans la catégorie déri-

vée de la catégorie des (p2 opl)flgT -modules a gauche :

ZT/K

(**)Z R Zom ((q opl)_IOgﬁ/K,Rf%ﬂom (q_logyT/K,MT)) —
(qopl)ilg}t/K

— R om ., (qilO?]TxV%T/KvMT)v

Vixy 2/ K
parce que le faisceau structural O 7+, d'un schéma f-adique lisse .7 fest
T
un 2/

TT/K
par g la projection sur le premier facteur. En appliquant le foncteur Rp1,,

-module & gauche parfait en vertu du lemme 6.7.1, ot ’on désigne

on trouve un isomorphisme dans la catégorie dérivée de la catégorie des
Dy 1@; / -modules a gauche :

(#xx) 1 RAom (q 'Oy, Rpr. R Hom (¢ 'Oy i, MT)) —
qilﬂ;vk q

— Rpy, R A om, _, 5 (€' Opiny ot i, M),

Vixy 2/ K

parce que le faisceau structural O 7+, d'un schéma f-adique lisse .7 fest

un @;T / -module & gauche parfait.
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-module & gauche supposé injectif, il reste
T
Y

: i
Si ZT est un @WTXV%'TXVZT/K
i
Y

injectif comme q’l.@{,/TXV%T/K—modules a gauche et comme qil.@w/K—
module & gauche. L’isomorphisme (k) devient de fait un isomorphisme

de pglggw(

-modules a gauche :
(xx5%) : R .om (q_lO%T/K,pl* Som (q_lOg/f/K,IT)) ~

_ 7
4 1@;4/1( ¢ Tk

= D1, t}fo"nq—lg’f (qilOW’fXV&Y"T/KaIT)a

Vixy 2/ K

parce que le faisceau f%ﬂomq,lgt (q_l(Qg;/TXV%r/K,IT) est flasque
Vixy 2K
et donc le faisceau pi, #om _, i (L O0u+ y'T/K,IT) est aussi
* T Doy i K v
flasque.

En appliquant le foncteur Rpy, a la formule (sksk), on voit que p(fif’fUIT
est acyclique pour le foncteur pgffo et, en méme temps, que pgffﬁ) o p(fif’fo (1)

et (p2, , 0 p1. o) (ZT) sont canoniquement isomorphes.

L’isomorphisme (*##x) se recolle naturellement en un isomorphe de
Dy 1.@; / -modules a gauche pour tout Y, qu’il admette ou non de re-

lévement plat global /.

A ol T _
Dans le cas général, pour tous Y et X, si Z, ; est un @(Ykaka)jnf/K

module & gauche spécial et injectif, la méthode précédente montre, que
lisomorphisme (x*%x) se recolle en un isomorphisme de complexes de

Dy 1.@; /re-modules & gauche :

(s )ing: R om (qilOXiTnf/K,RXifnfxzf(pclliﬁ(I;fnf)))

1t
.(ﬁ
R SN2

R T

iTnf))

:pl*f%ﬂomq,lw

(YEX)Jnf/K

(Yéx)}fxzt(

n

-1
(q O(YéX)Inf/K’

avec les notations 11.4.4. Cet isomorphisme implique que p(fiffo (IT ) est

inf
acyclique pour le foncteur pgiﬂo.

En vertu de ce qui précede, pgiff (piff (T

; inf
2

ANTE
donc de montrer qu’ils sont canoniquement isomorphes. Par construction,

o () (7! )~ dimY — dim X] a Pouvert ZT est le

)) et piift o pdift (7]

o ¢) sont deux

-modules & gauche spéciaux en degré —[dim Y + dim X], et il suffit

la restriction de p
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faisceau :
D2. %OmQ’lg;;nf/K (qﬂ@xﬁnf/K, Rxt vzt (P IiTnf)) [ dim Y7,
alors que la restriction a I'ouvert ZT du faisceau
(p2 0 p1)6 (Thy) [ dim Y — dim X]
est le faisceau :
(p2 0 p1)« jfomq,l@t (qilo(Yka)Inf/K’ R(YXkX)iTanZT (IiTnf>)'

(Y X g X);fnf/K
Ces deux @;T / -modules a gauche sont des images directes de py 1@; K"
modules & gauche donnés localement qui sont canoniquement isomorphes.m

COROLLAIRE 11.5.10. — Soit un morphisme f : Y — X de schémas
lisses sur k ou X est séparé, et soit Y - P x,, X 5 X une factorisation de
f par une immersion fermée suivie d’une projection, ou P est un schéma

lisse sur k, et telle que le morphisme induit Y — Y X P x; X est une
immersion fermée. Alors, le foncteur f3iff

foncteur p3iff o jdiff

est canoniquement isomorphe au

Démonstration. On a le diagramme commutatif :
Y x k X
/! N\
Y*)YX}CPX]CX—)X,
N\ e
P X e X
ol le composé de deux morphismes non tous deux horizontaux est soit un
composé de deux projections soit un composé d’une immersion fermée et
d’une projection qui est une immersion fermée. On est réduit aux résultats
précédents.

En particulier, si X est séparé, pour une immersion fermée ¥ — X, le
foncteur image directe est canoniquement isomorphe au foncteur construit
a ’aide de la factorisation canonique et pour une projection ¥ x; X — X
le foncteur image directe est aussi canoniquement isomorphe au foncteur
construit & I’aide de la factorisation canonique. [ |

Exemples 11.5.11. — 1) Si X est le point Spec(k), le complexe
[t Oyt /i est un complexe de DY (K) qui est a cohomologie de
dimension finie sur K lorsque Y est une variété algébrique lisse
en vertu du théoréme de finitude 6.6.2. Ce théoréme a présenté de
sérieuses difficultés pendant prés d’'un quart de siécle dans le cas
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d’une variété qui se reléve [Mes], qui est aussi a la base des progreés
significatifs de la théorie p-adique.

2) Plus généralement, pour tout morphisme f de schémas de type
fini et lisses sur k, le complexe spécial f&iff OYiLf /i sur la base X
est I'analogue p-adique du complexe de Gauss-Manin en caracté-
ristique nulle, dont on s’attend naturellement & ses propriétés de
finitude. Cela semble de nouveau présenter de sérieuses difficultés,
sauf qu’aujourd’hui on est mieux équipé. Un cas intéressant est celui
d’un morphisme propre et lisse sur une courbe, ou 'on s’attend a
ce que les images directes soient des fibrés p-adiques dont les rangs
donnent les nombres de Betti p-adiques des fibres.

Remarques 11.5.12. — 1) Sous la condition e < p”(p — 1), on peut
reprendre les constructions précédentes pour construire les fonc-
diff ,h
teurs f. sur K.

2) Le module q_l(’)gﬂ/v n’est pas un q_lgﬂjﬁ/v-module a gauche de
présentation finie, parce que l'idéal d’augmentation (A%, o € N")
n’est pas de type fini, et on ne peut pas appliquer le raisonnement
du théoréme 11.5.5 sur V.

3) Mais dans le cas h = 0, on peut si e < p— 1 reprendre les construc-

,0

tions précédentes pour définir les foncteurs ff .0 gur V', et on peut

appliquer le raisonnement du théoréme 11.5.5, sur V', pour montrer
que

i L
Rt (fITOM) = RE(DY oy Bgp Ran (ML)

E inf

est un isomorphisme pour des relévements de Y et de X.

11.6. Le foncteur image directe pour les modules a droite
spéciaux

En remplacant le module de transfert -@,Tw i)y bar .@T? on

W2tV
diff

définit le foncteur (' pour la catégorie Mod—(@g, v Sp) et, en rempla-
’ inf

i

cant le -@; -module

inf

. X - ot

v module & gauche spécial OZiTnf v bar le ngnf v

a droite spécial w, vy on définit le foncteur pdf pour la catégorie
inf )

MOd_(‘@(TYka)jM/V’ Sp). On dispose donc, sur K et quand le but est sé-

paré, du foncteur image direct f3f pour les catégories de modules a droite
spéciaux, qui a des propriétés paralleles & celles du foncteur image directe
des modules a gauche.
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12. Le foncteur de cohomologie locale et ses compatibilités
avec les foncteurs images directe et inverse

12.1. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des faisceaux

Soit X := (X,Ox/g,) un schéma lisse sur Ry, et soit i : Z — X un
fermé de l'espace topologique X, de complémentaire j : X — Z — X.

ProPOSITION 12.1.1. — Soit Fi,s un faisceau de RXifnf—modules sur le
site XiTnf. Les données qui a un ouvert UT associent le faisceau T z(Fyt) et
le faisceau j,j~'JFy+ définissent alors des faisceaux de Rxt -modules sur
le site X!

inf?

notés respectivement I' 7 (Fint) et jinfji;fl]:inf.

Démonstration. Il s’agit de voir que si W' et U sont deux ouverts de X;fnf
avec 1 : W C U, le morphisme de restriction (f) induit des isomorphismes :

R[Gwi-ui] @ 17T z(Fyt) = R[Gwi-ut] @ 17 Fri— R[Gyi-get] @ 7 1~ Fyn

r L R[Gy] L R[Gy] T’IR[gut]
Lz(Fwr) Fypt 3o Fypt

qui sont transitifs (¢f. 4.2.1). Le morphisme canonique :
R[Gywisut) @ v i Fur = G (G RIGwiut] @ 77 Fur)
TﬁlR[guT] TﬁljilR[guT]
est un isomorphisme, parce que R[Gyyi_+] est un r~! R[G+]-module lo-
calement libre de rang 1. Mais le morphisme :
K 3 RGwi St @ 1T Py = 5 P,
r i RG]
qui est le morphisme de restriction du couple (W[ ='W, UT|;71U), est un

isomorphisme. Les familles Tz (Fy1) et j.j 1 F+ ont toutes les propriétés
des faisceaux de Ryt ~modules. [ ]

Remarque 12.1.2. — Dans le raisonnement précédent on peut remplacer
le faisceau Rxt . bar un faisceau d’anneaux Axt . et définir les foncteurs
de cohomologie locale dans la catégorie At f—Mod.

DEFINITION 12.1.3. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux
foncteurs exacts a gauche qu’on peut dériver dans la catégorie DV (Ryi f)
et obtenir le triangle de cohomologie locale habituel :

RT 7(Fint) = Fint — Rj™ji i Fing — -
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12.2. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des modules
spéciaux

Si MT L st un .@ p-module & gauche spécial, le méme raisonnement
lnf

-inf

*

montre que I‘Z(M?nf) et j jmf/\/lmf sont des @ T /R-modules a gauche

spéciaux et définissent des foncteurs covariants exacts a gauche qu’on peut

dériver dans la catégorie D (21 Sp)-Mod).

XT /R’

DEFINITION 12.2.1. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux
foncteurs covariants exacts a gauche qu’on peut dériver dans la catégorie
DJF((QJf Sp)-Mod), et obtenir le triangle de cohomologie locale habi-
tuel :

T /R’

RFZ (Mlnf) M

qui pour tout ouvert se restreint par construction au complexe de cohomo-
logie locale usuelle.

inf -
- R-j Jlnf Mmf

inf *

PROPOSITION 12.2.2. — Soient Z un fermé de X, M ¢ un complexe
borné a gauche et J\fmf un complexe borné a droite de modu]es a gauche
spéciaux. Alors, il existe un isomorphisme canonique de complexes de Za-
riski de la catégorie D(Rx) :

R Hom (an’ RFZ (M;rnf)) = RFZ (R Hom (an7 mf))

i i
gt gt .
7X|,0/ RSP IX{ e/ R

Démonstration. Soit M;‘nf — I;fnf la résolution injective par des modules
spéciaux injectifs de /\/l ¢ construite localement par la résolution injective
de Godement. Le complexe I Z(Imf) est une résolution injective par des mo-
dules spéciaux de RI'z(M] ), et le complexe A#om?; T (Mnf, r Z(Imf))

mf

1

est alors une résolution du complexe Réfom@;j P (an, RFZ(Mmf))

D’autre part, %om'w o (/\/mf, mf) est un complexe de faisceaux de Za-
nf

riski flasques, de sorte que le complexe Fz(%om (N b mf)) est

1

lnf
une résolution du complexe RI'z(R.#Zom ;i i (Mnf7M1nf))' L’iso-
Xint

morphisme de la proposition provient de l’isomorphlsme canonique de fais-
ceaux de Zariski :

%Omgt /R (Mnf’ FZ (Mmf)) = FZ ( %Om@;: (an’ 1nf))

1
mf

pour deux modules a gauche spéciaux. [ |
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Remarque 12.2.3. — L’extension V[Gy+] — Oyt ,v[Gat] est plate,
et les foncteurs de cohomologie locale calculés dans D+((VXT )-Mod) et

D+(((9Xt ./v)-Mod) coincident. Mais I'extension Oy /v [G 1] — ij/v
est loin d’étre plate, méme sur K. Aussi, les foncteurs de cohomologie locale

sont distincts lorsque calculés dans les catégories :

(OXT ./k-Mod) et DY (2!

XT K Sp)_MOd)7

et leurs rapports posent des problémes non triviaux.

PROPOSITION 12 2.4. — Si X est un schéma séparé et lisse sur k, les
]lnf et Rjdlff
Sp)-Mod), ot j : X — Z < X est l'inclusion canonique.

inf ;

foncteurs Rj,

rie D+((9X¢ K

Jiig coincident canoniquement dans la catégo-

Démonstration. Soit /\/lJf ¢ un complexe de D+((.@;}T K Sp)-Mod). Si

inf’ >t<]ﬂf-71nf‘/\/l'r £ Sur lou-
vert U' est par définition le complexe Ryj,j~ 1Muf' Notons j : U’ := (X —
Z)N U < U Vinclusion canonique. L’espace annelé U'T := (U’,j’lOw/V)
et

Ut est un ouvert du site X ., la valeur du complexe Rj

est un reléevement de U’, donc les modules de transfert .@;

T
@uh—u'T/v ut v
complexe jj.q4 ./\/linf sur ouvert U’ est jfl./\/lzlT et, en vertu du théoréme

11.5.5, la valeur du complexe j3f j* . /\/lmf sur I'ouvert U T est le complexe

UtV

sont définis et valent @ par construction. La valeur du

Rj.j~ ./\/l . En prenant une résolution injective de M . on voit que les

inf?
foncteurs ijf]mf et Rjdiff J3ig sont canoniquement isomorphes. [ |
Remarque 12.2.5. — La possibilité de définir le triangle distingué de

cohomologie locale dans le site infinitésimal {-adique dans le cas d’un relé-
vement, a été 'une des principales raisons du succés de notre point de vue
[M-N;] dés le début de la théorie.

12.3. Le théoréme de pureté pour un couple lisse

Soit i : Y < X une immersion fermée de schémas lisses sur k et soit 2 f
un relévement plat de X. On a alors le théoréme de pureté suivant.

THEOREME 12.3.1. — Sous les conditions précédentes, les faisceaux
A Oyt pv) et jfy(‘@}”/v) sont nuls si i # codimxY.

Démonstration. La question est locale. Commencons par le cas du fais-
ceau structural Oy /v .
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LEMME 12.3.2. — Soit i : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur Ry et soit 2T un relévement plat de X. Alors, /4 (Ogt/r) =0
sii > codimyY.

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que le schéma X
est affine et que I'idéal de Y est engendré par x1, . .., z4. Le complémentaire
X — Y admet le recouvrement affine X — V' (z;), qui est acyclique pour le
faisceau O o1 /g en vertu du théoreme d’acyclicité 2.2.4. Cela montre que
IOyt yp) = 0810 > codimxY. |

LEMME 12.3.3. — Soit i : Y < X une immersion fermée de schémas
lisses sur k et soit 2T un relévement plat de X. Alors, J} (Ogtyv) =0
si1 < codimxY.

Démonstration. La question est locale, et 'on peut supposer que X est
affine d’algébre t-adique Af. Soient Bt un relévement lisse de Y, u : AT —
BT un relévement de i et T, + /v le noyau de u.

Soit @ = (y,z) un couple adapté a u, au sens de 11.1.2. Notons I, :=
I, ., l'idéal engendré par z1, . .., z4. On peut considérer le D 41 y/-module
a gauche :

alg Hy (X, Oyt /v) = lim Ext}y, (AT/IZ, AT)

donné par les modules d’hypercohomologie du complexe :

RalgTy (O ,y) = Rlim #omo,.,, Oat v /Tyt jvs Ot v)-

PRrROPOSITION 12.3.4. — II existe un isomorphisme de DLT/V—moduleS

a gauche :

D,Tu/v @D, g Hy (X, Oyt yv) = Hy (X, O g1 v).

Comme {z1,...,2,} forment une suite réguliére dans AT, cela entraine
que les V-modules EX‘E%%.‘,/V(O%T/{//I@T/V, O+ yv) sont nuls pour j < g,
et la proposition implique donc le lemme 12.3.3 précédent.

Reste & montrer 'isomorphisme de la proposition. Si II et I; sont deux
idéaux de type fini de Oyt /v et Y1, Y2 les supports de O%-T/V/II et de
Ogi v /I;, la suite de Mayer-Vietoris topologique fournit un triangle dis-
tingué :

Ralgl' (X,045+,v) = Ralgl'y, (X,041,y) ® Ralgly,(X,041,y) —
YiNYs

— Ralgl (X,04+,y) —

et un triangle distingué : nuvye
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RFY1QY2(X3 OWT/V) - RFY1 (Xa O,Q”T/V) @ RFY2 (Xa O%T/V) -
— Rly,uv, (X, Ogtv) — -

Prenant une résolution 9}{1 /V—injective de Oy /v qui reste done O g -

injective. Comme l'extension D 41/, — DLT/V est plate ([Mes], Thm.

4.2.7), on trouve un morphisme de triangles :

DLT/V ® Ralg FY10Y2(X7 O%T/V>

DAT/V

RI'y,y, (X, Oyt )v) —‘

L, pi

iy ® RalgT (X, 0y1)v) @ Dy ® RalgT (X, 051yv)
DAT/V l " DAT/V l ¥

L S ROV(X.Osy) D RDwu(X.Oip)

-

\_> DLT/V ® Ralg Ty,uv, (X, Oyt )v)

DAT/V J{

L RTy, (X, 001 )y).

En utilisant ce morphisme de triangles et en raisonnant par récurrence
sur le nombre d’équations, on est ramené & montrer la proposition dans le
cas de l'idéal engendré par z; - - - z- pour 1 < 7 < ¢, ce qui est conséquence
du lemme suivant.

LEMME 12.3.5. — Sous les conditions précédentes, pour tout r tel que
1 < r < g, le Dyt jy-module a gauche At[1/(z---2,)], resp. le DLT/V_
modaule a gauche (AT[1/(z1 - - - 2,.)])T, est engendré par I'élément 1/(z1 - - - ;)
dont Pannulateur est I'idéal engendré par les opérateurs différentiels :

(e %1 « Q41 Qpy
ATl 2y, Az AT AR

tels que oy > 0,...,a, > 0,041 > 0,...,a, > 0.

Démonstration. Commengons par A[1/(z; - 2,)], lequel est engendré en
tant que D 41 /y-module & gauche, de facon évidente, par /(21 2). Si
P est un opérateur d’ordre fini qui annule 1/(z1---z,), on peut le sup-
poser de la forme P = Y ag AT - - A%, Considérons ordre lexi-

aeN"
cographique sur les r-uplets (aq,...,,) et notons exp(P) le plus grand
indice des indices des coefficients de P. La suite z1,..., 2, étant réguliére

dans Af, il s’ensuit que le coefficient dexp(P) = 0o appartient a l'idéal
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(zi,; #0). Modulo l'idéal (A" z1,..., A%z, a1 > 0,...,a, > 0), le po-
lynéme P est alors égal a un opérateur dont I’exposant est strictement plus
petit que exp(P). Par récurrence, on obtient que P appartient a 'idéal
(AT 21, ., A%z 00 > 0,0 .., 00 > 0).

Passons au cas d’ordre infini. Le DLT/V—module (AT[1/(2z1 - 2)])T est
aussi engendré, de fagon évidente, par 1/(z1---2.). Si P un opérateur
d’ordre infini tel que P(1/(z1---2:.)) = 0, on peut supposer que P =
S aenr GaATT - A% Ecrivons P sous la forme > A{'--- A% al,. Consi-
dérons la réduction Py modulo m® de P qui annule 1/(z;--- ). Le rai-
sonnement du cas ot l'ordre est fini montre que chaque coefficient al, ap-
partient modulo m*® a lidéal (z;,a; # 0), et ces coefficients a/, appar-
tiennent donc a l'idéal (z;,; # 0). En considérant une présentation de
A', on peut montrer, en vertu du théoréme de continuité de la division
par une base de division [M-N3], qu'on peut écrire al, = Zim#O baizi,
de sorte que P; := Zam £0 A%rb,,; est encore un opérateur différentiel et
que P = ) . Piz;. En raisonnant par récurrence sur la longueur des mo-
noémes en A qui interviennent dans P, on trouve que P appartient a I'idéal

(AT 21, ., A%z 00 > 0,. .., > 0). Cela termine la démonstration du
lemme 12.3.5, mais également celles de la proposition 12.3.4 et du lemme
12.3.3. O

Les mémes raisonnements montrent que sous les conditions précédentes
on a la nullité :

Hi oy (T"X, 070yt pv) = H 4 (X X0 AR, O 20yt v) = 0,

ou (7*) = (T*X, O(7+a)yt)v) est le fibré cotangent f-adique de X,
pour j # codimxY. Mais en vertu du théoréme du symbole total 2.4.2, on
a I'isomorphisme :

Hy o an (X X5 AL, Oz 20yt yv) HY (X, -@Zy—f/v),
et HL(X, @;ﬁ/v) =0sij # codimxY. On en déduit que :

f%ﬂxg(-@;ﬁ/v) =0

si j # codimx Y, puisque ce faisceau est associé au préfaisceau précédent.
Cela termine la preuve du théoréme 12.3.1. [ ]

COROLLAIRE 12.3.6. — Le foncteur Ut ~ 4™ Y (9],

un (@;itlf/v ; @;irhf/v)—bimodule ALY (@L

mal X Lf.

T/V) définit

' /v) sur le site infinitési-
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Démonstration. En effet, si 77 : W' — U1 est un morphisme, on définit
-1 dimpy Y dimw Y

(#)rt A (@;T/V) — T (@1];\;1/\/)

comme le morphisme induit par le morphisme de complexes

()t : " RIy (7]

i ) = RUy (2]

WT/V)’

dont on voit en considérant les résolutions locales de Cech que c’est un mor-
phisme (f),i-linéaire a droite et a gauche. Ces morphismes sont transitifs

inf

de facon naturelle. [ |
COROLLAIRE 12.3.7. — Le foncteur :
dimx Y
Mg = NG ) By Mg

int/V

est covariant exact a droite de la catégorie (@T

X v Sp)-Mod dans elle-

méme.

Démonstration. Il suffit de montrer que si M;‘nf est un 27 t -module

xt v

inf

a gauche spécial, le @;r

/V-module a gauche :
inf

%;odimx Y (-@;(T

inf

Q oyt M
/V) 9Xi'nf/v inf

est spécial. Mais par construction, un élément g du groupe gxif agit par
gPg~' ® gm = gP @ m. ]

12.4. La comparaison entre la cohomologie locale et I’image
directe dans le cas d’une immersion fermée. Le morphisme
de foncteurs Adj’

L’analogue de la proposition 12.2.4 pour une immersion fermée n’a pas
lieu en général et son étude est beaucoup plus délicate. Nous allons utiliser
le théoréme de pureté pour construire un morphisme de foncteurs Adji
entre les foncteurs i3 4% . et RI'y[codimx Y] pour une immersion fermée
i:Y — X de schémas lisses sur le corps k.

Supposons que X est affine et soit u : AT — B un relévement de i et
x = (y, z) un systéme adapté a u.
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LEMME 12.4.1. — Pour X affine assez petit, le D+ ;i -module a gauche
alg HEOMmXY (X Oyt )y) est engendré par la classe [1/2] = [1/(z1-- - 24)]

dont 'annulateur est 1'idéal

(21, s 2 At A g1 > 0, o > 0),
et le DLT/V—module a gauche H{P™xY (X, Oy v) est engendré par la
classe [1/z] = [1/(z1 - - - z4)] dont 'annulateur est Iidéal
(zl,...,zq,AZj’Jl,...,Ag",anA >0,...,0 >0).

Démonstration. En vertu de la proposition 12.3.4, il suffit de traiter le
cas du module alg H{*W™xY (X Oyt v)- Il est évident que la classe [1/2]
est un générateur. Soit un opérateur d’ordre fini P(x, A) := " aoA® qui
annule [1/z]. On peut supposer que o = (o, ..., q4,0,...,0). Il nous faut
montrer que P(z, A) appartient & I'idéal a gauche engendré par z1, ..., z,.
L’é¢quation P(z, A)([1/2]) = 0 se traduit par une égalité dans AT[1/2] :

Pla,A)(1/ (1 2) = 3.

i)
1<icq (Zl...zi...zq)a

entre fonctions méromorphes, ot les coefficients b; sont des fonctions de Af.
Mais :

GrE e = AT T A g z)
? q

= b AL (1 (2 2).

Il suffit de démontrer que l'opérateur P(z, A) — >, biAo‘i_l""’o‘Z_lzi ap-
partient a I'idéal (z1,...,2,). Mais on a déja vu dans la démonstration du
lemme 12.3.5 que si un tel opérateur annule 1/(z; - - z4) comme fonction
méromorphe, il appartient a U'idéal (A 21, ..., A z,). [

LEMME 12.4.2. — Pour X affine assez petit les V-modules :
I{;:/odimXY()(7 O?T/V) ot I{;:/odimXY()(7 @;T/V)

sont séparés pour la topologie m-adique.

Démonstration. Commengons par le V-module H;OdimXY(X, Oy+). En

vertu du lemme précédent, il faut montrer que si un opérateur P(z,A) =
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Zazo,oo aoA® appartient a 'idéal :
«
(2155 2, AT AR g > 0,00 o > 0)

modulo m® pour tout s > 1, alors il appartient a 1’idéal :

Qg1 n
(2155 20, A AR g1 > 0,00 > 0).
On peut supposer que P(x,A) =" aaA%, avec agqy1 = -+ =y =

0. On a alors, pour tout s > 1, les égalités
P, A)= > agA0r = N b A+ (Y Qizi + ZQgAﬂ
a=0,00 v=0,00 i=1,q

avec des n-uplets 5 en nombre fini tels que B441 > 0,..., 6, > 0, ot les
coefficients b,.s sont dans meAT.

En vertu du théoréme du symbole total 2.4.2, on a les égalités :

A1y, g XYy, O
§ aaA = E bal,...,aq,O,...,O;sA 7+
a=0,00 Qq,...,0q
Al yeee, O .
+ E E qz aq,..,0q,0,.. OA qzza

i Q..

ott les coefficients g; o sont ceux de ;. Si on écrit cette égalité sous la
forme :

§ Qlyey0g ol Q.0
A Qg A bal, ,aq,0,...,058 +
a=0,00 Q..
§ § Q1,..,0q o) .
+ A qz,al,...,aq,o,...,ozlv

i Q1,...,0q
on trouve que les coefficients a], appartiennent a I'idéal (21, ..., z;) modulo
m® pour tout s > 1, et qu’ils appartiennent donc a 1'idéal (zl, cy Zg).

En vertu du théoréme du symbole total 2.4.2, pour X assez petit, le V-

dimx Y
module Hy7 "X (X, @JT/V)
Ay, O(g*%)t) qui est séparé pour la topologie m-adique en vertu de ce qui

précéde. D’ou le lemme 12.4.2. [ |

est isomorphe au V-module H{"! 1][Z)T‘LY(X X,

Supposons que X est affine et soit u : AT — BT un relévement de i et
x = (y, z) un systéme adapté a u. Nous avons vu en 10.2.2 que le module

de transfert .%T est un .@;T /V—module a droite engendré par u.

Y21V

Et, nous avons vu en 10.5.2 que le module de transfert 72 2wt v

@;T y-module & gauche engendré par dyu(dx)*, on (dx)* est la base duale

est un
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de dz = dxy - - - dzy,. Un élément Pdyu(dz)*, considéré comme morphisme
de i_lw&m/v — Wyt v, Opére comme dyu tP(dx)* -

.1 (dz)™ .1 uo ‘P d
voWatv — 1 O(%‘T/V — Og?/f/v#bdg?/t/v.

Un tenseur élémentaire de .@T [ 7 s’écrit comme
2iewt)v Sl

Yt 2TV
Pdyu(dz)* @ u@. Au générateur dyu(dz)* ® u du bimodule on associe la

classe [1/z] = [1/(z1 - z4)] dans %ﬂ;(‘@;ﬁ/v)' On définit I"application :

. pe i i
(Fuzy : (Dot oy B9}, Dot sarrpv) = I Do y)

par linéarité par :
Pdyu(dz)* @ u@ — P[1/z1--- 24]Q.

LEMME 12.4.3. — L’application (%),,,, est un morphisme bien défini

(/) T T
de (‘9%'T/V’ ‘@%T/V

)-bimodules.

Démonstration. Il faut montrer que si une somme finie > Pdyu(dx)*@uQ
est nulle dans le produit tensoriel, alors la somme Y P[1/2]@ est nulle dans
la cohomologie locale. La question est locale. En vertu du lemme 12.4.2,
il suffit donc d’établir que la réduction Y Ps[1/z5]@Qs modulo m?® est nulle
pour s > 1. On est ramené ainsi & démontrer le lemme 12.4.3 modulo m®

pour tout s > 1.

Soient Py =3 , 5 Aj Al agpet Qs =3, g ba,sAY AP des opérateurs
différentiels tels que Psdysus(dzs)* ® usQs est nul. Si aq,g ou ba g appar-
tiennent a 'idéal (z4), alors

A, Afs U, 3dYstus(drs)” @usQs et Pedysus(des)™ @ usba”gAZ‘SAfs
sont nuls, et
A% AP aq5[1/2:]Qs et Py[1/z]ba,s A% AL

sont nuls aussi. On peut donc supposer que les images par u, des coefficients
o, p €t ba, g sont non nuls. Le module de transfert Py, _, x_ /v, est un Yy, /v, -
module & gauche libre, les opérateurs uSAfS formant une base, et de méme
le module de transfert Zx .y, v, est un %y, ,y,-module & droite libre, les
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opérateurs dyéusA (dacs) formant une base. On a alors les égalités :

UsQs = D QupusL 1= D0 (D uslba ) Af Jus AL
B B a

et

Psdysus (dxs)* =

= Zdy‘su‘S (dxs)*Ps g := Zdysus (dxg)* ZA us (o 5

La nullité du tenseur Pidysus(drs)* @ usQs est équivalente a la nullité des

produits Ps gQs . Sil’on pose PS”(; =, AY aqp et Qsﬂ =, bar Ay,
on a les égalités :

Pi1/2])Qs = > AL Py s[1/2]Qu 4 A, = AP P, 5Q.4[1/2:]A7, = 0.
Byy By

Un raisonnement similaire vaut pour une somme finie

Zpsdysus(dzs)* ®USQ5- L]

LEMME 12.4.4. — Pour u fixé le morphisme (), := (%), ., ne dépend
pas du couple adapté (z,y).

Démonstration. Si (z/,y’) est un autre couple, on a dans 2
Iégalité :

2t t )V

dy' @ u® (da')" = det(0, 2)dy ® u @ (dz)*,

ot 9,z est la matrice 9., z;. On doit montrer I'égalité dans (@}T/v) :

[1/2] = det(0.2)[1/2].
1l suffit de montrer cette égalite dans J& (O 4+ v/ ).

LEMME 12.4.5. — Sous les conditions précédentes, on a l’égalité dans
A Oyt yv) :

[1/2'] = det(0,2)[1/2].

Démonstration. La question est de nature locale. Nous allons raisonner par
récurrence sur g > 1. Supposons que ¢ = 1, alors 2z’ = az et z = d’2’; cela
montre que det(0./2)(1/2) =1/2" + ad..a’ et donc [1/2'] = det( Z/z)[l/z]
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Supposons que g > 2 et que z; = z{. Considérons la suite exacte :
0— O%'T/V 3 O%T/V — O%T/V/Zl — 0.
En vertu du théoréme de pureté 12.3.1, on obtient une suite exacte :

0= A O v /21) = AL Oyt jv) 2 AL Ogriyv) — 0.

Notons Zs,...,Z, les classes de z,...,2, dans le quotient par zq, et de
méme notons Zj,...,Z, les classes de 23,...,z, dans le quotient par z;.
Comme z1[1/2'] = 2z det(0,2)[1/z] = 0, il suffit de montrer en vertu de

I'hypothése de récurrence que la classe [1/z] provient de la classe [1/Z3 - - - Z,]
par le morphisme de connexion et que la classe det(0, z)[1/z] provient de
la classe det(0z Z)[1/%2 - - - Z4] par le morphisme de connexion. En considé-
rant le complexe de Cech du recouvrement affine {Ui,i = 1,...,q}, resp.

i =1,...,q}, ou Uy, resp. U/,, est 'ouvert principal défini par la ré-
duction modulo m de z;, resp. de z},, de X —Y a valeurs dans le faisceau
structural, on voit effectivement que tel est bien le cas.

Soient z = (z1,...,2,) et 2’ = (2,...,z,) deux systémes comme précé-
demment. Alors, nous allons montrer que localement il existe un entier j,
avec 1 < j < g, tel que {2, 22,...,2,} engendre I'idéal Zy 1, noyau de w.
Considérons la suite exacte de Oy -modules localement libres de type
fini :

0— I%/V/I;,T/V — Oé]t/v ®i7109ﬁ/v iing{T/V — Q@/T/V — 0
et sa réduction modulo m :
0— Iy/k/z-)%/k — Oy/k ®7:710X/k i_le/k — Qy/k — 0.

Considérons les réductions {Zs,...,Z,} modulo m et leurs différentielles
{dza,...,dZ;} au voisinage d’un point. Alors, il existe un entier j tel que
les différentielles dz;., dzy,...,dz, forment une base du fibré conormal de
Y dans X et, en vertu du lemme de Nakayama, les classes de 23, Zay .., 2
forment une base locale du Oy ,-module Zy /If, Ik Cela montre que lo-
calement z; est dans I'idéal (z}, 22, ..., Z), et que z; est donc dans l'idéal

(2}, 22,5 2¢)-

Quitte a réindexer, on peut supposer que j = 1. Notons par 2’ =
(21,29, ..., 2y) T'idéal (21, 22,...,2). Alors, en vertu de ce qui précede
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on a les égalités :
[1/21 - 2zq) = det D.(2")[1/2] - - 2]
et :
[1/2) - 2z)] = det . (2)[1/2] - - 2]
Mais comme det 0, (z") det 9, (z") = det d.(z") modulo Zy+ i, on a bien
Iégalité :
[1/21 - 2] = det D.(2")[1/21 - -~ 2],

ce qui termine la preuve des lemmes 12.4.5 et 12.4.4. Om

LEMME 12.4.6. — Le morphisme (x) := (x),, ne dépend pas du reléve-
ment u de i.

Démonstration. Soit v/ un autre relévement de ¢. En vertu de la lissité,
on a la factorisation u = u’g, ol g est un élément du groupe G 4+. Soit (z,y)
un couple adapté & u. Par construction, le couple (2/,3'), avec 2z’ := g(z)
et ¥ := g(y), est adapté a u’. Si Pdyu(dz)* ® u@ est un tenseur, on a
Iégalité :
Pdyu(dz)* ® uQ = P'gdet(d,2")dy' v (dx')* @ v/ gQ =

= Plg(1)g~* det(d,2")dy'v' (dx')* @ v/ gQ.

Donc, son image par le morphisme (x),, construit a I'aide de u’ est égale
a:
Plg(1)g~ " det(9.2")[1/2']9Q.
En vertu du lemme précédent (12.4.5), on a Pégalité :
[1/2] = det(d,2')[1/7]
et I'égalité :
g det(9:2")[1/2]g = g~ (det(8.2")[1/z]).

Mais en vertu du théoréme 9.1.3, on a l'égalité ‘g(1) = det(d,g(z)). Or,
par construction :

det(0.9(z))g t det(0,2') =1,
modulo le noyau de u. On a alors ’égalité :
P[1/2]Q = P'g(1)g™" det(9:2'[1/2)9Q,

qui montre que le morphisme (*) ne dépend pas du relévement de i. [ ]
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Les lemmes précédents légitiment la définition qui suit.

DEFINITION 12.4.7. — Soient i : Y — X une immersion fermée de sché-
mas lisses sur k et 2T et %1 des relévement plats. On définit le morphisme

Adj( DYy ) de (DY v DYy yy)-bimodules :

AdJL( DY ) (Dl i jy @ Dy i ) = AT (DY) =

Dy
s ~ RT'y (7 /) [codimx Y],
comme le morphisme () précédent, défini localement.
THEOREME 12.4.8. — Pour s > 1, la réduction modulo m® du mor-
phisme Adji(@;ﬁ/v)

AdjL (Px,v.) i (Dx, v v, @ Dy s xpv) — HE° Y (Dx ) ~

Dys/vs

~ RFY (‘@Xs /Vs ) [COdimX Y]
est un isomorphisme.

Démonstration. La question est locale. Soit un triplet (u,z,y) comme
précédemment, ot & = (z,y) est adapté a u, et soit (us, zs, ys) sa réduction.
Le morphisme Adj;, ; est défini par :

Psdysus(dxs)* ® ust — Ps[l/zs]Qs
On a un isomorphisme de Zx, v,-modules a droite :
I (Ox,v,) @ox, v, Dx. v, = 6 (Dx,v,)-

Tout tenseur s’écrit de maniére unique comme somme finie :

> Ga® AL,

olt o est un élément de 47 (Ox, /v, ). L'action a gauche est définie par :
A (Ga®AS)= > AIF, @ AL AS .
0<k<B

D’autre part, tout élément o, est de la forme P, ([1/z4]) pour un opérateur
différentiel P,. Mais :

Az (Y=l = ) AfFI/z]@ AL

0<k< o

Cela montre par récurrence sur la longueur de o que Adji7s(@xs Jv,) est un
morphisme surjectif.
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Comme on a I’égalité par construction :
dysus(des)* @ usba Ay = dysusba Ay (dze)* @ us,

tout tenseur s’écrit comme une somme finie de tenseurs Y P,dysus(des)* ®
usAZ ou P, est un opérateur différentiel. L’image du tenseur :

Podysus(drs)” @ us AT
par le morphisme Adj;S est égale a :
Pa([l/ZS] & A?S).

Tout opérateur différentiel P, s’écrit de maniére unique comme une somme
PP P, AS ou P, 3 est un opérateur différentiel en AZ . Soit :

Z Pa,ﬂA’i dysus(des)” @ us AT

a,f3
un tenseur dont I'image par Adj;S est nulle. Nécessairement, Py o([1/z5]®1)
est nul, I’élément P, ¢ appartient a I'idéal (z1, ..., 2,), et cela entraine que
le tenseur :

PO,Odysus(d:Cs)* ® usl = dysus(dxs)* X uSPO,O
est nul. Par récurrence sur I'ordre en A,  on voit que le tenseur :

> PapAl dysug(de)* @ u A2

a,f
est nul. Le morphisme Adji,s(gxs/vs) est injectif. [ ]
COROLLAIRE 12.4.9. — Si M, est un complexe de D™ (Zx_,v.) a co-

homologie O 4, /v, -quasi-cohérente, alors le morphisme :

L
is(Dx v ve @ Dy, o yv.,) R, . Ms =
Dvo/vs
L
— RUy (Zx,v,) @95y, MslcodimxY] — Ry (M;)[codimx Y]

est un isomorphisme.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme précédent et du
lemme du way-out foncteur. [ |

Nous n’utiliserons pas dans la suite de cet article le théoréme précédent
et son corollaire.

A présent, nous allons construire, pour une immersion fermée 7 : Y — X
de schémas lisses sur le corps k, le morphisme de foncteurs Adj’ entre les
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foncteurs 4 % - et RI'y[codimxY], annoncé au début de cette section.

On rappelle que, sous les conditions du théoréme de pureté 12.3.1, on a :

RI'y (2! codimxY] ~ S (2

JT/V)[ JT/V)’ avec ¢ = codimyY .

LEMME 12.4.10. — Si P;fnf est un .@ T /V—modu]e a gauche spécial et
plat, il existe un morphisme :

ihg th?f me %COdlmXY(@T mf/V) ®9T PT

LoV inf

de@

/V—modu]es a gauche spéciaux.
lnf

Démonstration. Soit U7 un ouvert affine du site X Tf et soit W' un
relévement plat de la trace W de U dans Y. Le morphisme Adj; (@TT /V)

pour le couple (U, WT) fournit un morphisme de 9 -modules & gauche

ut/v
par produit tensoriel :

i 1 T dimxY [ gt
Tx (@Z{’H—WT/V ® @WT—HJT/V) ® ’p %co imx (@ T/V) ®
@\tw/v ‘@LTIT/V jw/v

Par construction, le complexe de gauche est la valeur de zf‘g Lyig pr sur

Pouvert Ut. Il faut voir que ce morphisme commute aux morphismes du
site. Soient 7T : 't — Y un morphisme du site, u un relévement de
I'inclusion W — U et W'T le produit fibré U’ x;;+ W1, de sorte qu’on a un
diagramme commutatif :

wrt L
|
ut
Si (z,y) est un couple adapté a wu, le couple (z/,y'), avec 2z’ := r*z et
y' = r*y, est par construction adapté au relevement u’. Il en résulte un
diagramme commutatif :
—1 1 t —1 codimxY T
T (D ot v B9ty Dyt syt py) — TG D )
. T T codimxY T
Vs (@u/“_w/f/v ®@1T/V/T/V @W/T_ﬂ/{/f/v) — jf X (@ /T/V)

ot les lignes sont les morphismes Adji et les colonnes sont les morphismes :
Pdyu(dz)* @ u@Q ~ r* Pr* = dy'v/(dz')* @ u'r*Qr*—?

et
P[1/2]Q v+ r*Pr*=1[1/2/]r*Qr*1.
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Par produit tensoriel, on obtient que le morphisme commute aux restric-
tions. On obtient comme cela un morphisme défini localement. [ ]

LEMME 12.4.11. — Si X est séparé et si PiTnf est un complexe @;r Ve
inf

modules 4 gauche spéciaux et plats, il existe un morphisme de la catégorie
D((Z%;: Sp)-Mod) :

%;odime (@;(T

inf

/V) ®9§d v P;fnf[—codimXY] N pi’fnf.

Démonstration. L’extension Vi — .@;(ifnf v est plate, et un injectif sur

i
@fﬁnf/v .
QXiTHf/V par des .@Xifnf/v

reste donc injectif sur Vi . Prenant une résolution injective de
in

-modules a droite, on réalise le morphisme :

1

dimxY [ gt T . t
SO mx (.@Xifnf/v) ®@;;“f/v Pl [—codimxY]| — P! .

dans la catégorie D((Vxi -Mod)). Rien ne dit alors que ¢’est un morphisme

de la catégorie D((@;{T v Sp)-Mod), car a priori on ne sait pas construire
inf

une résolution de @;( par des bimodules qui soit injective a droite.

:
int/V
C’est pour construire une résolution par des bimodules que I'hypothése de
séparation intervient. Soit B, un recouvrement de X par des ouverts affines
au-dessus desquels Y est défini par des équations zy,...,z,. Notons jq ; :
B, == Bo — V(z;) — X linclusion canonique. Considérons le complexe
de Cech C*(Ba,is Z1 ) -
0= ‘@;ffnf/v - Hja,i*j;,i-@;;nf/v e
.t
En vertu du théoréme de pureté 12.3.1 et du corollaire d’acyclicité 2.4.3,

si X est séparé, le complexe C‘(Baﬁi,@;d /V)
inf
f T b codimx Y [ gyt
des (@X;Tnf/V’ @Xitqf/v) bimodules de J&; (@Xﬁnf/v

complexe tronqué o<codimyxy C® (Bais .@;Ld ) /V) est une résolution du bimo-

est une résolution par

)[—codimxY]. Le

dule 450N Y(@;{T sv)[—codimxYT], et le morphisme de complexes qui
inf

. . . . T T
provient du morphisme canonique o¢codimyxy C® (Ba.i .@Xifnf/v) — ‘@Xitnf/v,

A savoir :
T T
UgcodimeC.(Ba,ia-@;T f/V) ®@;, v Pinf - Pinf’
m inf
réalise le morphisme du lemme. [ ]

Soit maintenant M;’nf un complexe de Db((@;d v Sp)-Mod). T admet
inf

une résolution P;fnf par des modules spéciaux plats, d’ot résulte par le
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lemme précédent un morphisme canonique :

— /\/ljnf [codimx Y.

Y (gt )G M;
Y xto v ¥at Sp 7V inf
inf

Comme %”;Odimx Y(.@;(ifnf /V) est & support dans Y, ce morphisme se facto-
rise nécessairement par RIy (M ) — M 1l en résulte le morphisme :

L
) gt Sp Miy; = BTy (M) [codimx Y],

t )
Xing/V

%;odimx Y (@;(T

inf

qui composé avec morphisme du lemme 12.4.10 donne le morphisme :

AdjL (M) : i85 Mlyp = RTy (M) [codimx V).
DEFINITION 12.4.12. — Soit i : Y — X une immersion fermée de sché-

mas lisses et séparés sur k. On définit le morphisme Adj’ (Mjnf) pour tout

complexe Mjnf de la catégorie Db((.@;{ Sp)-Mod) comme le morphisme

A

inf

précédent de la catégorie D+((9;<T v Sp)-Mod) :
inf

AdjL (M) - i iig Miye = REy (M) [codimx Y],
Remarque 12.4.13. — Le morphisme Adji(-@;w/v) n’est pas un iso-

morphisme, méme sur K. Mais nous allons montrer qu’il induit un isomor-
phisme dans le cas géométrique M;‘nf =Oxt v
in

THEOREME 12.4.14. — Si X est un schéma lisse et séparé sur k, le
morphisme Adj, (Oxi v)

,L-diff i?iiﬂ OXiTnf/V — RI'y (OXiTnf/V)[COdime] ~ %Ycodimxy(oxﬁ f/V)

* in
; , T R ..
g, -
est un isomorphisme de QXiTnf v modules a gauche spéciaux.

Démonstration. En vertu du théoréme 10.5.7, on a un isomorphisme
: i N Ao .
canonique de ‘@Yii ) /V—modules a gauche spéciaux :

OY;I;f/V = iziﬁ OXiTnf/V'
11 suffit donc de montrer que le morphisme :

-diff codimxY
Z*l OY]Zf/V —>%Y X (OX.Tf/V)

in:

est un isomorphisme de 72 -modules & gauche spéciaux. La question

XiTnf/V
est locale, et ’'on peut supposer que X est affine. Soient 2T un relévement
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plat de X et #T un relévement plat de Y. Par construction, il suffit de
montrer que le morphisme :

T codimx Y
Dyt ewt)v B}, Oyt = Hy (Ogt)v)

est un isomorphisme de 17 -modules & gauche. Mais le 7 -module

. 2V 2tV
HENXY (O, sv) est localement de type fini, dont les générateurs lo-
caux sont donnés par la classe [1/z] pour un systéme z = (21,...,2,) de
relévements des équations de Y. D’autre part, le @;T v
‘@(;'TEWT/V ®@§”/V Oyt )y est engendré localement par dyu(dz)* @ 1 pour

-module & gauche

un relévement « de 'immersion ¢ et un systéme z = (y, z) adapté a u. On
voit que le morphisme Adj% (O 4+ v) envoie le générateur dyu(dr)* ® 1 au
générateur [1/z] dont annulateur annule aussi dyu(dz)*®1. Le morphisme
AdjL (O g+ /v) est nécessairement un isomorphisme. [

De la méme facon, on construit le morphisme Adj’ (wy . /v) et on obtient
le théoréme qui suit.

THEOREME 12.4.15. — Le morphisme Adj.(wxt /v) :

.diff % . codimxY
i iggwxt v — Ry (wxt v)[codimy Y] o FE°T (wxer

in

V)

est un isomorphisme de @;{T /V—modu]es a droite spéciaux.
inf

Remarque 12.4.16. — Les résultats précédents valent sur l’extension
V — K et nous aurons surtout a les utiliser dans ce cas-1a dans I'article

présent.

12.5. La comparaison entre la cohomologie locale et I'image
directe dans le cas d’une immersion fermée. Le morphisme
de foncteurs Adj;

LEMME 12.5.1. — Soient ¢ : Y < X une immersion fermée de schémas
lisses sur k, et #T et 2T des relévements plats de Y et X. Alors, les

P}, . .
modules Tor; """ (2, ‘@,;'TeWT/V) sont nuls pour j # codimxY'.

t—2t/v>
Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que X est
affine. Soit v un relévement de U'inclusion i et soit = (z1, ..., 24, y) un sys-
téme adapté & u. Considérons le complexe de Koszul K (@;T JUZEITERES 2q),

ou 'action des z se fait & gauche, augmenté vers 7 par P +— uP.

AR ANA%
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C’est est une résolution par des 9}{1 /V—modules a droite de @Jﬂ Sty o
vertu du théoréme 10.2.3 et du lemme 10.2.6. Il suffit maintenant de démon-

tre e le comple eK@i. 74 est concentré
rer qu mplexe K ( 21 v ZL ’Zq)®@}w/v ncentr

AR ANAY
en degré —codimx Y. Mais c’est un complexe de O 41 y-modules a gauche,

et I'application symbole total :

o (1) IA%,) = Y (1) Plee,

[e3 [e3

est un isomorphisme O 4y -linéaire, en vertu du théoréme du symbole
total 2.4.2. 1l suffit donc de démontrer que le complexe :

E((Opipvlr &l 21 120) ® (O vl &)
(Ogijviér,..&aT
est concentré en degré —codimxY, mais comme les objets de ce complexe
sont sans m-torsion et de type fini sur (O4+,y[{1,. .. ,&.))1, suffit de mon-
trer que la réduction modulo m de ce complexe est concentrée en degré
—codimx Y. Or, cela résulte du fait que 'immersion de Y x, A} dans le fi-
bré cotangent 7% X est une immersion réguliére de codimension codimx Y .m

Nous allons construire un isomorphisme canonique de (@;r v @;1 /V)-

bimodules :
:
t g Ty t t
@ﬂyf/v = TorcodimXY(@@/Tﬁng/V’ @gg'n_g/f/v)'
LEMME 12.5.2. — Soit u un relévement de I'immersion 1 et soit x =

(z,y) un systéme de fonctions adapté a u. Alors, le morphisme P — P o

dyu(dx)* est un isomorphisme de 9, -modules a droite de @;T v sur

i
vtV
le noyau Ker(z, .@;thﬂw/v) du morphisme :

1 1
Dyieaiyy — Dyiigiy)?

Q — (21Q, ..., 2Q).
Démonstration. Comme les actions de @;T/V et de z1, ..., 2z, commutent,
I'image de ‘@;T/V par le morphisme P — P o dyu(dz)* est contenue dans
le noyau Ker(z,@;ﬁ&%/v). Le module de transfert @;{“_%/V
‘@;.T /V—module a gauche engendré par dyu(dz)*. Un élément Pdyu(dx)*
opére par

est un

f(@)dz Pdyu(dz)” = u("P(f(x))dy,
et z; Pdyu(dz)* opére par f(x)drz; Pdyu(dz)* = u('P(z;f(x))dy. Si on dé-
veloppe 'P =Y aaya/AZAo‘, on trouve que z; Pdyu(dx)* est nul pour

z
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i = 1,...,q si seulement si les coefficients aq,o pour o non nul ap-
partiennent au noyau de wu. Cela entraine que le morphisme @;T o
Ker(z,@;m_%/v) est surjectif. D’autre part, si 'image d’un opérateur
D e aa A} est nulle, action sur les monomes y® de cet opérateur est nulle,
et Popérateur est donc nul. Le morphisme du lemme est injectif. [ |

En vertu du lemme précédent, pour tout triplet (u, z,y) on dispose d’un

isomorphisme de 12

it /V—modules a droite :

@T
. T e, i
OF @@/T/V = TorcodimXY(@@/T—hﬁgT/V’ @%n_ryf/v)-

Soit v un autre relévement de i qui donne la présentation de @;T v
modules a droite
i v ot
Doyijv = Doyt ot v
Mais u = vg pour un élément g du groupe G4+ dont 'action fournit un

diagramme commutatif :

K(@;‘T/V’ 21y .- ,Zq) [039] @;ﬁe{”/T/V

71l
E”am/v
7 Tor ¥ (2 2 )
vtV 9 OT codimx Y\t 2t )vo Zatewtyv) -
1 / / T
K(@%/V, 215 20) @ Dyt i v
28
VA

Cette description montre que le morphisme (x) précédent ne dépend pas
du triplet choisi (u, z,y) et fournit donc un isomorphisme canonique global

de ‘@{T?/T sy~modules & droite. En inversant les roles de -@iw oty €t de

@;1 gty O montre que () est un isomorphisme canonique global de

ot
Dy v

de bimodules.

-modules & gauche et donc le morphisme () est un isomorphisme

DEFINITION 12.5.3. — Soit ¢ : Y < X une immersion fermée de sché-
mas lisses sur k, et %1 et 21 des relévements plats de Y et X. On définit
I'isomorphisme Adjf(@;T/V) de (@;T/v’ @;T/V)—bimodules :

Adj; (21 jv) + DYy jyleodimx Y] —

71
Dy v

t t : N
- TOTcodimxy(Qoyf_,%f/va @%Tegyt/v)[COdlmXY] =

L
~ Dy iy Ot Dty
Y21V j&;‘f/v VARS/ANAS

comme l'isomorphisme (x) précédent.
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COROLLAIRE 12.5.4. — Soit i : Y < X une immersion fermée de
schémas lisses et séparés sur k. Pour tout complexe M;fnf de la catégo-
rie D™ (2!

Y.

i

D™ (25, v-5) :

v Sp) il existe un isomorphisme canonique dans la catégorie

Adj; (M;f“f> : M;fnf[COdimX Y]~ igig iihﬂ M

inf*

Démonstration. Soit W un ouvert affine de Y qui est la trace d’un ouvert
affine U de X. Soient W et U des relévements de W et de U. Si M;fnf est
un @;L . /V—module spécial, la valeur du complexe 73,4 it M;fnf sur 'ouvert

W est par construction le complexe :

t L + L
(@WT—HJT/V ®@;‘,/V @Z/IN—WT/V) ®@%/v Mot
dont la cohomologie est concentrée, en vertu des lemmes 12.5.1 et 12.5.2,
en degré —codimxY’, et dont la valeur est le faisceau

@T

t
un—wf/v) ®91T/v‘v/v Mypi-

gt
ui/v T
TorcodimXY(@WT_ﬂ/{T/V’

Il en résulte un isomorphisme de @;T /V—modules & gauche induit par I'iso-
morphisme Adj; (2}, )

vtV
MT . TOT@;’V/V (@T @T ) ® MT
wit codimxY AR A WA R A R A AV 91T/\;r/v wi»

qui commute aux restrictions du site Yljlf On a comme cela un isomor-

phisme de @;

+ +~modules spéciaux :
inf/v

Adj (Ml M [codimy Y] ~ i idT M]

inf inf?

qui se dérive trivialement. [ |

On en déduit le corollaire suivant qui donne un cas ou la cohomologie
locale commute avec I'image inverse.

COROLLAIRE 12.5.5. — Soit i : Y < X une immersion fermée de sché-

mas lisses sur k. Il existe un isomorphisme canonique @;ﬂ

v -modules a
inf

gauche spéciaux :
O}/]Lf/v ~ ifiiff RFY (OXiTnf/V)-

Démonstration. C’est une conséquence de isomorphisme Adj’ (O y1 . )
et de 'isomorphisme du théoréme 12.4.14. [ |
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Autrement dit, les modules spéciaux a gauche :

dimxY
Oyi:(]f/v et %YCO X (OX;[ f/V)

n

se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d’une
immersion fermée.
N P N . codimx Y
De méme, les modules spéciaux a droite wyt v et G (inTnf /V)
se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d’une
immersion fermée.

Remarque 12.5.6. — Dans le cas du site infinitésimal p-adique formel
la correspondance précédente n’a pas lieu, aussi le module i3 Oy 4 /v se
substitue avantageuseemnt au faisceau de cohomologie locale de Y a valeur
dans le faisceau structural Ox sy .

13. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham
p-adique et le foncteur de dualité

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que la cohomologie de de
Rham p-adique sur le corps des fractions K varie fonctoriellement de facon
contravariante pour les morphismes f. La fonctorialité sur V' nécessite des
changements dans les définitions. On note encore Z le produit Y xj X.

13.1. La compatibilité des foncteurs image inverse topologique
et différentielle

THEOREME 13.1.1. — Soit f: Y — X un morphisme de schémas lisses
et séparés sur k, et soit M;fnf un complexe de Db((@Jr Sp)-Mod). 1I

Xk
existe un morphisme dR(f /K, /\/l;fnf) fonctoriel en M

inf -

'R A om (Oxt /K Mjnf) — RAom  (Oyi k., [Gin M;rnf)

gt . gt
I}/ 55P 7y g/ 15P

de complexes de D(Ky).

1

Démonstration. Comme f~! =i top=tet fis = ilig o plig, il suffit

de considérer le cas d’une projection puis celui d’une immersion fermée. Le
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foncteur p:l’i?f étant exact, le cas d’une projection est élémentaire. Il suffit
de construire un morphisme entre faisceaux de Zariski :
_ ,0 *,0
p! %ﬂom@;, (lea MiTnf) - %ﬂom@TT (pZiﬂNT s Paigr MiTnf)a

m
inf/ K z! /K

si ./\/':fﬂf et Mjnf sont deux .@;}T / -modules a gauche spéciaux. Si Y et
inf
X sont affines et 1 et 2T sont des relévements f-adiques plats, le mor-

phisme :
—1
P %om@;vK (NTW,M;T) —

7 -1 2, —1

— Hom (Qﬂmxv%'f—n%/f( Xp NT? Qﬂyfxvxmxf/x Xp MT)
@«;‘vwi/x pilglﬂ/K pilg;"v/;(

provient de la fonctorialité du produit tensoriel. Ces morphismes locaux se

recollent de fagon naturelle pour fournir un morphisme global dans le cas

d’une projection. Prenant une résolution injective M;‘nf — I;fnf de /\/lgnf par

des 9}{1 / -modules spéciaux puis une résolution injective de pjjg IiTnf par
des .@;T K—modules spéciaux, on trouve le morphisme du théoréme dans

le cas d’une projection. En fait, dans le cas d’une projection le résultat est
vrai sur V, méme sans I’hypothése de séparation.

Le morphisme du théoréme précédent est défini chaque fois que le fonc-
teur f;i’fof est exact.

Le cas d'une immersion ouverte est élémentaire mais le cas d’une im-
mersion fermée ot le foncteur image inverse n’est plus exact est nettement
plus profond, délicat et nécessite 'extension V' — K et 'hypothése de sé-
paration. Pour cela, nous allons d’abord définir le foncteur de dualité pour
la catégorie des modules spéciaux et montrer la compatibilité du foncteur
dualité avec le morphisme image directe pour une immersion fermée.

13.2. Le foncteur dualité et le théoréme de dualité pour une
immersion fermée

Soit 7 : Y — X une immersion fermée de schémas lisses sur k.

LEMME 13.2.1. — Si P;fnf est un .@;ﬂ /V—modu]e a gauche spécial et
inf

: @;illf/V’Sp 24,0 ot .
plat, le faisceau Tor; (inL/V,ZdiH P.;) est alors nul pour j # 0,
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et il existe un isomorphisme canonique de faisceaux de Zariski :

5,0 ot codimx Y T
Wt Rt ia P~ 4 wxt Rt P ..
Yine /v Qyi,nf v diff 7 inf Y ( Xinf/V) QX;M/V inf

Pour tout complexe Mjnf de la catégorie Df((‘@;f(;“f/v, Sp)-Mod) il existe

un isomorphisme canonique de la catégorie D™ (Vy) :

L L
Wyt @ i M~ RTy (wxi /v) ® M, [codimx Y],

inf@/X S pes S
Yine/V’ King/V?

Démonstration. La premiére assertion étant de nature locale, on peut sup-
poser que X est affine et que 2T, T sont des relévements plats de X et

L
- t ,
Y. Le complexe wy ® 7 sp Ldift P,.¢ se représente par le complexe

inf /V A

Wyt Q%w (@T é ot i_l’PT)
vV S, \Twisaiv Cicigl, 2t):

En vertu du théoréme 12.4.15, il existe un isomorphisme canonique :

L
z*(wg/f/v ®@;'/V .@;T%%T/V) ~ RFy(w%T/V)[COdlme].

Mais en vertu du théoréme de pureté 12.3.1, on a l'isomorphisme :
RFY (w%T/V)[codimXY] ~ %;odimXY(w%T/v).
Comme 7)3:51 est plat sur 9}{1 v bar hypothese, les faisceaux de torsion

D1 1y SP _ : .
Tor, v (Wgyf/v,lzi%P;-T) sont nuls pour j # 0 et, pour j = 0, on a
I’isomorphisme :

.0 T codimx Y T
Wat v ‘X@;'/V idig Pyt = Iy (W%T/V) ‘X@TW/V Py

qui se globalise naturellement dans le cas non affine.

Prenant une résolution de M;fnf par des @;T /V—modules & gauche spé-
inf
ciaux plats, on trouve I'isomorphisme canonique de complexes de Zariski :

L . L .
inL/‘T/ & tqifr M;fnf = RFY(WXJM/V) X MiTnf[COdlmXY]-

7 S 7 S
Ve / VP X[/ VP

O

COROLLAIRE 13.2.2. — Si N est ‘@;nf/K

i

-module a gauche spécial, on
a un isomorphisme :
L L .
T~ -diff A 7T
Wyt v Qg sp Nint = RUy (wxi jv) @y sp is N,

1nf/ 1nf/
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Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente et de
I’isomorphisme du corollaire 12.5.4.

LEMME 13.2.3. — Soit X un schéma lisse sur k et soit ./\/l L un 9 e
lnf

module a gauche spécial. Alors, le faisceau f%ﬂom@r ‘ (/\/l @ i /V) est
It/ V

inf?

un .@ tov -module & droite spécial. Autrement dit, le foncteur de dualité :

Ml ¢~ Hom (./\/lmf,.@ ' /V)

1mn
Xine/V

est contravariant et exact a gauche de la catégorie (QXT v Sp)-Mod des

modules a gauche spéciaux dans la catégorie Mod—(@jﬂ v Sp) des mo-
inf
dules a droite spéciaux.

Démonstration. Par construction, laction géométrique (f) de Gxi sur

inf

Hom,, " (M, @ ' /V) se fait & travers le morphisme Inv : Gxi = —

‘Q)T(T v qui associe a g lopérateur différentiel g—!. O
inf

mf

ProrosiTION 13.2.4. — Si X est séparé sur k, le foncteur de dualité :

M %jfom@;d o (./\/l .@XT /V)

inf inf>

se dérive en un foncteur de la catégorie dérivée D™ ((21+ v Sp)-Mod) vers
nf

X
Ia catégorie dérivée D (Mod-(2!

X1 v Sp)), foncteur que 'on note :

S
Mmf ~ R%O'I’TLQI;T (Mlnf’@ Tf/V)
Xint/V
Démonstration. 11 faut montrer qu’un @ i /V—module a gauche spécial
admet une résolution a gauche par des modules a gauche spéciaux qui sont

acycliques pour le foncteur dualité.

Soient U un ouvert du site XT e et j o W — U un ouvert affine de U.

@T

Le ] T/V—module a droite (%”omj (jg‘@lf y

Lt WV T/v) est isomorphe a

T @Z{”W/V. Pour que le @ it v module a gauche j!@T soit acyclique

ut|wyv
pour le foncteur de dualité, il suffit que les images directes R'j, ‘@LT{HW v
soient nulles pour [ > 1. Pour cela et en vertu du corollaire 2.4.3, il suffit
que W soit affine assez petit et que la trace sur W d’un ouvert affine reste
affine : et c’est cela qui demande I'hypothése de séparation. Si donc U est
séparé, tout 17 ut v -module & gauche est quotient d’un module acyclique
pour le foncteur de dualité, et la méthode de la démonstration du théo-

réme 10.1.2 montre que tout @ i /V—module a gauche spécial admet une
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résolution & gauche par des modules & gauche spéciaux qui sont acycliques
pour le foncteur dualité. a

Notation 13.2.5. — On note ID;T le foncteur de dualité décalé :

X/ V
D} M) = R #om™ M ,@TT dim X].
j;(fnf/v ( mf) @;;nf/v ( inf Xinf/v)[ ]
Le foncteur de dualité est aussi défini sur K.
PROPOSITION 13.2.6. — Si X est séparé, il existe un morphisme cano-

nique de la catégorie dérivée des modules a droite D+(M0d—(@;{f /K Sp))
inf

EY : wxt k= RUy(wxi /x)[2codimxY].

Démonstration. Soit :
Ei : RFY(OXiTnf/K) — OXiTnf/K’

le morphisme canonique de la catégorie Db((@;{f /> Sp)-Mod). En duali-
inf
sant sur K, on trouve un morphisme :

RAom™ (Ox), /10 Pt jxc) = RAom™ (RUy (Ox) /1) Pt 1)
. 2

Xlpp/ K Xlap/ K

Le complexe de gauche est canoniquement isomorphe a wxt ./ x[— dim X].
Le théoréme suivant permet de montrer que le complexe de droite est ca-
noniquement isomorphe au complexe :

Ry (wxt s )[2codimxY — dim X],
ce qui fournit le morphisme E;’ de la proposition. a

THEOREME 13.2.7. — Soit X un schéma lisse et séparé sur k et soient
i : Y — X un sous-schéma fermé et lisse et /\/ljnf un complexe de la

catégorie Di((‘@;‘,T v
inf

canonique de dualité de la catégorie D+(M0d—(@;it]f/v, Sp)) :

Sp)-Mod). Alors, il existe un morphisme fonctoriel

Di(M]) : ST DY (M) = DY ST M.

Yine/V Xint/V
De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe
parfait M;fnf.

Démonstration. Soient U un ouvert affine de X;fnf, W=UnNY et WHun
relévement de W.
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La restriction a 4! du complexe i%iff R%”omS@I;T M, @;Lf/‘/) est le
complexe : Yint/V

T T U
R'%ﬂom@;ﬁ/v(Mwﬂ Dyiyv) ®@1*NT/V Dyt sut v -

La restriction a U7 du complexe Rf%ﬂomS@ET . (ifiHMjnf, @;
inf

1/v) est

par définition le complexe de modules & droite :

ot 7l
Rz%”om@;'/v (Z*.@wkwf/v ®@vaf/v Myyt, ‘QMT/V) .

Soit Py — ./\/l;f/vT une résolution a gauche de ./\/l;f/vT par des gi‘i\/T/V_
modules & gauche qui sont somme directe de modules élémentaires. Alors,
on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

Fogt Ve . i
Rt%”om@%vv(/\/lwf,@wf/v) -~ f%ﬂom@;ﬁ/v( Wt @WT/V)'

Le morphisme du produit tensoriel fournit un morphisme canonique :

HHom (,P];\)T;@]t\”/v) ® givf—wﬁ/v — Hom (P, @;ﬂvf—wﬁ/v)'
i

71 71
QWT/V @WT/V QWT/V

Par fonctorialité, on a un morphisme canonique :

i Hom (Povis Pt at jvr) =
Eﬁwf/v
- ot o oo t
- %0";‘ Dy i v @ Povis & Dys i jv @ Doy syt jv)-
@M*/V @\t\;t/v ‘@J/V'/V
Le morphisme précédent suivi du morphisme Adji(.@g{T /V) fournit un
morphisme :
, i
i Aom  (Pyis Ay ) ® Pt st jv =
Dy Dot v
H 9 VR e (71
— om (Z* Uute—wt /v ®PWT7 Y ( z/{T/v)) -
@;f/v 9;),‘/‘,
s R AHom (’L @T ®Po t}f[Codime](@T ))
h Ut —WT )V wts 7y ut)v
@U'/V @]T/\)v‘/v

Le morphisme canonique :

%)£C0dimx Y] (@T

b ) = Dty leodimx Y]

fournit un morphisme canonique :
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. . +
i Aom (Pyyt, Py ) @ Pt st jv =
Dy v AN

— RAom (.9}, v ® Pivts Dy ) lcodimx Y]

gt
j“’/v %T/vf/v

D’ott un morphisme canonique :

i*R«%ﬂfWi (Myyt, gj/vf/v) ® 91];\/T—>uf/v -
9 T

wi/v Dt v
— RAom (.98 1)y @ Miy, s jy)lcodimyx Y],
728 ot
ut/v Wi/ v

qui est le morphisme de dualité ID? (M;f/w)

o de /\/ljnf par des @;Lf/v-
modules & gauche spéciaux acycliques pour le foncteur de dualité, on voit
que le morphisme local de dualité est la restriction d’'un morphisme glo-

bal de dualité lDi(Mjnf) parce que dans le cas d'un module élémentaire,

En considérant la résolution canonique P,

de la forme Pw!(‘@gﬁ /V) pour un ouvert affine YT, les deux membres du
morphisme de dualité sont concentrés en degré 0.

De plus, le morphisme ]Di(‘@;ivf/v) :

@T

i*@T ut/v

WUt v )[codimx Y]

— R #om i
%W( Dyt Wi v

est un isomorphisme en vertu du lemme 10.2.6. Cela montre la seconde
assertion du lemme de dualité. O

L’isomorphisme du dualité précédent a aussi lieu sur ’extension V' — K.

COROLLAIRE 13.2.8. — Soient un schéma X lisse et séparé sur k et Y
un sous-schéma lisse sur k. On a alors un isomorphisme canonique de la

catégorie D™ (Mod—(@;{iTnf/K, Sp)) :

RUy (wxt r)[2codimyxY — dim X ~
S
~ R . #om I: (RTy (Ox1 /K)’@Lf K-
@Xfxlf/K
Démonstration. En effet, on applique Iisomorphisme de dualité au fibré

trivial Ot ./K en tenant compte des isomorphismes des théoréemes 12.4.14
et 12.4.15. O

L’isomorphisme du corollaire induit le morphisme de la proposition
13.2.6.
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En vertu de la proposition 13.2.6, on obtient par produit tensoriel un
morphisme de la catégorie D(Kx) :

L L
Wxio e ® M{ s — RTy (wxt k) & M} ¢ [2codimx Y],
, 5

7 .S 71 ,
X e/ 1P Xine/ K

Mais le complexe de gauche est canoniquement isomorphe au complexe de
de Rham décalé vers la droite :

ij(m: (Oxi i, M g)[dim X],

PX|e/ 1050

alors qu’en vertu du lemme 13.2.1 le complexe de droite est canoniquement
isomorphe au complexe de de Rham décalé vers la gauche :

Rt%ﬂom@;, s (Ovi /K i MiTnf) [dim X].
Cela fournit le morphisme du théoréme 13.1.1 dans le cas d’une immersion
fermée. [ ]
PRroOPOSITION 13.2.9. — Soient i : Y — X une immersion fermée de
schémas affines lisses sur k et it : &1 — 21 un relévement de i. Alors, le
morphisme :
EY : wxt sk = RUy(wxt /x)[2codimx Y]

est représenté par le morphisme de complexes défini par it :

TNk ® Dyt ) [dim X] = (1 ® Dhyi, i) [dim X,
Oui/k Oui/x

Démonstration. Voyons d’abord que v := ¢* définit un morphisme de

complexes :

Wi Doy ® S0°(Oyiyi) = AL (G ) @ Sp™(Oti)
@J/‘r/}( @L"T/K

par
P®1®n1/\~~~/\nk»—>Adji(P®u)®tu(m/\---/\nk),

ot tu est la différentielle de u et Adj’ (P ®u) := Adji(@;.T/K)(P ®u). Ce

morphisme représente le morphisme

diff -x im L (4
i % Oy = A (Dh 0 1) @ SP* (O k)
T

Dk
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Considérons alors le diagramme :
THY 1k B0k -@;{f/x) ~ il %0": (Sp* (Ot /), ‘@;{T/K)
l . Dy ) i l

Q;IT/K ® ‘@gf/m(%‘f/x ~ tom (Sp*(Oyi/K), -%T?/m%/x)
O{’I/T/K ijt/[( —‘

L. stom (ALY (T ) @ S0 (O yic) . ALY (T, )
T

7l
D1k T x l“
R @T S ° O, <%pcodime @T
— Om@},/,{( rteat/k @ P*(Owt/K), Hy ( %T/K))7
‘ 7},
VK

qui est par construction commutatif. D’autre part, le diagramme suivant
est aussi commutatif :

Hom (%)C/odime(.@";fT/K) ® Sp.(O%T/K) , <%p}cfodime(‘@{;_T/K))

9;’"/1( @;"/K l
° di Y
Hom (D1 g1 ® SP° (O i) s AFY (DY 1))
7% 7l
2K Q«yv‘/}(

LR%OTTL (%)c/odime(@(;_t/K) ® Sp.(O%T/K), %}cfodime(@i

T o)
Triyx 9;;"/1( J{
dimxY /g
——— RJom (-@;gm_yf/}(® Sp.(O@/T/K)vjf)C/O . (QL'T/K))—
@;V'/K gt
¢ i/ K

L R t'om (AT 1) ® POt yi) s Dy ) [codimx Y]
9

2K @‘L,“/Ki

——— RAom (ZY+ )i ® SP (Ot i) s D4y ) [codimx Y]
T

Dk Pk

ce qui montre que le morphisme :
i~'wxi sk = Ry (wxi /k)[2codimxY]

est représenté par le morphisme de complexes défini par if :
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gt 2 QY @ Dy ) [dim X] =5
Ogi/k

— (2%1/x ® 7

Owi/x _

~ A0 (w et ) [codimx Y.

| |

TH&Y.T/K[dirnX]) o~

COROLLAIRE 13.2.10. — Soient f : Y — X un morphisme de schémas
lisses et séparés sur k, fT: @7 — 21 un relévement de f et /\/l-lfmf un

1

@;T /K—module a gauche spécial et acyclique pour f3.4. Alors, le mor-
inf

phisme

'R Aom (OXifnf/K,MT ) = R.#om (Oyi:gf/Kaf:l(iﬁ‘MInf)

+ inf +
gt g7,
IX|/55P 73 pp/15P

est représenté par le morphisme de complexes :

-1 t ° *,0 T °
FTH MYy ©0, 0 Vot i) = Faig Myy) @04, Ut i

Démonstration. La méthode du complexe de Spencer du théoréme 6.7.2
montre le cas d’'une projection. Le cas d’'une immersion ouverte est élé-
mentaire. Le cas d’une immersion fermée est conséquence, précisément, de
la compatibilité 13.2.9. Cela montre que le morphisme 13.1.1 recolle les
morphismes locaux que 'on peut construire & partir de relévements. En
particulier, le corollaire s’applique a chaque fois que le foncteur f;i’fof est
exact. ]

Remarque 13.2.11. — Les morphismes locaux précédents sont des mor-
phismes de la catégorie dérivée, qui n’est pas un champ, et donc ne se
recollent pas a priori, ce qui explique la nécessité et 1'utilité du foncteur
de dualité pour définir le morphisme 13.1.1 dans le cas d’une immersion
fermée. Dans la pratique, le corollaire permet d’expliciter localement le
morphisme précédent et c’est ce qui est utile.

La méme démonstration montre la compatibilité sur K du foncteur de

dualité avec le foncteur image inverse pour une projection.

THEOREME 13.2.12. — Soient p : Y X X — X une projection de
schémas lisses et séparés sur k, et /\/ljnf un complexe de la catégorie
D_((@;(T /> Sp)-Mod). Il existe alors un morphisme fonctoriel canonique

inf



174 ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT

L iorin T+ i .
de dualité de la catégorie D (MOd_(@(Yka)iTnf/K’ Sp)) :
D}, (Mjnf) : Paifr IDY@p (Mjnf) - IDYQT (Paisr M;rnf)‘
Xing/ K vx 00 /K

De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe
parfait M;fnf.

13.3. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique

Nous allons déduire la fonctorialité de la cohomologie des résultats pré-
cédents.

COROLLAIRE 13.3.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas

lisses et séparés sur k et soit /\/ljnf un complexe de Db((@; Sp)-Mod).

Alors, il existe un morphisme canonique DR(f /K, M{ ;) :

RHom ((’)Xifnf/K,/\/lT ) = RHom (OYiZf/Kaf;lkiffM;rnf)’

i inf :
@inf/K Sp @Yi'nf/K7sp

;
inf/K’

qui est en fonctoriel en M;fnf.

C’est une conséquence du théoréme 13.1.1 et du fait que la cohomologie
globale est I’hypercohomologie pour la topologie de Zariski du complexe de
de Rham p-adique local.

Spécialisant au cas géométrique /\/ljnf = OXTf /K et tenant compte du
théoréme 10.5.7, on trouve la fonctorialité de la cohomologie de de Rham
p-adique pour un morphisme.

THEOREME 13.3.2. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
et séparés sur k. Il existe alors un morphisme canonique DR(f/K) :
RHom (Ox{ /x:Ox|,/x) = RHom (Oyi /Oyt k),
71 Sp 7 Sp

i , i ,
Xing/ K Yine/ K

qui est transitif pour deux morphismes.

Démonstration. Si Y i) X % Z sont deux morphismes entre schémas
séparés et lisses sur k, le théoréme 10.5.7 fournit des isomorphismes cano-
niques :

Jaie (93 Oz yic))=Tain (Oxt, /i) 2Ot =90 Naie (Ot yic)-

Reste a voir que le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composition
des morphismes. Considérons le diagramme commutatif ot les morphismes



TOPOS INFINITESIMAL p-ADIQUE 175

i¢,14 sont les morphismes graphes de f et g et les morphismes p sont les
projections naturelles :

Yy —— Yy X Y X L — Y 1 Z
p p
lg

X4>XX;CZ
\\LP
g
Z.

Par construction, le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composi-
tion de deux immersions fermées ou de deux projections. Reste & voir la

compatibilité des morphismes du carré cartésien, c’est-a-dire I’égalité :
(%) : DR(iy/K)o DR(p/K) = DR(p/K) o DR(i4/K).
On a un premier diagramme commutatif :

DR(X x1,.Z/K) — RHom(RFig(X)(O(XXkZ)iTnf/K),O(Xxkz)ifnf/K)

gt
l j(Xsz);(nf/K’Sp J{
DR(Y?:XfZ/K) — RHom (Rriy(Y:X)(O(YXXXZ)JM/K) 7O(Y><X><Z);fnf/K) ’
kE k kE k

gt

,Sp
(y:x:z)jnf/x

puis un diagramme commutatif dont les morphismes horizontaux sont des
isomorphismes :

RHom (RFig(X)(O(X:Z)iTnf/K) ) O(sz):nf/K) —

7 S
(Xxp 2] /K P l

RHom (Rrig(YfX)(O(yixiz)fnf/x) ) O(yixiz)fnf/x) A
il

Sp
(Y xpXx )] /K

L—RHom (%Sé%)z(o(xéz)jnf/f() ’ %ﬂij(i%)z(o(yfx)jnf/K))

7l
Q(XXkZ)iTnf/K7sp l
dim Z dim Z
RHom (55550(Ovxayl, o/ 0) Hag ) O vyl 1)
7 '

Sp
(VY xpXx 2] /K
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et enfin un diagramme :

RHom (5055 (O xx,2)t, 1) Hag(X) (Oxxamyfyy) 4 DRIX/K)
7l Sp

Xxp)] /K l l

RHom (‘%ﬂij(ig/ngx)(o(YiX:Z)fnf/K> 7‘%ﬂij(i$l<zx)(o(yl<x>éz)jnf/1()) <*DR(Y;:AX/I{%
@T

Sp
(Y;x:z)}nf/x’

dont les morphismes horizontaux sont des isomorphismes et dont la com-
mutativité entraine la compatibilité ().

En effet, soit :

®
OXiTnf/K - IX*

inf

une résolution par des ‘@I(T

inf

/K—modules A gauche spéciaux et

*,0re °
Pint XiTnf ~ (Y><X)t
k

inf

. . ¥ ) . L.
une résolution par des ‘@(Yka)fnf /K modules & gauche spéciaux, alors le

dernier diagramme se représente par le diagramme commutatif de com-
plexes d’espaces vectoriels sur K dont les morphismes horizontaux sont des
isomorphismes en vertu du corollaire 13.2.2 :

inf X

dim cdiff7e .
HOI? (t%ﬂig(x)z((l)(xxkz)T Ji) o Tyt f) A HOI? (OXiTnf/K’I t f)
5 in 2 S

7

%] /K l X:nf/Kl
dimZ -diff 7e °
Hom(%g(wx)(O(YXsz)Jnf/K)vlg,*j(YXX)irnf)“Hom(O(YxX)jnf/Kvj(YXX)ifnf),
7t Fosp tF g 7t " Sp g
(VY xpXx 2] /K vx )l /K

ot le morphisme vertical de gauche provient de I'isomorphisme de change-
ment de base pour une projection 11.3.4.

La commutativité de ce diagramme implique 1’égalité :
DR(i,/K) o DR(p/K) = DR(p/K) o DR(i,/K)

et donc I'égalité :

DR(f/K) o DR(g/K) = DR(g o f/K). E

Le théoréme suivant résume ce qui précéde.
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THEOREME 13.3.3. — La correspondance DR(—/K) :
Sms(k) ~ DY(K)
X ~ DR(X/K) = RHO;I: (Oé(iTnf/K’OXiTnf/K)
EINY2 Sht
est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(k) des schémas lisses
et séparés sur k vers la catégorie dérivée DV (K), qui étend le foncteur de
Monsky-Washnitzer 6.7.6 du cas affine.

Remarque 13.3.4. — Sous la condition e < p/(p—1), tous les arguments
précédents se transposent pour le couple QXT — @T v . On n’obtient
rien de nouveau pour la cohomologie sur K quand h 7é 0 Mais dans le cas
h = 0, on obtient déja la fonctorialité de la cohomologie sur V :

THEOREME 13.3.5. — Sie < p—1, alors la correspondance DRy (—/V) :

Sms(k) ~ DT(V)
X ~ _RHOHT10 (Oxit]f/v, OXiTnf/V)
jx' /V,Sp
est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(k) des schémas lisses et
séparés sur k dans la catégorie dérivée DT (V).

Démonstration. En effet, dans ce cas on peut considérer le complexe de
Spencer Sp"o((’)XTf sv) d’échelon zéro qui se construit en remplagant le

faisceau @ 1 K par le faisceau @T Lo qui est une résolution du faisceau

structural, qui est alors un module de présentation finie. A partir de la tous
les arguments se transposent. |

Remarque 13.3.6. — D’autre part, si e < p—1, la cohomologie de Rham
p-adique d’échelon zéro du site infinitésimal formel doit étre canoniquement
isomorphe a la cohomologie cristalline sur V, et cet isomorphisme doit étre
fonctoriel.

13.4. Le théoréme de factorisation p-adique de la fonction Zéta
d’une variété algébrique lisse sur un corps fini

Nous allons appliquer la fonctorialité précédente, en fait dans une situa-
tion plus simple, au morphisme de Frobenius d'une variété algébrique lisse
sur un corps fini, morphisme plat mais non lisse, et en déduire I’expression
cohomologique p-adique de sa fonction Zéta.
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DEFINITION 13.4.1. — Supposons que k est un corps fini F, et notons
f = fr le morphisme de Frobenius relatif & F, d’une variété algébrique
lisse X sur F,. On définit I'endomorphisme F de complexes de Zariski par :

Rom  (Oxi /x,Oxt k) —

Zi)
ngnf/K7Sp
*
— R.7Com (OXiTnf/K,deiﬁ*OXiTnf/K) ~ R . om (OXiTnf/K’OXiTnf/K)’
71l 71l
I/ 15P I 15P

ot le premier morphisme est celui du théoréme 13.1.1 et le second provient
de I'isomorphisme canonique fri;q Oxi K ™ Oxt K du théoréme 10.5.7.
On définit 'endomorphisme de Frobenius de la cohomologie de de Rham

p-adique, et I'on note
F' Hpp(X/K, OXJM/K) — Hpp(X/K, Oxﬁnf/K),

le morphisme induit en cohomologie par le morphisme F' :

RHom (Oxt /x,Oxt /x) = RHom (Oxt k. frawOx;,/x) =~

T T
DX}/ 175P DX}/ 175P
~ R Hom (OXiTnf/K7 OXiTnf/K)'
:
@X}nf/K’Sp
LEMME 13.4.2. — Si X; U X5 est un recouvrement ouvert de X, le

triangle de Mayer-Vietoris de 6.5.9 induit une suite exacte longue de coho-
mologie de K-espaces vectoriels munis de 'endomorphisme F'® :

o= Hpp(X/K,Oxi k) —
= Hpp(X1 /K, Oyt i) @ Hpp(Xo/ K, Oy gt ) =

inf

— HBR(X12/K5 O(X12):—nf/K) — HBJIF;(X/K’OX;TM/K) —5

Démonstration. Soit R%ﬂom@% /K,SP(OXJnf/K’ Oxt k) — I une ré-
solution injective par un complexemcfle Zariski de faisceaux d’espaces vecto-
riels sur K. Alors, ’endomorphisme F se prolonge en un endomorphisme F
du complexe Z%. On obtient alors un endomorphisme d’une suite exacte
courte de complexes d’espaces vectoriels sur K, parce que les termes du
complexe 7% sont flasques :

0 — DX, I%) — D(X1,I%) &T(Xe,I%) — [(X19,I%) —0

| | |

La suite longue de cohomologie fournit le lemme.
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COROLLAIRE 13.4.3. — Les endomorphismes de Frobenius F® sur la
cohomologie de de Rham p-adique sont bijectifs.

Démonstration. La suite longue de cohomologie du lemme précédent ra-
meéne la bijectivité de F'® pour X aux cas de X1, X5 et de X7 N X5. En
raisonnant sur le nombre d’ouverts affines d’un recouvrement de X, on se
rameéne au cas affine, traité par Monsky dans [Ms], sachant que localement
les morphismes de Frobenius sont induits par un morphisme de complexes

de de Rham. n

DEFINITION 13.4.4. — Si la variété X est purement de dimension dim X,
on définit le nombre de Lefschetz L(X) comme la somme alternée des traces
de I'automorphisme gradué de la cohomologie ¢4 X (F*)~1.

Le nombre L(X) est bien défini comme un élément de K en vertu du
théoréme de finitude 6.6.2 [Mes].

COROLLAIRE 13.4.5. — On a D’égalité L(X) = N1(X), ou Ni(X) est
le nombre de points F4-rationnels de X.

Démonstration. En considérant un recouvrement de X par des ouverts
affines et en raisonnant par récurrence sur le nombre des ouverts affines du
recouvrement, la suite longue de cohomologie du triangle de Mayer-Vietoris
réduit la formule des traces N1(X) = L(X) au cas affine, traité dans [Ms],
puisque les deux nombres sont additifs pour deux ouverts. [ ]

Soit V' — V' une extension finie d’anneaux de valuation discréte complets
de corps résiduels parfaits. Notons (£, K/, X') le triplet obtenu a I’aide de
ce changement de base a partir du triplet (k, K, X).

LEMME 13.4.6. — Soit V — V' une telle extension. Alors, le morphisme
canonique :

/
RHom  (Oxi /i, Oxi /) @ K' = RHom  (Oxi s Oxt ier)
Do xoSP K 2
inf

est un isomorphisme.

Démonstration. Dans le cas affine, la cohomologie de de Rham p-adique
commute au changement de base fini. La suite de Mayer-Vietoris raméne
le cas général au cas affine. [ |

On en déduit la premiére démonstration, & notre connaissance, de la
factorisation p-adique de la fonction Zéta d’une variété algébrique lisse sur
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un corps fini pour une variété algébrique lisse sur un corps fini, sans aucune
autre restriction, ce qui constitue le véritable test de nos méthodes :

THEOREME 13.4.7. — Supposons que k est un corps fini IFy et que f =
fr est le morphisme de Frobenius relatif & F, d’une variété algébrique
X lisse purement de dimension dim X. On a alors la factorisation de la
fonction Zéta de X :

72X, 0= [ BaX)/ ] Pra(X)
% impair i pair
ot P, ;(X) := det(1 — ¢@™X(F")~1t) € K[t] avec 0 < i < 2dim X, est
le polynéme caractéristique de ¢ X (F*)~! agissant sur la cohomologie
Hiyp(X/K) = Hbp(X/K,Ox1 /)

Démonstration. Pour m > 1, soit V' — V,, l'extension non ramifiée
relevant 'extension F, — Fgm. Par le lemme précédent, on obtient un
isomorphisme :

Hpp(X/K, Oxi k) Ok Km =~ Hpp(Xom/Km, O(Xm)jnf/Km)

de K,,-espaces vectoriels compatible avec action de (F*)™. D’ou I'égalité :

D (=) T (¢ X (F) T Hpp(X/ K, Oxt k) = L(Xim) = Niy
i
ot IV, est le nombre de points de X & valeurs dans Fym , qui implique la fac-
torisation de la fonction Zéta, par le raisonnement habituel, en comparant
les dérivées logarithmiques des deux membres du théoréme. [ |

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, cette factorisation était
connue auparavant dans le cas affine ([Ms]), complété par le théoréme de
finitude [Mes], et dans le cas propre et lisse par la théorie cristalline [Bs].

Remarque 13.4.8. — Le morphisme de Frobenius n’est pas défini

L]
X/ K
du site infinitésimal, parce que 'action de Frobenius ne commute pas a

comme morphisme de complexes sur le complexe de de Rham

'action du groupe Gxi . L’action de Frobenius n’est définie sur ce com-
in
plexe qu’en catégorie dérivée, parce que ses faisceaux de cohomolo-

gies Sxt:j » (O xt /i Oxt &) sont isomorphes aux faisceaux de Zariski
Xint/ K
Ezt:ﬂ' ) Sp(OXiTnf/K, OXiTnf/K)' On ne voit pas a priori comment définir
X! K’

globallenment I’action de Frobenius sur la cohomologie & partir du complexe
0%+ /i SIS passer par la catégorie des complexes spéciaux. C’est le point.
inf
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14. La suite exacte de Gysin en cohomologie de de Rham
p-adique et la classe de cohomologie d’un cycle

Dans ce paragraphe nous allons établir la suite exacte de Gysin en co-
homologie de de Rham p-adique sur K pour un couple ¥ C X lisse sur
k, généralisant la suite exacte de Gysin pour un couple de variétés affines
lisses ([M1], [Me2]), et nous allons construire un morphisme gradué entre
le groupe des cycles de X et algébre graduée de la cohomologie de de
Rham p-adique de X. Nous suivons la méthode, introduite dans le cas
affine dans [Mes], qui consiste d’abord & montrer un résultat de compatibi-
lité des images directes différentielle et topologique pour le foncteur de de
Rham local.

14.1. La compatibilité des foncteurs images directes topologique
et différentielle

Nous allons d’abord démontrer le théoréme de compatibilité entre le
foncteur image directe des modules spéciaux et le foncteur image direct du
complexe de de Rham local.

THEOREME 14.1.1. — Soit f : Y — X un morphisme de schémas lisses
sur k, o X est séparé sur k, et soit M;fnf un complexe de la catégorie

DJF((-@)T/T /K Sp)-Mod). Alors, il existe un isomorphisme canonique de la
inf
catégorie DT (K x) :
ijom@;' /Kvsp(OXiinf/K’ f’?iff M;rnf)[dlm X] =
inf

i M) [dim Y]

in

~ Rf*RJfomg;j f/K=SP(OYT

Par construction, le foncteur image directe des modules spéciaux fdiff
est le composé p3iff o (4 du foncteur image directe dans le cas d’une
immersion fermée et dans le cas d’'une projection. Le foncteur Rf, est
le composé Rp,. o Ri,. Pour monter le théoréme précédent il suffit donc
de le montrer dans le cas d’une immersion fermée puis dans le cas d'une

projection.

LEMME 14.1.2. — Soit ¢ : Y — X une immersion fermée de schémas
lisses sur k, et soient P;fnf un ‘@;(fnf /V—modu]e a droite spécial plat et ./\/ljnf
un @;L IV
de projection de faisceaux de Zariski de V-modules sur X :

1 diff g 41 < (6,0 ot 1
Pint gt b0 Miye = i (i3 Ping Ogt, M)
inf inf

-module a gauche spécial. Il existe un isomorphisme canonique

i inf v
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Démonstration. Soient U un ouvert affine de X et W sa trace sur Y.

Soit U un relévement de U et W1 un relévement de W. Par définition, la

restriction a U du faisceau de Zariski P}, @, BT M est le faisceau
Xlae/Vo

1mn
i (ot i ) ;
P ®@;%/V (Dt ot ®@;\ﬁ/v M, ). De méme, par construction, la res-

M;fnf) est le faisceau
e/ V

.. N . . .. -k,0 T
triction & U du faisceau de Zariski i, (i3 P, ¢ a1
1t i t : :

i (17 P ®i719£{‘r/v e ®@$\ﬁ/v M,;,,+). Le morphisme du lemme est
le morphisme naturel de projection :
P oo (g i =T i i
Pl @ is(Zigi ot @ Myyi) = in (i Plyy @ Zigi i @ M),
i ot —1gt i
@w/v E”WT/V v 1£ﬂw/v @WT/V

lequel est un isomorphisme puisque ¢ est une immersion fermée. Cet iso-
morphisme de projection est invariant par l'action du groupe G+, et se
recolle en un isomorphisme de faisceaux de V-modules sur X. [ ]

Comme le foncteur iffg est exact, I'isomorphisme précédent se dérive de
fagon évidente en un isomorphisme de projection :

i L

in

A e N
vSp inf #\diff /Vinf ysfa"f/vv

pour un complexe J\/ﬂ;f de la catégorie Db(Mod—(.@;ﬂ v

inf
plexe /\/ljnf de la catégorie D+((@;¢ v Sp)-Mod). Appliquons 'isomor-
inf

phisme précédent au cas J\/ﬂ;f = wx} /v et tenons compte de l'isomor-

sp M),

Sp)) et un com-

phisme du théoréme 10.7.1. On trouve l'isomorphisme de projection :

L

wxi/v ®@;g Vv

A (ot gy @ M)
Sp "* i e /V DT Sp ¥ inf

f
" Yint/V’
et, en particulier, 'isomorphisme sur K :

wxt x ® M i (wpt ke
Xt/ K €%, 1 8p '* inf Y/ K C gl
inf

Sp Mjnf) :

ing/ K’

Mais le complexe :
-diff T
sp b M

L
inTnf/K ®@;, inf

inf/ K’
est canoniquement isomorphe au complexe :
diff g g T ;
Rf%ﬂom@;r /K,Sp(OXLf/K’Z* M| ()[dim X],
inf

et la formule de projection précédente fournit I'isomorphisme du théoréme
14.1.1 dans le cas d’'une immersion fermée.
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Considérons le cas d’une projection p : Y x; X — X. Posons pour
simplifier les notations Z :=Y X X. Supposons d’abord que Y et X sont
affines et soient T et 2T des relévements plats sur V de Y et de X. Alors,
pdiff MT

*

i ©€st canoniquement isomorphe au complexe :

L
Rp, (.@tT ® gt

;
vicwixvrt/k O, L Maic, o)

et le complexe de de Rham de Mjnf est canoniquement isomorphe au com-

plexe :
L

Watsy 2t K ®@;X e
Ixy 2t

My il dim Z].

Le morphisme de projection topologique :

L L
T T
wat/k @ Rpx (@%JN—?]TXV%T/K ® M?ﬁxvzw) -
T 71l
@&’!’V‘/K ysfw‘xvx’v‘/K
L L
-1 T T
— Rp. (p wat/Kk @ ‘@%TeWTXV&Y'T/K X Mé?/rxv,%)-
—1 gt ot
P Dyik Doy 21/ K

est un isomorphisme, parce que le .@;T / -module & droite wy-i/x admet

une résolution finie par des 7 -modules localement libres de type fini.

21K
Mais en vertu du théoréme 10.7.1, I'image inverse :

L
* =1 i T
Paig Wt /K =P Wtk ©pagl Doyt wixy 2t /K

est canoniquement isomorphe & wy iy, 271 /i, ce qui fournit la compatibilité
du théoréme 14.1.1 dans ce cas-la.

Supposons que X est affine et soit 2T un relévement V-plat de X. Le
d

iff AqT & i :
M, ¢ se représente par construction par le complexe :

complexe p

inf

pedom, sy (07O Ryt (T ) dim Y],
inf

ouZ? 1 est une résolution de Mjnf par des .@;M / -modules & gauche spé-

ciaux injectifs. La formule de projection fournit encore un isomorphisme :

L
wat )k @ Rp. Hom (qflOYilf/K,RYiLfX%T(I;Tf))[dimY] o~

ot 19}
Do)k R ANYAS

L
~ Rp.(p 'wat/x @ Hom (¢ 'Oyt i, Ryt ot (Th: )))[dimY].

it —1gt inf
P e T Ve

Mais si Y est un ouvert affine et si IiTnf est un ‘@; o/ -module spécial
injectif, le faisceau :
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Pil@j"r — -
TOTZ' 2K (p 1W95'T/K7%0m —1g7T, (q 1(DY.T /I(afiY.Jr x 2t (Ijnf)))
q Yl /K inf inf

inf

est en vertu du cas précédent nul si i # dimY, et 'on a l'isomorphisme

local :
P T, 1 1 t
21K — _
Torgimy " (07wt i, Hom (g Oyt /0 Byt ot (Tiw))) =
‘fl@;' /K

~ Hom (O K Ryt ot (IiTnf))’
qui se recolle naturellement en un isomorphisme global au-dessus de Y x X,

fournissant ainsi I'isomorphisme du théoréme dans le cas ot X est affine.

Le cas ou X est affine montre que si IiTnf est un @; o/ -module a gauche

L. e . o 728 .S :
spécial et injectif, le faisceau de Zariski Tor; Xue/ <P (wy f/K,pfjﬁ I;fnf) est
nul si i # dimY, et 'on a 'isomorphisme local :
@T i Sp
Xing/ K’ diff 77 | i
Tor gimy (Wxt, /5 Peio Ling) = Px A 0m g1 sp(Ozjnf/KaIinf)a

+ s
Zing/ K

qui se recolle naturellement en isomorphisme global au-dessus de X. En
prenant une résolution de M;fnf par des @;mf / -modules spéciaux injectifs,
on obtient un isomorphisme de complexes qui représente 'isomorphisme du
théoréme 14.1.1 dans le cas d’une projection.

14.2. La suite exacte de Gysin en cohomologie de de Rham
p-adique

Nous allons établir d’abord 'analogue p-adique de l’isomorphisme de
Thom, puis en déduire formellement la suite de Gysin.

THEOREME 14.2.1. — Soit une immersion fermée i : Y — X de schémas
lisses et séparés sur k, de complémentaire j : U — X. Alors, il existe des
isomorphismes canoniques :

Hp 2™ Y (Y/K) ~ Hpp v (X/K)
dont on déduit une suite exacte longue de Gysin :

= Hp? ™Y (Y/K) = Hpp(X/K) = Hpp(U/K) = -
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Démonstration. En vertu du théoréme 12.4.14, et c’est 14 le point crucial,

on a un isomorphisme canonique de la catégorie D (21 Sp)-Mod) :

Xt /K
diff - '
b OYiL/K = RFY(Oxﬁnf/K)[coquXY]_

En vertu du théoréme 14.1.1 appliqué a M;fnf = OY.Tf/K dans le cas d’une

immersion fermée, on trouve un isomorphisme canonique de complexes de
Zariski :

R‘%ﬂom@; /KvSP(OXiTnf/K’ RFY(OXiTnf/K)) =

inf

~R %Om@;' f/qup(OYilf/K7 Oyllf/K)[72COdlmXY] .
L’hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces
HB;fCOdlme (Y/K) )
En vertu de la proposition 12.2.2, on a un isomorphisme canonique de
complexes de Zariski :

ijom@;! (OXiTnf/K,RFy(OXiTnf/K)) o~

~ RFY (_R<%O’fﬂ@;‘(T f/qup(OXit]f/K7 OXiTnf/K)).

,S
/7P

L’hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces
Hpp v (X/K), ce qui fournit les isomorphismes de Thom.
Soient j : U — X le complémentaire de Y et le triangle de cohomologie
locale :
1

RTy (Oxt k) = Oxi i — Ri™MitOxt e —

qui est un triangle distingué de la catégorie D+((.@;ﬂ e Sp)-Mod). En
inf

vertu de la proposition 12.2.2, on a un isomorphisme canonique :

-inf - —1 ~
RHOHI@;G /K’Sp(oxitlf/K7R‘7* ‘]infOXiTnf/K)i
inf

in

= RHOIII@;' /Kvsp(OUitlf/K, OUiTnf/K)'
int

On en déduit le triangle distingué de la catégorie D (K) :

RHomgy  sp(Ovi/r: Oy i) [=2codimx Y] —

- RHomﬁ;v /K7SP(OXiTnf/K, OXiTnf/K) =
inf

- RHOID@L} (OUiLf/K’ OUiLf/K) 5

.S
n/EOP

dont la suite longue de cohomologie fournit la suite exacte de Gysin pour
le couple Y C X :

oo Hp? oMY (Y/K) = Hyp(X/K) = Hpp(U/K) = - =
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Remarque 14.2.2. — Le lecteur prendra garde a ce que la suite exacte
de Gysin n’a pas lieu pour la cohomologie de de Rham p-adique du site
infinitésimal formel.

14.3. La classe de cohomologie d’un cycle

Soient X un schéma séparé et lisse sur k et Z un sous-k-schéma intégre de
X. Notons sing(7T’) le lieu singulier du schéma réduit associé a un schéma
T.

THEOREME 14.3.1. — Si le corps de base est parfait, sous les conditions
précédentes le morphisme de restriction :

HERUmS2(XK) — HES™S (X ~ sing(2)/K)
est bijectif.

Démonstration. Comme Z est localement de type fini sur k, le lieu sin-
gulier sing(Z) est fermé en vertu du critére de Zariski, et la suite sing(Z) D
(sing(singZ)) ... est strictement décroissante. Si le corps de base k est par-
fait, le lieu non singulier coincide avec le lieu lisse sur k et Z — sing(Z) est
lisse sur k. En considérant la filtration X —sing(Z) C X —sing(sing(%)) ...,
on se rameéne & supposer que sing(Z) est lisse sur k.

Pour un sous-schéma fermé Y de X, lisse sur k, on a HER,Y(X/K) =0
pour [ < 2codimxY. En effet, H},p 1 (X/K) est par définition I’hyperco-
homologie du complexe de Zariski :

RI'y (Rt%”om@;j f/K,Sp(OXiTnf/K’ Oxi k) =
= Rﬁom@T | Sp (OXiTnf/K’ RUy (OXiTnf/K))7

Xing/ K’
qui est isomorphe, en vertu des résultats précédents, au complexe :

Rf%ﬂom@%f/wsp (Oyit /x> Oyt yrc)[—2codimx Y.

La suite exacte de cohomologie locale du couple sing(Z) C X :

HERERX7 (X/K) = Hpp ™2 (X/K) — Hppt™>? (X —sing(Z)/K) —

2codimx Z+1
= Hpp' a2y (X/K) =
montre le théoréme, puisque

2codimyx Z < 2codimy Z 4+ 1 < 2codimxsing(Z) . [}
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DEFINITION 14.3.2. — Soit X un schéma séparé et lisse sur k.

1) SiY est un sous-schéma fermé de X lisse sur k, on définit la classe
de cohomologie cf(Y) de Y comme I'image du morphisme identique
de (’)y_ff/K par le morphisme canonique :

Hom (OYiLf/KaOYiLf/K) = Hpp(Y/K) =~ HJQJCROfi)imeY(X/K) -

@;‘, f/KaSP N H[Q)C]gdime(X/K)'

in

2) Si le corps de base est parfait, on définit la classe de cohomologie
cl(Z) d’un sous-schéma Z intégre comme l'image inverse par liso-
morphisme du théoréme précédent de la classe de cohomologie de
7 — sing(Z) dans Hpo®™X? (X — sing(Z)/K).

La classe c¢/(Z) est donc un élément bien défini de Hpod™*?(X/K),
dont image dans Hjp™*?(X — Z/K) est nulle. On obtient donc par
linéarité un morphisme gradué :

cl C*(X) — Hin(X/K)

entre le groupe des cycles de X et le K-espace gradué de la cohomologie de
de Rham p-adique de X. Naturellement, on s’attend a ce que 'intersection
des cycles soit compatible avec la composition des classes de cohomologie.

15. Le lemme de Poincaré et la formule de Kiinneth pour
I’espace affine

Soient X un schéma lisse sur k£ et p : X X3 A} — X la projection
de l'espace affine au-dessus de X sur la base X. Nous allons déduire du
théoréme de compatibilité 14.1.1 le lemme de Poincaré, qui est aussi un cas
particulier de la formule de Kiinneth.

THEOREME 15.0.3. — Soit /\/l;fmf un .@;}T /K—module a gauche spécial
inf

parfait. Il existe alors un isomorphisme canonique :

M'Tnf = pihff p?hff M?nf[_n]

1

de complexes spéciaux.

Démonstration. Par récurrence, on peut supposer que n = 1, que t est
une coordonnée sur A} et enfin que Aj{, est le relévement associé d’algébre
(V[t])T. Cela entraine que, pout tout ouvert ', les images directes supé-
rieures topologiques Rlp*pgiﬂ MZ{T sont nulles pour [ > 1. En effet, locale-
ment sur la base, pj;q4 M;‘nf admet une résolution finie par des sommes finies
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i
du module @Z/{TXV.A%/H.A%//K

du théoréme du symbole total et du théoréeme d’acyclicité. Cela entraine

que, pour tout ouvert U, le complexe pdiff p*. o ./\/IZ{T [—1] se représente par :

qui est acyclique pour le foncteur p., en vertu

* 6 *
0 = pepain MZ{T = DeDlisp MLT ®OMT><V.A%//K Dty Ay, utyx = 0.
On en déduit un morphisme :
diff
M = P g M, (-1,

et il s’agit d’établir que c’est un quasi-isomorphisme. Le complexe précédent
n’a de la cohomologie qu'en degré zéro, parce Paction de 8 sur (Af[t])%
est surjective, et il est facile de voir que le morphisme précédent induit un
isomorphisme entre MLT et le noyau du morphisme du complexe précédent.
Ces isomorphismes locaux se recollent en un isomorphisme de modules
spéciaux entre M;fnf et la cohomologie de degré zéro du complexe concentré

cohomologiquement en degré zéro pdiff p* o /\/l?nf[—l]. [

COROLLAIRE 15.0.4. — Sous les conditions précédentes, I'isomorphisme
précédent induit des isomorphismes canoniques :

Hp(X/K M) ~ Hpy (X ALK, plig ML).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 14.1.1, dans le cas
d’une projection, et du théoréme précédent. [ ]

COROLLAIRE 15.0.5. — Sous les conditions précédentes, I'isomorphisme
précédent induit des isomorphismes canoniques :

Hpp(X/K, OXJM/K) ~ Hpp(X xi Ap/K, O(XXkAZ):nf/K).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 10.5.7 et du corol-
laire précédent, sachant que la résolution de Spencer du lemme 6.7.1 montre
que O x! /K est parfait. Autrement dit, le foncteur de de Rham p-adique est
homotopiquement invariant, comme on dit aujourd’hui dans la littérature
consacrée aux motifs. [
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