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Résuḿe :

Il estpropośe d’identifier desvariablesd’endommagementet leur évolutionavecun chargementendeuxdimen-
sionsen utilisant uniquementdeschampsde déplacement.La méthoded’écart à l’ équilibre permetd’estimer
un champd’endommagementdurant un essaibiaxial sur un composite. A partir de l’analysed’uneséquencede
mesures,uneloi d’évolutionestpropośeeet identifiée.

Abstract :

It is proposedto identifydamagevariablesandtheir growthwith loadingin twodimensionsbyonlyusingfull-field
displacementmeasurements.Theequilibriumgapmethodis usedto estimatethedamagefieldduringa biaxial ex-
perimentona samplemadeof a compositematerial.Fromtheanalysisof a sequenceof measurements,a proposed
form of constitutivelaw is testedandidentified.

Mots-clefs :

Écart à l’ équilibre; identification ; endommagementisotrope; essaimultiaxial ; perte de
raideur.

1 Intr oduction

La mesuredechampscinématiques(1) ouvrela voie à l’identification depropríet́esélasti-
ques.Parmi les méthodesactuellementdévelopṕees,citons l’erreur en relationde comporte-
ment(2; 3), la méthodedeschampsvirtuels(4; 5), l’ écartà la réciprocit́e (6; 7) ou la méthode
d’écartà l’ équilibre(8; 9). Cettedernìereestdévelopṕeeici pouridentifierunchampd’endom-
magementisotropeet uneloi d’évolutiondansle casd’un essaibiaxial.

2 Modèled’endommagement

Dansl’approchequi suit, on utilise une descriptionisotropede l’endommagement.Une
seulevariable

�
estutilisée.Sousconditionsdetransformationsisothermes,l’ étatdu mat́eriau

estdécritparle tenseurdesdéformationsinfinitésimales� etparla variabled’endommagement�
detellemanìerequele potentield’état � (i.e., la densit́ed’énergie libre deHelmholtz)s’écrit�
	 �� ��
�� ��� ������� ��� (1)�
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où ‘:’ est le produit tensorielcontract́e sur deux indices,et
���

est le tenseurd’élasticit́e du
mat́eriaunonendommaǵe.Lesforcesassocíeesauxvariablesd’étatsontdéfiniespar� 	 � �� � 	 ��� � ��� ��� ������	 � � �� � 	 �� ��
 � � ��� (2)

où � estle tenseurdescontraintesdeCauchy, et � le tauxderestitutiondedensit́ed’énergie(10).
L’in égalit́edeClausius-Duhems’écrit �"!�$#&%

, etennotantque � estunefonctionpositive,la
loi d’évolution del’endommagementesttelle que !�'#(%

. La loi d’évolution del’endommage-
mentpeutêtreformuléepar � �*) � 	(+-,/.1032�54768479 �:�<; �/= � (3)

où + estunefonction monotonecroissante.Dansla suite, il estpropośe de déterminer+ à
partir del’analysed’un essaihét́erog̀ene.

3 La méthoded’ écart à l’ équilibre

Uneméthoded’identificationestprésent́eedanslaquellelesdéplacements>?�A@ � sontconnus
etlespropríet́esélastiquessontinconnues(ellessontréduitesici àunchampd’endommagement
isotrope

�
).

3.1 Problèmeà r ésoudre

Consid́eronsunestructureB danslaquelleexistentdesdiscontinuit́esd’endommagement.
Le théor̀emede l’ énergie potentiellepermetuneformulationfaible deséquationsd’équilibre
qui dépendentlinéairementdesdéplacementset despropríet́esélastiques.On consid̀ereici des
élémentscarŕes pour lesquelschaquenoeudcorrespond̀a un “point” de mesure.Lorsquela
variabled’endommagement

�DC
estconstanteparélémentE occupantundomaineB C , la matrice

deraideurélémentaires’écrit ,GFIH CJ= � �KC5� 	L� �M� �KC5�ON ,PFQH CA�5= (4)

où ,PFQH CR�S= la matricederaideurélémentaired’un élémentnonendommaǵe.Demême,l’ énergie
dedéformationTUH C s’exprimeparT�H C � �DCS� 	 �M� �DC� V > CXW 9 ,PFQH CR�S= V > CYW � (5)

où V > CZW est le vecteurcolonnedesdéplacementsnodauxet
9

l’opérateurde transposition.
En l’absencede chargementextérieuraux noeudsconsid́eŕes,les conditionsd’équilibrepour
chaquenoeudmilieu “

�[�
” dedeuxéléments

�
et
�

deviennent� T�H]\_^� >`\_^ � � \X� � ^ � 	Qab� (6)

avec TUH]\_^c� � \X� � ^ � 	"TUH]\d� � \ �fe TUHg^3� � ^ � , où
� \Z� � ^ sont les variablesd’endommagement

deséléments
�

et
�
, respectivement.En écrivant cesconditionspour tous les noeudsmilieu,

on obtientun syst̀emelinéairedanslequellesinconnuessontlesvariablesd’endommagement,
constantespar élément.En pratique,l’ équation(6) n’estpasstrictementsatisfaiteet uneforce
résiduelleh1i seproduit �
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h1i[�kj� \X�lj� ^ � 	 � T�H]\� >M\_^ �kj� \ �be � TUHk^� >`\_^ �kj� ^ � � (7)

où j� \ et j� ^ sontdesvaleurstestdesinconnues
� \ et

� ^ . La sous-sectionsuivanteprésente
uneformulationpratiqueoù il s’agit deminimiserl’ écartà l’ équilibre.

3.2 Formulation pratique

Ennotantquel’endommagementestisotrope,uneformulationparticulìerepeutêtredévelop-
pée.Consid́erons VXm \ W le vecteurcolonnedesquantit́esnodalesassocíeesaupremierélément
et VXm ^ W celui correspondantausecond́elément.La n�o conditiond’équilibres’écritpqcr � VXm \ Ws� � ��� � \ � 	utqsr � VXm ^ Ws� � ��� � ^ � � (8)

où
pq et tq sontdesfonctionsgéńeriquesdépendantdesdéplacementsnodaux(9). Enconsid́erant

toutesleséquationsd’équilibre,le syst̀emeglobalsuivantestobtenu,Gv = Vsw W 	 Vyx W with Vsw W 9 	 V � \ � ^{zyzyz �K|�W � (9)

où ,Pv = et Vyx W sontconnueset contiennentlesdéplacementsnodaux(mesuŕes).L’advantagede
cetteécritureestqu’elle peutêtreré-expriméesousformelogarithmique}�~ � ��� � \ � � }�~ � �U� � ^ � 	 }�~�� tqcr � VXm ^ Ws� � � }�~�� pqsr � VXm \ Ws� � z (10)

L’ équation(10)satisfait automatiquementla condition
�DCO� �

. Le syst̀emeà résoudredevient,P� = Vs� W 	 Vs� W � (11)

où Vs� W estdéfini parVs� W 9 	 V }�~ � �M� � \ � }�~ � ��� � ^ � zyz8z }�~ � ��� �K|O�SW � (12),G� =
estla matriceassembĺeecorrespondant̀a touteslesconditions(10) et Vs� W estunevecteur

qui touslesdeuxdépendentdesdéplacementsnodaux.Le syst̀eme(11) estsur-détermińe pour
la descriptionisotropeutiliséeici. PourunestructureB , la normesuivanteestminimisée� 	 ��� ,G� = Vs� W � Vs� W ��� ^^5����� (13)

par rapportà Vs� W . Une certainrobustessepeutêtreanticiṕeegrâceà la redondancedesequa-
tions(8)). La minimisationconduitausyst̀emelinéairesuivant�5,P� = 9 ,P� =<� Vs� W 	�,P� = 9 Vs� W z (14)

Unevariantedecetteformulationconsistèa introduiredespoidspourpouvoir modulerles
différentescontributionsdans(13)enfonctionduniveaudecontrainte(9).

�
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4 Détermination d’une loi d’ évolution de l’endommagement

Une matricevinylesterrenforćeepar desfibresde verreestanalyśe (figure 1-a).Une dis-
tribution quasiuniformed’orientationsconduità un comportement́elastiqueisotropeavant la
fissurationmatricielleet la rupturedefibresqui sontlesmécanismesd’endommagementdece
type de mat́eriau (11). Une éprouvetteen croix estsollicitéedansunemachined’essaimul-
tiaxial (figure1-b).L’essaiestconduitdetelle manìerequela forceappliqúeesuivantlesdeux
directionsestidentique.Leur normeestnot́ee � . Le champdedéplacementdela figure1-cest
mesuŕeparcorŕelationd’images.

�/�/�
µ �

�<�Y� �<�d� �<�S�
FIG. 1 – a-microstructure du composite. b-Éprouvetteet régiond’étude(rectangleblanc). c-
Champdedéplacementmesuŕepar corrélationd’imagespourunniveaud’effort (11kN)proche
dela rupture (11.1kN).

Cinqniveauxd’effort ( ��	�� kN, 7 kN, 9 kN, 10 kN, et 11 kN) sontanalyśes.Pourchaque
niveaud’effort,

�d� N �s�
mesuresde déplacementsontdisponibles,desquelles

� N ���
valeurs

d’endommagementsontestiḿees.En plusdu champ
��� �

, la force thermodynamique� est
calcuĺeesoushypoth̀esedecontrainteplaneet sousformeadimensionńee� �T � 	�� ^ \/\ e ��� � � \/\ � ^/^ e � ^^/^�U�
� ^� e � � ^ \_^� e � � (15)

où les directions1 et 2 sont assocíeesà un référentiel plan, T � est le moduled’Young du
mat́eriau non endommaǵe et

� �
le coefficient de Poissoncorrespondant(pris égal à 0.28).

L’ évolution de l’endommagementest écrite sousla forme de
�D� �

en fonction de
� � �cT � .

Pourpermettreunecorrectionmultiplicativedu champ
�M� �

(carcelui-ci estdétermińe à une
constantemultiplicativeprès),la loi suivanteestutilisée��� � 	Q.1¡ ~£¢ � �P¤D�_� �M¥ � �T �§¦©¨sª (16)

où le param̀etre ¤ dépenddu niveaude chargement,et « estunepuissanceconstante.On ef-
fectueuneidentificationcoupĺeepourles5 niveauxdechargementenimposantla mêmevaleur
pour « etenlaissantle param̀etre¤ libre.Onimposeégalementla coh́erencethermodynamique,
c’est-̀a-direqueseulslespointstelsque !�¬#­%

et !� #�%
sontconsid́eŕes.Pourle premierni-

veaudechargement,touslespointssontconsid́eŕes,pourle deuxìeme,un seulpoint estexclu,®
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pour le troisième9 pointssontà éliminer, pour le quatrìeme18 pointssontexcluset 17 points
pour le cinquìeme.Ceciestessentiellementdû à l’amorçageet au début de propagationde la
fissuredansle coin suṕerieurgauche.La figure2 montrelesrésultatsobtenus.La puissance«
estégaleà

� % z �°¯ l’ écartquadratiquemoyenvaut0.074.

±³² ±3´
±³²µ´
´

´R±5¶ · ¸A¹5º » ¼R½5¾ ¿ ÀAÁ5Â Ã ÄAÅSÆ ÇÈÊÉ§Ë�ÌcÍ
Î −

Ï Ð§ÑÓÒ°ÔRÕÐ§ÑbÖ7ÔRÕÐ§Ñb×7ÔRÕÐ§ÑfØ<Ù7Ô�ÕÐ§ÑfØ/Ø[Ô�ÕÚÜÛPÝ/Þ�ßáà8â�ã α
FIG. 2 – Evolution de

�ä� �
après correction avec

� �O�cT � lorsquetous les niveauxde
chargementsont consid́eréset queseulsles donńeesthermodynamiquementadmissiblesont
gardées.Lessymbolessont les pointsd’identificationet la droite est la prévisionen utilisant
l’ équation(16).

Enfin, les champs � �K� ��� peuvent être traćes à partir de la correctionfaite dansla fi-
gure2, c’est-̀a-direquela valeurminimalede

�
estimpośeeégaleà zéro.La figure3 montre

leschamps� �©� ��� détermińesà partir desmesurescinématiques.Uneraideurfaibleestanti-
cipéeet retrouv́eepourlesderniersniveauxdechargement.Onobserveégalementdetrèsfortes
valeursd’endommagementpourle dernierniveaudechargement,enaccordaveclesmesures̀a
ceniveau.

å å7æ ç è

éëê�ìäíïî éëê(ð{íñî éëêQòóíïî éëêuô7õóíïî éöêuô÷ôøíñî

FIG. 3 – Champs� �ù� �:� corrigéspour5 niveauxdechargement.Lemaximumde � � � ��� est
impośe à 1 pour le plusfaibleniveaud’effort.

�
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5 Conclusions

Une proćedured’identificationestutiliséepour évaluerdeschampsd’endommagement̀a
partirdemesuresdechampscinématiques.La méthodedel’ écartà l’ équilibreestuneapproche
par élémentsfinis non standarddanslaquelleles déplacementsnodauxsontconnus(car me-
suŕes)et lespropríet́esélastiques(ouchampd’endommagement)sontà identifier. Cesdernìeres
sontsuppośeesuniformespar élément,maisvariantd’élémentà élément.Un syst̀emelinéaire
està résoudrelorsquel’on minimisel’ écartà l’ équilibre.On a ainsiacc̀esà un champdepro-
priét́esélastiqueset/ouunchampd’endommagement.

L’exempled’une éprouvetteen croix sollicitéedansdeuxdirectionsperpendiculairesper-
met d’illustrer l’approcheen analysantdifférentsétatsd’endommagementet leur évolution.
L’ étapeadditionnellepropośee ici consisteà imposerdesconditionssuppĺementairesli éesà
l’admissibilité thermodynamiquetraduisantle fait quel’endommagementnepeutpasévoluer
demanìerequelconque.Cecipermetdeproposeruneloi d’évolution qui décrit demanìeresa-
tisfaisantel’essaianalyśe.Le fait depouvoir utiliser unefonctionuniquedécrivant l’ évolution
constitueunevalidationde l’approched’identificationet de l’hypothèsededescriptionparun
mod̀elecontinudela dégradationdu mat́eriauanalyśe.
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MAC, 1998),241-248. ú


