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Résune :

Une procédute d’identification de propriétes élastiquesadapge a un domainenon borné estpropo%e Il s’agit
d’exploiter un champ de déplacemenimesué au voisinage du point d’application d’une force normale sur
la frontiere. A partir d’'une formulation par potentielsélastiquescomplees bi-dimensionnelsles constantes
élastiquesd’un milieu homaeneisotrope sont détermirées.Une analysede la sensibilié au bruit de mesue
estprésenge

Abstract :

A procedue is proposedfor the identification of elastic moduli suitedto an unboundeddomain.It consistsin
exploiting the displacemenfield measued on a discrete setof points closeto a free boundarywhere a normal
pointloadis applied.Basedona comple elasticpotentialformulation,thetwo elasticconstant®f a homayeneous
isotropic mediumare determinedNoisesensitivityis evaluated.

Mots-clefs :

identification; potentielscomplexes;analysede champ

1 Intr oduction

L’exploitation desmesuresde champsen mécaniquedessolidesdevient de plus en plus
commune la photonécaniqudgl] a maintenanttteintun stadede maturig telle que cesme-
surespeuentétrerapprockeesde calculsnumériquescomplets.Ceciconcernedesmodesde
chagementde plusenpluscomplexes,etouvresurla perspectie de determinerdesproprietes
élastiquesnhomogenes.

Denombreuseprocéduresy’identificationontétintroduites Citonslestechnique$ondées
surl’'erreur enloi de comportemenf2, 3] utiliseéesen particulier pour desanalysesie vibra-
tions[4], I'identificationdedéfaut[5], celledechampd’endommagemerj6], ouencord’ étude
de chagementsnhomogenes(e.g. essaibrésilien[7]). Une alternatve consisteenla méthode
deschampsvirtuels utiliséesen particulier pour des proprietes élastiqueshomognesaniso-
tropesdematériauxcomposite$d, 9]. Uneautreméthodepagesurl’ écartala réciprocite[10],
estapplicablea la détectionde fissureqd11] dansun milieu homogene.Dansla plupartde ces
exempleauneinformationfortementredondantestnécessairearlesdonreesdesdéplacements
etdesefforts surlesbordsdudomainesontexploitées Cesconditionspeuentcependangtrere-
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FIG. 1- UneforceponctuelleF’ estappliqueenormalemené la surfaced’un solide(grisé).La
mesue desdéplacementsur unensembl@liscret de points(indiquéspar descroix), assoceea
la valeurdela force F' donneacesauxconstante€lastiquegde ce solidesuppo& homaene
sur cetterégiond’étude

laxées(erreurenloi decomportement6] ou champvirtuel [8]) enunesimplerelationintégrale
surlesefforts.

Récemmentjl a été propo® de déterminerdes proprietes élastiquesou d’endommage-
ment[12] (voire thermique[13]) spatialementnhomognesen exploitant exclusvementdes
donréescinématiquegou detemperaturedansle casthermique)parla méthodedite d’écarta
I équilibre [14]. Puisqu’aucun&chellede contrainte(ou de flux) n’estfixée,seuledesvaleurs
relativespeuwentétreappeciees.etun simplefacteurd’échelleglobal resteinconnu.Pourpal-
lier cettedifficulté, nousproposonsci une méthodequi permetvia une seulemesured’effort
(force normaleappliqueesurla frontiere)d’appiecierles proprietesélastiquesi’'un milieu ho-
mogeneisotrope procédurequi constitueunevéritablejaugedecontrainte pourcompEmenter
uneapprocheuremencinématiqueet atteindreunedescriptioncompkte.

2 Définition du probleme

L’analysequi suitestfondéesurl’ étuded’'un champdedéplacemenbidimensionnetel qu'il
peutétreestiméepar corrélationd’images.etdoncl’hypothesed’ élasticié plane(contrainteou
déformationplane)estadopée. Commeillustré sur la Figure (1), une chage ponctuelleest
appligtee normalement la surfacelibre de I’ éprouette.Les mesuresie déplacemenen un
nombrelimitédepoints(de10a100)sontexploitéespourdétermineide moduledecisaillement
etle coeficientdePoisson.

La specificite dela questiontraitéeici consisteenla priseen compted’un domaineouvert,
et d’'uneinformationstatiqueparticulieremenpauvre(uneseulecomposantele force priseen
compte).Nousutilisonsici un sysemede coordon@esschemati€ surla figure 1. De plus, les
pointsdudomaineserontreptesenésparleur affixe complexe z = x +iy, parrapportal’origine
(point d’applicationde I'effort) et le solideindeng correspondh $(z) > 0 présdel'origine.
Rappelondrievementles notationset principauxrésultats Les potentielscomplexes p(z) et
¥(z) sontdeuxfonctionsholomorphesi.e.,0p/0z = 0v/0z = 0), qui sontliéesauchampde
déplacementomplexe U = u, + iu, selon[15]

20U = kp(2) — 2¢'(2) — ¥(2) (1)

ou u estle modulede cisaillementde Lamé. x estun coeficient sansdimensionrelié au coef-

2
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ficient de Poissorv parx = (3 — 4v) pourdesdéformationsplanesetx = (3 — v)/(1 + v)
pour descontraintegplanes.Le champde déplacementi-dessusstdétermiré a un champde
déplacementigide pres(soit Uy + 12z avec() réelennotationscomplees).

Le problemedel’'indentationnormaled’'un massifelastiquesemi-infiniendeuxdimensions
aéterésoluparFlamani16, 17]. Lespotentielscomplexesprennenta forme suivante

1F
o(2) = ¥(2) = 5 log(2) 2)
etle champde déplacement
F
U= klog(z) + 4 log(z) + Uy (3)
dpm z

ou unetranslation/;, a été introduite.
3 Jaugede contrainte
Supposonguel’on connaissde déplacement,, en N pointsd’affixe z, pourn = 1,...,N.

Pours’affranchirdu déplacementigide inconnu,noussoustrayonachacunalesN conditions
cinématiqueda moyennespatiale(notee(...)). Nousobtenonslors

z

wlog(zn) ~ (log(2))] + (4ipm /) (Uy — (U)) = ~Tog(z) + (l08() ~ 2 +(Z) (4

Larotationrigide estaissmensupprinéeensymétrisanie probleme(imposantesdéplacements
—U,, auxpoints—7z,). Pourfaciliter I’ écritureintroduisondes notationssuivantes

Ay = log(zn) — (log(2))
B, =4ir(U,—(U))/F (5)
Cn =log(z,) — (log(2)) + 2n/Zn — (2/Z)

L'identification consistea minimiserla fonction objectif suivante7

U Z |Ank + B+ Cy|? (6)

parrapporta x et u. Sousforme matricielle,nousdevonsrésoudre

[M](§) + (x) =0 (7)

o-(1) wex(5) e

Il estimportantde noterquele problemedonnelieu a unefonction quadratiquesn x et i, une
specificité dela formulationpotentielleutiliséeici. Notonségalemenguedimensionnellement,
seuly, dépendlinéairementle F'. Il enrésultequex etdoncle coeficientde Poissorpeutétre
détermire sansconnatre la valeurdeforce F'.

avec

M=

n L R[AnBa]  |Baf?

[An® R[AnB,)]
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FIG. 2 — Gaude: Rapportentre proprietesmoyenneslétermiréeset valeurs vraies, pour le
coeficientde Poissonv (courbeshautes)et le modulede cisaillementy, (courbesbasses) N
désignele nombe de pointsde mesue exploités.

Droite: Incertitudesur la déterminatiorde i et v enfonctiondu nombee de pointsde mesue et
del'amplitudedu bruit e.

Notonsas,—1 = R[A,] et as, = S[A,], et de manire similaire 5 et v pour B et C.

L'expressiorde x est
18P () = (@-B)(8)
B> = (a.5)?

(9)
etle modulede cisaillementu vaut

2 o8 ~ (@B)a)
aPIBP — (.5

Cesdeuxderniresformulesdonnente résultatfinal dela procedurepropose.

(10)

4  Testnumeérique et sensibilité au bruit

Pourévaluerla robustesseale I'identification propoge, nouscalculonsles valeursde « et
w1 numériquement partir de donréesen déplacemenbruitéesavec un bruit blancgaussierde
moyennenulle etd’écart-type:. Lespointsou le déplacemengstsuppog connusontdistribués
selonunegrille réguliere (i,a; (i, + 1/2)a) avec—n < i, < netd < i, < n —1demanere
que N = n(2n + 1). Dansla suite,deuxexemplessonttraités,n = 2 etn = 10, SOit N =
10 ou N = 210 respectrement.Numériquementhouschoisissons: = 1, vy, = 0.2 et
F/(4rap.i) = 1. Cecifixe de manireuniquela valeurdesdéplacementen chaquepoint de
mesurell estimportantde noterquele niveaudedéplacementnoyenestdépendantiela grille
de mesurechoisieet doncde N. Dansles deuxcastraités,la valeurmoyennedu moduledu
déplacemensurla grille vaut (|u|)/a = 7.3 et 3.0 respecttementpour N = 210 et N = 10
points. Les résultatssont caracérises par le rapportsansdimensionZ, = ves /i €Ntrela
valeurestinée, v, €t connue,v,.,;, du coeficient de Poisson et I'analoguepour le module
de cisaillementu. A la fois la moyenneet I écart-typede Z sont caracérises a partir d’'un
échantillonnagele 10000réalisationglu bruit.

La Figure 2(gauche)montrela valeurmoyennede Z pour les deuxensemblesle points,
et differentesamplitudesde bruit. Commeattendu,Z tendversl'unité lorsquee tendversO0.
Lorsquele bruit augmente/’erreur sysématique|Z — 1| augmentede manire quadratique

4
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avece, commele démontreun simple calcul de perturbatiora partir desexpressionsi-dessus
(le termelinéaireestnul pour un bruit de moyennenulle). L'influencedu nombrede pointsde
mesure N, estfaible maisparadoxalementroit avec N. Le résultatle plusimportantdansla
pratiqueconcerndes écarts-typesle 7 repesenésdansla figure 2(droite).lls varienttousen
proportiondirectede e etselon1/v/N. Cedernierrésultatpeutétredemonteé dansun cadrede
petitesperturbationsurlesvaleursdu déplacementia le theo®medela limite centrale.

Il estanoterquela techniquede correlationd’imagesnumériquesa partir d'imagescocees
sur 8 bits a une incertitudede 0.01 pixel [18]. Pour un déplacemenimoyen de I'ordre de
quelguegixels,uneincertitudedel'ordre de 1% devrait pouvoir étreatteinte.

5 Conclusion

Latechniquedécritedanscerésung constitueunevéritablejaugede contrainte délocali€e
sur une zone d’étudeau voisinagedu point d’applicationd’un effort ponctuel,d’ou le nom
propo® de “jauge de contraintediffuse”. L'incertitude atteignablepar cetteapprochesemble
extrémemenattractve, bienqu’elle nécessiteencoreunevalidationexpérimentale.

Notonségalemengu’il estpossibled’intégrerla démarcheprésengeici ala détermination
de champde déplacemenpar corrélationd’images.ll suffit pourcelade prendreencomptela
forme particulieredu champde déplacemenassoddea un poingonnemenhormal.Uneformu-
lationthéoriquegénrérale[19], adapéea desformesde champarbitraires peutétreutiliséea ce
propos.

Enfin, la force de I'approchepropogeestliéeau choix despotentielsélastiquesBien en-
tendu,cecipeutétre étendua deschampsde touteautrenatureque le simple poingonnement
ponctuel Destravaux sontactuellemenencoursconcernant’autresapplicationscommedes
fissures.
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