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une jaugedecontrainte diffuse
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Résuḿe :

Une procédure d’identificationde propriét́esélastiquesadapt́eeà un domainenon borné estpropośee. Il s’agit
d’exploiter un champ de déplacementmesuŕe au voisinage du point d’application d’une force normale sur
la frontière. A partir d’une formulation par potentielsélastiquescomplexes bi-dimensionnels,les constantes
élastiquesd’un milieu homogèneisotrope sont détermińees.Une analysede la sensibilit́e au bruit de mesure
estprésent́ee.

Abstract :

A procedure is proposedfor the identificationof elastic moduli suitedto an unboundeddomain.It consistsin
exploiting the displacementfield measured on a discretesetof pointscloseto a freeboundarywhere a normal
point loadis applied.Basedona complexelasticpotentialformulation,thetwoelasticconstantsof a homogeneous
isotropic mediumaredetermined.Noisesensitivityis evaluated.

Mots-clefs :

identification; potentielscomplexes;analysedechamp

1 Intr oduction

L’exploitation desmesuresde champsen mécaniquedessolidesdevient de plus en plus
commune; la photoḿecanique[1] a maintenantatteintun stadede maturit́e telle quecesme-
surespeuvent êtrerapproch́eesde calculsnumériquescomplets.Ceci concernedesmodesde
chargementdeplusenpluscomplexes,et ouvresurla perspectivededéterminerdespropríet́es
élastiquesinhomog̀enes.

Denombreusesproćeduresd’identificationontét́eintroduites.Citonslestechniquesfondées
sur l’erreur en loi de comportement[2, 3] utiliséesen particulierpour desanalysesde vibra-
tions[4], l’identificationdedéfaut[5], celledechampd’endommagement[6], ouencorel’ étude
dechargementsinhomog̀enes(e.g.essaibrésilien[7]). Unealternative consisteen la méthode
deschampsvirtuels utiliséesen particulier pour despropríet́es élastiqueshomog̀enesaniso-
tropesdemat́eriauxcomposites[8, 9]. Uneautreméthode,baśeesurl’ écartà la réciprocité[10],
estapplicableà la détectiondefissures[11] dansun milieu homog̀ene.Dansla plupartdeces
exemplesuneinformationfortementredondanteestnécessairecarlesdonńeesdesdéplacements
etdeseffortssurlesbordsdudomainesontexploitées.Cesconditionspeuventcependant̂etrere-�
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FIG. 1 – Uneforceponctuelle� estappliqúeenormalement̀a la surfaced’un solide(grisé).La
mesuredesdéplacementssurunensemblediscretdepoints(indiquéspar descroix), assocíeeà
la valeurde la force � donneacc̀esauxconstanteśelastiquesdecesolidesuppośe homogène
surcetterégiond’étude.

laxées(erreurenloi decomportement[6] ouchampvirtuel [8]) enunesimplerelationintégrale
surlesefforts.

Récemment,il a ét́e propośe de déterminerdespropríet́es élastiquesou d’endommage-
ment [12] (voire thermique[13]) spatialementinhomog̀enesen exploitant exclusivementdes
donńeescinématiques(ou detemṕeraturedansle casthermique)par la méthodedite d’écart à
l’ équilibre [14]. Puisqu’aucunéechelledecontrainte(ou deflux) n’estfixée,seuledesvaleurs
relativespeuventêtreappŕecíees,et un simplefacteurd’échelleglobalresteinconnu.Pourpal-
lier cettedifficulté, nousproposonsici uneméthodequi permetvia uneseulemesured’effort
(forcenormaleappliqúeesur la frontière)d’appŕecierlespropríet́esélastiquesd’un milieu ho-
mog̀eneisotrope; proćedurequi constitueunevéritablejaugedecontrainte,pourcompĺementer
uneapprochepurementcinématiqueet atteindreunedescriptioncompl̀ete.

2 Définition du problème

L’analysequi suitestfondéesurl’ étuded’unchampdedéplacementbidimensionneltel qu’il
peutêtreestiḿeeparcorŕelationd’images,etdoncl’hypothèsed’élasticit́eplane(contrainteou
déformationplane)est adopt́ee.Commeillustré sur la Figure (1), une charge ponctuelleest
appliqúeenormalement̀a la surfacelibre de l’ éprouvette.Les mesuresde déplacementen un
nombrelimit édepoints(de10à100)sontexploitéespourdéterminerle moduledecisaillement
et le coefficientdePoisson.

La sṕecificité dela questiontraitéeici consisteenla priseencompted’un domaineouvert,
et d’uneinformationstatiqueparticulìerementpauvre(uneseulecomposantedeforcepriseen
compte).Nousutilisonsici un syst̀emedecoordonńeessch́ematiśe surla figure1. De plus,les
pointsdudomaineserontrepŕesent́esparleuraffixecomplexe 
���������� , parrapportà l’origine
(point d’applicationde l’effort) et le solideindent́e correspond̀a ����
����! prèsde l’origine.
Rappelonsbrièvementles notationset principauxrésultats.Les potentielscomplexes "#��
�� et$ �%
�� sontdeuxfonctionsholomorphes(i.e., &'")(*& 
+�,& $ (*& 
+�, ), qui sontli éesauchampde
déplacementcomplexe -.�0/213�4��/65 selon[15]798 -.�;:'"3��
��)<4
 ">=?��
��@< $ ��
�� (1)

où
8

estle moduledecisaillementdeLamé. : estun coefficient sansdimensionrelié aucoef-7
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ficient dePoissonA par :B�C�%DE<GFHAI� pourdesdéformationsplanes,et :B�C�%DE<0AJ�K(J� � �0AJ�
pourdescontraintesplanes.Le champdedéplacementci-dessusestdétermińe à un champde
déplacementrigideprès(soit LNM)�4�POQ
 avec O réelennotationscomplexes).

Le probl̀emedel’indentationnormaled’un massifélastiquesemi-infiniendeuxdimensions
a ét́e résoluparFlamant[16, 17]. Lespotentielscomplexesprennentla formesuivante"#��
R�S� $ �%
��S� �P�7UTWV�XRY �%
�� (2)

et le champdedéplacement-.� ���F 8ZT\[ : V]XRY ��
R�>� 

 � V�XRY � 
��^�_L@Ma` (3)

où unetranslationLNM a ét́e introduite.

3 Jaugede contrainte

Supposonsquel’on connaissele déplacement-cb en d pointsd’affixe 
eb pour fW� �Rgihih]hig d .
Pours’affranchirdudéplacementrigide inconnu,noussoustrayons̀achacunedesd conditions
cinématiquesla moyennespatiale(not́ee j h]hih�k ). Nousobtenonsalors:>l V�X*Y ��
ebR�@<�j V�XRY ��
�� knm �,�?FR� 8oT (*���e��-cbp<�j�- k �q�r< V�XRY �%
eb��^� j V�X*Y ��
�� k < 
eb
*b �\s 

qt (4)

La rotationrigideestaiśementsuppriḿeeensymétrisantleprobl̀eme(imposantlesdéplacements< -ub auxpoints < 
eb ). Pourfaciliter l’ écriture,introduisonslesnotationssuivantesvwx wy{z b � V�X*Y ��
ebR�@<�j V�X*Y ��
�� k| b �;FR� T ��-cb}<�j�- k �K(*�~ b � V�X*Y ��
ebR�@< j V�X*Y ��
�� k ��
ebR( 
*b}<�j�
�( 
 k (5)

L’identificationconsistèaminimiserla fonctionobjectif suivante��ul�: g�8omo�\� b�� z b*:�� | b 8 � ~ b � � (6)

parrapportà : et
8

. Sousformematricielle,nousdevonsrésoudrel�� m ���'�^�,�%�p�q�; (7)

avecl�� m � � b � � z b � � � l z b | b m� l z b | b m � | b � � � ���'�q��� :8�� �%�p�q� � b � � l z b ~ b m� l | b ~ b m � (8)

Il estimportantdenoterquele probl̀emedonnelieu à unefonctionquadratiqueen : et
8

, une
sṕecificitédela formulationpotentielleutiliséeici. Notonségalementquedimensionnellement,
seul

8
dépend(linéairement)de � . Il enrésulteque : etdoncle coefficientdePoissonpeutêtre

détermińesansconnâıtre la valeurdeforce � . D
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FIG. 2 – Gauche: Rapportentre propriét́esmoyennesdétermińeeset valeurs vraies,pour le
coefficient de Poisson A (courbeshautes)et le modulede cisaillement

8
(courbesbasses).d

désignele nombredepointsdemesureexploités.
Droite: Incertitudesur la déterminationde

8
et A enfonctiondunombredepointsdemesureet

del’amplitudedu bruit � .
Notons � � bU�6�B� � l z b m et � � b,� ��l z b m , et de manìere similaire � et � pour

|
et
~

.
L’expressionde : est :c� � � � � �%� h ���@<���� h �N�e�?� h �Z�� � � � � � � � <0��� h �N� � (9)

et le moduledecisaillement
8

vaut8 � � � � � �%� h ���@<���� h �N�e�%� h ���� � � � � � � � <0��� h �N� � (10)

Cesdeuxdernìeresformulesdonnentle résultatfinal dela proćedurepropośee.

4 Testnumérique et sensibilité au bruit

Pourévaluerla robustessede l’identification propośee,nouscalculonsles valeursde : et8
numériquement̀a partir dedonńeesendéplacementbruitéesavecun bruit blancgaussiende

moyennenulleetd’écart-type� . Lespointsoù le déplacementestsuppośeconnusontdistribués
selonunegrille régulìere �%�%1��6 ��%�%5#� � ( 7 �K�¡� avec <¢f4£\�%1�£\f et  u£\��5¤£\f¥< �

demanìere
que d �.fq� 7 fW� � � . Dansla suite,deuxexemplessont traités, f�� 7

et f�� �  , soit d ��  ou d � 7¡�  respectivement.Numériquement,nouschoisissons�r� �
, A§¦K¨
©Pª«�  h�7 et�¢(I�%F T � 8 ¦K¨
©Pª¬�3� �

. Cecifixe demanìereuniquela valeurdesdéplacementsenchaquepoint de
mesure.Il estimportantdenoterquele niveaudedéplacementmoyenestdépendantdela grille
de mesurechoisieet doncde d . Dansles deuxcastraités,la valeurmoyennedu moduledu
déplacementsur la grille vaut j � / � k (*�W�®­ h D et D h  respectivementpour d � 7¯�  et d � �  
points.Les résultatssontcaract́eriśespar le rapportsansdimension°�±²�³A�´?µ]¶�(RA·¦¸¨�©Pª entrela
valeurestiḿee, A�´?µi¶ , et connue,A·¦¸¨�©Pª , du coefficient de Poisson,et l’analoguepour le module
de cisaillement

8
. A la fois la moyenneet l’ écart-typede ° sont caract́eriśes à partir d’un

échantillonnagede10000réalisationsdubruit.
La Figure2(gauche)montrela valeurmoyennede ° pour les deuxensemblesde points,

et différentesamplitudesde bruit. Commeattendu,° tendversl’unit é lorsque � tendvers0.
Lorsquele bruit augmente,l’erreur syst́ematique � °¹< � � augmentede manìere quadratiqueF
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avec � , commele démontreun simplecalculdeperturbatioǹa partir desexpressionsci-dessus
(le termelinéaireestnul pourun bruit demoyennenulle). L’influencedu nombredepointsde
mesure,d , estfaiblemaisparadoxalement,crôıt avec d . Le résultatle plus importantdansla
pratiqueconcerneles écarts-typesde ° repŕesent́esdansla figure2(droite).Ils varienttousen
proportiondirectede � et selon

� (Hº d . Cedernierrésultatpeutêtredémontŕedansun cadrede
petitesperturbationssurlesvaleursdu déplacementvia le théor̀emedela limite centrale.

Il està noterquela techniquedecorŕelationd’imagesnumériques̀a partir d’imagescod́ees
sur 8 bits a une incertitudede 0.01 pixel [18]. Pour un déplacementmoyen de l’ordre de
quelquespixels,uneincertitudedel’ordre de

��»
devrait pouvoir êtreatteinte.

5 Conclusion

La techniquedécritedanscerésuḿeconstitueunevéritablejaugedecontrainte,délocaliśee
sur une zoned’étudeau voisinagedu point d’applicationd’un effort ponctuel,d’où le nom
propośe de “jauge de contraintediffuse”. L’incertitudeatteignablepar cetteapprochesemble
extrêmementattractive,bienqu’ellenécessiteencoreunevalidationexpérimentale.

Notonségalementqu’il estpossibled’intégrerla démarcheprésent́eeici à la détermination
dechampdedéplacementparcorŕelationd’images.Il suffit pourceladeprendreencomptela
formeparticulìereduchampdedéplacementassocíeeàunpoinçonnementnormal.Uneformu-
lation théoriquegéńerale[19], adapt́eeàdesformesdechamparbitraires,peutêtreutiliséeàce
propos.

Enfin, la forcede l’approchepropośeeestli éeauchoix despotentielsélastiques.Bien en-
tendu,ceci peutêtreétenduà deschampsde touteautrenaturequele simplepoinçonnement
ponctuel.Destravauxsontactuellementencoursconcernantd’autresapplications,commedes
fissures.

Références

[1] P. K. Rastogi,edt.,Photomechanics,(Springer, Berlin (Germany), 2000),77.
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élastiqueslocalesparanalysedechamps,Méc.Ind. 4 (2003)655-665.

[14] D. Claire,F. Hild et S.Roux,A finite elementformulationto identify damagefields:The
equilibriumgapmethod,Int. J. Num.Meth.Engng. 61 [2] (2004)189-208.

[15] N. I. Muskhelishvili, Somebasic problemsof the mathematicaltheory of elasticity, in
Russian,(Acad.Sci.USSR,Leningrad(USSR),1933).

[16] S.P. Timoshenko et J.N. Goodier, Theoryof Elasticity, (McGraw-Hill (3rdedition),New
York (USA), 1970).

[17] K. L. Johnson,ContactMechanics(CambridgeUniversityPress,Cambridge(UK), 1985).
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