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Groupes de Kac-Moody déployés
sur un corps local,
[I. Masures ordonnées

Guy Rousseau

29 Février 2012

Résumé

Pour un groupe de Kac-Moody déployé (au sens de J. Tits) sur un corps réellement
valué quelconque, on construit une masure affine ordonnée sur laquelle ce groupe agit.
Cette construction généralise celle déja effectuée par S. Gaussent et ’auteur quand le corps
résiduel contient le corps des complexes [GROS] et celle de F. Bruhat et J. Tits quand
le groupe est réductif. On montre que cette masure vérifie bien toutes les propriétés des
masures affines ordonnées comme définies dans [R11]. On utilise le groupe de Kac-Moody
maximal au sens d’O. Mathieu et on montre quelques résultats pour celui-ci sur un corps
quelconque ; en particulier on prouve, dans certains cas, un résultat de simplicité pour ce
groupe maximal.

Abstract

For a split Kac-Moody group (in J. Tits’ definition) over a field endowed with a real
valuation, we build an ordered affine hovel on which the group acts. This construction
generalizes the one already done by S. Gaussent and the author when the residue field
contains the complex field [GROS| and the one by F. Bruhat and J. Tits when the group
is reductive. We prove that this hovel has all properties of ordered affine hovels (masures
affines ordonnées) as defined in [R11]. We use the maximal Kac-Moody group as defined
by O. Mathieu and we prove a few new results about it over any field; in particular we
prove, in some cases, a simplicity result for this group.
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Introduction

L’étude des groupes de Kac-Moody sur un corps local a été initiée par Howard Garland
[Ga95] pour certains groupes de lacets. Dans [R06] on a construit un immeuble "microaffine"
pour tous les groupes de Kac-Moody (minimaux au sens de J. Tits) sur un corps muni
d’une valuation réelle. C’est un immeuble (en général non discret) avec les bonnes propriétés
habituelles des immeubles. Cependant cet immeuble microaffine n’est pas l'analogue des
immeubles de F. Bruhat et J. Tits pour les groupes réductifs. Il correspond plutét a leur
frontiére dans la compactification de Satake ou compactification polyédrique. De plus il ne
traduit pas les décompositions de Cartan de [Ga95].

Une autre construction est envisageable pour un groupe de Kac-Moody sur un corps
réellement valué. Elle est la généralisation directe de celle de Bruhat-Tits ([BT72] et [BT84]) et
traduit les décompositions de Cartan de [Ga95] dans le cas des groupes de lacets. Cependant,
comme ces décompositions ne sont vérifiées qu’aprés torsion, I'espace .# ainsi construit a
la Bruhat-Tits est tel que deux points quelconques ne sont pas toujours dans un méme
appartement. Il ne mérite donc pas le nom d’immeuble. Il s’est avéré cependant utile et a
donc été considéré sous le nom de masure (hovel).

La construction de cette masure a été effectuée dans [GRO§| et on a pu l'utiliser pour
des résultats en théorie des représentations. Le corps valué intéressant dans ce cadre est le
corps des séries de Laurent complexes C((¢)). On s’est donc placé dans le cas d'un corps K
muni d’une valuation discréte avec un corps résiduel contenant C. Cette situation d’égale
caractéristique 0 simplifie les raisonnements et permet, en particulier, d’utiliser les résultats
du livre de S. Kumar [Ku02]. On a cependant di faire quelques hypothéses restrictives sur le
groupe de Kac-Moody (en particulier la symétrisabilité).

Par ailleurs dans [R1I] on a élaboré une définition abstraite de masure affine (inspirée de
la définition abstraite des immeubles affines de [T86]) et on a montré qu’elle est satisfaite par
la plupart des masures définies précédemment. De cette définition découlent des propriétés
intéressantes : les résidus en chaque point sont des immeubles jumelés, & I'infini on trouve
des immeubles jumelés et deux immeubles microaffines, il existe un préordre invariant sur la
masure.

Le but du présent article est de construire la masure affine d’un groupe de Kac-Moody
déployé sur un corps muni d’une valuation réelle non triviale et de montrer qu’elle satisfait aux
axiomes abstraits de masure affine ordonnée de [RII]. Ceci est réalisé sans aucune restriction
sur le groupe de Kac-Moody ni sur le corps valué. Pour cela on a essentiellement remplacé
dans [GROS] les groupes de Kac-Moody a la Kumar par ceux d’Olivier Mathieu [M89] et la
représentation adjointe dans ’algébre de Lie par celle dans ’algébre enveloppante entiére,
puisqu’on va considérer aussi de la caractéristique (résiduelle) positive.

Il y a en fait beaucoup de choix possibles pour les groupes de Kac-Moody, ¢f. [T89]. On
considere ici les groupes déployés "minimaux" tels que définis par Jacques Tits [T87]; leurs
propriétés essentielles sont expliquées dans [T92] et aussi [Re02]. On a résumé celles-ci et
prouvé quelques compléments (essentiellement sur les morphismes) dans la premiére partie de
cet article.

La seconde partie est consacrée a l'algébre enveloppante entiére introduite par J. Tits
pour construire ses groupes et & la représentation adjointe, déja largement utilisée par B.
Rémy. On y montre un théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (avec des puissances divisées
tordues) et on y construit des exponentielles tordues. Ces résultats tirent leur origine dans un
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travail de généralisation du théoréme de simplicité de R. Moody [Mo82], qui est expliqué dans
I’appendice.

Les relations de commutation dans un groupe de Kac-Moody minimal G sont compliquées
(voire inexistantes). Pour mener a bien des calculs on va raisonner dans un groupe maximal qui
ici sera celui (GP™? ou G"™*) défini par O. Mathieu. On a cependant besoin d’une connaissance
plus concréte de celui-ci, c’est le but de la troisiéme partie. Il est en partie accompli grace aux
exponentielles tordues de la partie précédente.

Dans ces trois premiéres parties on étudie les groupes de Kac-Moody de maniére générale
sur un anneau quelconque, ou sur un corps si on veut plus de résultats de structure. On
les considére ensuite sur un corps valué (mais aussi sur son anneau des entiers). Dans la
quatriéme partie on construit l'appartement témoin et les sous-groupes parahoriques (ou
assimilés) associés aux sous-ensembles ou filtres de cet appartement témoin. C’est la partie
la plus technique. Comme dans [GROS§|, ces sous-groupes parahoriques du groupe de Kac-
Moody G sont construits en plusieurs étapes en utilisant les groupes maximaux GP™® et G
contenant G. On a cependant di apporter des changements substantiels aux raisonnements
de [GROS].

On récolte enfin dans la cinquiéme partie les fruits du travail précédent. Par un procédé
classique utilisant I'appartement témoin et les sous-groupes parahoriques, on y construit la
masure affine (ordonnée) d’un groupe déployé sur un corps réellement valué. Et on montre les
mémes résultats qu’en [GRO8| ou [R11]. Les raisonnements sont sans changement substantiel,
mais, grace aux parties précédentes, il n’y a plus d’hypothése technique superflue.

L’appendice rassemble des résultats sur le groupe de Kac-Moody maximal a la Mathieu
GP™® (sur un corps k quelconque) qui sont conséquences des résultats des parties 2l et Bl On
y compare GP™® avec d’autres groupes de Kac-Moody maximaux définis par M. Ronan et
B. Rémy [ReR06] ou L. Carbone et H. Garland [CG03]. On y généralise aussi le théoréme de
simplicité d’un sous-quotient de GP™? di a R. Moody [Mo82] en caractéristique 0; on 'obtient
ici en caractéristique p assez grande, pour un corps non algébrique sur F,,.

Je remercie Bertrand Rémy pour m’avoir suggéré d’étudier Particle [Mo82] de R. Moody
et Olivier Mathieu pour m’avoir signalé son article [M96] et pour quelques éclaircissements
sur la construction de son groupe de Kac-Moody ou la simplicité des algebres de Kac-Moody.

1 Le groupe de Kac-Moody minimal (& la Tits)

On introduit ici le groupe de Kac-Moody objet principal d’étude de cet article et on y
étudie en particulier sa fonctorialité.

1.1 Systémes générateurs de racines

1) Une matrice de Kac-Moody (ou matrice de Cartan généralisée) est une matrice carrée
A = (a;j)ijer , & coefficients entiers, indexée par un ensemble fini I et qui vérifie :

(1) am~:2 Viel,

(i) a; <0 Vidkj,

(111) Qij = 0 «~— aji = 0.

2) Un systéme générateur de racines (en abrégé SGR) [Ba96] est un quadruplet & =

(A,Y, (@%)ier, (@) )ier) formé d’une matrice de Kac-Moody A indexée par I, d’'un Z—module
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libre Y de rang fini n, d’une famille (@;);c; dans son dual X = Y* et d’une famille (o) );er
dans Y. Ces données sont soumises & la condition de compatibilité suivante : a;; = @; ().
On dit que |I| est le rang du SGR S et n sa dimension.
On dit que le SGR S est libre (ou adjoint) (resp. colibre (ou coadjoint)) si (aG)ier (resp.

Yier) est libre dans (ou engendre) X (resp. Y).

(%

Par exemple le SGR simplement connexe Sa = (A, Ya, (@5)icr, (o)

Vier) avec Y4 de base
les o) est le seul SGR colibre et coadjoint associé a A.

3) On introduit le Z—module libre Q@ = @,c; Za;. 11 y a donc un homomorphisme de
groupes bar : @ — X , a — @ tel que bar(o;) = @. On note Q7 = 3 ,.; Nay C Q et
Q™ = —Q". Quand S est libre on identifie ) & un sous-module de X et on ne fait pas de
différence entre « et @. Le SGR adjoint minimal Sam = (A, Q*, (a)ier, (o) )ier) est libre et
adjoint.

On note Q¥ = 3",c; Za;". On dit que le SGR S est sans cotorsion si Q¥ est facteur direct
dans Y i.e. Y/QV est sans torsion. Cest le cas de S4 pour lequel Q¥ =Y.

4) Onnote V=Y @z Ret Vo =Y ®zC; pour o € Q et h € V¢, on écrit a(h) = @(h).
L’algébre de Kac-Moody compleze gs associée & S est engendrée par hs = Ve et des éléments
(€i, fi)icr avec les relations suivantes (pour h,h' € hset i # j € 1) :

(KMT1)  [h, /'] =05 [h,e;] = ai(h)es s [h, fi] = —ci(h) fi; e, fi] = —a.
(KMT2)  es, f;] =05 (ade;)' % (e;) = (ad fi)' % (f;) = 0.

On a alors une graduation de l'algébre de Lie gs par @ : gs = bs @ (BPaca o) OU
A C Q\ {0} est le systéme de racines de gs. On a hs = (95)o, 8a; = C.¢; et g_o, = C.f;, de
plus go C gz ={z € gs | [h,z] =a@(x) Yh € h} est non nul pour « € A U {0}.

On sait que A et les g, ne dépendent que de A et non de S. On note g4 = gs,-

Les racines «; sont dites simples. Les racines de AT = AN Q" (resp. A~ = —A™) sont
dites positives (resp. négatives). On a A = A~ | |A*.

La sous-algébre nilpotente (resp. de Borel) positive est ujgr = @aen+ 0o (indépendante de
S et donc notée aussi nj) (resp. bg =hs® n:sf) On a de méme des sous-algébres négatives
ng =ny et bg = hs @ ng avec la décomposition triangulaire g5 = ng @ hs @ n:gL.

5) Le groupe de Weyl (vectoriel) WV associé & A est un groupe de Coxeter de systéme
de générateurs l'ensemble S = {s; | i € I} des automorphismes de ) définis par s;(a) =

a — a(a))a;. 1l stabilise A et agit aussi sur X et Y par des formules semblables.

On note ® = A,. l'ensemble des racines réelles c’est a dire des éléments de A ou @
de la forme a = w(q;) avec w € WV et i € I. Si a € D, alors s, = w.s;. w1t est bien
déterminé par «, indépendamment du choix de w et de i tels que a = w(a;). Pour 5 € @ on
a sq(B) = B—B(a¥)a pour un a¥ € Y avec a(aV) =2.Si dT =P NAT et &~ = —-dT ona
O=0"| D .

Les racines de A;,, = A\ ® sont dites imaginaires.

Si on a deux parties ¥ C W' de AU {0}, on dit que ¥ est close (resp. un idéal de ¥') si :
a,BE W, (rtesp. a € U, 8 € V), p,q > 1,pa+ qB € AU{0} = pa+ ¢B € V. La partie ¥ est
dite prénilpotente s'il existe w,w’ € WV tels que w¥ C AT et w'¥ C A~, alors ¥ est finie et
contenue dans la partie w™1(®*) N (w')~H(®~) de ® qui est nilpotente (i.e. prénilpotente et
close).
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6) Un morphisme de SGR, ¢ : S = (A,Y, (®)icr, (& )icr) = S = (AY', ()icr, (&'} )icr)
est une application linéaire ¢ : Y — Y’ et une injection I — I’ | i — i telles que A = Ailxl?
p(ay)=a/Y et ooy =a; Vie I. Onnote ¢* : X' =Y — X = Y* l'application duale

Cette définition de morphisme est duale de celle de [Ba96, 4.1.1] qui est valable dans un
cadre plus général.

Pour un morphisme de SGR ¢ : & — &', on définit de maniére évidente un morphisme

gy, © gs — gs entre les algeébres de Lie correspondantes.

7) Soit ¢ : & — &’ un morphisme de SGR. On dit que :

S est une extension centrale torique de S’ si ¢ est surjective et I = I’ ; elle est dite de plus
scindée si Ker(y) a un supplémentaire contenant QV,

S est une extension centrale finie de S’ si ¢ est injective, I = I’ et les dimensions sont
égales,

plus généralement S est extension centrale de S’ si p* est injective et [ = I’,

S est un sous-SGR de 8’ si ¢ est injective et Y’ /p(Y') est sans torsion,

S’ est une extension semi-directe (torique) de S si S est un sous-SGR de &’ et si I = I'.
Elle est dite directe si, de plus, il existe un supplémentaire de ¢(Y') dans Y’ contenu dans
Ker(@;), Vi € 1.

¢ est une extension commutative si [ = I' (alors A= A" et Q = Q’).

1.2 Tores associés

A un SGR S, on associe un Z—schéma en groupe Ts = Ty (vu comme foncteur en groupe
sur la catégorie des anneaux) défini par Ty (k) = Y ®z k* (pour tout anneau k) ou par
Ty = Spec(Z[X]). C’est un tore (isomorphe a (Mult)?™(S)) de groupe de cocaractéres (resp.
caracteéres) Y (resp. X), voir [DGT0)].

Un morphisme ¢ : & - 8" de SGR donne un homomorphisme T, : Ts — Tg de tores.
Le groupe de Weyl W7 agit sur Ts via ses actions sur Y et X.

Si ¢ est extension centrale, T, est surjectif (au sens schématique) de noyau le groupe
multiplicatif 3 de groupe des caractéres X/p*(X’). Si ¢ est extension centrale torique, T, est
surjectif (au sens fonctoriel) de noyau le tore T, (). Si ¢ est extension centrale finie, alors
le théoréme des diviseurs élémentaires appliqué a ¢*(X’) C X donne une description explicite
de 3(k) comme produit de groupes de racines de I'unité et I’homomorphisme T, (k) n’est pas
surjectif pour tout anneau k.

Si S est un sous-SGR de S’, T, identifie Ts & un sous-tore facteur direct de Tgss.
Proposition 1.3. Soit S = (A,Y, (@%)icr, () )ier) un SGR.

a) Il existe une extension centrale finie S° de S qui est sans cotorsion. Le SGR S est
extension centrale de 8™ = (A, Q", (@7)ier, (o) )ier) qui est adjoint. Si S est libre alors S* et
S qussi.

b) Le SGR S' = (A, QY (®%|qv )ier, (o} )ier) nest en général pas libre. Le SGR S* (resp.
Sa) en est extension semi-directe (resp. centrale torique).

c) Il existe une extension centrale torique S°¢ de S qui est sans cotorsion et colibre. Si
S est colibre et sans cotorsion, cette extension est scindée. Si S est libre ou si Q) est facteur
direct dans X, alors c’est également vrai pour S*¢.

d) Il existe une extension semi-directe S¢ de S qui est libre (et avec Q° facteur direct de
X*). SiS est libre et Q facteur direct de X, cette extension est directe. Si S est colibre ou si

QV est facteur direct dans Y, alors ¢’est également vrai pour S°.
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e) Si S est libre, colibre et sans cotorsion, alors S est extension semi-directe d’un SGR
S™at libre, colibre, sans cotorsion et de dimension 2r — s ot r est le rang de S et s (< 1) le
rang de la matrice A.

Remarques. 1) On a S%¢ = S et les constructions de c) et d) sont fonctorielles en S.

2) Dans le cas e) le SGR 8™ vérifie donc les hypothéses de [M88al p 16]. Mais S n’est
pas toujours extension directe de S,

3) Quand la matrice A est inversible (par exemple dans le cas classique d’une matrice de
Cartan) tout SGR est libre, colibre et extension semi-directe (ou aussi centrale torique) d’un
SGR de dimension égale au rang (i.e. semi-simple dans le cas classique).

Démonstration. On considére un supplémentaire Yy de (Q¥ ® Q) N'Y dans Y et on pose
Y*®=QV &Y. Les assertions a) et b) sont alors évidentes.

¢) On définit Y*¢ =Y @ (Dies Zu'), son dual est donc X*¢ = X & (D;es Zu;) ou les u;
forment une base duale des u;. On note @ =@, € X, o = o + v} et ¢ est la projection
de Y*¢ sur Y. ¢f. [Re02, 7.1.2|.

d) On définit Y* = Y @ (Des ZvyY), son dual est donc X* = X @ (Dies Zv;) ot les v;
forment une base duale des v;”. On note af =o; + v, afv = a; et ¢ est 'injection canonique
de Y dans Y .

e) Soit ¢ : Y = Z", y— (a;(y))ier- Comme S est libre, ¢)(Y) est de rang r, tandis que
P(QV) est de rang s. Le module Qu(QY) N4(Y) a un supplémentaire dans (YY) de rang
r — s; on suppose que la base de ce supplémentaire est 1(v1),--- ,1¥(v,—s) pour des v; € Y.
Comme S est colibre Y% = QV @ (@;;‘f Zvj) est de rang 2r — s. Comme le quotient de Y par
Q" est sans torsion , il en est de méme pour Y. On note /"™ = a;|ymar et oV = .
L’injection de Y™ dans Y fait bien de S une extension semi-directe de S et S™ est
colibre, sans cotorsion, de dimension 2r — s. Comme (Y ™) = (Q") ® (©721 Z(vy)) est
de rang 7, les o/" sont bien libres dans X™ = (Y™at)*, O

1.4 Relations dans Aut(g,)
cf. [T87) 3.3 et 3.6]

Pour ¢ € I, ad(e;) et ad(f;) sont localement nilpotents dans ga ou gs, exp(ad(e;)),
exp(ad(f;)) sont des automorphismes de g4 ou gs et 'on a exp(ad(e;)).exp(ad(f;)).exp(ad(e;))
= exp(ad(f;)).exp(ad(e;)).exp(ad(f;)), que 'on note s ou s7,.. L'application s} + s; s’étend
en un homomorphisme surjectif w* — w du sous-groupe W* de Aut(ga) engendré par les
s7 sur le groupe de Weyl W". Le groupe W* stabilise h et permute les g, pour v € A les
actions induites sur h ou A se déduisent des actions de WY via I’homomorphisme précédent.
En particulier W* est le méme qu’il soit défini sur g4 ou gs.

Pour o € @, I'espace g, est de dimension 1 et on peut choisir les éléments de base (e4)aca
de fagon que e,, = €;, [eq, fo] = —a" et wreq = Feyq pour @ € O, i € I et w* € W*.

Si a, 8 € ® forment une paire prénilpotente de racines, 'ensemble [, 5] = {pa + ¢ €
®|p,q € N} est fini. Si @ et § sont non colinéaires, on note |a, 8= [a, 5] \ {a, B}, et on
I'ordonne, par exemple de fagon que p/q soit croissant ; on a alors la formule suivante pour les
commutateurs (pour r,7’ € C) :

(exp(ad(rey)), explad(r'eg))) = H e:cp(ad(Cngpr'qev))

ol vy = pa + qf8 parcourt Ja, 3] et les Cp ;16 sont des entiers bien définis.
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1.5 Foncteur de Steinberg
cf. [T87) 3.6]

Ce foncteur Gty de la catégorie des anneaux dans celle des groupes est engendré par |P|
exemplaires du groupe additif 2000. Plus précisément, pour o« € ®, k un anneau et r € k, on
introduit le symbole r,(7) et le groupe Sty (k) est engendré par les éléments () pour a € @,
r € k soumis aux relations rq(r + 1) = to(r).ra (') et aux relations de commutation :

(KMT3)  (a(r),5(")) = [T & (Cpif rPr'®)
pour r,7" € k, {c, B} prénilpotente et v, Cj. ’qﬁ comme ci-dessus en [[.4]

Si U est une partie nilpotente de ® et si on remplace ci-dessus ® par ¥, on définit un
foncteur en groupes ily. C’est un groupe algébrique unipotent isomorphe comme schéma a
(A00)Y et qui ne dépend que de ¥ et A (donc ®) mais pas de S. Si a € ® et ¥ = {a},
Uo = oy est un sous-foncteur en groupes de Sty isomorphe a 200 par ro. En fait Gty est
'amalgame des groupes U, et U, g pour a € ® et {a, 3} prénilpotente.

Pour a € @, k un anneau et r € k*, on définit dans Sta(k), 34(r) = ta(r).r_o(r™1).zra(r),
So = 8a(1) et a*(r) = 5,1.5,(r7Y). On a 5,(—7) = 34(r)"! = 34.a*(—r~1). En particulier

Remarque. Si jamais le quotient g4 de g4 par son idéal gradué maximal d’intersection
triviale avec h 4 est différent de g, la différence n’affecte que les espaces radiciels imaginaires.
Le remplacement de g4 par g4 ne change donc pas Sty (ni B défini ci-dessous) ; ce n’est par
contre pas vrai pour le groupe (’5{;ma du § 3.

1.6 Le groupe de Kac-Moody minimal &5 (a la Tits)
of. [TR7, 3.6], [Re02, 8.3.3]

Pour un anneau k, on définit le groupe B (k) comme le quotient du produit libre St (k) *
Ts(k) par les 4 relations suivantes, pour « racine simple, § € ®, r € ket t € Ts(k) :

KMT4)  tro(r).t™! =ro(a(t)r),
MT5)  34.t.5,1 = s4(t),

KMT6
KMT7

=~

( )
( )
( ) Ba(rTh) = 3a.a¥(r),
( ) Barp(r)8," = 1y(er),

siy = sq(B) et sk(eg) = ee, (avec € = £1).

Remarque. Les relations (KMT5) et (KMT7) permettent aussitot de généraliser (KMT4)
au cas ol « € ¢ n’est pas simple.

Propriétés. 1) D’apres [T87, 3.10.b] il existe des foncteurs en groupes &4 et L[;i satisfaisant
aux axiomes (KMG 1 a4 9) de Lc. . D’aprés le théoréme 1 (i) p. 553 de Le. , il en résulte que,
pour tout anneau k, I’'homomorphisme canonique de Ts(k) dans Bs(k) est injectif.

2) Pour tout a € ®, 'homomorphisme r,; : k — Uy(k) — Bgs(k) est injectif, voir la
démonstration de [Re02] 9.6.1] si Y/Zq;" est sans torsion (Vi € I) ou si k n’a pas d’éléments
nilpotents; le cas général se traite comme dans la partie b) de la démonstration du lemme
[ TT] ci-dessous. Plus généralement ces mémes raisonnements montrent que, pour toute partie
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nilpotente ¥ de ®, '’homomorphisme canonique de Uy (k) dans &g (k) est injectif et aussi que,
pour v # 3 et r ou r’ non nul g, (r) # ra(r’).

3) On identifie donc Tg, U, et Ly a des sous-foncteurs en groupes de &gs; si U est un
idéal de W, $ly est distingué dans Hy. De méme on note 2% (resp. ‘Bg‘z) le sous-foncteur en
groupe de Bg tel que, pour un anneau k, ilif(k) (resp. %gt(k)) est le sous-groupe engendré
par les U, (k) pour a € ®* (resp. et par Ts(k)).

4) On note Mg le sous-foncteur de &g tel que Ng(k) soit le sous-groupe engendré par
Ts(k) et les 8, pour « racine simple. On a un homomorphisme v¥ de Mg sur W trivial sur
Ts tel que vY(54) = sq et Ns(k) agit sur Ts et @ via v¥, ¢f. (KMT4), (KMT5), (KMT7)
et 2) ci-dessus. D’aprés [T87) 3.7.d] les §,, satisfont aux relations de tresse, d’aprés (KMT6)
(80,)? € Ts(k), le noyau de ¥ est donc égal & Ts(k).

Si k est un corps avec au moins quatre éléments, Ms(k) est le normalisateur de Ts(k) dans
&s(k) [Re02) 8.4.1]. Si k est un corps infini, on sait de plus que tous les sous-tores k—déployés
maximaux de Bg sont conjugués & Ts par &s(k) [Re02, 10.4.1].

5) Les théorémes 1 et 1’ p. 553 de [T87] montrent que, sur les corps, B vérifie les axiomes
(KMG 1 a9) de lLec. : il existe un homomorphisme 7 de foncteurs en groupes &s — &4 qui
est un isomorphisme sur les corps et vérifie W(L%) C L(i. En particulier (KMG4) dit que, pour
une extension de corps k — k', Bs(k) s’injecte dans B (k).

Si k est un corps, (Bs(k), (Us(k))acs, Ts(k)) est une donnée radicielle de type @, au
sens de [R06, 1.4], ou donnée radicielle jumelée entiére [Re02) 8.4.1] (c’est plus précis que les
données radicielles jumelées de l.c. , i.e. les RGD-systems de [ABOS, 8.6.1]). En particulier,
pour u € Uy (k) \ {1}, il existe v/, u” € U_(k) tels que m(u) := v'uu” conjugue LUg(k) en
U9 (k), VB € @, donc m(u) € Ns(k); on a m(ra(r)) = S_a(r~'). On montre que %f(k‘) est
produit semi-direct de Ts(k) et L%(k) [Re02 1.5.4]. Pour une partie nilpotente de la forme
U =0 Nwd™, on a Uy(k) = UL(k) N wils (k)w™! ¢f. Le. 3.5.4. Le centre de &g(k) est
{t e Ts(k) | a;(t) =1,Vi € I} ¢f. l.c. 8.4.3.

Toujours si k est un corps, la donnée radicielle ci-dessus permet de construire des immeubles
combinatoires jumelés .V (k) et #°(k), agités par Bs(k) : 'immeuble £ (k) de &g sur k est
associé au systéeme de Tits (&s(k), BS(k), Ns(k)).

1.7 Un quotient du foncteur de Steinberg

Pour un anneau k, on définit &ta(k) comme le quotient de Gty (k) par les relations
suivantes, pour a, 3 racines simples, v € ® et r,7’ € k :

(KMT5)  3.5%(r).5," = B*(r).a(r—oF),
(KMTT)  5a(r).5y(r').5a(r) "t = rs(er™@) ),

*

si 0 = sq(7) et s} (eq) = e.e5,

(KMTS8) a)a* : k* — &ta(k) est un homomorphisme de groupes,
b) a*(r).B8*(r") = B*(r').a*(r), on note T4 (k) le groupe commutatif engendré par
tous ces éléments (pour a, § racines simples et r, 7’ € k),
¢) La formule v(a*(r)) = r7(@") définit un homomorphisme de groupes T (k) —
k*, noté ~.
On note de la méme maniére les éléments et leurs images dans St (k).
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Remarques. 1) Dans le cas classique, Steinberg considére lui aussi un quotient de &t4 un
peu analogue : comparer (KMT7) et (KMT8) respectivement aux conditions (B’) et (C) de

[S62] ou [SGY].
2) On n’a pas cherché ici un systéme minimal de relations pour Gta (k). Le lecteur trouvera
des réductions faciles par lui-méme et d’autres moins évidentes dans [T87], 3.7 ou 3.8], [S62]

ou [S68].

3) L’endomorphisme sjy du groupe T4 (k) défini par sj(t) = t.*(B(t))~! est une involution,
car sj(sj3(t)) = t.8*(B(t) B (B(t.A*(B(1) 1))t = £.B7(B(1))"1.B*(B(1)) 1B (B(B*(B(1))))
=t (car o 8" est I'élévation au carré). En fait pour t = v*(r) on a sjy(t) = sz(y*(r)) =

Y (r).B*(B(y(r)t = 7*(T).ﬁ*(7“_6(7v)) (= (v* = B(vY)B*)(r) avec une notation additive
pour Hom(k*, &t (k)) ). En particulier (KMT5) et (KMT5) sont semblables.

4) La relation (KMT4) : txo(r)t ! = to(a(t)r), pour a € &, r € ket t € T(k) est
conséquence des relations ci-dessus :

En effet pour a, 8 racines simples, » € k*, ' € k, on a : 8*(r).ro(r).05(r)”
55" 850r ) xa(r)35(r ) LEs = 55 (e 0) 5y =
(avec v = sp(a) et sjeq) = €.64).

Cette relation s’étend au cas o non simple d’aprés (KMT5), (KMTT7) et (KMTS) : si a,
( sont simples et y satisfait & (KMT4),on a :

B (1) Fao) (1)) 5 (1)) = B(1) 53 () ()

S B (). (r By (1) (1 B)) B (r) T B

= Sal.xv(rv(ﬁv)‘(T—a(ﬁv))v(av)m/),ga — Psa(fy)((_1)v(av),e.rv(ﬁv)—a(ﬁv)-v(av)‘7«’)
et Y(BY) —a(BY)(aY) = s4(7)(BY). Donc s4(7) satisfait aussi a (KMT4).

5) On peut appliquer (KMT7) a v = +a. On sait que s} (e+q) = €. Donc 54(r).210(r")
Sa(r) Tt =220 (rF2r") et $0(r) = 54(1).5a(r).3a(r) L =2 (r Yo (r)a_a(r ) =5_o(r1).

Proposition 1.8. 1) L’homomorphisme canonique de Sty dans &g se factorise par Sty,
autrement dit les relations (KMTS5), (KMT7) et (KMTS8) sont satisfaites dans Bgs.

2) Pour un anneau k, &s(k) est le quotient du produit libre Gta(k) * Ts(k) par les 2
relations suivantes (pour o racine simple, f € ®, r € k et t € Ts(k)) :

(KMT4) tas(r)t—t =15(B(t).r),

(KMTG6) o*(r)=a"(r) sir € k*.

3) La relation (KMTG6) induit un homomorphisme de foncteurs en groupes ¥ : T4 — T
dont le noyau 3s est central dans Sty. Le foncteur &g est le quotient (comme foncteur en
groupes) du produit semi-direct (Sta/3s) ¥ Ts par Ta/3s antidiagonal. En particulier le
quotient (comme foncteur en groupes) Gta/3s s’injecte dans Bg.

Démonstration. Par définition de o*(r) et (KMT6), la relation (KMT6) est bien satisfaite
dans ®s(k). On en déduit aussitot la relation (KMTS) et que l'image de T4(k) est dans
Ts(k). D’autre part les deux involutions s'ﬁ et sg coincident sur cette image d’aprés les cal-
culs de [L73; ainsi (KMT5) est une conséquence de (KMT5). Enfin 84(r).z,(r').54(r) ! =
Sa-0 (1 1)y (r).a* (1).551 = Gty (Y@ (r 1) )55 = Bat, (@) ) 501 = ps(er (@) ),
dott (KMTT).

On a ainsi montré 1) et que les relations (KMT4), (KMT6) sont vérifices dans &gs(k).
Inversement il faut montrer que (KMT5), (KMT6) et (KMT7) sont des conséquences de
(KMT4), (KMT5), (KMT6), (KMTT7) et (KMTS). La relation (KMT7) est un cas particulier
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de (KMT?), (KMT6) découle de (KMT6) et de la définition de a*. Pour « simple et t € Ts(k),
ona:t 15,5 =t g (Dr_a(1)aa(1).t.550 = ta(a®)™ D r_ala(t))ra(at) )51 =
at)™1).5. = Gh.a(at).5. = af(a®)™) = aV(a(t)™l) = t7ls,(t); en effet pour
)\( Javec A € Y et 7 € k* on a : s,(A(1)) = (A — a(N)aY)(r) = Ar).aV (W) =
(r).a" (a(A(r))~1). Ainsi (KMT5) est satisfaite.

3) On a vu en [[6l1 que Ts s’injecte dans Bg, la relation (KMT6) n’induit donc aucun
quotient dans Ts. Par contre, comme T 4 est engendré par les a*, cette relation se traduit par
un homomorphisme 1) : T4 — Tgs; celui-ci est compatible avec les morphismes v : T4 (k) —
E* et v : Ts(k) — k* (pour v € @), d’apres (KMT8c) et la relation correspondante dans Ts.
Ainsi la relation (KMT4) (L1714) montre que le noyau 3s est central dans Gt4. La relation
(KMT4) montre que &g est quotient du produit semi-direct indiqué par des relations induites
par (KMT6). La relation (KMT4) montre que ce quotient se limite & 'action antidiagonale
de Ta/3s. O

Corollaire 1.9. 1) Pour le SGR simplement connere Sa, on a T4 = Ts, et Gty = Bs,, que
Uon notera aussi & 4 ou &4,

2) Si k est un corps, ’lhomomorphisme canonique de L%A (k) dans L[ﬁ(k:) est un isomor-
phisme.

Démonstration. 1) Comme Tg,(k) est produit direct des groupes aV(k*) (pour « racine
simple) et s’'injecte dans &g, (k), la relation (KMT6) permet d’identifier T4 (k) et Ts, (k).
Alors (KMT4) se réduit a (KMT4) dont on sait qu'il est vérifié dans Gta(k) (L74), on a
donc bien 'identification proposée.

2) On sait dans &5, (k) que Ts, (k) et L[?A(k) forment un produit semi-direct (LG5) le

quotient par 3s(k) n’affecte donc pas L(§A (k). O

1.10 Fonctorialité

Sip : 8§ — &' est une extension commutative de SGR, la proposition [L8 permet de définir
un morphisme &, : 85 — G de foncteurs. En effet S et S’ correspondent a la méme matrice
A, donc les mémes ®, g, Sta(k) et Sta(k). La compatibilité de ¢ avec les racines et coracines
permet de définir &, (k) comme le passage au quotient de Id x T, (k). Pour tout anneau £, les
homomorphismes &, (k) et T, (k) ont méme noyau ; le groupe B (k) est engendré par T/ (k)
et le sous-groupe (distingué) image de &, (k) (L83); on a Ns/(k) = ¢(Ms(k)).Ts/ (k) . De
plus I'image réciproque de Mg/ (k) (resp. Ts(k)) dans B (k) est égale a Ns(k) (resp. Ts(k)).
Le noyau Ker®, est central dans s (mais trivial si S est un sous-SGR). Par construction
®,, induit un isomorphisme de $Lk (k) sur $6f (k) et de $hg (k) sur $g, (k), pour tout corps k
(C92).

Sur un corps k, on voit facilement qu’il est possible d’identifier les immeubles combinatoires
J7 de Bs et &g avec leurs facettes et leurs appartements. Les actions de &s(k) et &g/ (k)
sont compatibles (via &, (k)).

On va étudier quelques cas particuliers intéressants.

Corollaire 1.11. Si le SGR S’ est extension semi-directe (resp. directe) du SGR S, alors
&g est produit semi-direct (resp. direct) de &g par un tore Tz ot Z est un supplémentaire
de'Y dansY' et, pour un anneau k, Uaction de Tz (k) sur Bg(k) est donnée par les relations
tt't b=t et tra(r)t !t =rola(t)r) pourte Ty(k), t' € Ts(k), a € ® etr k.
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Démonstration. On a Y =Y @ Z_,donc Ty =Ty X Ty C Bg. Dans Gty (S_y X Tz) la
relation (KMT6) n'implique que Gty * Ty et (KMT4) décrit action de Tz sur Sta, d’ou le
résultat. .

Corollaire 1.12. Sile SGR S est extension centrale torique du SGR S’ alors &g est quotient
(comme foncteur en groupes) de B par un sous-tore facteur direct T de Ts, central dans Gs.
Si Uextension centrale est scindée, alors &g est isomorphe au produit direct de &g et T'.

Démonstration. Comme ¢ : Y — Y’ est surjective, Z = Keryp est facteur direct dans Y et
contenu dans les noyaux Kerf3 pour 8 € ®. On pose ¥' = T, et la premicre assertion est
alors une conséquence directe de Si I'extension est scindée, Z a un supplémentaire Y
contenant les coracines et ¢ induit un isomorphisme de §” sur &', d’ou le résultat. O

Corollaire 1.13. Si ¢ : § — S’ est une extension centrale finie, alors pour un anneau k,
To(k) : Ts(k) = Ts(k) a pour noyau le groupe fini 3(k) = {z € Ts(k) | x 0o Tp(2) =1Vx €
X'} contenu dans tous les noyauzx de racines de ®. Ce groupe 3(k) est central dans &s(k), le

quotient Bs(k)/3(k) est un sous-groupe distingué de &g (k) et &g(k) = (Gs(k)/3(k)).Ts (k).

N.B. Saufsi k est un corps algébriquement clos, ®s/(k) n’est pas forcément égal a &5 (k)/3(k),
car T, (k) n'est pas forcément surjective, voir

Démonstration. La encore (KMT6) dans Bg est conséquence de la méme relation dans g
et (KMT4) montre que Tg/(k) normalise I'image de B (k). L’injection de Tg/(k) dans &g (k)
permet de controler la situation. O

2 Algébre enveloppante entiére

Cette algébre "enveloppante" est la base de la construction par J. Tits de son groupe de
Kac-Moody étudié ci-dessus. On va prouver ci-dessous un théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
et introduire des "exponentielles tordues" dans le complété de cette algébre.

2.1 Rappels

of. [T87], [Re02], [M88al, [B-Liel VIII § 12].

1) Dans l'algeébre enveloppante Uc(gs) de 1'algebre de Lie complexe ggs, J. Tits [T8T, § 4]
a introduit la sous—Z—algébre Us engendrée par les éléments suivants :

= pouri €l et n €N,

fi(”):— pour i € [ et n € N,

<Z> pour he Y et n € N.
La sous-algebre LI; (resp. Uy, L{g) est engendrée par les éléments du premier type (resp. du
second type, du troisiéme type). On oubliera souvent I'indice S dans les notations précédentes,
d’ailleurs Z/IgL et Ug ne dépendent que de A et non de S.
On sait que Us (resp. Z/{;', Us, L{g) est une Z—forme de l'algébre enveloppante cor-
respondante Uc(gs) (resp Uc(nd), Uc(ng), Uc(hs)) et que on a la décomposition unique

Us = U;.Ug.ug.
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2) La graduation de I’algébre de Lie gs par @ induit une graduation de I’algébre associative
Us par @ ; le sous-espace de poids a € @ est noté Us,. La sous-algébre Z/{gL (resp. Uy ) est
graduée par QT (resp. Q7 ), la sous-algebre L{g est de poids 0.

L’algeébre Us est un sous—Us—module pour la représentation adjointe ad de Uc(gs) sur

elle-méme. En effet (ad egn))(u) = % (u) =3 4=n (—1)q.e§p).u.e§'n et, pour h € Y,

ad < Z ) agit sur Uc(gs)a par multiplication par < aglh) > c7

La filtration de Uc(gs) induit une filtration sur Us. Le niveau 1 de cette filtration est donc
somme directe de Z et de gsz = gs NUs. L’algébre de Lie gsz est un sous—Us—module pour
I’action adjointe, elle a une décomposition triangulaire gsy = tlfgLZ DY ®ng, (on ntgy =
ntg ﬂl/léc et Y = hsz = Hs ﬂL{g) et une décomposition radicielle gsz =Y @ (Baea gsaz) (ou
9SaZ = Ba mZ/{S)'

3) L’algebre Us (ou Z/{;, U, U2) a une structure de Z—bigebre cocommutative, co-
inversible, elle est non commutative (sauf U2). Sa comultiplication V, sa co-unité € et sa
co-inversion (ou antiautomorphisme principal) 7 respectent la graduation et la filtration : elles
sont données sur les générateurs par les formules suivantes (pour i € I, h€ Y et n € N) :

(1) o (1)< (5 (] o
(1) () On (M) g () ()

Vel = > piq=n e @ el(.q), eegn) =0 pour n > 0 et rel™ = (—1)"61(-")

[ [ [

Vfi(") = Zm_q:n fi(p) ® fi(q), efi(”) =0pourn >0et Tfi(n) = (—1)"fi(n).

4) Les automorphismes s} de[[l4]s’étendent a Uc(gs) et stabilisent Us. On a une action de
n

. . , 212 €
W* sur Us. Ainsi, pour une racine réelle « et un e, base (sur Z) de goz, ’élément e&") = nO;

est dans Us ; c’est une base de Us,oNUc(gq ). On a comme ci-dessus Ve&") = Zp+q:n e&p)®e&q),

ee&n) =0 pour n >0 et Te((xn) = (—1)”6&").

(ad(eq))" (u) =

L’automorphisme exp(ad(ey)) de Uc(gs) stabilise Us, puisqu’on a ]

> prg=n (—1)q.egp).u.e((f). On note s}, I'élément suivant exp(ad(e,)).exp(ad(fy)).exp(ad(es)) =
exp(ad(fa)).exp(ad(ey)).exp(ad(fy)); cet élément de W* dépend du choix de e, comme base
de gaz, si on change e, en —e,, on change s en (s¥)~!.

Plus généralement le foncteur en groupe &5 admet une représentation adjointe Ad dans les
automorphismes de Us respectant sa filtration et donc aussi dans les automorphismes de gsz
[Re02 9.5]. Pour a € ® et r € R, ro(r) agit sur Usg = Us ® R comme ), -, ad(e((xn)) ®r";

le groupe T s agit selon la décomposition de Us ou gz selon les poids.

5) L’algebre U™ est graduée par Q. On peut la graduer par un degré total dans N dont
chaque facteur regroupe un nombre fini d’anciens facteurs. Ainsi sa complétion positive (pour
le degré total) est UT = HaeQ+ UT; c’est une algeébre pour le prolongement naturel de la
multiplication de U™. On peut de méme considérer I'algebre LA{,: = [loeco+ Ut @k (en général
différente de U ® k) pour tout anneau k.

On peut considérer la complétion positive UP de U selon le degré total (dans Z); c’est
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une algébre contenant U*. On définit de méme Z;{\,f qui contient Z;{\,:' . L’algébre Z;{\,f contient
lalgebre de Lie g}, = (Sa<o gak) @ i © ([T Gak)-

L’action adjointe ad de U sur U respecte la graduation. On peut donc la prolonger en une
action de UP (ou Z:{\,f) sur elle méme. L’algébre de Lie g}, est un sous—ad(l;{\,f)—module.

Les résultats précédents et suivants sont bien str encore valables si on remplace AT par

A~ ou par un conjugué de A* par un élément du groupe de Weyl W?. On peut en particulier
définir des complétions négatives u -, U ou " (selon I'opposé du degré total).
Proposition 2.2. L’algébre de Lie gz (resp. ng, n; ) est le U—module (resp. UT—module,
U~ —module) engendré par hsz =Y et les e;, fi (resp. par les e;, par les f;) pour i € I (pour
Uaction adjointe de U). L’algebre de Lie gz contient la sous-algébre de Lie g% engendrée par
hsz et les e;, f; pouri € I.

Démonstration. Comme gz, est une algébre de Lie, elle contient g% ; comme c¢’est un sous—U —module
de U elle contient le /—module g2 engendré par hsz et les e;, fi. Si jamais gz # g3, il existe
un nombre premier p tel que I'image de g% dans gz ® IF,, n’est pas tout gz ® [F,. Mais ceci
contredit [M96, 1.7.2 p308|. Le raisonnement pour n* est analogue. O

Corollaire 2.3. a) Soit K un corps de caractéristique p. Si, pour tout coefficient de la matrice
de Kac-Moody A, on ap > —a;; ou si p = 0, alors l'algebre gl = g% ® K (engendrée par
hsz@K et lese;, f; pouri € I) est égale a g = gz K. De méme l’algébre de Lie n} = 112@[(
(resp. e =n, ® K ) est engendrée par les e; (resp. les f;).

b) Dans le cas simplement lacé i.e. si|a; ;| <1 pouri# j, on a g% =gz.

Démonstration. Le a) est clair pour p = 0; pour p > 0 c’est [M96l 1.7.3 p308|. On en déduit
alors facilement le b) comme dans la démonstration précédente. On peut aussi utiliser la
proposition 22 et [MT72] prop 1 p181| pour prouver a) et b). Voir aussi [T8I] prop 1]. O

Proposition 2.4. Soit = € gz. Il existe des éléments =™ € U pour n € N, tels que z0 = 1,
Wl = et (si on note 2™ = 2™ /n! € Uc(gs)) Uélément x™ — 2 est de filtration < n dans
Uc(gs). Si de plus x € gaz, a € Q, on peut supposer ™ € Upq,.

h
Remarque. Pour z € Y = bz, on peut prendre 2l = < n ) Pour x € goz, a € @, on peut

prendre z[" = £ Le probléme se pose pour z € gaz, & € Ajp. Des calculs explicites sont
faits dans [Mi85] ; on constate que z™ n’est pas forcément dans Y onen Q™.

Démonstration. Pour a,b € Z, x,y € gz, on a (ax + by)(”) = Zerq:n aPbizP)y(@) modulo
filtration < n. On déduit ainsi 'existence des (aﬂ:+by)["} de celle des z?!, y[7. La démonstration
se réduit donc au cas ot x est homogéne et I'un des générateurs du Z—module gz. Le résultat
signalé en remarque pour = ¢;, * = f; ou x € Y et la proposition montrent qu’il suffit
de démontrer le lemme suivant (le cas négatif est semblable). 0

Lemme 2.5. Soient § € AT et x € ggy tels quil existe des éléments zl" e Uynp satisfaisant
auz conditions de la proposition précédente. Pour i € I, k € N, notons y = (ad(e;)* /k!)(x) €
gz et v = B+ ka; (€ AT siy #0). Alors il eviste des éléments y!™ € Uy, (pour n € N)
satisfaisant auzr conditions de la proposition précédente.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n; ¢’est vrai pour n =0 ou 1. Si 5 et «; sont
colinéaires, on a § = «;, donc y = 0 pour k > 1. On peut donc supposer f et «; indépendants.
On travaille dans 1’algeébre L{C =1L, cQ+ ur Jc et pour z € nt on note expz =3, 2,

On a alors (expe;).(expx).(exp — €;) = exp(D,,cn (ad(e;)™/m!)(x))
et aussi (expei).z.(exzp—ei) =3, , (—l)qegp)zegq) =Y nen ((ade;)"/nl)(2) pour z € U,
voir [B-Li€, IT § 6 ex.1 p90 et VIII § 12 lemme 2 p174].

Identifions les termes de poids n~y dans les 2 membres de la premiére relation ci-dessus, en
calculant modulo filtration < n.

Dans le membre de gauche on trouve ) (—1)qe§p )x(”)egq) qui n’est différent de

szrq:nk (—1)qe§p)x[”]e§® € Up que par le terme de poids ny de (expe;).z.(exp — e;) (pour

z =2l — 20 € U, ¢ de filtration < n) c’est a dire par > prg=nk (—1)qe§p)zeEQ). D’aprés la
seconde relation ci-dessus ce dernier terme est de filtration < n. Ainsi le terme de poids n~y
du membre de gauche est dans U, modulo filtration < n.

Dans le membre de droite les termes de poids dans nf — Na; sont ceux de la somme
(X men ((adeg)™/ml)(2))" /nl, égale & 3 s~ pi=n [Lien (((ad e;)? /31 (x))®s) modulo des termes
de filtration < n et de mémes poids. Pour sélectionner les termes de poids n~y dans cette der-
niére somme, on a 2 conditions surles p; :n =) p; et nk =) jp;. Ainsi p; = 0 pour j > nk,
pj < netjp; < nk;doncsip; =nonaj=k Ainsila partie de poids ny du membre de
droite est, modulo filtration < n, la somme de ™ et de produits HJ l;m (((ad e;)? /51)(x))@Ps)
avec des p; < n. Par récurrence le j-iéme terme de I'un de ces prodults est dans &/ modulo
filtration < p;, donc chacun de ces produits est dans U,y modulo filtration < n.

Par comparaison des membres de gauche et de droite, on obtient que y(™ est dans Un
modulo filtration < n. O

p+q=nk

2.6 Poincaré-Birkhoff-Witt pour U

Pour o € A U {0}, soit B, une base de g,z sur Z. Pour o = «; racine simple, on choisit
B, = {ei} et B_, = {fi}. Par conjugaison par W", pour a € ®, on peut choisir B, = {e,}
et B_o = {fa} de fagon que [eq, fo] = —a. On ordonne la base B = UB, de gz de maniére
quelconque.

Pour z € B on choisit des éléments z[™ comme en 24 Pour N = (Ny)zen € N®&) on
définit [N] =[], ¢ z!N=] (ce produit est pris dans Pordre choisi et est en fait fini car presque
tous les N, sont nuls). Le poids de [N] (et, par définition, de N) est la somme pondérée
pds([N]) = > Ngypds(z) € Q des poids des = € B.

Proposition. Ces éléments [N] forment une base de U sur Z.

Remarques. 1) L’algébre graduée gr(U) définie par la filtration de U est donc une algébre
de polynomes divisés a coefficients dans Z et dont les indéterminées sont les éléments de B.

2) Bien str ces résultats sont encore valables sur un anneau R quelconque. Si R contient
Q, on peut remplacer z™ par (™ pour tout z € B.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 24 d’apres [B-Liel VIII § 12 n°3 prop.
1] qui se généralise sans probléme a la dimension infinie. O

Proposition 2.7. Pour x € gaz, o € AU{0}, on peut modifier les z") de la proposition [2.7)
de facon a satisfaire aux relations supplémentaires suivantes :
UECHRIEDY o= Pleald et e(zl™) =0 pourn > 0.
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Définition. Pour = € goz, @ € AU {0}, on dit que (z["),cn est une suite exponentielle
associée a x si elle satisfait aux conditions des propositions 4] (y compris 2l e Uno) et 271

Plus généralement, si x € g, pour k£ un anneau, il existe des suites exponentielles inhomo-
génes associées & z; on peut prendre (\y + pz)" = Zm_q:n NP aylelZla),

Remarque. U (resp. gr(i)) est donc isomorphe comme cogébre graduée (resp. bigébre gra-
duée) a une algébre de polynémes divisés, plus précisément a I'algébre symétrique a puissances

divisées S%d(gz) .

Démonstration. Quitte a soustraire e(x["}), on peut supposer e(x["}) = 0, pour n > 0. On
raisonne par récurrence sur n; c’est clair pour n = 0,1. Supposons le résultat vrai pour
m < n, alors pour N € N®) et d°(N) := > N, <nonaV(N]) = >prg-n [P1®][Q] (avec
des P,(Q € N (B)). La propriété des z(™ vis a vis de V et la relation entre (™ et z[® montre
qu’il existe des app € C tels que :

v(x[n]) = Zerq:n x[p] ® x[q] + ZdO(P+R)<n a%,R[P] ® [R]

D’aprés la propriété de la co-unité €, a’sp = 0 si P ou R = 0. Par co-commutativité,
aﬁR = a%’P. Enfin V étant compatible a la 7graduation, aﬁR = 0 si le poids de P + R (i.e.
de [P].[R]) est différent de na. D’apreés la co-associativité et la formule ci-dessus pour V([N])
quand d°(N) < n on a:

V() @1+ Z;;iSM p 2P @l @2l + 30 o) pcn @0 RIP1® Q] @ [R]

=1 V(M) + 2p+q+r . 2P @ 2ld @ £ 4+ Zdo(p+Q+R)<n a?ﬂ,Qm[P] ® [Q] ® [R]

Aprés remplacement de V(x [”]) par son expression et simplification, on obtient :
2o (PrQ)<n 4P QIPI @ [QI @1+ 3 00 pigrr)<n aP+Q rlIPl® Q] ® [R]
=2 @+R)<n WL ®[QI @ [R] + 3 4o (pro+r)<n TP Q+R[P] ®[Q ® [R]

On identifie alors les coefficients de [P]®[Q]®[R] dans les 2 membres. Pour P = 0, ) = 0 ou
R =0, on retrouve des relations connues. Pour P, @, R # 0, on trouve que a’p YOR= a%Q TR
Sachant de plus que appr = A p, O €N déduit que apR (pour P, R # 0) ne dépend que de
P+ R, on le note donc b5 p. (On laisse au lecteur cet exercice élémentaire, mais nécessitant

I’examen de plusieurs cas.)

n] _ x~S#0
de(S)<n

comme b = 0 pour pds(S) # na, son poids est bien na. On a :

valnt — Zp-i—r:n 2P & 2 4+ ZdO(P+R)<n QER[P] ® [R]
S#0
yen VE(S1 @1+ 10[S]) = X 0[P @ [R]
ou la derniére somme porte sur les P, R tels que P+ R =S, d°(S) < n et P,R # 0. Elle est
donc égale a la seconde somme puisque ap p = bp, » ou 0 selon que P et R # 0 ou non. Ainsi :

Lélement zi" = gl b%[S] est bien égal a z(™ modulo filtration < n et,

2.8 Exponentielles tordues

On raisonne dans LA{E pour une racine a € AT (ou ﬁ}; pour &« € A7) et un anneau R.

Siz € gaz, @ € AT et A € R, Uexponentielle tordue [exp)hz = Y, o A"zl € ﬁ]; n’est
définie que modulo le choix de la suite exponentielle z[™. -

Ses propriétés multiplicatives sont mauvaises : [exp](A + )z = 3, oo (A + )"z est en
général différent de [exp|Az.[exp]pz. Pour A € Z il faudrait poser [ezp|Az = (Jexp]z)* (voir
ci-dessous pour A < 0), mais lextension pour A € R pose probléme. Pour tous z,y € gz,
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A\ i € k, [exp](Ax).lexp](py) est un choix possible d’exponentielle tordue (inhomogéne) pour
Az + py.

Par contre e([exp]Az) = 1 et pour le coproduit V[exp|\z = [exp]\z®[exp] Az : exponen-
tielle tordue est un élément de type groupe. La co-inversion 7 vérifie prod o (I d@T) oV=¢=
prod o (t&Id) o V. Donc ([exp|Az).(t[exp|\z) = 1 = (r[exp]\z).([exp]Az) : exponenticlle
tordue est inversible dans ﬁg et son inverse vaut 7[exp|Az = >, o A"rz"). Bien str 72 est
I'une des suites exponentielles associées & 7 = —z, comme la suite (—1)"z["| mais elle n’est
pas clairement liée (en général) a cette derniére.

Pour R contenant @, ou a € ®, on peut considérer les exponentielles classiques exp(x) €
Z:{\féE qui ont d’excellentes propriétés.

2.9 Unicité des exponentielles tordues

1) Pour x € gaz, cherchons s'il existe une suite exponentielle 1"} autre que z[". D’apres
la démonstration de 2.7 il suffit de se poser la question quand on change 2"t gang changer
2™ pour m < n. On a alors 21"t} = 21 1y avec y € Uint1)az de filtration < n. Sachant
que Vgt = Zm_q:nH 2P @ 214 on a Valntl} = Zm_q:n_H 2P} @ 218} i et seulement si
Vy = y®1+1®y, autrement dit si y est primitif dans la cogébre U, c’est a dire si y € g(n11)az
[B-Liel IT § 1 n° 5 cor p13]|.

Ainsi la suite 2™ n’est unique qu’a des éléments x5 € 92aZs " »Tm € Gmaz, -+ pres. Au-

trement dit un autre choix pour [exp|z peut s’écrire [exp|'z = [exp|z.[exp|ry.lexplrs. - .[explry. - .

2) Pour « racine réelle, il y a unicité puisque g0z = 0 pour m > 2, on a donc toujours
z = 2™ et [exp|x = expx. Par contre il n'y a pas unicité des 2™ pour o = 0 ou « racine
imaginaire. On verra en dans des cas affines les bons choix proposés par D. Mitzman.

3) Pour z € g,z mais en raisonnant dans 2:1\6, on obtient qu'il existe y2 € 9200, " ,Ym €
Oma, - tels que [explr = exp(x).exp(y2). - .€xp(Ym).---. En particulier ([explr)~! =
Tlexplr = -+ .exp(—ym). - .exp(—y2).exp(—x). Si les espaces g, commutent, les expo-
nentielles ci-dessus commutent.

Mais I'on a naturellement [ezp|\z = exp(Az).exp(A\2y2). -+ .exp(A\™ym).- -+ et non pas
lexp|A\x = exp(Ax).exp(Ay2). - .exp(Aym). -+ (qui d’ailleurs n’est en général pas dans 2:1\6)
Il parait donc difficile de faire de [exp] un sous-groupe & un paramétre pour o € A™,

4) Remarque : l'expression ci-dessus de [exp|z (pour = € goz, @ € A) en terme d’ex-
ponentielles classiques, montre que, Vn,m € N, z[" ¢ Ug(Br>1 8ra@) N Una et 2l glml =
< " —;m 2™ modulo Ug(®r>2 8raq)- Ce n’était pas clair auparavant pour « imaginaire.

Ainsi la base de U sur Z construite en 0] qui est compatible avec la graduation par les
poids dans @), est aussi compatible avec la décomposition de Uc ou Uy en produit tensoriel
correspondant a la décomposition en somme directe g = h @ (Bpea 0a), & condition de
regrouper une racine imaginaire et ses multiples positifs. Pour « imaginaire, cette base est
compatible & la filtration par les (Bn,>N na)-

2.10 Exponentielles tordues en poids nul

On peut essayer de généraliser 2.8 et 2.9 pour « = 0 i.e. x = h € Y = hz. On travaille donc

h
dans UY et, pour simplifier, on se place en rang 1 : Y est de base h et U° = Zizo 7 ( ; )
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. ~ h
On raisonne dans L{% = [Li>o R< ; ) pour un anneau R; ce n’est pas le complété de

Z/{% pour la graduation par @ ; la multiplication de Z/{% se prolonge car ( Z ) < Z )

- h . . e
S +a Z|( . |. Ainsi Z/{% est une algébre commutative avec une comultiplication V :
i=sup(p,q) i

ﬁ% — LA{%@)&%, mais malheureusement sans co-inversion et dépendant du choix de h (au lieu
de —h), voir ci-dessous.

On sait que U est la bigébre des distributions a l'origine du groupe multiplicatif 9tult.
La bigébre affine de ce groupe est Z[9Mult] = Z[T, T~!] et la dualité entre ces 2 bigébres est

donnée par < }ZL ) " = < T > (en fait ( }; > est % = %((%)Z calculé en I’'élément neutre)
cf. [IDGT0, II § 4 5.10].

Pour z € R, on peut poser [z] =3 . (z—1) < }; ) € Z:I\IO% (c’est moralement (1+(z—1))").
On a bien [z]|T™ = 2™ pour n > 0; par contre pour n < 0, ceci n’a un sens que si x — 1 est
nilpotent (donc z € R*).

On a V[z] = [z] ® [z] € a%@)ﬁ% : Pélément [x] est de type groupe.
Le prolongement naturel de 7 devrait donner :

T[w]zzizo(ﬁﬂ—l)i( —ih > :Zp,q(l—ﬂ?)p”Lq(erg_l > < Z)
quzo(l—x)q(zpzo(l_w)p<p+q_1 >)<h >

p q
Mais ce calcul n’a un sens dans LA{% que si 1 — z est nilpotent, auquel cas 7[x] est bien égal

a7l = > g0 (L— )71 < Z >, vu le calcul ci-dessus de 279 = [z|T 1.

Les exponentielles tordues en poids nul semblent donc trop imparfaites.

2.11 Polynémes de Mitzman
[MiS85] p114-116]

On considére des indéterminées Z = (Z5)>1 et . Le polynome Ay(Z) est le coefficient de
¢® dans le développement de Iexpression formelle exp(d i>1 ZJ-C]—,]). C’est un polynoéme en les

Zj a coefficients positifs dans Q. Son poids total est s si Z; est de poids j.
Ona:Ag=1, A1 =21, Ao =2 +(1/2)Zy, A3 = 2% +(1/2) 2, 25 + (1)3) 23, - --

Cas particuliers. Pour certaines spécialisations des indéterminées, on a :
si Zi = 0 pour i > 2, alors A, = Z%n),
si Zy = Z' pour i > 1, alors A, = Z",
. Z -1 -7
st Zy =t'Z pouri>1ett €R, alorsAn:t"< n )z(—t)"( >

n
Lemme. a) nA,, = Zgi;:n Zphg, sin > 1.
b) A(Z+2) =32 Ap(Z)Ag(Z))-

c) Ay (Z) est congru a an) modulo des polynémes de degré total < n — 1. Pour n > 1
As(Z) n’a pas de terme constant.

P+q=n
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Démonstration. La premiére assertion résulte de la troisiéme ligne de la démonstration de
[Mi85] 4.1.14] p.115 puisque exp(d_ ;51 Z;¢7/j) = 32,50 An(Z2)(". Pour la seconde assertion,

on a X509 An(Z + Z)C" = exp(Y s (Z) + ZDS) = eap(L sy 25 eap(E s 255 =
(X0 Ap(2)¢")

(D20 Ag(Z2)C7), dott le résultat. Enfin la derniére assertion est claire. O

2.12 Exponentielles tordues dans les algébres affines

Dans une Q—algebre de Lie graduée considérons une suite z = (z;);>1 d’éléments com-
mutant deux & deux et de poids pds(x;) = i.pds(z1). Dans l'algébre enveloppante on peut
donc calculer z{" = A, (z) qui est de poids n.pds(z1). D’aprés le lemme la suite des z{"}
est exponentielle. On peut donc lui associer I’exponentielle tordue {exp}r = > it =
el‘p(zj xj/j) = Hj exp(x;/j).

Revenons a la situation de €A et x € goz. Supposons que les espaces ga, g2a,
Gia, -+ commutent deux a deux. C’est vrai dans le cas des algébres de Kac-Moody affines
(ou semi-simples) ; mais malheureusement ce sont essentiellement les seuls cas ou cela soit
vérifie. Pour une suite exponentielle z[™, il existe des éléments Yi € GiaQ pour i > 2 tels
que [explz = exp(x).exp(ys). - .€xp(Ym). - =exp(xr +y2+ -+ + ym + -+ ). Posons x1 = x,
Ty =2y, Ty = MY, - . On aalors [explr = exp(Y 5, 7;/j). En identifiant les termes de
poids na, on obtient zI™ = A, (z) € U. Grace a ZITa on en déduit facilement par récurrence
que x; € gz, Vi; mais les exemples ci-dessous montrent que y; = x;/i n’est en général pas dans
9z

David Mitzman a calculé explicitement une base de ’algébre enveloppante entiére Us dans
le cas affine (et pour un certain SGR S) [Mi85], 4.2.6 et 4.4.12]. Elle s’exprime comme la base de

2.8; avec hl™ = Ay (h,h, - ) = (=1)" < _nh > pour h € bz et z™ = A, (,0,---) = 2™ pour

z base de g, a € ®. Si a € Ay, et © € By le choix de 2™ est 2" = Ap(zy 29, Xy e )
avec des z; € gaz ; donc [explz = exp(x). [[72, exp(%xj), par définition des A,,. On va décrire
ces x; dans le cas le plus facile, cf. l.c. 4.2.5 : g est simplement lacée (donc non tordue, de
type 12[, D ou E) Voir aussi le corollaire 2.3b.

Une algebre de Lie g de I'un de ces types peut s’écrire comme extension centrale (avec centre
de dimension 1) d’un produit semi-direct (avec C) d’une algébre de lacets g’ = gy @ C[t, 7]
ol g; est une algébre de Lie simple complexe de type A, D ou E. Les racines imaginaires
sont les multiples entiers d’une racine d et, pour n # 0, on a g,s = h; ® t" o hy est une
sous-algeébre de Cartan de g;. Si hy,--- , hy est une base de coracines dans by, l'espace g,z
admet pour base Bns = { hi, = h; @ t" | i = 1,£}. Le bon choix (de Mitzman) pour (h;,,)P!
est Ap(hz',n, hi’Qn, te ,hi,jna tee ), Cf, l.c. 3.9.1 et 4.2.3.

On peut remarquer que (hm)[p] = Ap(hi @ t" h; @ ", -+ [h; ® tI™ ---) a pour image

(h)Pl @t = < h +Z -1 > Rt = < _ph ) ® (—t™)P dans le quotient Uc(g1) ® C[t,t71] de
Uc(g') (troisiéme cas particulier de ZTT]).

L’exemple de ﬁg : Pour le type El, on peut préciser encore plus. On a g = sl ®
C[t,t™ "] C Endgj4-1)(C[t, t71]?). Si h = diag(1, —1) € sly, alors, pour n # 0, gnsz a pour base
h,, = t"h. La représentation naturelle de g’ sur C[t,¢~!]? induit un homomorphisme 7 de Uc(g’)

dans Endc[trq(C[t,t*l]Q) ou de LAlg dans Endc((t))((C((t))Q). On a W(hr[f]) = (—t")P ( _ph > =
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t"p< h+£_ ! ) € Endgy(Z((t)?). On en déduit que w(U) C Endgy - (Z[t,t71]?) et
que, pour A\ dans un anneau k, w(lexp]Ah,) = diag(u,v) € Endk((t))(k((t))z) avec u =

Z;‘;O(At”)p<§> =14+ A"+ A2 4 etv:Z;io(—)\t”)p<;> —1-M\"=u"' En

particulier 7([exp]Ahy,) est bien inversible et méme dans SLa(k((t))).

2.13 Sous-algébres et complétions

1) Pour o € A, U* = Uc(Bn>1 Ina) N Bn>0Una) = Uc (Bn>1 Gna) U est une sous—Z—algebre
de U. Pour a € &, U™ admet pour base sur Z les e&"), n € N. Pour a« € Ay, et m € N, on

choisit une base Byq de gnaz et des suites exponentielles zP! pour z € By,. D’aprés 214 ci-
dessus, ces 2Pl sont dans U et, d’apres 26, les [N] = Ha:eB(a) zNe] (pour (a) = N*a C Ay,

B(a) = Uge(a) Bg, N € N(B(Q))) forment une base de U“. On en déduit, en particulier, que U“
est une sous—Z—bigébre co-inversible de U.

Si ¥ C AU{0} est un ensemble clos, gy = Bpecw go est une algébre de Lie; I'algébre
U () engendrée par les U* pour a € ¥ est une sous-bigébre co-inversible de U de base les [V]
pour N € NB%) avec By = Uncy Bo. L'algébre enveloppante de gy est Uc (W) = U(¥) @ C et
U(T) =Uc(¥) NU. Les algebres U(V) et ggz = gy N gz sont stables par 'action adjointe de
UD). Pour ¥ = A (resp ¥ = AT U{0}) on a U(¥) = UT (resp. U(V) = U’ @UT). On a
U = U((@).

Pour un anneau k, on note Uy = U* @z k et Up(V) =U(V) @z k.

2) Si ¥ C AT est clos, Ialgebre U (¥) est graduée par Q. On peut la graduer par le degré
total. Sa complétion positive U(¥) = [],co+ U(¥)q est une sous—Z—algébre de UT. On peut
de méme considérer I'algébre Ufj,(V) = [Toco+r U(W)a @k (en général différente de UMW) k)
pour tout anneau k.

Si W C AU {0} est clos, on peut considérer la complétion positive UP(T) de U(T) selon
le degré total (dans Z); c’est une sous—Z—algébre de U7 = I{P(A U {0}). On définit de méme
Z/{p( ). L’intersection de L{p( ) avec g, est gh(¥) = (@gé% Gak) B by © (nggf ak)- Bien sir
LAI,’:( ) et g, (V) sont des sous — ad(ﬁ}:(\I}))—modules de Z/I,f ~

Si W est un idéal de ¥, UY (V') (resp Uy (P')) est un idéal de UL () (resp Uy (D).

3) Les résultats précédents et suivants sont bien stir encore valables si on remplace A" par
A~ ou par un conjugué de A* par un élément du groupe de Weyl W?. On peut en particulier
définir des complétions négatives U™ (W) (selon 'opposé du degré total).

2.14 Modules intégrables a plus haut poids

Soit A un poids dominant de Tg, i.e. A € XT ={ A€ X | AM(a/) > 0, Vi € I }. Considérons
le gs—module irréductible L(\) de plus haut poids A [Ka90, chap 9 et 10]. Si vy est un vecteur
non nul de poids A, L(\) est un quotient du module de Verma V' (\) = Uc(gs) (o) Coy
(dans le cas non symeétrisable, on prend plutdt pour L(\) le quotient intégrable maximal de
V(A) comme en [M88al p28|). Le sous—Us—module Lz(\) = Us.vy = Ug .vy est une Z—forme
de L()) ; on peut définir Li(\) = Lz(A\)®z k, pour tout anneau k. Ces modules sont intégrables
au sens de [T81] et gradués par Q~ (& translation prés) avec des espaces de poids de dimension
finie. En particulier on a une représentation diagonalisable de Ts dans Lz(\).
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Il est clair que, pour tout anneau k, Li(A) est en fait un ZZIS) —module.
On définit de méme des modules intégrables a plus bas poids Ly()\) pour A € —XT; ce
sont des Ug . —modules.

3 Les groupes de Kac-Moody maximaux (& la Mathieu)

On va étudier ci-dessous deux groupes de Kac-Moody "maximaux" dits positif et négatif
qui contiennent le groupe minimal étudié dans la premiére partie. Ils se déduisent 'un de
lautre par I'échange de AT et A™; on va donc essentiellement se concentrer sur le groupe
positif. Ce groupe sera noté (’5{;ma, les sous-groupes ou les algébres associées seront en général
notés avec un exposant pma ou ma+. Les analogues pour A~ seront notés avec un exposant
nma ou ma—.

3.1 Groupes (pro-)unipotents

Soit ¥ C AT un ensemble clos de racines. On considére I'algébre U (W) de I3l qui ne
dépend que de A et ¥ (et non de S). C’est une Z—bigébre co-inversible, cocommutative,
graduée par Q1 : U(V) = @ ey U(P)a ; tous ses espaces de poids sont libres de dimension
finie sur Z. On considére son dual restreint Z[Ug*] = P cng U(¥);,. Clest une Z—bigebre
commutative et co-inversible (sa co-inversion est le dual de 7 encore noté 7, qui est un
isomorphisme d’algébres); c’est & dire l'algébre d’un schéma en groupe affine {Uj* que 'on
verra comme un foncteur en groupes : pour un anneau R, Up*(R) = Homg_qq(Z[UGH"], R).
On note {met = 4. Pour a € A;;n on note ) = ﬂ?galnzl}’ pour a € ® on note
Uo =) = il}:?xa} ; Uy® et L, sont des sous-schémas en groupe de gmat

La définition de Z[M| = Z[{J*] dans [M88al p 19-21] est plus compliquée car elle ne se
limite pas & ¥ C AT. Dans notre cas le lemme 3 de [.c. dit bien que Q[M] est le Q—dual
restreint de Ug (V) et alors Z[M] (défini page 21 de l.c. ) est bien le dual restreint de U (V).

La base de U(¥) indexée par des N € NB¥) expliquée en L1311 fournit par dualité une
base (ZV)y de Z[UP?], indexée par les mémes N. Comme V[N] = >pig-n [Pl®[Q], on a
7P 7@ = ZP*Q. Ainsi Z[UP9] est une algébre de polynomes sur Z dont les indéterminées Z,
sont indexées par les = € By.

On retrouve ainsi un résultat de Olivier Mathieu [M89, lemme 2 p41]. Inversement si on
admet ce résultat, Z[U}?] admet comme base des monomes, son dual restreint U (V) admet
une base graduée qui a de bonnes propriétés pour le coproduit V. Un raisonnement analogue
au raisonnement d’unicité de [2.9] permet alors de construire des suites exponentielles.

Proposition 3.2. Pour ¥ comme ci-dessus et R un anneau, 3g*(R) s’identifie au sous-groupe
multiplicatif de ﬁR(\I/) formé des produits [[,cp, [exp] A\, pour des Ay € R, le produit étant
pris dans l'ordre (quelconque) choisi sur B. L’écriture d’un élément de UF*(R) sous la forme
d’un tel produit est unique.

Remarques. 1) Si ¥ est fini et donc formé de racines réelles, on retrouve le groupe de
sommes formelles de [Re02), 9.2], c’est a dire I'unique schéma en groupe lisse connexe unipotent
d’algebre de Lie gyz = @acw 9az, ¢f- [I87, prop. 1 p547| et aussi B4 ci-dessous. Dans ce cas
les exponentielles sont classiques et les produits sont finis.

2) Pour a € &7, le choix de I’élément de base e, de goz détermine un isomorphisme o,
du groupe additif 200 sur U, donné par r,(r) = exp(r.ey).
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3) Dans les produits infinis proposés et pour tout n € N, tous les facteurs sauf un nombre
fini sont égaux a 1 modulo des termes de degré total > n. Ces produits infinis sont donc bien
dans U r(T).

Démonstration. Le R—dual de R[] est ﬁR(\IJ). Donc UF*(R) s’identifie a I'ensemble des
éléments y € Up(P) tels que 1 = e(y) (= y(1)) et y(p.¢') = y().y(¢') pour tous ¢, ¢ €
RG] d.e. y o V* = prod o (y ® y) ou encore Vy = y ® y. Ainsi UJ*(R) est I'ensemble
des éléments de Z;{\R(\If) de terme constant 1 et de type groupe. Parmi ces éléments il y a les
produits infinis de I’énoncé. Mais R[U*] est une algébre de polynomes d’indéterminées Z,,
x € By. Par définition Z,(][, [exp]A\yy) = As. Ainsi ces produits infinis fournissent une et

une seule fois toutes les applications de By dans R, donc tous les homomorphismes de R[LI¢]
dans R. O

Lemme 3.3. Soient ¥/ C ¥ C A" des sous-ensembles clos de racines.

a) Pt est un sous-groupe fermé de Uy® et Z[G*/UP*] est une algebre de polynomes
d’indéterminées indexées par By \ By .

b) Si W\ U est également clos, alors on a une décomposition unique Lg* = LT G}{I\P,

c) Si W est un idéal de ¥, alors UP* est un sous-groupe distingué de P* et on a un
produit semi-direct si, de plus, W\ W est clos.

d) Si W\ W est réduit a une racine «, alors le quotient UP* /U est isomorphe au groupe
additif A00 pour a réelle et au groupe unipotent commutatif Aopmult@) pour o 1maginaire.

e) Sia,f €V, a+ eV implique a+ € ¥, alors UF* /LG est commutatif. Le groupe
Uyt /UGH(R) est isomorphe au groupe additif Hae\lf\\lf’ JRa-

f) Siw" C W est un autre sous-ensemble clos et si v € V', B € U, a+ 3 € A implique

a+p e W alors P contient le groupe de commutateurs (L%, UP*)

Démonstration. a) U(P') est une sous-bigebre co-inversible de U(¥), donc L est un sous-
groupe de y?. Ce sous-groupe est fermé, défini par 'annulation des indéterminées Z, pour
x € By \ Bys. Pour la derniére assertion il suffit dans d’ordonner B de fagcon que By soit
en dernier (& droite).

L’assertion b) résulte aussitot de la proposition

¢) Plagons nous d’abord sur C (ou un anneau contenant Q). On peut alors remplacer dans
B2 les exponentielles tordues par les exponentielles habituelles. Des calculs Classiques montrent
alors que UP*(C) est distingué dans UH*(C). En fait il est clair que UF*(C) ou UF*(C) est le
groupe introduit dans [Ku02) 6.1.1] presque sous le méme nom et on peut donc faire référence
a [Ku02, 6.1.2]. Le normalisateur de U dans LJ® est fermé dans LF* [DGT0, IT § 1 3.6b].
Comme Z[UJ?] est une algébre de polynomes et que 'on vient de voir que ce normalisateur
est égal a UF* sur C, il en est de méme sur Z.

d) Ordonnons By de maniére que B, soit en premier. Alors, d’aprés et [3.2] un élément
de Ly*(R) s'écrit de maniére unique sous la forme ([[,cp_ [ezp|Asz)z avec des Az € R et
z € UPH(R). Soit © = {na € A|n>2} C ¥ (vide si a est réelle); il reste & montrer que
(IL, lexp]Azx).(I1, lexpl\oz) = [1, [exp](Az + A;)x (modulo UZ*(R)). Mais on a vu dans la
remarque 2914 que, pour x,y € B,, x["},y[”] € U™ (ces éléments commutent donc modulo

U(O)), et que z zm = < " Zm > "™ modulo U(O). Le résultat est alors clair.

e) 11 est clair que les éléments de UE (¥ 1(¥) commutent modulo I'idéal ﬁ%(\ll’ ). Vus B2 et les
bonnes propriétés de la base des [V] (IZQM) UFH(R)/UPH(R) est commutatif isomorphe au
produit direct des groupes $(75(R) /UG 14y () pour a € ¥\ v’
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f) Comme en c) on a le résultat sur C. Le centralisateur de L3 /475 dans L0y /UF5 est
donc égal a Ly /U7 sur C. Mais ce centralisateur est fermé dans L[m“ S m 11§ 1 3.6¢|.
Comme Z[ﬂma JLG5] est un anneau de polyndmes, ce centralisateur est égal a LIg¢/Ups. O

3.4 Filtrations de 4

Soient ¥ un sous-ensemble clos de A et n le plus petit des degrés totaux (deg(a) = > n;)
des a = > ma; € W. Choisissons « € U de degré total n, alors ¥/ = ¥\ {«} est un idéal de
U. Ainsi U7 est un sous-groupe distingué de UF* et le quotient LUF* /L7 est isomorphe au
groupe additif A00 ou a A0 Si o est réelle on a un produit semi-direct.

Ce procédé fournit une numeérotation de ¥ par N (ou un intervalle [0, N] de N) : & = {;}.
Pour n € N, on note ¥,, = {3; | ¢ > n}. D’aprés le lemme le groupe LF* est distingué
dans Uy* et Uy? /ilmaJr1 est isomorphe & oomultBn) 1a proposition montre que LUF* est
limite projective des LA /ilm“ Ainsi Y'* est un groupe pro-unipotent (ou méme unipotent
si W est fini).

Pour d € N, notons ¥(d) I'ensemble des racines de ¥ de degré total > d. Alors les L[} ( ) sont
distingués dans U* et ﬂm“ /u\y(d+1) (R) est isomorphe au groupe additif @aetlf(d)\\l/(dH) ORa-
Le groupe LJ*(R) est hmlte projective des ¢ /ilg}gd) (R).

3.5 Groupes de Borel et paraboliques minimaux

Le groupe de Borel ’B?‘” est par définition le produit semi-direct Tg x U+ pour 1'action
suivante de Tg sur U™, Pour un anneau R, Ts(R) agit sur Usg par des automorphismes
de bigebre : sur Usq,r, 'action Ad(t) de t € Ts(R) est la multiplication par «(t) € R*. On
en déduit aussitot Paction sur U™ (R) : Int(t).[exp] Az = [expla(t) Az si x € gogr. Il est clair
que les groupes Uy* de 3.3l sont stables par I'action de Ts.

Si o = o est une racine simple on a U™ = §[, x ﬂgi\ {a} On définit comme ci-dessus
U, avec Z[U_,| dans le dual de Uc(g—_n) N Us et isomorphe a A0D par r_, : A0 — U_,,
I-a(r) = exp(rfs). O. Mathieu définit un schéma en groupe affine parabolique minimal
PIME = PE (contenant BT et associé a4 ATU{0, —a}) et un sous-groupe fermé AL = AY
(associé a {0, +a}); il montre que PL™* =AY x YN oy [MBBal lemme 8 p26].

Le schéma en groupe 2Y contient les sous-groupes fermés Ts, i, et {_, plus précisément
Z[AY] est contenu dans le dual de Us NUc(ga @ h @ g_q) et sa restriction & Us N Uc(g+a)
(resp. Us NUc(h)) est Z[Ury] (resp. Z[Ts]). 1l est clair (cf. e.g. [l.c. lemme 7.2]) que A} est le
groupe réductif de SGR ((2),Y,a,a") il agit sur gz et est isogeéne au produit de SLy par un
tore déployé.

L'élément 3; = 1a(1).r—a(1).1a(1) de AY (Z) normalise Ts, vérifie 5?2 = aV(—1) € Ts(Z)
et échange 1o, 1—q; il agit sur gz comme s} (cf. [L4). Enfin la double classe (grosse cellule)
¢ = %g“”‘ s, %WH_ de ‘Bp "% est un ouvert dense et se décompose de maniére unique sous la

forme ¢; = ila .5 %ma+ SiM_q,. ’Bma+

Remarque. Mathieu se place dans le cas d’'un SGR § libre, colibre, sans cotorsion et de
dimension 2|I| —rang(A). Bien str ces hypothéses sont inutiles pour la plupart de ses résultats
(c’est particuliérement clair pour la derniére). On se placera cependant dans ce cadre (depuis
l’alinéa précédent) jusqu’a la fin de ce paragraphe ot on examinera la généralisation grace aux
résultats de
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On abandonne en général dans la suite (et jusqu’en 3.17) l'indice S et on abrége parfois
Bt en B, P en Py, 2AY en 2A;, ete.

3.6 La construction de Mathieu

of. [M88al, XVIII § 2|, [M8R], [MRY, I et 1]

On considére des schémas sur Z, méme si on n’aura essentiellement besoin de raisonner
que sur des (sous-anneaux de) corps, éventuellement de caractéristique positive.

Soient w € W' et w = s;,.--- .s;, une décomposition réduite de w. On considére le schéma
E(w) = Pi, xT Py, xP - xB P, et le schéma de Demazure D (w) = E(w)/B.

Le schéma B(w) est 'affinisé de E(w), c’est a dire Spec(Z][€(w)]), il ne dépend que de w
IM89, p 40, 1-15 a -1]. En particulier B(s;) = ;.

Si w’ < w (pour l'ordre de Bruhat-Chevalley), il existe une décomposition réduite w’ de
w' extraite de w. Si dans Pécriture de €(w), on remplace par B les ‘Bi; correspondant a des
s;, absents de w’, on obtient un sous-schéma fermé de &(w) clairement isomorphe a &(w’).
L’immersion fermée &(w') — &(w) induit un morphisme B(w') — B(w) entre les affinisés;
c’est aussi une immersion fermée, indépendante des choix de w et w’ [M88al bas de page 255].

On a donc un systéme inductif de schémas B(w) et on note &P le ind-schéma limite
inductive de ce systéme; c’est le groupe de Kac-Moody positivement mazimal associé a S.
Chaque morphisme B(w) — BP™® est une immersion fermée. On verra essentiellement &P™¢
comme un foncteur sur la catégorie des anneaux : 87" (R) = lim B(w)(R).

En fait &P™® est un ind-schéma en groupe : pour des décompositions réduites w =
Siy. - .Si, et W = sj,.--- .8, 1l existe un morphisme naturel de P;, x - x P, x P, x
- X Py, dans B(Y(w,w’)) pour un certain Y(w,w’) < w.w’ [M8I] p 41 et 45]. Ce morphisme
se factorise donc par B(w) x B(w'). Ceci permet de définir la multiplication dans &”™*. La
définition de 'inversion est claire. Pour cette structure de groupe le composé ;, x - - - xB;, —
E(w) — B(w) — BP™@ est simplement la multiplication.

3.7 Modules a plus haut poids et représentation adjointe

1) Pour A € X, on a défini en T4 un Us—module & plus haut poids Lz(\) qui est
intégrable, donc un Tg—module. Pour un anneau k le module Li()) est stable par ﬁgk donc
par 4" (k). On obtient ainsi une représentation de B™*" dans Lz()). L’intégrabilité de
Lz(X\) [T81] montre en fait que Lz () est un 2;—module donc aussi un ;—module (Vi € T).
Ce module est "localement fini", plus précisément pour tout sous—Z—module M de rang fini
de Lz()), il existe un sous—Z—module facteur direct de rang fini M’ de Lz(\) contenant
M, tel que M’ ® k soit un P;(k)—module pour tout anneau k. On en déduit aussitdot un
morphisme de B(w) dans L(Lz(\)), Vw € W. On obtient ainsi une représentation de &P™?
dans &L(Lz(N)).

2) Soit M = Lz(A) le module a plus haut poids précédent : M = @, g+ My—,. Pour un
anneau k, on définit le complété négatif Mg de M @k : Mg = HUGQJr My_, ® k. Il est clair
que ]\//_7]? est un Z;{\l?—module gradué ; en particulier ¢’est un U™~ (k)—module.

3) Pour un anneau k, 'action adjointe ad de l'algébre Z:{\,f sur elle méme (2ZI15) induit
une action, dite adjointe et notée Ad, du groupe U™t (k) C LAI,f sur ﬁlf L’action de Ts(k)
est définie par les poids, d’ou la représentation adjointe Ad de B+ (k) sur ﬁlf . Cette action
stabilise évidemment g}, et ﬁ,j .
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Pour o € ®, 7 € k et u € UP, Ad(xa(r))(u) = > om0 (ad eg{n)).rnu =D 040 ey eP).

3.8 Le cas classique

Supposons la matrice A de Cartan i.e. A = ® fini et W fini. Soit & le groupe réductif
déployé sur Z de SGR S; d’aprés I'hypothése de Mathieu il est semi-simple simplement
connexe. Le groupe %m‘”r = Tg x UM est le sous-groupe de Borel B de & (cf. B21)
et Po =AY x UTE A%\ {a,) €St un sous-groupe parabolique minimal de &.

Pour une decomposmon réduite w = s;,.- -+ .s;, dans W7, le produit définit un morphisme
T E(w) = Ba,, xB ... xP PBa;, — &. Sion restreint m aux grosses cellules, on obtient
un isomorphisme de Q(w) = &;, x® --- x® ¢ sur son image Yo, -Siy- oo Moy, 80, B =
gz’l e §Zn .i,l_sz.n.... ig(aig) " ,L[_Sin (ainil).il,ain SB.

Siw = wq est I’élément de plus grande longueur de WY, cette image est un ouvert dense : la
grosse cellule €(&) de &. On a donc la suite de morphismes : Q({Eo);i) ¢(wy) ~— ® avec

i et 7o des immersions ouvertes. De plus I'image €(&) de 7 o4 rencontre toutes les fibres
&p, de & pour p premier.

Proposition 3.9. Dans ces conditions 7 identifie Z[®] a Z[E(wo)]. Ainsi & s’identifie a
B(wo) lui méme égal a4 BGP™®,

N.B. Si w # wy, on trouve de la méme maniére que B(w) est la sous-variété de Schubert
de & associée & w (au moins sur C).

Démonstration. Regardons d’abord sur C. Comme & est un groupe affine, 7 se factorise par
B(wp). On a donc la suite de morphismes :

o) Elifole - Blilo)c = 0" L5 ¢

™
Ce composé est une immersion ouverte d’image dense. Pour les algébres de fonctions, comme

i est d'image dense i* est injectif et Aff* est l'identité par définition. Donc (Aff oi)* est
injectif et Aff o4 est dominant. Ainsi 'image de Aff o4 contient un ouvert dense Q' de
B(wp)(C). Soit v € Kerm, vQ' N Q' #£ 0, il existe donc ¢, ¢" € ' tels que v¢' = ¢”, ainsi
7(g") = 7(¢"). Mais 7o Af f o est injectif, on en déduit que ¢’ = ¢”, v =1 i.e. T est injectif.
Ainsi P est un sous-groupe de & contenant un ouvert dense : on a GP"? = &.

On a le diagramme : Z[Q ()] O Z[& ()] 7> vAlS)

C[Q(@)] = C[&(Fp)] =— C[¢&]

Les fleches horizontales sont injectives car ¢* et (w o ¢)* le sont. Le schéma Q(wg) est
produit de groupes additifs et multiplicatifs, la fléche verticale de gauche est donc injective.
Ainsi toutes les fleches sont injectives.

Pour montrer que Z[&(wp)] = 7*Z[®] il suffit donc de montrer que Z[Q(wo)|NC[B] = Z[&].
Ceci est clairement vrai si on remplace Z par Q. Donc si ce n’est pas vrai pour Z, il existe n > 2
et v € Z[Q(wp)] N Q[&] tels que ¢ ¢ Z[B] mais nyp € Z[®]. Soit p un diviseur premier de n;
quitte & modifier ¢ on peut supposer n = p. Mais alors pp est une fonction non identiquement
nulle sur &g, alors qu'elle est nulle sur Q(wp)r,. C’est absurde car Q(wp)r, est un ouvert
dense de Qipp O
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3.10 Application au cas non classique

Soit J C I. On note A(J) = AN (@iesZa;), A*(J) = A(J) N AT, AT = AT\ A%()),
UTE(T) = URE 5 et AT = RS Drapres B3lon a LT = Umat(J) x Y7t

Supposons J de type fini et notons &(J) le groupe réductif déployé sur Z de SGR S(J) =
(A]7,Y, (vi)ies, (o) )ies). Il est clair que son groupe unipotent maximal positif est 4" (.J) =:
T (J) et son sous-groupe de Borel positif BT (J) = Ty x U (J). Enfin, pour j € J, son
parabolique minimal associé & j est B;(J) = A; X Ltgbi(J)\{j}, il vérifie P; = P, (J) x Ut

Le groupe de Weyl (fini) WY(J) = (s; | i € J) C W" admet un élément de plus grande

J
longueur wy .

Corollaire. B(wy) est isomorphe au sous-groupe parabolique B(J) = &(J) x UT* de &P,

Remarque. Si J n’est pas forcément de type fini, la démonstration ci-dessous prouve que
le ind-schéma en groupe limite inductive des B(w) pour w € W?Y(J) est le sous-groupe
parabolique B (J) = SP™(J) x ilf]n‘”r produit semi-direct par L[’}L“‘L du groupe de Kac-Moody
GPma(J) = QSZTB.

Démonstration. On a E(wg) =P, x BT B x BT BTt Bins By = By, (J) x U7 et
Bt = BH(J) x U7 On en déduit facilement que &(wp) = Bj, (J) x BT eps () xBT)

- xB) B, (J) x U7 et, comme Dlaffinisé d'un produit est le produit des affinisés,
B(wy) = B(J) x U O

3.11 Sous-groupes radiciels négatifs

On a défini 4, et r, : A00 — i, pour a € T (en[B22) ou pour —a = «; simple (en [3H).

Pour i € I, §; = ta,(1).1-a, (1) 20, (1) € AL (Z) C PE'*(Z) C &P™(Z) est un élément du
normalisateur dans &P de Ty ; il induit sur Ty la réflexion s;. De plus §; agit sur gz comme
s7 (cf. Ldlet B.73).

Sia € @ et e, est une base de gqz, il existe w € WY tel que w™ a = «; est une racine
simple. On considére une décomposition w = s;,.-- .8;,, W = S;,.--- .5;, et on a e, = W(ee;)
avec € = 1. On pose alors 8, = W.4o, W' et 1o (r) = W.ra, (er). W, pour r dans un anneau

R.

1

Lemme. Ces définitions de i, et ro ne dépendent que de « et e, (et non des autres choix
effectués). Pour a € ®t (ou —a simple) elles coincident avec celles de[31, [Z2 ou 33

Démonstration. Supposons que e, = Sj,.--* .5, (€€q;) = 'svl/l .'§i/m(e/eaj,), donc €ay =
W(ee'eq,) pour W = 'svz_,l ’§Z_,1’§“ 8i,- On doit montrer que rq,(r) est conjugué de
m 1
, _ : : o~ :
L, (e€'r) par w. Mais on sait que les sj = 5; vérifient les relations de tresse (J187, (d)

p551] ou calcul classique dans le groupe réductif &({i,;}) quand s;s; est d’ordre fini), que
5?2 = a)Y(—1) € Ty(Z) et on connait les relations de commutation entre les 3; et les éléments
du tore. Ainsi, pour toute expression réduite w = sj,.--- .s;, de w = sy .-+ i1 Sig- Sy,
on peut réduire I'expression ci-dessus de W sous la forme W = 5j,.--- .5;,.t avec t € Ty (Z).

Il suffit donc de montrer que si w(a;) = ay, il existe une décomposition réduite w =
Sjp- - .85, de w pour laquelle un W comme ci-dessus vérifie la relation €ay = we” €a; €t
Yo, (1) = W.xa, (¢"r).awt. D’aprés [T87, 3.3.1] ou, pour un énoncé plus précis [He91 2.17 p85],
on est ramené a 1'un des deux cas suivants : ji,---,j, € {j,j'} = J de type fini ou j = j’ et
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Jisodp € {4,5"} = J de type fini. Tout se passe alors dans le groupe réductif &(J) et le
résultat est connu.

Si —a est simple, la coincidence des deux définitions de ., et i, est claire. Si o € &1 il
existe une suite i1,--- ,i, € I telle que s;,.--- .s;, @ est une racine simple et Vj Sijotrr S €
®T. Pour vérifier la coincidence des deux définitions de r, et ,, on doit vérifier que, sii € I,
a € T, B =s,a € DT et eg = Siee,, alors exp(reg) = §i.exp(erea).§;1; c’est la définition
précise du produit semi-direct 7" =AY x NG (o) e O

3.12 Comparaison avec le groupe a la Tits

On a défini en [l le groupe de Kac-Moody minimal & = &g. On choisit toujours S comme
a la remarque et on prend les e,, f, de[l 4l dans la base B de 2.0

Pour un anneau k, les générateurs de &(k) sont les r,(r), a € &, r € k et t € Ty (k), on
les envoie sur les éléments de méme nom dans &P (k).

Proposition. On obtient ainsi un homomorphisme de foncteurs en groupes i : & — BPMe,

Démonstration. 11 s’agit de vérifier les relations (KMT3) a (KMT7) dans P (k). La relation
(KMT3) espérée entre ro(r) et rg(r’) provient de la relation constatée entre exp(adreq) et
exp(adr’eg) dans Aut(ga). Comme {ca, 5} est une paire prénilpotente, il existe W finie close
dans ® contenant a et 5. D’aprés B.11] on peut supposer ¥ C ®T. D’aprés la remarque B.211
cette relation est en fait constatée dans Ly¢, d’ou le résultat.

Les relations (KMT4) a (KMT6) n’impliquent que des éléments du groupe réductif de rang
1 Y, elles sont trivialement satisfaites.

Enfin (KMTT) est clair d’apres BI11 O

Remarques. 1) L’homomorphisme i envoie aussi s, sur I’élément de méme nom de &%(Z)
(pour « racine simple). L’image (1) de 2N est donc engendrée par Ts et les s, pour « racine
simple. Par construction 4 est un isomorphisme sur Ts et s;,.--- .s;, # 1 si la décomposition
Siy. - .si, est réduite (second alinéa de B.8)). Donc ¢ est un isomorphisme de 9 sur i(N) (que
I'on note encore MN).

2) En conjuguant par un élément n de 9(Z) tel que "v(n) = w € WY, on trouve dans
BP™MA un sous-groupe analogue a UM% mais associé & wAT. Ainsi P ne dépend pas du
choix de A" dans sa classe de WY —conjugaison. Par contre I’algébre ur dépend a priori de ce
choix et si on change AT en A~, le groupe obtenu &% est différent.

3) L’homomorphisme ¢ induit un isomorphisme du groupe $l, sur le sous-groupe de méme
nom de BP™¢ : c’est clair par définition pour a € ®*, on s’y raméne pour o € ®~ grace a

B.11
Proposition 3.13. Si k est un corps, alors iy est injectif.

N.B. Si k est un corps, on notera souvent avec la lettre romaine correspondante I’ensemble
des points sur k d’un schéma. La proposition nous permet donc d’identifier G = &(k) a un
sous-groupe de GP™¢ = &P (k).

Démonstration. D’aprés [Re02, prop. 8.4.1] G est muni d’une donnée radicielle jumelée entiére
et donc d’'un systéme de Tits (G, BT, N,S) avec BT N N = T. Alors BT .Ker(i) est un sous-
groupe parabolique de GG, mais par construction il ne peut contenir aucun U_, pour « simple,
donc B*.Ker(i) = BT et Ker(i) est contenu dans BT et tous ses conjugués. D’aprés [Re02,
1.5.4 et 1.2.3.v], 'intersection de tous ces conjugués est réduite a T'. Mais par construction i|p
est injectif, d’ou le résultat. O
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3.14 Comparaison des représentations

1) On a vu en B3 que, pour un anneau k, ﬁlf est un B (k)—module. D’apres 2114 la
restriction a B (k) de cette représentation stabilise Uy (et gi) et y induit la méme représen-
tation que la représentation adjointe de &(k).

2) Pour A € X, on a construit en 371 le module & plus haut poids M = L()\) pour
&P 1] est clair que la restriction & & (via i) de cette représentation est la représentation
classique & plus haut poids de &.

3) En B2 on a construit une représentation de ™%~ sur le complété négatif M © de
M. 1l est clair que la restriction a 4~ (via i) de cette représentation est le complété de la
représentation de & ci-dessus (restreinte a 7).

Proposition 3.15. Soitw = s;,.- - .s;,, une décomposition réduite de w € W et pi: F(w) :=
‘Bail D O B(w) le morphisme de multiplication. Si k est un corps, alors py, est
surjectif.

Démonstration. 1l faut revenir un peu sur les définitions deB.6l Le groupe (B™4T)™~1 agit sur
S(w) par (b1, - ybm—1)-(P1, - sDom) = (plbfl,blpgbgl, o bm—1Pm) et E(w) est le quotient
schématique ; on note 7 le morphisme de passage au quotient. Le schéma B(w) est I'affinisé
de &(w), on note v : &(w) — B(w) le morphisme naturel. On a donc u = v o . On se place
maintenant sur le corps k (sans forcément le noter dans les noms).

Soit A € X un poids dominant entier régulier et L()\) la représentation intégrable de
plus haut poids A (cf. [M88al, p246| ou [B.7] ci-dessus) ; les groupes B™4F et R, agissent dessus.
On choisit un vecteur de plus haut poids ey ; pour w € W?, ey = wey € L(\)y) est défini
au signe prés et le sous-espace vectoriel E,(\) = L[,: .y est de dimension finie. De plus
E,(\) C Ey(N) si v < w pour lordre de Bruhat-Chevalley, mais si v < w, E,(\) a une
composante nulle sur ke, y. On note ¥, 'adhérence de B (k).ke,) dans Fy,(A); ¢’est une
sous-variété affine fermée de Ey,(A). On a X, = B(w)(k).key il contient donc X, si v < w (cf.
[M88al, p64] formulé en caractéristique 0, mais qui se généralise). Ainsi 3§ := Xy \ Uy ey 2o
contient 'ouvert de ¥, défini par la non nullité de la coordonnée sur e,).

On a un morphisme ¢ de §(w) dans ¥,, donné par la "formule naive" ((p1,- - ,pm) =
pP1.p2. -+ .Pm-€x, 1 se factorise en un morphisme 7 de €(w) dans ¥, (¢f. [M88al p65, 66|
en caractéristique 0) puis, comme ¥, est affine et v une affinisation, en un morphisme
¢ B(w) — X, simplement donné par l'action de B(w) C &P™* sur ey ¢f. B11. On a
donc le diagramme :

"

~ T T
¢ F(w) —= ¢&(w) ——=B(w) e Yw
\_/
I
Si v < w, il existe une décomposition réduite v de v "extraite" de w. Le sous-schéma fermé
de §(w) formé des éléments dont le j-éme facteur est 1 si s;; est omis dans v est isomorphe a

§(v). On obtient ainsi un diagramme dont toutes les fleches verticales sont injectives :
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On note €(w) = B(w)\U,<p B(v) qui contient £~1(3¢). Par récurrence il suffit de montrer
que p(F(w)) > (w).

On note Fé(w) = €;, x --- x €; ouvert de F(w) saturé pour le quotient par (B")
Mais €;; = %m‘”'.sij.%m‘” = L[ij.sij.%m‘” et cette derniére décomposition est unique. Donc
Wi, .85, X x4y s BMIF est un systéme de représentants de €¢(w) := Fé(w)/ (Bt )m-l =
7(F(w)) et (BmeH)m=1 agit librement sur FE(w). Ainsi E(w) ~ LUy, x --- x Uy x B est
un ouvert affine de &(w).

Dautre part ((wi,-Siy, " Uiy, Sip,-b) = Sip. + Si, uj. - ubey avec u € g, pour
Bj = siy. -+ .8i;(ai;) € ®. En particulier la coordonnée de cet élément sur e, est non nulle;
il appartient donc a ¢ : on a ((F¢(w)) = n(€(w)) C X< ; donc pu(F¢(w)) C €12 C ¢(w).

Le complémentaire de F°(w) est réunion de sous-schémas fermés obtenus en remplagant
dans F(w) I'un des facteurs B; par B™4 | ce qui, dans I'image par 7 revient & supprimer ce
facteur. Alors le processus de multiplication décrit dans [M89l p45| montre que I'image par u
de ce sous-schéma fermé est dans un B (v) pour v < w. Ainsi F¢(w) D p~1(€(w)) et finalement
F(w) = p~H(€(w)). De plus 7(Fe(w)) = €(w). Donc €(w) = v 1(€(w)).

Soit B(w); un ouvert principal de B(w) contenu dans €(w). Alors v~ 1(B(w)s) =
E(W) fop = E(W) oy, ouvert principal donc affine de €(w). On a donc k[B(w) ;] = k[B(w)][f~}]
= K[E@)][(f o)™ C K[E@)[(f o v)7!] = K[€(D)sor] = k[E(W)sor]. Mais E(w) est
réunion de 2™ ouverts affines (démonstration par récurrence selon l'esquisse des pages 54,
55 de [M8Ral); donc k[E(0)fo,] C Kk[E(W)][(f o v)™]. Ainsi k[B(w)s] = k[E(D)fey]. Cela
prouve que v induit un isomorphisme de v~ 1(B(w)s) sur B(w)s et donc aussi de E(w) =
v~ 1(€(w)) sur €(w). On sait de plus que 7 induit un isomorphisme du sous-schéma fermé
Wi siy X oo x iy s B de F(w) sur €¢(w). Done 7, est surjectif. O

m—1

3.16 Structure de BN —paire raffinée sur ™

On note U™ (resp. U™) le sous-foncteur en groupe de BP™? engendré par les sous-groupes
Uy pour a € ®F (resp. @ € @) ; il 8'identifie via i (au moins sur un corps) avec le sous-groupe
de méme nom de &. On a U™ C U™@. On rappelle que S = {s; | i € I} est le systéme de
générateurs de W et que M est 'image par ¢ du groupe de méme nom de & (remarque 3.1211).

Proposition. Si k est un corps, le sextuplet (GP™*, N, U™ U~ T,S) est une BN—paire
raffinée (refined Tits system).

Remarque. On a donc (cf. e.g. [Re02] 1.2]) un systéme de Tits (GP™, B™t = TU™*+ N, S),
une décomposition de Bruhat GP"* = [ . UTnU™*" =[] -\ U™ nU™* une décom-
position de Birkhoff GP"* =[], ., U nU™" et U N NU™" = NNU™** = {1}.

Démonstration. Vérifions les axiomes de [KP85], voir aussi [Re02].

(RT1) : le groupe GP™* admet bien N, U™ U~ et T comme sous-groupes. Le groupe
T normalise les U, (o € ®) donc aussi U~ et U™?T, il est distingué dans N et N/T = W"
est engendré par les éléments de S qui sont d’ordre 2. Par construction GP™* est réunion des
B(w) qui sont engendrés par des sous-groupes P; (d’aprés BI0). On a vu que P; est engendré
par U_,, = 5;.Uy, .fsv;l et BMeT = TU™ Donc GP™® est engendré par N et U™4T,

(RT2) Pour s = s; € S, Ug = U™ NsU ™ s est dans G qui est muni d’une donnée radicielle
jumelée (G, (Uy)aca,T) [Re02, prop 8.4.1] et d’aprés le théoréme 1.5.4 de Lc. on a U, = U,,.
Un résultat classique dans le groupe A; donne donc (RT2a) ; tandis que (RT2b) est clair. Enfin
(RT2c) résulte de (voir aussi [B.3]).
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(RT3) Soient u~ € U™, u™ € U™ " et n € N tels que u"nu™ = 1. Alors n et u~sont dans G
ainsi donc que u™. On déduit de 'axiome (RT3) dans G [Re02, 1.5.4| queuw™ =ut =n=1. O

Corollaire 3.17. Si k est un corps, Ut = Ut (k) = &(k) n U™+ (k) et Bt = BH(k) =
&(k) N Bt (k).

Remarque. Le sextuplet (G, N,UT,U~,T,S) est aussi une BN —paire raffinée (L85 et

[Re02, 1.5.4]).

Démonstration. On a deux systémes de Tits (GP™*, B™+ N, S) et (G,B*,N,S), cf. [LA5.
Donc GP"* = [[,cpo B TwB™* et G = [{,cpp» BtwB*. Comme Bt C B™*", on a
B™*t NG = Bt. Mais BT =T x U™t et Bt =T x UT donc BtNU™*t =UT. ]

Corollaire 3.18. Si k est un corps, l'injection i induit un isomorphisme simplicial & (k)— équi-
variant de l'immeuble 7 associé a & sur k sur l'immeuble f_ﬁ associé au systéme de Tits
(Gpma Bmat N.S). Plus précisément ces deuz immeubles ont les mémes facettes et les appar-
tements de .97 sont des appartements de ﬁ, mais, en général, j:{’ a plus d’appartements.

Démonstration. Les appartements sont isomorphes car associés au méme groupe N. D’aprés
BI7 G/B* s’injecte dans GP™*/B™"  d’ou une injection &} < V. Mais, par construction,
si a est simple, c’est le méme groupe U, qui est transitif sur les chambres (de #! ou

fﬁ) sa—adjacentes a la chambre fondamentale C% (associée & BT), ce sont donc les mémes

chambres. Par récurrence sur la longueur de galeries, on en déduit que #7 = #7. U

3.19 Changement de SGR

1) On a décrit ci-dessus le groupe a la Mathieu (’5§ma associé a un SGR S libre, colibre,
sans cotorsion et vérifiant de plus une certaine condition de dimension (c¢f. BH). 1l est clair
que cette condition n’intervient pas dans les constructions de Mathieu, on peut donc s’en
affranchir. On a d’ailleurs vu en [[3] que si S est libre, colibre, sans cotorsion il est extension
semi-directe d’un SGR 8™ vérifiant de plus cette condition de dimension. On en a déduit
en [LT1] que Bs est produit semi-direct de Sgmat par un tore ;. De méme Qigma est produit
semi-direct de 6271& par ce tore ¥1. Ces décompositions en produit semi-direct proviennent
de la méme décomposition Ts = Tgmat X 1 et sont donc compatibles avec les morphismes de
foncteurs i de 312

2) Soit § un SGR quelconque. D’apres il existe une extension centrale torique S*¢ de
S et une extension semi-directe S*¢ de S*¢ qui est libre, colibre et sans cotorsion. D’aprés les
corollaires [[LI1] et &s est quotient de Ggse par un sous-tore central To de Tgse et B gsce
est produit semi-direct de gsc par un sous-tore T3 de Tgsee. Inversement Ggse est le noyau
d’'un homomorphisme 6 de & gsce sur Ts.

L’homomorphisme 6 s’étend au groupe &

ma-+
i’lSscl I

ma . . P
P (construit ci-dessus) : on prend 6 trivial sur

Sscl
on connait # sur Tgsee et les groupes A; de B0l donc 6 est défini sur %gns‘j

paraboliques ‘; ; son extension & QSZTC‘Z découle alors de la construction de On définit
donc 9527;[? comme le noyau de 6. Enfin ngma est le quotient (comme foncteur en groupe) de
&L par le tore Ty.
On a ainsi défini Qigma et un morphisme de foncteurs ig : s — @gma pour tout SGR S.
Si S est libre, colibre et sans cotorsion on a ainsi deux définitions de (’5§ma. Mais alors,

d’apreés [[3] LIT et [LT2] Ggse est produit direct de B par To et Ggaer produit semi-direct de

et les
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Bgse par 3. Il est clair que (’5{;21“ et (’5{;21‘; comme définis en 1) s’écrivent de la méme maniére
comme produit semi-direct. D’oul 'identification avec les groupes définis comme ci-dessus.

3) Fonctorialité. La construction de Mathieu est clairement fonctorielle en S pour les SGR
libres, colibres, sans cotorsion et les extensions commutatives de SGR. On a remarqué en[L.311
que les constructions S — S*¢ et S5¢ — S sont fonctorielles. Une extension commutative
v : S — S, définit donc un morphisme de foncteurs en groupes (’52@? — (’52@?. Ce morphisme
est compatible avec les homomorphismes 0 sur les tores T3 correspondants,* il induit donc un

morphisme 9527;[? — (’5?:?. Ce dernier morphisme échange les tores T correspondants, ce qui
*

donne le morphisme &2 : Q5gma — 62’;” cherché.

Le groupe Q5§ma est donc fonctoriel en § pour les extensions commutatives de SGR
(de maniére compatible avec la fonctorialité des groupes &g et les morphismes is). Par
construction, si ¢ : & — &’ est un tel morphisme, &% induit un isomorphisme de L[?a"'
sur Y2 et le morphisme T, de Ts dans Tsr. Si k est un corps, (’553? induit 'isomorphisme

&, de ilgt(k) sur UL, (k) of. et

3.20 Comparaison avec les groupes de Kac-Moody a la Kumar

Dans [Ku02| 6.1.6 et 1.1.2] S. Kumar considére un SGR vérifiant les mémes conditions que
celles demandées par O. Mathieu (¢f. B3]). On reste donc dans ce cadre et bien stir on se place,
comme Kumar, sur le corps C.

Pour © clos dans AT, les groupes Ug, T et N définis dans l.c. 6.1 s’identifient clairement
a UZ™, T et N définis ci-dessus. De méme pour une partie de type fini J de I, le groupe
parabolique P; de Kumar s’identifie au groupe P(J) = G(J) X U}”a+ de BI0] en particulier
les deux définitions des paraboliques minimaux P; coincident.

On a vu que (GP™e Bmat — U™t N S) est un systéme de Tits. D’aprés [l.c. 5.1.7]
GP™ est, le produit amalgamé des sous-groupes N et P;. Mais c’est exactement la définition
de l.c. 6.1.16 du groupe de Kac-Moody a la Kumar. Donc sur C les groupes a la Kumar et a
la Mathieu coincident.

L’injection ic de permet d’identifier &(C) et le groupe minimal & la Kumar [Ku02l
7.4.1].

4 Appartement affine et sous-groupes parahoriques

On considére dorénavant un SGR fixe S qui est libre et le groupe de Kac-Moody &g associé
sur un corps K. On a vu en[[3 et LTI que si S est un SGR non libre, s est un sous-groupe
d’un groupe G avec S libre. Toute action de ®g/(K) sur une masure induira donc une
action de &s(K) sur celle-ci. On peut noter que l'essentialisé de la masure de &g¢(K) ne
dépend pas du choix de S* : les appartements sont des espaces affines sous Homz(Q, R). C’est
le choix fait par B. Rémy pour ses réalisations coniques d’immeubles jumelés.

On abrégera fréquemment Bs(K) en Gs ou méme G. On notera avec la lettre romaine
correspondante les points sur K d’un foncteur en groupe noté avec une lettre gothique; de
méme pour les morphismes de foncteurs.

A partir de @2 le corps K sera supposé muni d’une valuation réelle w.
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4.1 Comparaison avec [R06] et [R11]
Le quintuplet (V, W7, (a;)ier, () )ier, Aim) de [LT] satisfait aux conditions de |[RII, 1.1

(2
et 1.2.1], on est dans le cas Kac-Moody (modérément imaginaire). On peut en particulier
définir dans V' des facettes vectorielles et des cones de Tits positif ou négatif +7 [R11), 1.3].
Ces notions sont également introduites dans [R06, 1.1 & 1.3] ou T est noté AY. On note

P ={veV]alv)>0,Ya € &*} la chambre vectorielle fondamentale, donc 7 = W”.E?.
Une facette vectorielle est dite sphérique si son fixateur (dans W) est fini i.e. si elle est
contenue dans £7° (intérieur du cone de Tits).

D’aprés le groupe de Kac-Moody G contient un sous-groupe 71" et des sous-groupes
radiciels U, pour a € ®, chacun isomorphe au groupe additif (K, +) par un isomorphisme z.
Le triplet (G, (Uy)acs,T') est une donnée radicielle de type ® au sens de [R06, 1.4]. Le groupe
N défini dans [RO6, 1.5.3| coincide avec celui de [[LAl4, il est muni d’une application surjective
v’ : N — W" de noyau 7.

On reprend, sauf exception signalée, les notations de [R0O6, § 1]. On a en particulier un
immeuble .} dont les appartements sont isomorphes a A” = 7, mais aussi un immeuble .#
dont les appartements sont isomorphes & —7 . Ces deux immeubles sont jumelés [Re02] ; comme
dans [RO6] on ne garde que les facettes sphériques dans .#¢. On a déja vu ces immeubles de
maniére combinatoire en [[LG15, mais on les verra désormais sous la forme de ces réalisations
coniques. En BI8 on a vu que GP™® (resp G"™?) agit sur S} (resp. 7).

4.2 L’appartement affine témoin A

1) On suppose dorénavant le corps K muni d’une valuation réelle non triviale w, et ainsi
A = w(K™) est un sous-groupe non trivial de R. On note O anneau des entiers de (K,w) et
m son idéal maximal.

On note A 'espace vectoriel V' considéré comme espace affine ; on note cependant toujours
0 I’élément neutre de V.

Le groupe T' = T(K) agit sur A par translations : si ¢t € T, v(t) est I’élément de V' tel que
x(v(t)) = —w(x(t)), Yx € X. Cette action est W¥—équivariante. D’aprés le raisonnement de

RO, 2.9.2] on a :

2) Lemme. [l existe une action affine v de N sur A qui induit la précédente sur T et telle
que, pour n € N, v(n) est une application affine d’application linéaire associée v*(n).

3) L’image de N est v(N) = Wy, = WY x (Y ®A). Son noyau est H =Ker(v) = 0*QY =
T(0).

4) Par construction le point 0 est fixé par les éléments m(zq,(£1)) = E"f}ll et donc
(par conjugaison : (KMT7) ) par tous les 54, pour € ®. D’aprés (KMT6) pour u # 0,
M(Ta(0) = F-alt)) = F o (~0)" (1) = a¥(u)Fa et a(u(a’ W) = —w(a(o¥(w) =
—w(u?) = —2w(u). Donc v(m(zq(u))) est la réflexion 7, par rapport a I'hyperplan
M(a,w(u)) = {y € V | a(y) + w(u) = 0}, c’est a dire l'application affine d’application
linéaire associée s, et d’ensemble de points fixes M (o, w(u)).

5) Définitions. L’appartement affine témoin A est 'espace affine A (sous I'espace vectoriel
V muni de W, ® et A) muni de 'ensemble M des murs (réels) M (o, k) ={y € V | a(y)+k =
0} pour a € ® et k € A et de I'ensemble M? des murs imaginaires M (a, k) pour o € Ay
et k € A. L'espace D(a, k) = {y € V | a(y) + k > 0}, défini pour o € X et k € R est un
demi-appartement si « € ® et k € A. On note D°(a, k) ={y € V | a(y) + k > 0}.
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Ainsi A satisfait aux conditions de [RI1, 1.4] (& une variante prés pour M?, ¢f. Le. 1.6.2);
il est semi-discret si et seulement si la valuation w est discréte. On choisit g = 0 comme point
spécial privilégié. On reprend les notations de [RI1] (sauf pour PV, Q" et cl, voir ci-dessous).
On notera les ressemblances et différences avec [R06, § 2|. Le cas A = Z est traité dans [GROS,
§ 2 et 3.1).

On note Q¥ = >, ; Zoy et PY ={y e V| ai(y) € Z,Vi}. Donc Q¥ CY C PY C V.

Pour un filtre F' de parties de A, on considére comme dans [R11] ou [GRO§| plusieurs
variantes d’enclos : si P C X \ {0}, clp(F) est le filtre formé des sous-ensembles de A
contenant un élément de F' de la forme Nyep D(a, ko) avec pour chaque «, ko € AU {400}
(en particulier chaque D(a, k,) contient F). On note cl(F) = cla(F), cl*(F) = cle(F). On
définit aussi (selon Charignon [ChI0]) cI# (F) comme le filtre formé des sous-ensembles de A
contenant un élément de F' de la forme (", D(ay, ki) ot aq,--+ , a0, € @ et k; € AU {o0}.
On a c#(F) D cl*(F) D cl(F) D conv(F) (enveloppe convexe fermée de F); cl(F) et cl*(F)
coincident avec ceux définis dans [R11]. Un filtre F est dit clos si F' = cl(F') et, quand on ne
précise pas, l'enclos de F' désigne cl(F).

Une facette-locale de A est associée & un point x de A et une facette vectorielle F'¥ dans V' ;
cest le filtre F¥(x, V) = germg(xz + F?). La facette associée a F'(x, ) est le filtre F(x, FV)
formé des ensembles contenant une intersection de demi-espaces D(a, ky) ou D°(a, ky) (un
seul ko, € AU {+o0o} pour chaque o € A), cette intersection devant contenir F*(z, F?) i.e
un voisinage de x dans = + FY. La facette fermée F(z, V) est I'adhérence de F(x, F?) et
aussi cl(F'(z, F)) = cl(F(z,F")). Les facettes F(x, F), F(x, FV) et F(z,F’) sont dites
sphériques si F¥ Dest.

S’il existe a € Ay, avec a(x) ¢ A, il se pourrait que F(x, F'’) soit légérement plus gros
que la facette définie dans [R11], cf. Lc. 1.6.2.

6) Le groupe de Weyl. Pour a € @, il est clair que le groupe de Weyl (affine) W,
engendré par les réflexions par rapports aux murs, contient les translations de vecteur dans
AaY. Ainsi QV @ A (noté QY dans [RI1]) est un groupe de translations de V, contenu dans
W et invariant par W?. Ona W =W" x (Q¥ ® A).

Le groupe Py = APV = {y € V | ai(y) € A,Vi} est noté PY dans [RII]. Ainsi
Wp = W? x PY est le plus grand sous-groupe de Wg = W x V stabilisant M (et M?).

Comme N est engendré par T et les §,, il est clair que v(N) = Wy = WY x (Y @ A). On
a: W CWy CWpCWg.

7) Valuation des groupes radiciels. Pour a € ® et u € U,, on pose o (u) = w(r) si
u = xo(r) avec r € K. Les p, forment une valuation de la donnée radicielle (G, (U, ), T') [RO6,
2.2|. Voir aussi [Ch10]

On considére le monoide ordonné R de [BT72, 6.4.1] formé d’éléments r, r* (pour r € R)
et oo vérifiant 7 < rt < s < st < 0o si 7 < 5. On note A 'ensemble des éléments de R
qui sont borne inférieure d’une partie minorée de A. On a A=AU {o0} si A est discret et
A =AU{oc}U{rt | r € R} sinon. Les idéaux fractionnaires de @ sont indexés par A :
A € A on associe Ky = {r € K |w(r) > A}.

Pour A € A et o € @, Usr = {u € Uy | pa(u) > A} est un sous-groupe de U, ; on a

Ua,oo = {1}.

T

)

4.3 Premiers groupes associés a un filtre ) de parties de A

Soit 2 un tel filtre.
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1) Pour a € X, soit fi(a) = fa(a) = inf{A € A | Q C D(a,\)} = inf{\ € A |
a(Q) + A C [0,+00[} € A. Pour o € A (resp. ®, X) fo(e) ne dépend que de cl(Q) (resp.
cl*(Q) ou cl#(Q), conv(X) D Q). Si Q est un ensemble, fo(a) # AT, Va € X, VA € A. Cette
fonction fq est concave [BT72] : Vo, 5 € X, fala+ ) < fa(a) + fa(B) et fa(0) = 0.

On dit que 2 est presque-ouvert si Va € @, fo(a) + fo(—a) > 0. On dit que Q est étroit
si aucun mur ne sépare ) en deux, autrement dit si Vo € @, fo(a) + fo(—a) = 0 ou 01 ou
(dans le cas discret) inf{\ € A | X > 0} et ¢'il n'existe pas de A € A avec fo(a) = AT et
fa(=a) = (=N)*.

2) Pour o € @, on note Uy o = Ua,fo(a) s Uf(la) est le groupe engendré par U, o et U_, 0
et on note Ng(za) =NnN Ug()a).

On définit Ug comme le groupe engendré par les U, o (pour a € ®) et Usj{ =UqNUT; on
verra (L12) que U;{ (resp. Ug, )n’est pas forcément égal au groupe UEZL * (resp. Ug,~ ) engendré
par les Uy o pour a € @ (resp. o € &7).

Le groupe N§ (C N NUq) est engendré par tous les Ng(za) pour o € P.

Tous ces groupes sont normalisés par H et on peut donc définir N{{”” = HNg et P{{”" =
HUg. Ces groupes ne dépendent que de I'enclos ¢l(Q2) de © et méme que de cl#(Q). Si Q C &,
on a Ug D Ugy, etc.

3) Lemme. Soient o € ® et Q un filtre comme ci-dessus.
W)US) = Up.U_g0. N = U_qq.Us NS
b) Si fala) + fa(—a) > 0, alors NS()O‘) C H. Si fola) = —fa(—a) = k € A, alors
V(NGY) = {rag 1},
c) Ng(za) fize Q, i.e. Vn € N(a), il eziste S € Q fize point par point par v(n).

Démonstration. cf. [GRO8, lemma 3.3] O

4) Le groupe Wan = p(NZ¥™) = N3 /H est engendré par les réflexions r, , pour a € ®
et k € A tels que Q C M (o, k). 11 est contenu dans le fixateur Wq de © dans W. Il y a bien
str égalité si ) est réduit & un point spécial, mais aussi si 2 est une facette sphérique et si
A est discret. En effet dans ce dernier cas I'image de Wq dans WV fixe une facette vectorielle
sphérique et on est ramené au cas classique ot W est produit semi-direct d’un groupe de
Weyl fini par un groupe discret de translations; ce cas est traité dans [BT72), 7.1.10] et ne se
généralise pas si A est dense. D’aprés 11214 ci-dessous il ne se généralise pas non plus au cas
non classique (i.e. non sphérique).

4.4 Algébres et modules associés au filtre ()

1) Pour o € Aet A € K, on pose go,\ = 9oz @K et §a.0 = 8q, f(a)- De méme ho = hz® 0.
Par concavité de fq, il est clair que go = ho @ (Baca ga,0) est une sous—O—algebre de Lie
de g = g7z ® K.

On peut de méme considérer les complétions positive et négative : g5 = (Ba<o ga,0) D
bo © ([1aso 9a.0) et 84 = (Pa>00a,0) © bo © ([[aep Jan) si Q est un ensemble, sinon
/g\lgjz = Uoeq ag/ et /g\?) = Ugeq /g\?y

Ces algébres ne dépendent que de cl(Q). Par contre cl*(Q) ou cl#(2) pourraient étre
insuffisants pour les déterminer.

2) L’algebre enveloppante entiére Us est graduée par @ C X. On peut donc définir
Ug = @aeQ Uo o avec Up o = Usa @z Kjoa)- Cest une sous—O—bigebre graduée de
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Us k = Us @z K. Le terme de niveau 1 de la filtration induite par celle de Us g est O @ gq.
On peut avoir Ug # Uy (q)-
On peut considérer la complétion positive Z/A{S (resp. négative ﬁg) de Ugq pour le degré total

(resp. son opposé) ; c’est une sous-algébre de Z:{\% (resp. UR).

3) Soit A un poids dominant de Ts (i.e. A € X ). On a construit en Z.I4 une forme entiére
Lz(A\) du module intégrable L(\) de plus haut poids A. Tout poids de M = L(\) est de la
forme p = X — v avec v € QT. Pour p € X et r € A, on pose M, = Lz(\), ®z K, puis
Mo =M, o) et Mo = @ueX /]\\/_fﬂ,g; en particulier My o = K, (0)-va. Par concavité de
fa, il est clair que M est un sous—Up —module gradué de M ® K. On peut avoir Mg # My,

mais Mg ne dépend que de clpy)(£2) oit P(M) est 'ensemble des poids de M.

On peut considérer la complétion négative de Mg : ]\/4\6 = HueQ+ My_, 0 si Q est un
ensemble et Z\/I\S = Uqreq M\S, sinon. Il est clair que M\S est un sous—LA{S—module gradué de
Mo K.

Bien siir on construit aussi Mg et sa complétion positive ]\75 pour un module intégrable
M a plus bas poids A € —XT.

4.5 Groupes (pro-)unipotents associés au filtre ()

1) Soit ¥ C A" un ensemble clos de racines. On lui a associé une Z—bigebre U (V) (ZI312
et B.I). On peut donc définir U(¥)o = P o+ U(P)an (avec U(P)a0 = U(P)a @ Kjy(a));
c’est une sous—O—bigebre de Uq et de U(¥) ® K (plus précisément leur intersection).

2) Le plus simple pour associer a U (¥)q un sous-groupe de Uj*(K') semble étre de procéder
comme suit :

Si Q est un ensemble on considére la complétion U(V)g = [Toco+r U(W)a0; cest une
sous-algebre de ﬁg et de U (V) et elle contient [exp|Az pour z € gaz et A € K fola)- Le
monoide U (W) est I'intersection de u (¥)q ou ﬁg et de Ly?(K) (qui est un sous-groupe des
éléments inversibles de Ug (¥)). On sait que Uinverse d’un élément de UPH(K) est son image
par la co-inversion 7 et il est clair que u (U)q est stable par 7 (car 7 est graduée et stabilise
U(T)). Ainsi UG*(¥) est un sous-groupe de UF*(K). D’apres B2l est clair que UG () est
formé des produits [ [, [ezp]As.z pour Ay € K, (pas(x)) (il suffit de raisonner par récurrence
sur le degré total).

Si Q est un filtre, le groupe UG (W) est la réunion des U5*(¥) pour ' € Q, donc encore
I'intersection de F*(K) et de U(T)g = Ugrcq (V).

3) On sait que G et UF*(K) s’injectent dans &P (K) (B3h, et B13). On note donc
U™ (0) = GNUS*(V). On a aussi UY" (V) = Ut NUZ*(¥) puisque Ut = GNU™ (BI7).
Pour un filtre on a U5™ (V) = Ugreq US"(¥). Bien str UL™™ .= U (AY) contient Ug (et
U™ =U4"(A7) D Ugy).

4) Remarques : a) Le sous-groupe H = T(O) de T = T(K) stabilise les algebres et
modules construits en 4] ou ci-dessus. Ainsi H normalise U3 (¥) et US™ ().

b) Comme U(¥)q est une sous-algebre de Z;{\g et de Ux (), il est clair que les groupes
U5 (W) et US™ () stabilisent Z;{\g et gf, pour l'action adjointe de U (K) sur Z:{\%, cof B13.

c¢) Pour a € ® et ¥ = {a}, UG (¥) est le sous-groupe Uy, g de U, C G isomorphe a Ky, (o)
par x : 1 — exp(re,) (défini en I27).
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d) Si Q C Q, on a UG () D UG () et U™ (V) D UL (P). Si Q est la réunion d’'une
famille (€;);en de filtres, alors fq est le sup (pris dans INX) des fo, et U(¥)q = NienU(V)q,.
Ainsi UF*(¥) = Nien UG () et UG™ (V) = Nien UG (V).

e) Pour Q) = {O} C A, onalyg=Us®yO, U(\I/)Q = US(\I/) ®z O, Ugm(\I/) = ﬂ%a(()).

f) US4 (W) et US™ (W) ne dépendent que de cl(2) (cela pourrait étre faux pour cl*(£2) ou
c#(Q)).

5) Lemme. Soient ¥/ C W C A" des sous-ensembles clos de racines.

a) UG(W') (resp. US™ (V') est un sous-groupe de U5 (V) (resp. US™(¥)).

b) Si W\ U est également clos, alors on a des décompositions uniques UJ (V) =
Ume (W)U (0 \ O) et US™(W) = UE™(O).UL™ (0 \ ).

¢) Si W est un idéal de ¥, alors UL (V') (resp. UY" (W) est un sous-groupe distingué de
Ul (W) (resp. U™ (¥)) et on a un produit semi-direct si, de plus, W\ ¥ est clos.

d) Si a € At est une racine simple, on a UR = Uy x US(AT\ {a}) et U™t =
Uao X US"(AT\ {a}). Les groupes UT*(AT\ {a}) et US" (AT \ {a}) sont normalisés par
HUL.

Démonstration. Le a) est clair. Pour le b) et le ¢) on a des décompositions analogues dans
Up*(K) B3) et, par exemple, UF*(V') = U (K) N U, d’out les résultats par intersection
(puisque U{, est graduée). La premiére partie de d) résulte de c). On sait donc que LUZ* (AT \
{a}) et 4B (AT \ {a}) sont normalisés par H et Uy . Le méme raisonnement avec AT
remplacé par s,(A") = AT U{—a} \ {a} montre qu’ils sont aussi normalisés par U_, o, d’ou
la conclusion. O

6) On a vu en B3l que L[Zi\{a}(K) est normalisé par G =AY (K) = (T, Uy, U_,,). Cela
signifie en particulier que 4, X ﬂgﬁ\ (o} = 50(409). On peut donc ainsi définir dans &P™*
un groupe 4" (wA™) pour tout w € W7,

7) Dans toutes les notations précédentes un + (resp. un —) peut remplacer ¥ quand
U =A" (resp. ¥ = A7),

On considére aussi le groupe de Kac-Moody négativement maximal ™™ construit comme
BPMa en échangeant AT et A™. Plus généralement on peut changer p en n et 4+ en F dans
ce qui précéde pour obtenir des groupes similaires (avec des propriétés similaires) dans le cas
négatif.

Proposition 4.6. Soit Q) un filtre de parties de A. Il y a trois sous-groupes de G associés a
Q et indépendants du choiz de AT dans sa classe de W' — conjugaison.
1) Le groupe Uq (engendré par tous les Uy q) est égal a Uy, = Uy . Ug .N& = U3 .Uy .N&.
2) Le groupe UY™ (engendré par les groupes Ungr et Ug) est égal o US™ = U£m+.U§.N5.
3) Symétriquement le groupe U5™ (engendré par les groupes U5™™ et Uq) est égal a
Ugm™ = Uiy .Ug .N4.

4) On a :
\Ug NN = Ng W) US" NN = N4
iii)Uq N (N.UF) = NS.Us  iw)US" N(N.U') = NS.UE™
v)Uq NU* = UZ vi)UE" nU+ = U™

et symétriquement pour UL™.
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Démonstration. On refait la preuve de [GROS| prop. 3.4] en utilisant E515, 2313 et la remarque
5. 10 O

Remarques. a) Le groupe H normalise Ug, Ug, Uy, N&, UpmL usm=, ug™ et UG™.
Le groupe NZ" = HNE est contenu dans le fixateur Ng de Q. On note Py = HU,,
PE™ = HU{™ et PG™ = HUS™. Ces trois groupes vérifient les mémes décompositions que 1),
2) et 3) ci-dessus en remplagant N§ par N{)”m. On verra en 5142 que P5™ = P3™ quand Q
est un point spécial ou quand €2 est une facette sphérique et la valuation est discréte.

b) L’égalité US'{ = U£m+ est équivalente & US"™ = Uy, ; on verra en [5.713 qu’elle n’est pas
toujours satisfaite.

¢) On montre également au cours de la preuve de[L.Gque U£m+.U8m_ NG ouUs™™ .U£m+.N6
ne dépend pas du choix de A" dans sa classe de W —conjugaison.

d) Dans le cas classique des groupes réductifs, on a G = GP™* = G"™?, U;{+ = UEZL =
Uset = UF™ et Uy~ = Ug = UZ*™ = US™". De plus Uy, (= UH™ = UZ™) est le méme que
le groupe défini en [BT72l 6.4.2 et 6.4.9]. Le groupe P3"" est noté Py par Bruhat et Tits.

Proposition 4.7. Décomposition d’[wasawa

Supposons Q étroit, alors G = UTNUq.

Supposons de plus Q0 presque-ouvert, alors lapplication naturelle de v(N) = Wyp = N/H
sur UT\G/HUyq est bijective

Démonstration. Voir la preuve de [GROS8, prop. 3.6] ]

Remarques. 1) On a aussi G = U~ NUg et, de la méme fagon avec les groupes maximaux
GPMa = UMt NUq et G = U™~ NUg,.

2) Ainsi quand € est étroit, tout sous-groupe P de G contenant Ug peut s’écrire P =
(PNU*YN).Ug. Si de plus PNUTN = Uj.Np avec Uy = PNU' et Np = PN N on a
P =U}.Np.Ug et, si Np C No, P =U}.Ug, .Np cf EI0

4.8 Représentations des groupes associés a (2

1) Supposons que € est un ensemble. D’aprés[dH4b le groupe U, "ot stabilise Z;{\g et gp, pour
laction de U™ sur ﬁ;} Le groupe U™ stabilise Uk et gx pour I'action adjointe de G et U™ cf.
2114. Les deux actions coincident sur Ut ¢ GNU™+. Donc U™ = GNUST = UtnUg*+
(£313) stabilise U = Z;{\g NUKk et go = g5 N gk pour l'action adjointe de G.

De méme U™ stabilise Uq et go. Ainsi Uq et go sont stables par Uy, pour tout o €
et donc par Ug.

Finalement on sait que U et g sont stables par les groupes Ug, US™, US™ et H (qui
normalise les trois autres) ([ALHl4a et [LGh). Ce résultat est encore vrai si € est un filtre, car
alors tous ces objets sont réunion filtrante des objets correspondant a Q' € Q.

2) Soit M = Lyz(\) un Y —module a plus haut poids comme en [.413. Supposons dans un
premier temps que 2 est un ensemble. Comme Mg est un Z/Alg—module, le groupe Ug“”r C
(Z;{\g)* stabilise Mq pour I'action de GP™* ¢f. B71l Ce module Mg est en particulier stable par
Uper et les groupes U, Q pour a € ot

Comme MQ est un Z/IQ —module, le groupe U™ stabilise ]\/4\6, pour la représentation de
U™~ sur M}é (¢f. BI) qui induit sur U~ la méme action que G (B:El?)) Comme G stabilise

My, le groupe U™ = GNUG* =U- NUH*" stabilise Mo = Mg N MQ



Groupes de Kac-Moody sur un corps local, II Masures ordonnées 37

Ainsi le sous-module Mg de My est stable par I'action de U£m+ et Uy™ . Ce résultat est
encore vrai quand {2 est un filtre.

Le groupe Ugq est engendré par les U, o pour o € ® qui sont dans U£m+ ou UJ™™. Ainsi
Mg est stable par Ug,, Ug, Ug’lm et U5™. On sait aussi qu'il est stable par H.

3) Ces résultats sont encore vrais, mutatis mutandis, pour des modules a plus bas poids.

Définition 4.9. Si 2 est un ensemble, on considére le sous-groupe ﬁg de G formé des éléments
stabilisant Uq et Mg pour tout module M a plus haut ou plus bas poids (comme en £.413).
On note N = N N Pq.

D’aprés le groupe P contient Ug, Us, US™, US™ et H. D’aprés la remarque 72 il
est utile de déterminer P N UEN , voir [A.11]

On note P la réunion de A et de tous les ensembles de poids des modules M ci-dessus. Le
groupe Pq ne dépend que de clp(£2) (et non seulement de cl(2)).

4.10 Conjugaison par N

Soit n € N, on peut écrire n = ngt avec ng dans Ny = J(Z) (le groupe engendré par les
m(zq(£1)) qui fixe 0) of. E2A4, v’(n) =w e WV et t €T.

1) Pour M = Lg(\) un module a plus haut ou plus bas poids ou M = gx ou M = Uk,
pe Xetr € RyonanM,, = My, ,quu))- Considérons également I'action sur A : nD(u,r) =
noD(u,r + w(p(t))) = D(wp,r + w(u(t))). Donc r > fo(p) & Q C D(p,r) < v(n).Q C
D(wp,r + w(p(t) < r+w(ut) = fum.alwp) et ainsi fu)alwp) = folp) + w(p(t)).
Finalement nMq = M, n)q-

Ainsi ﬁy(n)_g = n]sgn_l; en particulier le fixateur ]/\\fg de ©Q dans N (pour l'action v)
normalise ﬁg On a vu en L34 que N{)”i" = HN§ C ]/\\fg

2) On a aussi nUomn_1 = Upa,r4w(u(t), donc nUgn~! = (n).0s n]\fgn_1 = fo(n).ﬂ et

NQ normalise les groupes Ug, Po, N et N{{”".

3) D’apres 1) on a Ad(n)Ua (V) = Uym)o(w¥) pour ¥ C A*. Pour n = m(zq(%1))
(a racine simple) et ¥, = AT N s,(A1T) = AT\ {a}, on peut passer aux complétés :
Ad(n).l;{\g(\lfa) = Z:I\S(n).ﬂ(\lfa). Donc nUZ (W, )n~t = U:Zg)ﬂ(\lfa); plus précisément pour
BEW,, x€gpzet A€ K, n.lexp]\z.n~! est une exponentielle tordue associée a N = A\B(t) €
K et Ad(ng).x € 0s.(3)z €t cela passe aux produits infinis.

D’aprés 2) et A6 on a nUS*(AT)n~™! = Uty o(WAT) st w = so. Ce résultat s'étend
alors au cas général pour w. Par intersection avec G, on a nUS™ (AT)n™! = U%z)_g(wA*).

~

D’apres L6l on a nU{"n~! = U” (":L)_Q et nUS™ 1 = Uy o- En particulier N normalise
UZ™ et UL™.,

Lemme 4.11. Si Q est un ensemble, PoNUTN = U£m+.j\7§2 et PoNU™N = Ugmf.ﬁg,
De plus Nq est le stabilisateur (dans N pour laction v sur A) du P—enclos clp(Q2) de Q, il
normalise Ug, U£m+, uym -

N.B. En particulier N > No D NZn.

Démonstration. On refait la preuve de [GROS| 3.10] car il y a quelques changements substan-
tiels.
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a) Soient n € N et u € U™ tels que un € P et w= v¥(n). Pour M = Mgq ou gq ou Uq,
g€ Py et w1 € X, on définit ,|g|, comme la restriction de g & M, suivie de la projection
sur M, (parallélement aux autres espaces de poids). Pour tout p € X, wu\un\ p = wuln|u et
n = @y wp|n|, (en un sens évident), donc n € Ng. Ainsi PaNUTN = (PoNU*).Ng. 1l reste
a déterminer N et PoN U™ (ainsi que Pon U-).

b) On a vu en 8 que UL™ € PoNU*. Inversement soit u € U™ stabilisant U et donc
Z:I\S. On peut écrire u =[] acA+ Uq avec les conventions suivantes : l'ordre des facteurs ug est
tel que la hauteur croit de droite a gauche et, pour @ € AT, u, = [exp|tarCal- - -[exp]tasCas
avec €q1, -+ ,€qs Une base de goz et les to; dans K (si a € & on a s = 1 et [exp] = exp).
Nous allons montrer que u € Uy, 9t et pour cela que, Yoo € AT, w(tai) > fola). Par récurrence

UmaJr

on peut supposer que c’est vrai pour u, & droite de ug, alors ces u, sont dans et

stabilisent LA{S’;, on peut donc les supposer égaux a 1. Donc u = (HB 7o )>ht(a ug).ua et ainsi
a‘u’0 = a‘ualo-

Choisissons un élément h € By (base de bhz) tel que a(h) = m # 0; quitte & changer
h en —h et donc a utiliser une autre base de Uz, on peut supposer m > 0. Par ailleurs

Ad([expltaieqi) = D2 th ad(e [Z]) et Ad(ugy) < Z > a pour terme de poids a l’expression
s h s h h s h+ alh
Zi:l taiad(eqq) ( n > = Zi:l tai(€ai < n >—< > Cai) = — Zi:l taieai(< () )‘

n n

< h >) =—>7, tmem(Z;‘;& ( " ) < a(h) >) et doit étre dans Uy, o. Comme les eq; ( Z >

n q n—yq
a(h)
n—g >) > fal(a)

pour 1 <i<setqg<n-—1. Pour n =m et ¢ =0 on obtient le résultat cherché w(ts;) > fa(a)
c¢) Reprenons les notations de LI0 : nM,,, = My, qwu@)) et nD(u,7) = D(wp,r +

w(p(t))). Donc n € Py si et seulement si, Vi € P, fo(u) + w(u(t)) = folwp) cest a dire

nD(p, fa(un)) = D(wp, fa(wp)); c’est équivalent au fait que n stabilise I’ensemble clp(€2).

Le groupe No normalise U, Upm+ U™ - - - car ces groupes ne dépendent que de clp(£2).

O

pour 1 <i < set g€ N font partie d'une base de Uz, on doit avoir w(ta; (

Exemples 4.12. 1) Soit = un point spécial de A et Q = {x}, alors clp(x) est une partie
bornée de {y € A | a(y) = a(z),YVa € ®} = cl(x), car tout ¢lément de X est combinaison
linéaire a coefficients dans Q* d’éléments de P. Donc N, = N, = N™ (car v¥(N™in) = W
¢f. E3). D’aprés B et EIT] on a P, = UR™T . N™in U = U™ U, N™in = pP™ — pnm,

2) Si de plus x = 0 est Porigine de A, on a go = gz ® O et My = My ® O pour tout
module & plus haut ou plus bas poids. Il est clair que ces modules sont stables par &(Q) (B
et BI4). Donc Py D &(O). On a H,Uy C &(O) par construction et aussi Ugst = Ut (0).
Comme UF"" = ¢met(0) B et EH2), on a UY™H = 4UH(K) Nymet(0).

On se demande si cette derniére intersection est égale a Ut (O) C ﬂ;(@) (resp. L[;;(O))
(voir [CBL5). Cela prouverait que Py = PY™ = Pi™ = &(0O) (resp. peut-étre G4(0)). Un
résultat analogue a été prouvé dans [GROS| 3.14] quand le corps résiduel de K contient C.
Mais il concerne le groupe minimal & & la Kumar avec sa structure de ind-groupe (sur C mais
étendue aux C—algebres). Il pourrait donc ne pas avoir de rapport avec le résultat cherché
ici, car ne donne une identification que pour les points rationnels sur C des groupes
maximaux ou minimaux. Le foncteur en groupes minimal & n’est pas forcément le meilleur
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choix sur tous les anneaux, un foncteur &4, comme en [[Gl1, peut étre plus adapté, voir 3)
ci-dessous.

D’apres BIT et L1, A5 (KMGT), on a toujours &(K)NU™H(K) = U (K) et ﬂ;(@) =
ﬂ;(K ) N G4(O) mais cela ne permet pas de répondre aux questions.
2 =2
-2 2
—h). L’algébre de Kac-Moody correspondante est g = sla(C) @c C|[t, 1], voir ZI2} Si on pose
§=ap+a €Q,onal; =N6 Af ={a; +nday+nd|ne N} et les espaces propres

n n
sont, pour n € Z, gnps = C (to _2n>, Oay4ns = C <8 t0> et gag+ns = C (t’g‘l 8)

Comme S est non libre on considére la masure essentielle et 'appartement A correspondant
du début de cette section : g et o forment donc une base de 'espace vectoriel réel V*.

a) La représentation naturelle 7 de gz sur Endz[t7t71}(Z[t,t_1]2) [I2) induit une identi-
fication de G = &(K) et SLy(K|t,t~!]) qui envoie UT = {UF(K) sur le groupe des matrices
de SLy(K[t]) qui sont triangulaires supérieures strictes modulo ¢. Le foncteur en groupe &4
de [LAL1 peut étre choisi tel que &4 (k) = SLy(k[t,t71]) pour tout anneau k. On sait que le

groupe U™ est produit libre des sous-groupes u®(K|t]) = (é Kl[t]> = (Ugy4ns(K) | n € N)

3) Cas de SLs : On considére le SGR S = (( ) Y =Zh,ap = —ap,af = —af =

et w010 = by ) = Waens(B) | m € ). f [T 3100); et on

1 0\ /1 ¢ 1 0\ (l-wt t \ (1 =! 1 0\ (/1 —=!
<w 1) (0 1> (—w 1> - (—w2t 1+wt> - (0 1 > (—w2t 1> (o 1 )
ol on note w un élément non nul de 'idéal maximal m de O (e.g. une uniformisante dans le
cas discret).

Cet élément g € G est dans Uy (d’aprés Iexpression de gauche) et dans U™ (expression
du milieu ou de droite) donc dans UJ . Cependant ’expression de droite montre que g n’est
pas dans Ugr *, puisqu’il y a unicité des décompositions dans le produit libre Ut. On a donc
une inclusion stricte : U (0) = U™ S Uy

b) La représentation naturelle © permet d’identifier GP™* = &P (K) a SLo(K((t)) ; voir
[Ku02l 13.2.8] pour un résultat voisin. Dans cette identification U™ (K) (resp. U™ (0))
devient le groupe des matrices de SLa(K[[t]]) (resp. SL2(O[[t]])) qui sont triangulaires supé-
rieures strictes modulo ¢ (I'ingrédient essentiel de la démonstration a été expliqué en [2.12)).
On s’est demandé en 2) si U™ = {me+(0) N UH(K) = 4" (0) N SLy(K[t,t71]) est égal
a U (0) (c’est impossible d’aprés a)) ou éventuellement & UL (0) = UT(K) N &4(0). Ce
dernier groupe est formé des matrices de SLs(O[t]) qui sont triangulaires supérieures strictes
modulo ¢, il est donc bien égal a UP™" = 4"+ (0) N &(K).

On a donc :

UHO) =TT SUF =UnUT CEO)NTUF C64(0)NUH =45,(0) =UF™".

En particulier " # (7. Mais en fait Uy = 64(0) et Ukt =uf = UL (0), car Uy est
le groupe engendré par les matrices élémentaires de SLy(O[t,t~1]) et on sait que celui-ci est
égal & SLy(O[t, t71]) = 6.4(0) [Chudd, th. 3.1][1

c¢) On considére Q = {0,z} C A avec z déterminé par §(z) = 0 et a1(z) = p € N. Alors
U5 est topologiquement engendré par u®(O[[t]]) et uf(wPtO[[t]]) dans SLs(K[[t]]). On en

déduit assez facilement que Ug" (resp. US™ ) est contenu dans (en fait égal a) I'ensemble

1. Merci a Leonid Vaserstein pour cette référence.



40 Guy Rousseau

des matrices (Z b) € SLy(O[[t]]) (resp. SLa(O[t])) telles que a =1, d =1 et ¢ = 0 modulo

d
wPt. De méme UH" est topologiquement engendré par u®(t*O[[t71]]) et u'(wPO[[t™1]])
dans SLo(K[[t™ ]]) donc UL (resp. Uy™™) est contenu dans (en fait égal a) I'ensemble des

Z) € SLy(O[[t7Y]]) (resp. SL2(O[t])) telles que a,d = 1 modulo w?t~!, b =0

modulo ¢~ et ¢ = 0 modulo w?. Ainsi U£m+ et Uy sont contenus dans le groupe Vo des

. a
martrices
c

matrices <Z 2) € SLy(O[t,t71]) telles que a,d = 1 et ¢ = 0 modulo w”. D’autre part (si

p>1) NQ est formé des matrices diagonales avec d~! = a = w.t” pour u € O* et n € Z. On
-1

voit facilement que, si p > 2, la matrice (1_732?: t2t 1 ;p_l t> est dans G mais pas dans

Va.Ng. Donc € ne satisfait & aucune des conditions (GF=) de ci-dessous (si p > 2).

4) On considére toujours 5'12 avec son appartement A d’espace vectoriel associé V et
a1, ag = 0 — aq base du dual V*. On suppose A = Z. Les murs ont alors pour équations
(£aq +nd)(x) +m = 0 avec n,m € Z et les coracines vérifient of = —ay. Le groupe de Weyl
(affine) associé est W = WY x Z.a . Le groupe de Weyl vectoriel W contient la transvection
o donnée par o(r) =z —§(x).ay . Si 'on considere la translation 7,v de vecteur oy, I'élément
Tay © 0 de W fixe tous les points de I'hyperplan affine d’équation d(z) = 1. Cependant le
point y tel que 6(y) = 1 et ai(y) = 3 n'est dans aucun mur. Ainsi W, = {1} alors que
W, est infini. Ce phénomene disparait si on considére un espace vectoriel V o oy et o sont
indépendants.

Définition 4.13. Soit {2 un sous-ensemble de A. On définit le groupe Py, comme I'intersection
des groupes Péﬁ ou ) est une partie non vide de Q, L/K une extension valuée et Pé,

est le groupe construit de maniére analogue a Po: dans &(L). (On sait que B(K) s’injecte
fonctoriellement dans &(L) cf. [LAl)

Si Q est un filtre de parties de A, on définit ]39 = Uqreq ]39/.

Si €2 est un point ou une facette de A, on dira que ﬁg est le "fixateur" de € voir ci-dessous

B et [B.712.

Propriétés. 1) On a une fonctorialité évidente en le corps des dlfferents groupes ou algebres
définis jusqu’en A0 (i.e. sauf P et PQ) En particulier le sous- groupe PQ de PQ contient les
groupes Pg , Py™, P et NQ. D’apres 10 pour n € N on a Py(n)Q = nPQn 1 Bien siir si
Qc Q. onaPqy>D Py.

2) Soient 2 un sous-ensemble de A et x un point de . Il existe une extension valuée
L/K telle que x soit un point spécial de A% (eg si w(L*) = R). D’aprés L1211 on a
N(L)n PL = ‘.T/t(\) donc N N Py = NQ = Ng. Cette relation est encore valable si €
est un filtre. Par contre, méme pour un ensemble, on ne sait pas si I'inclusion Ny cq P C PQ
est toujours une égalité.

3) Si 2 est un ensemble, Ungr.j\\[Q C PonUTN C Na.L. ﬁéﬁﬂiﬁ'(L)‘ﬁ(L) = Ngy 1 W7 (L )Nng, =
(Ney 2 YO (L)). (N 1. N&) = U™ N, d’aprés 1), 2) ci-dessus, BTl et I'unicité dans les dé-
compositions de [3.16 Donc ﬁQﬂU*‘N = U£m+.]/\\fg, ﬁQﬂU+ = U£m+ et ceci est encore valable
pour un filtre.

4) Si Q est étroit on a, d’apres (7] ﬁg = U£m+.NQ.UQ = U£m+.UQ.]VQ = U£m+.U§.]/\\fg =
U= .Ug .Ng. Ainsi Py = P5™.Ng = P3™.No.
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5) On ne va utiliser ﬁg que si ) est un point ou une facette et, dans ce cas, on ne définira
que plus tard (5.I4) le sous-groupe parahorique Py (avec PY™ = P4™ = Py C ﬁg)

Les propriétés des groupes 1335 sont résumées dans la proposition suivante. Il n’est pas
exclus que, pour tout z dans A, P, = U,.N, i.e. UP™ = U et U™~ = U, ¢f EI23b. En
(.73 on verra que ceci ne peut se généraliser a tout ensemble 2 a la place de x.

Proposition 4.14. Les groupes ﬁx associés aux points de A satisfont aux propriétés suivantes :
(P1) ﬁ%\ﬂ N = ]/\Zm (le fixateur de x dans N ).
(P2) nPun=' = P,
(P3) P, = UY™ Urm= N, = Urm= U™ N, avec UP™ = P,AUT et U™ = P,NU".

On a en fait (P3) P, = U™ .U, N, = UM~ .U} .N,

4.15 Comparaison avec les raisonnements de [GROS]|

La généralisation des résultats de [GRO§| (en particulier le lemme L)) & la caractéristique
résiduelle positive a nécessité, sans surprise, le remplacement de l’algébre de Lie gqo par
I’algébre "enveloppante" Uq.

Les raisonnements de [GROS8, sect. 3.7] sont compliqués, entachés d’une ou deux erreurs
(dont je suis responsable) et utilisent la symétrisabilité. C’était sans doute trop ambitieux de
définir & ce stade les groupes Py au lieu des groupes 139 On a pu simplifier et généraliser en
restreignant I’ambition et en utilisant des extensions de corps (comme suggéré par les travaux

de Cyril Charignon [Ch10] ou [Ch11l).

5 La masure affine ordonnée

Dans cette section on ne va utiliser que les propriétés (P1) a (P3) des groupes P, indiquées
dans la proposition .14l La mention qui sera faite des groupes Py plus généraux n’est pas
indispensable au raisonnement.

Définition 5.1. La masure . = (&, K) de ® sur K est le quotient de I'ensemble G x A
par la relation :

(g,2) ~ (h,y) < il existe n € N tel que y = v(n).x et g~'hn € P,.

Il est clair que ~ est une relation d’équivalence [BT72, 7.4.1].

L’application A — #, x + cl(1,x) est injective d’aprés (P1). Elle identifie A a son image
A(T) = A(T,K), Uappartement de T dans ..

L’action & gauche de G sur G x A induit une action de G sur .#. Les appartements de
& sont les g.A(T') pour g € G. L’action de N sur A(T) se fait via v; en particulier H fixe
(point par point) A(7T). Par construction le fixateur de z € A est G, = P, et, pour g € G on
ag:cEA@gGNﬁm.

Comme P, contient Uy, il est clair que, Va € ®, Vr € K, z4(r) fixe D(a,w(r)). Donc,
pour k € R, le groupe HU, j, fixe D(«, k).

5.2 Les groupes Gq

Pour € une partie de A, on note Go = Nyzcq ﬁx et pour  un filtre, G = Ugreq Gor. Le
groupe Gg est le fixateur de Q (pour I'action de G sur .# qui contient A).
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Par construction de ﬁg, on a Gq D Po (donc G D U£m+,U6m_) et GoN N = Ng =
PoNN.
D’aprés E5l4d et (P3) on a GoNUY = UE™ et GoNU~ = U™,

Lemme. Le sous-ensemble Q(Q C A) de G consistant en les g € G tels que gQ C A est
G(Q C A) = Ugleg(ﬂxegl pr)

Démonstration. g C A & 30 € Qg0 CA & IV € QVz e W, gr € A& 30 € Q,Vr €
YV, ge NP,. 0

Définition 5.3. On considére les conditions suivantes :
(GF+) Go = U™ .UZ™ Ng.
(GF-) Gq = UZ™.UE™ Nq,.
(TF) G(Q C A) = NGq.
On dit que Q a un fizateur transitif s'il satisfait (TF).
On dit que Q a un assez bon fizrateur s’il satisfait (TF) et (GF+) ou (GF—).
On dit que Q a un bon fizateur s'il satisfait (TF), (GF+) et (GF—).

D’aprés la remarque [L.6k, cette définition ne dépend pas du choix de A™ dans sa classe de
W?—conjugaison. La condition (GF+) ou (GF—) implique que G = Py #1311) ; le groupe
N permute les filtres satisfaisant (GF+), (GF—) ou (TF) et les fixateurs correspondants (cf.
EI311).

D’aprés (P3) et B un point a toujours un bon fixateur. Mais il existe des ensembles ne
vérifiant ni (GF+) ni (GF—), ¢f. E1213c.

Lemme 5.4. Soit Q) un filtre de parties de A. S1Q a un fizateur transitif, alors Gq est transitif
sur les appartements contenant 2.

Démonstration. C’est classique et dans [GROS| Rem. 4.2]. O

Conséquence. Alors Gg et tous ses sous-groupes normaux ne dépendent pas du choix de
I’appartement contenant €.

Proposition 5.5. 1) Supposons Q C Q' C cl(). Si Q dans A a un bon (ou assez bon)
fizateur, alors c’est également vrai pour Q' et Gg = ]/\\TQ.GQ/, N.Gq = N.Ggs. En particulier
tout appartement contenant 0 contient aussi son enclos cl(€).

Inversement si A = supp(Q)), le plus petit espace affine contenant Q, (ou si supp(Y) =
supp(£2), donc ]/\\[Q/ = ]/\\TQ), Q a un assez bon fizateur et ' a un bon fizxateur, alors Q a un
bon fizateur.

2) Si un filtre Q dans A est engendré par une famille F de filtres (i.e. S € Q < IF €
F,S € F) avec des bons (ou assez bons) fixateurs, alors Q a un bon (ou assez bon) fixateur
Ga = UFef Gr.

3) Supposons que le filtre Q0 dans A est la réunion d’une suite croissante (F;)ien (i.e.
SeQ«e S e F,Vi) de filtres avec de bons (ou assez bons) fizateurs et que, pour un certain
i, Uespace supp(F;) a un fizateur fini Wy dans v(N) = Wy, alors Q a un bon (ou assez bon)
fizateur Go = (;eny GF -

4)Soient Q et Q' deuz filtres dans A. Supposons que ' satisfait a (GF+) (resp. (GF+)
et (TF)) et qu’il existe un nombre fini de chambres vectorielles fermées positives CY,---, CU
telles que : 0 C Uiy, ' + CY. Alors QU Y satisfait a (GF+) (resp. (GF+) et (TF)) et
Gaouar = Ga NGy
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Démonstration. Voir [GRO8, prop. 4.3 O

Remarque 5.6. Dans 4) ci-dessus, les mémes résultats sont vrais si on change + en —.

Si € a un bon fixateur, Q C Uj—1,, &' + CP et © C Uj—1,, @' — C7, alors QU Q" a un bon
fixateur.

Si 2 satisfait & (GF—), € satisfait a (GF+), Q ou @ satisfait a (TF), Q C Uj—1,, ' +C?
et Q' C U=y Q— Cy, alors QU Q' a un bon fixateur.

5.7 Exemples de filtres avec de bons fixateurs

Pour les preuves manquantes ci-dessous, voir [GROS8| sect. 4.2].

1)Siz <youy < xzdans A i.e. siy—x € £T (cone de Tits), alors {z, y}, [z, y] et cl({z,y})
ont de bons fixateurs (Gl et (P3)). De plus, si  # y, |z,y] = [z,y] \ {z} a un bon fixateur et
le germe de segment [x,y) = germ,([x,y]) ou le germe d’intervalle |x,y) = germ,(]x,y]) est
dit préordonné et a un bon fixateur (5.52).

Six % Yy ou y % x dans A i.e. si y —x € £T° (intérieur du coéne de Tits), la demi-droite
6 d’origine = et contenant y est dite générique et a un bon fixateur. En effet § est réunion
croissante des segments [,z +n(y —x)] pour n € N et, si n > 0, ce segment a un fixateur fini
dans W (car y — x € £7°); on peut donc appliquer [1.513. De méme la droite contenant x et
y a aussi un bon fixateur.

2) Une facette locale F*(x, F?), une facette F(x, F’) ou une facette fermée F(z, FV)a
un bon fixateur. Ici et dans la suite F¥ désigne une facette vectorielle et C'¥ une chambre
vectorielle de V.

3) Un quartier ¢ = x + C" a un bon fixateur.

On notera que le fixateur du quartier ¢ = q; 400 = = + C’}’ est G = HUJ™ = HU§m+,
alors que HUS™ = HU,” = HU, ", car U3~ = {1} et ]/\\fq = H. On a vu en LI23 que U
peut étre plus petit que U C Ué’m+. On peut donc avoir ﬁq = Gy = HUJ™ # HUF™ =
HU, = HU} = U} N,

4) Un germe de quartier Q = germeso(x + C”) a un bon fixateur (.012). Le fixateur de
Qico = germeo(z + C}’) est HU car tout élément de U* est un produit fini d’éléments de
groupes U, pour o € ®*. Par contre U™t n’est pas la réunion des Ugm‘L pour £ € 9., on
n’a sans doute pas d’action de GP™¢ sur .Z.

5) L’appartement A lui-méme a un bon fixateur G, = H. Par définition le stabilisateur
de A est donc G(A C A) = N. Comme le corps K est infini, il résulte alors de [[L614 que les
appartements de . sont en bijection avec les sous-tores déployés maximaux de &.

6) Un mur M(a, k) a un bon fixateur : soit z € M(«, k) et & dans une cloison vectorielle
de Kera, alors M(«,k) est réunion croissante des cl({z — n&,x + n&}) dont le support
M (o, k) a un fixateur fini ({1,74}) dans Wy,, on conclut grace a 1) ci-dessus et [3l3.
Ce résultat s’étend au cas du support d’une facette sphérique. Le (bon) fixateur de M (a, k)
est Ua,k-Ufa,k-{L Ta,k}.H.

7) Un demi-appartement D(a, k) est 'enclos de deux quartiers dont des cloisons sont dans
M (a, k) et opposées, d’aprés 3) ci-dessus et 511, (014, il a un bon fixateur, qui est égal a
Ua-H.

o
8) Si w1 <y i.e. si xg —x1 € T°, alors cl(F(x1, FY), F(x2, Fy)) a un bon fixateur pour
toutes facettes vectorielles FY et Fy de signes quelconques : d’aprés 2) ci-dessus on peut
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appliquer la remarque aux facettes locales F(x1, FY) et F(x2, F¥), on conclut grace a
B.Aol1.

9) L’enclos cl(F(x, Fy), F(z,Fy)) a un bon fixateur dés que les facettes vectorielles F}
et F sont de signe opposés ou si I'une d’elles est sphérique. En effet le premier cas est clair
par 2) ci-dessus et la remarque Si la facette vectorielle F} est sphérique, elle est contenue
dans le cone de Tits ouvert 7° (ou —7°), il existe donc une chambre C” et un £ € F} tels
que, Vt > 0, CV contient t£ — V, pour un voisinage V; de 0 dans Fy. Alors F(z, FY)cax+C?
et F¥(x, FY) C F¥(x, FY) — C?. D’aprés 2) ci-dessus et la remarque 5.6 F*(z, FY) U F(x, FY)
a un bon fixateur et on conclut par B.51.

5.8 Intersection d’appartements
e < g7y

< g~ 'y) dans A ne dépend pas du choix de g d’aprés 5715, car N stabilise le cone

Soient A = ¢g.A(T) = ¢.A un appartement de .# et z,y € A, la relation g~
(resp. g ¢

o
de Tits et son intérieur; on note cette relation = < 4y (resp. x < 4 y).
Soient Aj, As deux appartements de & et z,y € A1 N Asg tels que x < 4,y. Alors < 4,y

(car {z,y} a un bon fixateur). On définit donc ainsi une relation < (et aussi % )sur & x I ;
on verra en [B.I7 que c’est un préordre. Il résulte de B5l1 que A; N Ag contient cl({z,y})
(calculé dans A; ou Ag) et en particulier le segment [z,y] (qui est le méme dans A; et As);
on dit qu'une intersection d’appartements est convere pour le préordre < .

5.9 Extension centrale finie du groupe

Contrairement aux conventions depuis 4.0, on va modifier le SGR.

Soit ¢ : & — & un morphisme de SGR libres qui est une extension centrale finie. On
abrégera s en &, G en &', B, en @, etc.

Alors Y est un sous-module de Y’ de méme rang, donc V = V' et, comme I = I’, on
ag =g, ® = ®. Le morphisme ¢ : & — &' est décrit en et [LI3] en particulier
G' =T .p(G), o~ (N') = N et le noyau de ¢ est dans T et méme dans H puisqu’il est fini.

Par construction (£2]) les appartements affines A et A’ sont identiques, les actions v et v/
de N et N’ sont compatibles et on a les mémes murs puisque pour o € ®, &, 01, = 1), €t
G, (M) C M. Les images v(N) = Wya =W x (Y @A) et V/(N') = Wyip =W x (Y @A)
sont en général différentes (L216), mais on a T = o H(T") et N’ = p(N)T".

Pour Q C A, les algébres de Lie go et gf, ont les mémes composantes de poids non nul,
cf. (ce n’est pas vrai en poids nul : si K est de caractéristique positive I'application de
hx dans b’ peut méme ne pas étre injective). Ainsi I'isomorphisme ¢ de U™*" sur U+
(EI93) induit un isomorphisme de UZ" sur UL et aussi de US™" sur U™, on identifie
ces groupes. On a les résultats symétriques pour U5™" et Ug M et Comme les actions de
N et N’ sur A sont compatlbles et Kerp C T, on a Ng = go_l(NQ) Pour z € A, on a donc
P, = U™t .Urm= N! = o(P,).N'. et ¢~ (P.) = P, car Kerp C H C Nj.

Les relations ci-dessus permettent facilement de montrer que I’application o x Id : G x A —
G’ x A passe au quotient en une bijection de la masure .# sur la masure .#’. Cette bijection
est compatible avec ¢ et les actions de G et G'; elle échange les facettes. Comme G’ = ¢(G)T”
et N = o 1(N’) les appartements de .# et .#’ sont les mémes. On identifie ces deux masures.
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Proposition 5.10. Soient p : S — S’ une extension centrale finie de SGR libres et Q un filtre
de parties de A. Alors 2 a un bon (ou assez bon) fizrateur Go pour G = Gg si et seulement si
il en a un G, pour G' = Ggr. Dans ce cas Gy, = p(Gq).Nf.

Démonstration. Comme les actions de G et G’ sur . sont compatibles, on a ¢~ 1(Gf) = Gq.

Supposons que Gy, est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). On a G, = U£m+.Ugmf.]/\\TS’),
donc Gg = ¢ 1(GY) = U£m+.Ugmf.go_1(]/\\fg’)) = U£m+.Ugmf.]/\\fg, d’ou (GF+) pour
et G. Soit @ € Q, G C A) = Npeawr NP, C o Y (Ngecy N'P) C o L(N'GY) =
e L (N".UZ™ U™ = o Y(N').UZ™.UE™ = N.Gg. Donc (TF) est satisfait par le filtre
et le groupe G.

Supposons que Gg est un (assez) bon fixateur (pour le signe +). Soit ¢ € G'(Q C A),
quitte & multiplier & gauche g'Apar un élément de 7" on peut supposer g € ¢(G). Donc il existe
' € Q tel que ' € (Myer N'PL)N(G) = ey (N'PLG(G)) = ey (N'Np(@) ol(Pr) =
Neeqr 9(N).p(Py) = o(Neer NP) = ¢(N.Gq) = ¢(N).UZ™ U™ ¢ N'GY,. Do (TF)
pour Q et G’.

Pour ¢’ € Gy, ce calcul montre que g’ € T .p(N).UZ".UY"" = N .Uz .US".
Mais Ua™, US™" sont dans Gy, donc ¢’ € (N’ N Gp). U™ .UE"" = ]/\?{).Ugmf.Ungr =
N&.@(GQ). D’ou (GF+) pour Q et G’, plus la derniére assertion de I’énoncé. O

5.11 Passage au simplement connexe

1) D’aprés [L3lon a une suite d’extensions commutatives de SGR S4 — S! < 8% — S qui
sont successivement centrale torique, semi-directe et centrale finie. On note G4, G, G*, G les
groupes correspondants et ¥ le composé des morphismes G4 — G' — G — G.

D’aprés 5.9, G° et G ont la méme masure .#. Par contre Sy et S ne sont en général pas
libres, on considére les actions de G* et G! sur .# via leurs morphismes dans G.

2) Ona G = ¢(G4).T (C83) ; on en déduit aussitot que le groupe simplement connexe G4
permute transitivement les appartements de .#. Le stabilisateur de A dans G4 est le groupe
Y~ (N) = N4 = Ng, ([LI0) et, d’aprés la construction de @2, v(N4) = W = WU x (QV®A).
Ainsi tout appartement de .# est muni d’une unique structure d’appartement de type A telle
que G4 induise des isomorphismes d’appartements (au sens de [RI1] 1.13]).

3) Dans [RI1I) 6.1 et 6.2] on se place dans le cas S = S* (libre) et le groupe G7 qui y est
défini est égal a G1.H = (G4).H.

5.12 Paires conviviales

1) On dit qu’une paire (F1, Fy) formée de deux filtres de parties de .# est conviviale s'il
existe un appartement contenant ces deux filtres et si deux appartements A, A’ contenant
Fy, F, sont isomorphes par un isomorphisme fixant l'enclos de F} et Fy (calculé dans A ou
A,

On ne considérera ici que des paires G—conviviales, i.e. telles que les isomorphismes
d’appartements soient induits par des éléments de G. Une paire (F, F,) est donc G—conviviale
dés que Q = F; U F est contenu dans un appartement et y a un assez bon fixateur (car G =
Ungr.Ugm*.]/\\fg et U£m+, o C ¥(G4) induisent des isomorphismes d’appartements).

2) Lemme. Soient Fy, Fy deuz filtres de parties de A.
Supposons G = G, .N.Gg,, alors pour tous g1,92 € G, q1F1 et g2F» sont contenus dans
un méme appartement.
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St G = Grp, .N.Gg, ou si F1 ou Fy a un fizateur transitif, alors Fy et Fy sont conjugués
par G si et seulement si ils le sont par N.

Démonstration. Les conséquences de G = G, .N.Gp, sont classiques, cf. e.g. [R06, 3.6 et 3.7].
La derniére assertion résulte de [5.4] et [B.715. O

3) Il résulte donc de la décomposition d’Iwasawa 7 et de 714 qu’un filtre étroit dans un
appartement et un germe de quartier sont toujours dans un méme appartement. D’aprés [5.7]
et B84 une facette (ou un germe de segment, un germe d’intervalle, une facette locale, une
facette fermée) et un germe de quartier forment une paire G—conviviale.

4) Par convexité ordonnée un appartement contenant un point = et un germe de quartier
Q = germs(y+ Cv), contient le quartier ¢ = x4+ C"? et son enclos donc son adhérence +C".
On en déduit qu’une facette F'(x, F'V) et un filtre étroit F' contenant x sont toujours dans un
méme appartement. Ainsi, d’aprés [5.719, deux facettes F(x, FY) et F(x, Fy) en le méme point
forment une paire G—conviviale dés que F} et F3 sont de signes opposés ou si l'une d’elles
est sphérique.

5) Soient C' = F(x,C") une chambre de A et M (a, k) 'un de ses murs (avec C' C D(a, k)).
Alors Uy, = Uy, ¢ agit transitivement sur les chambres C' # C' adjacentes a C' le long de
M (e, k) ; en particulier n’importe laquelle de ces chambres C” est dans un méme appartement
que le demi-appartement D(«, k), c¢f. [GROS, 4.3.4]. De plus C” et D(«, k) forment une paire
conviviale : si ¢ C A, C" U D(a, k) a un bon fixateur H.U, p+ (EZ7).

6) On a vu en [GROS, 6.10] que deux points de la masure .# ne sont pas toujours contenus
dans un méme appartement. C’est pour cette raison que 'on a abandonné le nom d’immeuble
pour .4 ; une définition abstraite des masures affines n’est pas possible dans des termes
approchant ceux de [R08], d’ou la définition de [R11] inspirée de [T86]. On reproduit ci-dessous
cette définition dans une formulation utilisant la notion de paire conviviale.

Une paire de points ou une paire de facettes de .# n’est pas toujours conviviale. De plus
dans I'exemple EI1213c de SLo, on a trouvé deux points de A dont le fixateur n’est pas assez
bon. Par contre il est peut-étre possible que le fixateur de deux points de A soit toujours
transitif (donc quune paire de points d’'un méme appartement soit toujours conviviale).

Définition 5.13. Une masure affine de type A est un ensemble Z muni d’un recouvrement
par un ensemble A de sous-ensembles appelés appartements tel que :

(MA1) Tout A € A est muni d’'une structure d’appartement de type A (au sens de [RI11
1.13] i.e. est "isomorphe" a A).

(MAZ2) Si F est un point, un germe d’intervalle préordonné, une demi-droite générique ou
une cheminée solide d’un appartement A, alors (F, F') est une paire conviviale.

(MA3+4) Si R est un germe de cheminée évasée, si F' est une facette ou un germe de
cheminée solide, alors (R, F') est une paire conviviale.

(La notion de cheminée, utilisée ci-dessus, ne sera définie qu’en [5.1511.)
La masure affine 7 est dite ordonnée si elle vérifie 'axiome supplémentaire suivant :
(MAO) Soient x,y deux points de Z et A, A’ deux appartements les contenant; si x < y
(dans A), alors les segments [x,y]4 et [z, y]a définis par x et y dans A et A’ sont égaux.
La masure affine 7 est dite épaisse si toute cloison de Z est dans I’adhérence d’au moins
trois chambres.
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5.14 Sous-groupes parahoriques et types de facettes

1) Si © C A a un assez bon fixateur, on a Gg = (¢(G4) N GQ)]VQ, puisque U£m+, a
... ne dépendent pas du SGR a extension commutative prés. En particulier le fixateur Gé de Q
dans G4 agit transitivement sur les appartements de .# contenant 2. On note Psc = ¢(GS)H .
Ainsi G = ﬁg = ﬁff]/\\fg Le groupe ]/\\750 = Nﬂﬁff = ]/\\fgﬂﬁff a pour image via v le fixateur
Waq de @ dans W. On a aussi Psc = Pgm']’\}sc = Pgm.]/\\fff.

Il est clair que les facettes ' = F(x, F'") et F = F(x, FV) ont le méme fixateur dans W,
donc Pp° = P

2) Quand Wg = W5 on note P = ﬁff (qui est alors aussi égal a PY™ et P3™). Cela se
produit si €2 est réduit & un point spécial ou si €2 est une facette sphérique et si la valuation est
discrete (d’aprés 314) ; c’est a priori rare en dehors de ces deux cas d’aprés [BT72] 7.1.10.2]
et L1214.

Pour généraliser la définition de [BT72] 1.5.1], on définit un sous-groupe parahorique comme
le groupe Pr = P associé a une facette sphérique I’ ou F. On parle de sous-groupe d’Iwahori
si ' ou F' est une chambre.

3) Le type global affine d'un filtre de .# qui a un assez bon fixateur (en particulier une
facette) est son orbite sous G*. Dans un appartement A de .# deux filtres (assez bien fixés) ont
méme type si et seulement si ils sont conjugués par le groupe de Weyl Wy de A (cf. le 1), 51212
et 1T12). Pour les facettes (ou les filtres étroits assez bien fixés) la relation "avoir le méme type
global affine" est la relation engendrée par transitivité a partir des relations précédentes dans
les appartements. En effet, étant données deux facettes F}, F5 il existe toujours un quartier
q et des appartements Aj, Ay contenant q et respectivement Fy, Fy (cf. BI23); de plus q
contient forcément un Wy, —conjugué de Fj.

Le type global affine d’une facette coincide donc avec le type habituel dans le cas d’un
immeuble affine discret. Mais en valuation dense et si on suppose A essentiel, le type global
affine d'une facette locale F*(x, F) est la donnée de I'orbite W.x de z et de l'orbite de F*
sous W, (c’est a dire du type (vectoriel) de F” si x est spécial).

5.15 Cheminées

1) Une cheminée dans A est associée a une facette F' = F(z,Fj) (sa base) et une
facette vectorielle F (sa direction), c’est le filtre v(F, F¥) = cl(F + F*) = cl(F + F?) =
A(F'(z, FY)+ F) D F+F".

La cheminée tv(F, FV) est dite évasée si F' est sphérique, son signe est alors celui de
F?. Cette cheminée est dite solide (resp. pleine) si la direction de tout sous-espace affine la
contenant a un fixateur fini dans W (resp. est V). Une cheminée évasée est solide. L’enclos
d’un quartier est une cheminée pleine.

Si Fy = F" la cheminée v(F(z, FV), F’) est I'enclos de la face de quartier = + F"; cette
face est dite sphérique si F'Y est sphérique..

Un raccourci de la cheminée t(F, F'V) est défini par un élément £ € F’, c’est la cheminée
c(F + &+ FY). Le germe de la cheminée v(F, F’) est le filtre R(F, FV) = germoo(v(F, FV))
formé des parties de A contenant un de ses raccourcis.

Si FY est la facette vectorielle minimale, on a v(F, FV) = R(F, F") = F.

2) A la facette vectorielle F¥ est associé un sous-groupe parabolique P(F?) de G avec une
décomposition de Levi P(FV) = M(F") x U(F"). Le groupe M (F") est engendré par T et les
Uy pour a € @ et a(FV) =0, ¢f. [R11 6.4] ou [Re02] 6.2].
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Si F¥ = FY(J) ={v € U; | aj(v) = 0,Vj € J} pour J C I (cf. &), le groupe M (F")
est clairement un quotient du groupe de Kac-Moody minimal &g ;) (K) = G(J) (notations de
BI0). D’apres la remarque et on a en fait égalité : M(FV) = G(J). Ce groupe G(J)
induit sur A une structure d’appartement A(.J) dont les murs sont les M (a, k) pour a € A(J)
et k€ A.

L’enclos correspondant clj(F') de la facette F' est une facette fermée de A(J), on note
M (F, F") son fixateur dans M (F"V) = G(J). Cette construction se réalise aussi si F'V est une
autre facette vectorielle ou si F' est réduit & un point F' = {z} (ou F = F(z, F")).

Le sous-groupe "parahorique" de G associé a t est le produit semi-direct PF(r) =
M(F,F")x U(F"). Il ne dépend en fait que du germe R(F, F'V), on le note donc aussi P#(fR).

Les résultats suivants se démontrent comme dans [R11] § 6].

3) Proposition. Le groupe P*(R) fize (point par point) le germe de cheminée fR.

4) Proposition. Soient Ry et Ry deuzr germes de cheminées de A avec Ry évasé, alors
G = P*(R1).N.P*(R,).

5) Proposition. Une cheminée solide et son germe ont de bons fixateurs. Il en est de méme
pour une face de quartier sphérique x + FV et son germe (a4 linfini); le fizateur (point par
point) de germoo(x + FV) est M (z, FV).U(F").

6) Proposition. Soient Ry un germe de cheminée évasée et Ry un germe de cheminée
solide ou une facette dans A, alors R1 URs a un assez bon fixateur (et méme un bon fixateur
st Ry est évasé).

7) Remarque. On obtient donc de nouvelles paires G—conviviales dans . : un germe
de cheminée évasée et un germe de cheminée solide ou un germe de cheminée évasée et une
facette. Cela permet en particulier de définir des rétractions de .# sur un appartement A avec
pour centre un germe de cheminée évasée pleine de A (par exemple un germe de quartier)

IRIT 2.6].

Théoréme 5.16. La masure affine & construite en[51 est une masure affine ordonnée épaisse
au sens de [R11] oulZI3 Elle est semi-discrete si la valuation w de K est discréte.

Démonstration. L’axiome (MA1) résulte de BIT12 et (MA2) résulte de ce que I'on a vu en [5.7]
ou [B.I515 : les filtres impliqués dans (MA2) ont de bons fixateurs. Enfin (MA3+4) résulte de
[EI517. Les derniéres assertions se montrent comme dans [R11, 6.11]. On notera cependant que
I’épaisseur d’une cloison est le cardinal du corps résiduel de K et donc peut étre finie dans
notre cas, plus général que celui de [GROS]. O

Remarques 5.17. 1) La masure .# a donc toutes les propriétés démontrées dans [R11], un
certain nombre d’entre elles ont déja été prouvées ci-dessus. On obtient cependant au moins

deux propriété intéressantes supplémentaires : les relations < et % de sont des préordres
(elles sont transitives) et les résidus en chaque point de .# ont une structure d’immeubles
jumelés.

2) On notera les propriétés de I'action du groupe G : il est transitif sur les appartements
et tous les isomorphismes entre appartements dont l'existence est exigée par les axiomes
de [RI11] ou I3 sont induits par des éléments de G. On peut dire que l'action de G est
fortement transitive. Dans le cas classique d’une action de groupe sur un immeuble affine
discret, cette notion de forte transitivité entraine clairement la notion classique (et lui est sans
doute équivalente).
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Proposition 5.18. Les immeubles jumelés a linfini associés a la masure & en [R11, § 3/
s’identifient (avec leurs appartements et leur action de G) aux immeubles jumelés de G définis
par J. Tits (ILA.5).

L’immeuble microaffine positif (resp. négatif) a Uinfini associé a la masure & en [R11, §
4] s’identifie (avec ses appartements et son action de G) a limmeuble microaffine de [RO6)]
(dans sa réalisation de Satake) associé a G et a la valuation w de K (resp. l’analogue obtenu
en changeant le cone de Tits en son opposé).

Remarque. Cyril Charignon construit directement dans [Ch10] un objet immobilier conte-
nant %, les immeubles microaffines ci-dessus et d’autres masures affines associées aux sous-
groupes paraboliques non sphériques de G. C’est la généralisation au cas Kac-Moody de la
compactification de Satake (ou compactification polyédrique) des immeubles de Bruhat-Tits.
Cette derniére a été construite abstraitement (sans l’aide d’un groupe) dans [ChOS].

Démonstration. On identifie facilement ’appartement canonique (et son action de N) d’un
immeuble de [RII] avec celui qui doit lui correspondre, c¢f. [R11] 3.3.3 et 4.4]. Il reste donc a
identifier les fixateurs de points de ces appartements.

Le fixateur de la facette vectorielle (sphérique) F¥ dans 'immeuble de [[65 est le sous-
groupe parabolique P(F") engendré par T et les U, pour a(F?) > 0. Il est clair qu'un
élément de chacun de ces groupes transforme une face de quartier de A de direction F¥ en
une face paralléle (dans .#). Ainsi P(F"V) fixe la classe de parallélisme des faces de quartier
correspondant & F'.

Un point de 'appartement A® de 'immeuble de [R06] est de la forme x* = (F",y) avec F"
une facette vectorielle sphérique positive de V', (FV) I'espace vectoriel engendré et y € V/(F")
[l.c.,4.2]. On lui associe le germe (& I'infini) de la face de quartier y+F" pour y € y. Le fixateur
de x® est engendré par U(F"V), le groupe M (z, F') et le sous-groupe de T induisant dans A
des translations de vecteur dans (F") [Lc. , 4.2.3]. Les deux premiers groupes engendrent le
fixateur point par point du germe de la face de quartier y + F (5.I815) et le troisiéme groupe
stabilise évidemment ce germe.

Ces inclusions entre les fixateurs de points permettent de définir des applications surjectives
et G—équivariantes des immeubles de [LG5 ou [ROG] vers les immeubles correspondants de
[R11]. Mais un point x et son transformé gz sont toujours dans un méme appartement et les
applications ci-dessus sont injectives sur les appartements. Les inclusions entre fixateurs sont
donc des égalités et on a bien les identifications d’immeubles annoncées. U

5.19 Immeubles et groupe de Kac-Moody maximal

Le groupe GP™® n’agit pas sur la masure affine .#. Par contre, d’aprés B8 il agit sur
I'immeuble vectoriel .77 .

Le groupe G agit sur 'immeuble microaffine positif .#}'* de [R06), § 4] (dans sa réalisation de
Satake) qui est réunion disjointe d’immeubles indexés par les facettes sphériques positives. Plus
précisément, & une telle facette F'¥ on associe 'immeuble de Bruhat-Tits (non étendu) & (F")
du groupe réductif M (FV) sur K. Le groupe U(F") agit trivialement sur .# (F") et G permute
les .7 (F") selon son action sur .#} : Un germe de cheminée ou de face de quartier | = R(F, F")
correspond & une facette ou un point R, de Z(F?). Le fixateur (point par point) de cette
facette ou ce point Moy pour Paction de G sur IV est ZM(FV).M(F,F").U(F") avec les
notations de 1012 et ZM (F") le centre de M (F"?). Ce fixateur de R, est donc plus grand
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que PH(R) qui est le fixateur (point par point) de R (BI03) et (par définition) le fizateur
strict de Rso.

Le fixateur de la facette sphérique positive F'¥ pour 'action de GP™? sur .7} est PP (FV) =
M(F?) x U™ (F?) (cf. et BI8). On peut donc prolonger 'action de G sur #1* en une
action de GP™* :

PPMa(FY) agit sur S (FV) via M(FY) i.e. U™ (F?) agit trivialement. Le fixateur dans
GP™ de Ry comme ci-dessus est ZM (FV).M(F, FV).U™*" (F"); il contient le groupe Phq(R)
= M(F,F").U™"(F") que I'on appelle encore fixateur strict de R, pour 'action de GP™*
(meéme si ce n’est pas justifié par une action sur .# qui contient le filtre R).

Pour deux germes de cheminées évasées positives Ry et Ro, la démonstration dans [R11,
6.7] de la proposition BI04 se généralise : GP" = Phoa(R1).N.Phna(R2).

N.B. Dans [R06 4.2.1] on peut modifier le quotient en envoyant F" x Y sur Y par la seconde
projection. On obtient une réalisation géométrique . fs, de Satake au sens fort, de 'immeuble
microaffine, sur laquelle G et GP™® agissent. Alors le fixateur strict P*(R) (resp. Phma(R))
est le fixateur de R C Y C ffs pour l'action de G (resp. GP™®).

6 Appendice : Comparaison et simplicité

Pour la construction des masures nous avons plongé le groupe de Kac-Moody &g dans le
groupe de Kac-Moody maximal a la Mathieu Qigma. Plagons nous sur un corps quelconque k et
notons G = &g(k), GP™* = &L (k), etc. Alors GP™* apparait comme le complété de G pour
une certaine filtration. D’autres groupes maximaux ont été définis par Rémy et Ronan [ReR06]
ou Carbone et Garland [CG03| a laide d’autres filtrations, on va essayer de les comparer en
tirant parti des résultats des sections 2 et [Bl

Par ailleurs Moody, dans un preprint non publi¢ [Mo82], a démontré la simplicité d’un
groupe analogue & GP™ en caractéristique 0. La encore on va utiliser les sections 2] et [3] pour
montrer dans certains cas la simplicité d’un sous-quotient de GP™* (théoréme [6.19)).

6.1 Le groupe complété & la Rémy-Ronan

1) Ce groupe G'" est 'adhérence de 'image de G dans le groupe des automorphismes de
son immeuble positif .#} [ReR06]. 11 contient donc le quotient de G par le noyau Z'(G) =
Ngea gB*tg~! de l'action de G sur cet immeuble. Ce groupe Z’(G) est en fait le centre de G :
Z'(G)=Z(G)={teT|a;(t)=1,Vie I} ([LA5 et [ReR0OG, lemma 1B1]).

On va s’intéresser plutdt a une variante de G définie par Caprace et Rémy [CaR09, 1.2].
Ce groupe G" contient G et le groupe G en est un quotient.

2) Pour r € N, soit D(r) (resp. C(r)) la réunion des chambres fermées de I'immeuble .7}
(resp. de son appartement standard AY) qui sont a distance numeérique < r de la chambre
fondamentale Cp. Les fixateurs U;(r) et U(:’J(T) de D(r) et C(r) dans UT = T (k) forment

deux filtrations de U™T qui sont exhaustives (UE)L(O) =U, 85(0) = U™) et séparées (le systéme de
Tits (G, BT, N, S) est saturé i.e. le fixateur de AV dans G est T [R06, 1.9] et TNUT = {1} :
[C6l5). De plus Ug(r) est le plus grand sous-groupe distingué de U™ contenu dans U (er(r)'

Les deux filtrations sont en fait trés liées car, d’aprés [CaR09, 2.1], il existe une fonction
croissante r : N — N tendant vers l'infini telle que, pour o € ®*, U, C U&R) = U, C

+
Ubir(ry):
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3) On définit de la méme maniére des fixateurs Uggf; et Ugl(?:)k, pour 'action de U™** sur

"V (BI8). Les filtrations correspondantes de U™" sont plus différentes : l'intersection des

U 81(‘71:; contient les groupes U (k) pour a € A (le systéme de Tits (GP™®, B+, N, S) est

rarement saturé) et celle des Ugbgf; est souvent triviale (cf. [G.0]).

4) Le groupe U™ est le complété de U™ pour sa filtration par les Uf)L(r

le groupe G" est le complété de G pour sa filtration (non exhaustive) par les Ul";(r) ; il est

) Plus généralement

muni de la topologie correspondante. En particulier U™ est ouvert dans G'".

Le groupe G"" est le séparé-complété de G pour la filtration par les fixateurs Gp(,y C BT.
C’est un quotient de G" par un sous-groupe Z'(G°") contenant Z(G) (c¢f. 1) ); il contient
U™ . Si le corps k est fini, Z'(G“") = Z(G) [CaR09, prop.1].

6.2 Le groupe complété a la Carbone-Garland

Soit A € X un poids dominant régulier (i.e. A(oy) > 0, Vi € I). On considére la
représentation 7y de G ou GP™® (de plus haut poids \) dans V* = Lz(\) ® k& @11). Le
groupe G défini par Carbone et Garland [CG03] est le séparé-complété de G pour la filtration
définie par les fixateurs de parties finies de V?, i.e. par les fixateurs de sous-espaces vectoriels
de dimension finie de V*. Pour n € N soit V(n) la somme des sous-espaces de V* de poids
A —aavec o € QT et deg(a) < n. Ainsi G99 est le séparé-complété de G pour la filtration
définie par les fixateurs Gy (,,) de V(n).

Cette filtration n’est pas séparée : N, Gy (,) = Kermy. Si vy est un vecteur de plus haut
poids et si g € Kermy, il fixe vy et 5;(vy) Vi € I, donc est de la forme g = tu avec t € T,
uw e UT et AM(t) = 5;(A)(t) = 1. Mais 5;(A) = A — Ao ) et M) # 0, donc A\(t) = a;(t) =1
Viel:te Z(G)NKer(\) ([CO5). Inversement Z(G)NKer(\) agit trivialement sur V*, donc
Kermy = (Z(G)NKer(\)).(UTN Kerry). On verra plus loin que UTN Kerry, = {1} ([@314).

Si I'on veut une filtration séparée et donc plonger G dans son complété, on modifie la
construction en faisant agir G sur la somme directe VM @ --- @ V> ot Ay, --- , A\, engendrent
X ; on note alors V(n) la somme des V' (n) correspondant aux différents facteurs. Le complété
de Carbone-Garland modifié G“9" ainsi obtenu est donc défini par une filtration contenue
dans U™, celle des U;(n) = Ut NGy

Pour comparer G et G’" on va comparer cette filtration sur U™ avec celle des Ug(r).

On note U le séparé complété de U™ pour la filtration par les U‘J/F(n).

6.3 Comparaison

1) D’apresB2 B3let B4l U™ est complet pour la filtration par les sous-groupes distingués
Uyt = Ugf, (k) o ¥(n) = {o € AT | deg(ar) = n}. On note U" T'adhérence de U+ dans
U™ pour la topologie associée; c’est aussi le complété de UT pour la filtration par les
Ur=utnumet,

2) Pouri € I et € AT\ {a;}, on a s;(a) € AT et deg(si(a)) < (1+ M)deg(ar), ou M est
le maximum des valeurs absolues de coefficients non diagonaux de la matrice de Kac-Moody
A. Ainsi U™OT - C 5 (UMet) c U™ et 5; est un automorphisme du groupe topologique

n(14M) n/(1+M)
U (an ()
3) Dés que deg(a) > (1 + M)% on a deg(si,. -+ .si,(a)) > (Cllig]%)d pour toute suite

i1,--- ,ig € I. On en déduit que, pour n > (1 4+ M)?, U™+ est dans le conjugué de U™+
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par s;,.--- .s;, et donc U"*" fixe C'(d) pour l'action de GP™* sur #7. On a U C Ugl(‘fi'; et

méme Ut C Ugb&j;, car UM est distingué dans U™, En particulier U, C Ug( 2 CU 85( a0

4) Vue la forme de l'action de U™t C Z:l\,j sur VA, on a UMY C U(/n(‘;:)r. Par ailleurs,
pour b € B™*t et iy, ,ig € I, le fixateur de b.s;,.- -+ .s;,(vy) dans U™*F est dans U™+ N
bsiysig pmat - cest & dire dans le fixateur (dans U™F) de b.sy,. - -+ .8;,(Cp). Comme en 2)
ci-dessus on montre que le poids de s;,.--- .5;,(v)) est A — v avec deg(a) < %’((1 +M)4—1)
si M' = Max{\(«)) | i € I}. Donc, si u € U(/n(‘;:)r avec n > %(1 + M)?, u fixe toutes les
chambres de la forme b.s;,.- - .s;,(Cp), c’est a dire les chambres de D(d).

Ainsi UMY € U{/”(‘i;)F - UE&”)L et Ut C U;(n) - Ul";(d) pour n > 4(1+ M)? Comme

- +

la filtration par les U D(d)
Utn Kermy = {1}.

5) De ces comparaisons de filtrations on déduit des homomorphismes continus :

est séparée, il en est de méme de celle par les U‘J/F(n) ; en particulier

¢: [Tt . yes+ P e+ . Le probléme de la comparaison des groupes U™t U9 et

U™t se traduit donc en deux questions : A-t'on Umat =T 7 (voir [6.10] et [6.11)
¢, v et p sont-ils des isomorphismes de groupes topologiques?  (voir a[6.9])

Si k est un corps fini, U™ et donc U sont compacts. Comme Ut et U™ sont
séparés, les homomorphismes ¢, v et p sont surjectifs, fermés et ouverts. Ce sont donc des
isomorphismes de groupes topologiques si et seulement si ils sont injectifs.

6) Remarques a) La filtration (U™%"),cy de U™ permet de définir une métrique
invariante a gauche sur GP™* pour laquelle GP™* est complet et dont les boules ouvertes
sont les gU™* . D’aprés la décomposition de Bruhat, le fait que U™ < B™%F et la relation
de 2) impliquant les s;, cette métrique est équivalente a celle, invariante & droite, dont les
boules ouvertes sont les U™t g. Ainsi GP™® est un groupe topologique, dans lequel U™ est
ouvert. L’adhérence G de G dans GP™? est le séparé-complété de G pour la filtration induite.

b) Comme G, G9™ et G sont des séparés-complétés pour les filtrations dans U™ de 4) ci-

dessus, les homomorphismes de 5) ci-dessus se prolongent en ¢ : G 2o gegm 2 cerr .

Par définition Ker¢ = U N Z'(GP™) ot Z'(GP™) = Nyegrma gB™ g1 est le noyau de
l'action de GP™* sur I'immeuble .#7.

c) Le groupe Z(G) s’envoie trivialement dans G"". D’aprés les calculs de on a donc un
homomorphisme continu G¢9* — G'". Celui-ci est surjectif, fermé et ouvert si le corps est fini

(résultat de U. Baumgartner et B. Rémy cf. [CEROS, Th. 2.6]).

Proposition 6.4. Les centres Z(G), Z(GP™) ainsi que Z'(GP™) = Ngegema gB™ g1
vérifient Z(G) C Z(GP™) C Z'(GP™) et Z'(GP™) = Z(G).(Z'(GP™ ) n U™, Z(GP™) =
Z(@).(Z(GPme)y n U™ ). De plus Z'(GP™) N U™ est distingué dans GP™°.

Démonstration. Comme Z(G) centralise U™ il est contenu dans Z(GP™®). Mais Bt est
égal a son normalisateur (car il fait partie d’un systéme de Tits) on a donc Z(GP™®) C B™me+
et méme Z(GP™) C Z'(GP™®). Soit h € Z'(GP™*). On écrit h = tu avec t € T et u € U™+,
Soit i € I, on peut alors écrire u = exp(ae;).v avec a € k et v € ﬂgi\{ai}(k). Soient
A € ket yy = exp(\f;), alors y)\hy)fl = t.exp((ay(t) — 1))\fi).y)\.exp(aei).y;1.y)\.v.y;1 avec
y,\.v.y;1 € ﬂxi\{a.}(k). Un calcul rapide dans SLs montre alors que y,\uy;1 € Bt YA ek
si et seulement si a;(t) = 1 et a = 0; donc t € Z(G) et Z'(GP™) C Z(G).UyT.

Cette derniére assertion montre que le groupe Z'(GP™*) N U™ est normalisé par les U_,,
(pour i € I); comme il est normalisé par B™" il est distingué¢ dans GP™?. ]
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6.5 GK-simplicité

On dit que l'algébre de Lie g = gs ®z k est simple au sens du théoréme de Gabber-Kac
(ou GK-simple) si tout sous—U;—module gradué non trivial de g; contenu dans nZ est réduit
a {0}.

De méme on dit que le groupe GP™* est GK-simple si tout sous-groupe distingué de GP™*
contenu dans U™ est réduit a {1}, i.e. si Z/(GP™*) N U™ = Nyen U’g{‘”r')F = {1} ou si
Z'(GP™*) = Z(@G). On espére que GP™ est toujours GK-simple (voir 6.911 ou[6.8]). L assertion
correspondante pour G est toujours satisfaite ([GI11).

Remarque. En caractéristique 0, gi est GK-simple dans le cas symétrisable (et méme conjec-
turalement dans tous les cas). Mais, comme me ’a indiqué O. Mathieu, cela n’implique pas la
GK-simplicité en caractéristique p; voir ci-dessous I'exemple des lacets de SL,, ([€8]). On voit
facilement que g est GK-simple si et seulement si Vo € A;;n tout X € gi, tel que, Vj € I,

Vg € N* ad( f](q))X = 0 est forcément nul. L’ensemble de ces X € gj, est déterminé par des
équations linéaires & coefficients entiers indépendantes de k. Si gc est GK-simple, un déter-
minant déterminé par ces équations est non nul. Ainsi la condition ci-dessus est vérifiée pour
ko si la caractéristique p de k ne divise pas ce déterminant. Malheureusement A;;n est vide
ou infini, on pourrait donc avoir g non GK-simple quelque soit la caractéristique. Par contre
dans le cas affine on n’a qu'un nombre fini de déterminants a considérer car il y a périodicité
des espaces radiciels imaginaires. En effet, pour le type affine X,(Lk), g’y = ga/centre est réalisé
comme sous-algébre de Lie de s @ C[t, '] ot1 s est I’algébre simple de type X, ; d’aprés [Ka90]
(resp. les calculs explicites de [Mi85]) ¢’y (resp. (g’j)z) est stable par multiplication par t*.

Si la matrice de Kac-Moody A a tous ses facteurs de type affine (ou de type fini), alors g
est GK-simple si la caractéristique p de k est assez grande.

Proposition 6.6. Supposons gr GK-simple et k infini. Soit u € U™ \ UM4" avec n > 1.
Alors il existe j € I et y € U_q, tels que yuy ™' ¢ B™*" (sin =1) ou yuy™' € UM\ Ut
(sin>2).

Démonstration. (cf. [Mo82, prop. 8| en caractéristique 0)

On calcule dans 'algébre Z:{\,f (A1) = Z;{\,j qui est graduée par les poids dans QT et le
degré total dans N ([ZI312) et aussi dans Z;{\lf(sj(Aﬂ). Soit w € Ut \ Ut Z:I\,f(A‘F); sa
composante u, de degré n est dans l'algébre de Lie gj. Soit a € AT de degré n tel que la
composante u, de u, sur gi, soit non nulle. Comme g est GK-simple, il existe j € [ et ¢ > 1
tels que adf;q)ua # 0 (sinon ad(Uy)u est de plus bas degré n).

Sin =1 onaa=aq,u= expluy)u avec u' € ﬂgi\{aj}(k:). Soit y = expfj, alors

yuy! = y.expuq.y Ly y!
yuyil ¢ Bmat

Sin>2 ue ilg”i\{aj}(k) et ce groupe est normalisé par U_,; (contenu dans il:;?‘(lAJr)(k))
cf. Soient A € k et yy = exp(Af;) € U_,, alors yAuyKI e UM vaut ), oy )\madf;m)u
(voir la démonstration de 23]) ; sa composante de poids o — ga; est donc égale a la somme

—~1 -1
avec y.u'.y ! € ﬂgi\{aj}(k) et y.expuy.y~! ¢ B™. Donc

finie >~ )\madf;m)uaﬂm,q)aﬁ Ol U1 (m—q)a, €St la composante de poids o+ (m — g)a; de
u dans LAl,f(AJF).

Cette composante de y)\uyxl s’exprime comme un polyndéme en A dont le terme de degré
q est non nul. Comme k£ est infini, il existe un A € k tel que ce polyndéme soit non nul et donc
y,\uy;1 ¢ U™*" | puisque sa composante de poids o — gaj est non nulle. O
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Proposition 6.7. Supposons g GK-simple et k infini. Alors ¢, v et p sont des homéomor-
phismes. Ainsi G, G9™ et G" sont des groupes topologiques isomorphes (et de méme pour

T, Uest o U+ ),

Remarque. On verra en[G.94 que v : G — G est un isomorphisme sous la seule hypothése
que gi est GK-simple.

Démonstration. Soit u € UMt \ U,’foL avec n > 1. D’aprés la proposition [6.0] 1l existe m < n,
J1s 5 dm € 1 et u; € U—% tels que Uy, -+ Uy (Upy. - -+ cup) "L & BMOF. Mais B™F est le
fixateur de la chambre fondamentale Cp, donc u ne fixe pas la chambre (uy,. - -- .u1)~'Cp qui
est a distance < m de Cp (on a une galerie Co, (u1)~'Cp, (uz.u1)"1Cp, -+ ). On a donc montré
que Ugb(“?; C Uﬁafr pour 7 € N. Avec les inclusions inverses prouvées en [6.314, on voit que les
trois filtrations sont équivalentes et donc ¢, v et p sont des homéomorphismes. O

Exemple 6.8. On considére la matrice de Kac-Moody A de type gm—l avec m > 3. Pour un
bon choix du SGR S, on obtient des algébres et groupes de lacets : gp = sl (k) @ k[t,t7],
G = SLun(kft, t1]), G = b () @ k(1) et GP™ = SLyy (k(2).

Si la caractéristique p de k divise m, g contient toutes les matrices scalaires. Celles-ci sont
clairement annulées par ad(Uy) et sont contenues dans n; si le scalaire est dans tk[t]. Donc gy,
n’est pas GK-simple dés que p divise m ; il est facile de voir que la réciproque est vraie.

Notons V' = k™ et €1,--- ,&m sa base canonique. Soit R = k[[t]], on considére les réseaux
Vo=Re1P®---DRep,, V1 =Re1D--- P Repy_ 1P Rty -+, Vip_1 = Re1 @ Rtea ® - - - P Rteyy,
Vi = tVp et de maniére générale Vi, 1, = t%V;, pour a,b € Z. Alors B™" est le stabilisateur
dans GP™@ de tous ces réseaux et il est assez facile de voir que U = {g € GP™* | (¢—1)V; C
Vien Vi € Z} pour n > 1. Egalement UM%t est formé des matrices a coefficients dans R
congrues a l'identité modulo " et & une matrice triangulaire supérieure modulo "1,

Le groupe U™ ne contient pas de matrice scalaire. Mais si p divise m, on peut trouver
dans U/ma+ U;Zf:il une matrice diagonale u dont tous les coefficients sont égaux modulo tP".
Si y = exp(\f;), alors yuy ! a les mémes coefficients que u sauf un (colonne j, ligne j + 1)
qui est dans t*" R, donc yuy ! € UM%, La conclusion de la proposition n’est pas vérifiée.

Les sommets de 'appartement standard A sont associés aux réseaux de la forme Rt"'e; @
- @ Rt"™e,,. Ainsi le fixateur d’une partie finie de AY est formé des g € GP™* stabilisant un
nombre fini de tels sous-modules. On en déduit facilement que la filtration de GP™® par les

ng?rc; est équivalente a la filtration par les B™*"(n) = {g = (gij) € SLi(R) | gij € t"R,Vi #

i

Notons U™ [n] = U™ 0 (N (exp f;) B™ (n)(exp — f;)). On calcule facilement
que U™ [n] est formé des matrices g = (gij) € SLi(R) telles que g;; € t"R,Vi # j et
Gii — Git141 € 'R, Vi <m — 1. Ainsi g{] € 1 +t"R et g11 € 1 +tR. Si p°® est la plus grande
puissance de p divisant m, on en déduit que g1 — 1 € t"P°R; donc U™t [n] C Ugg;}e.
Comme la filtration par les Ugb(fr est plus fine que celle par les U™%"[n], on déduit de
I'inclusion précédente et de celles prouvées en [6.314 que toutes ces filtrations sont équivalentes.
La conclusion de la proposition est vérifiée méme si g n’est pas GK-simple. On a aussi

Z'(GPm*) = Z(QG) : GP™ est GK-simple.

Remarques 6.9. 1) On a vu au cours de la démonstration de la proposition que, si gy, est
GK-simple et k infini, les filtrations de U™* par les U/ U‘T,”(?:)r ou UEL&J{ sont équivalentes.
En particulier GP™® est GK-simple : Z/(GP™?*) = Z(G) (c¢f. [Mo82, prop. 8| en caractéristique

0).
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2) Si GP™ est GK-simple ou plus généralement si Z'(GP™*)NG = Z(G), ’homomorphisme
¢ : G — G est injectif ([6.316.b). Si de plus k est fini, on en déduit que ¢ : ot - Ut
et v : U" — U9+ sont des isomorphismes de groupes topologiques ([€315) ; ainsi les groupes
topologiques G, G9™ et G" sont isomorphes. Inversement pour k fini, I'isomorphisme de G
et G implique que Z'(GP™) NG = Z(G) ([6114) ; si la caractéristique de k est grande, cela
implique que GP™* est GK-simple (6.11]).

3) Si jamais gx n’est pas GK-simple en caractéristique 0, on peut montrer que GP™® n’est
pas GK-simple; en particulier GP™* et G“" ne sont pas isomorphes.

4) Supposons g5 GK-simple. Soit k" un corps contenant k. On considére I'immeuble .77 (k')
de & sur £, il contient .. On note D’(r) la boule de #7 (k') de centre Cj et rayon r et Ugbfz:r)
son fixateur dans U™". Les groupes UM%t U(/n(?:)r et Ugbfz:r) sont les intersections avec U™+
des groupes analogues a UM%t U{,”&J)r et Ugl(cf)r dans U™F (k). Si k' est infini la démonstration
de prouve que Ugfzj) C U:Tf C U‘T(i;' C UE,‘Z;) C Ug](‘zl')F sir > %(1 + M)?. Notons

=UTNURE

Ut (resp. G le complété de Ut (resp. G) pour la filtration par les Ug,(r) D/(r):

Alors les groupes G, G99 et G°" sont des groupes topologiques isomorphes (et de méme
pour U, U+ et U T En particulier U™ et G ne dépendent pas du choix du corps
infini &’ contenant k.

5) Supposons gr GK-simple. S’il y a injection continue du groupe U associé¢ a k dans
celui associé a l'extension infinie &’ (hypothése raisonnable mais non évidemment vérifiée)
alors ¢ est un isomorphisme de groupes topologiques et G" = G, U™+ = U+,

6.10 Comparaison de U™*" et U’

Il s’agit de savoir si U™ est dense dans U™%T, c’est a dire si U™" est topologiquement
engendré par les sous-groupes radiciels U, pour o € ®*. On va répondre par un contre-exemple
et une proposition assez générale.

2 —-m
-m 2
et G = Bg,(Fz2). On note «, 3 les racines simples, e (resp. f) une base de g, (resp. de
gg) sur k = Fy et a = exp(e) (resp. b = exp(f)) I'élément non trivial de U, (resp. Ug).
D’aprés [Ka90) exer. 5.25] les plus petites racines de ®1 sont «, 8, +mf3, B + ma tandis que
B+a,B+2a,---,0+(m—1)a,a+28,--+- ,a+ (m —1)F sont des racines imaginaires. De
plus B+ ra ou e + r3 n’est pas une racine pour r > m.

Contre-exemple. On considére la matrice de Kac-Moody A = avec m > 3

Soit W I'idéal de A formé des racines positives de la forme r3+qa avec r > 2 our+q > 4;
il contient toutes les racines réelles positives sauf a et 5. Notons Uy'® = Uy*(k), c’est un
sous-groupe ouvert de U™". D’aprés Umat JUM® est un groupe commutatif isomorphe
A go @ 05D 9pt+a D 9p+2q. S1 UT est dense dans U™F ce groupe doit étre engendré par les
images de a et b.

On fait des calculs dans le quotient de Z:{\l,;r par 'idéal ﬁt\y ® k. On utilise que U™+ C Z:l\,j
et Uy C 1 —i—LA{gZ\I, ® k. On note e « f = ad(e("))f € gr- Ainsi go © 938 D 98+a D 98424 =
Foe®Fy fOFo(ex f)®Fy(e® «f), Z;{\; admet 1,e,e?,e®) fef e@ f exf, e(exf), e xf comme
base d'un supplémentaire de U, +*\I,®l<: et Iisomorphisme de U™ /U sur go S 93P 95+0PI+2a
s’obtient par la projection évidente.

Dans cette algebre quotient a = 1+e+ e 4+ e et b = 1+ f. On peut calculer facilement
les 17 mots en a et b de longueur < 8. On constate que (ab)? = 1 +ex* f + e x f = (ba)?
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et (ab)* = (ba)* = 1. Ainsi ces 17 mots constituent toute I'image de U* dans cette algébre
quotient et il y a au maximum 14 mots différents. Comme U™** /U est de cardinal 16, il
n’est pas égal au groupe engendré par a et b (il contient 8 éléments et pas [exp]e@) * f).

On en déduit que UT n’est pas dense dans U™,

Proposition 6.11. Supposons la caractéristique p du corps k nulle ou strictement plus grande
que M ([623.2). Alors le groupe UT (resp. G) est dense dans U™ (resp. GP™?).

Remarque. Dans le cas simplement lacé, le résultat est valable sans condition sur la carac-
téristique.

Démonstration. D’aprés I’algébre de Lie n,j est engendrée par les e; pour ¢ € I. Montrons
par récurrence sur n que tout élément g € U™ est congru a un élément de U™ modulo U:erfr ,
c’est clair pour n = 1. D’aprés ymat / Ugffr est un groupe commutatif isomorphe a g, =

Ddeg(a)=n Bka- D’aprés et les bonnes propriétés de la base des [N] ([Z94), I'isomorphisme
©p, est donné comme suit : on plonge U™t dans Z:{\,;F et I'élément g € UMt est congru a

1 4+ ¢n(g) modulo Z:{\,;F’ZHJFI
des éléments g engendrant U " / U:{ffr , on va considérer ceux tels que ¢, (g) soit de la forme

lei,v] avec i € I et v € g,_1. Par hypothése il existe h € Ul | tel que p,_1(h) = v, donc

= Hdeg(a)2n+1 Z:{\,ja Il suffit de montrer le résultat cherché pour

h est congru a 1 + v modulo L?,j>n Considérons h' = (expe;).h.(exp — e;).h~! € UT. On

calcule facilement ce produit dans LA{; /LA{; il est égal & 1+ [e;,v]. Donc B/ € UM et

>n+1
en(l') = ¢u(g) i.e. g =h modulo Ut
Ainsi UT est dense dans U™" ; mais GP™* = G.U™" (¢f. BI6, BIT7) donc G est dense

dans GP™@, O

Théoréme 6.12. Supposons g GK-simple et le corps k infini de caractéristique nulle ou
> M. Alors les groupes topologiques GP™®*, G9™ et G sont isomorphes

Démonstration. Cela résulte aussitot des propositions et [0.11] O

6.13 Simplicité

On va maintenant généraliser le résultat de simplicité de Moody [Mo82]. On suit son schéma
de démonstration en reproduisant méme les parties inchangées, & cause de la disponibilité
restreinte de cette référence.

On note Gy (resp. G%w) le sous-groupe de G (resp. GP™*) engendré par les groupes
radiciels U, pour o € ® (resp. et par U™"). 1l est normalisé par T et les 5,, donc est
distingué dans G (resp. GP™?). D’aprés 6.4l on a Z/'(GP™*) C Z(G).G%w.

Lemme 6.14. 1) Si |k| > 4, le groupe G (1) est parfait et égal au groupe dérivé de G.

2) Le groupe pr)w est topologiquement parfait (i.e. égal a l'adhérence de son groupe dérivé)

et égal a l'adhérence du groupe dérivé de GP™®, dans les cas suivants :
a) La caractéristique p de k est nulle ou > M et |k| > 4.
b) La matrice de Kac-Moody A n’a pas de facteur de type affine et k est infini.

Remarque. Dans les conditions de 2)b ci-dessus, si de plus k n’est pas extension algébrique
d’un corps fini, alors G{T; “ est parfait.
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Démonstration. 1) Soient o € ® et r,7’ € k*, alors a(r) € Gy et (a’(r),24(1")) =
zo((r? — 1)7"). Donc U, C (Gny,Gay) C (G,G) C Gy puisque G =T.Gy).

2) Le cas a) résulte de 1), de la proposition B.IT et de ce que GP™* = T.G’(’f; “. Pour le cas
b) on peut utiliser le lemme ci-dessous. Par un calcul analogue au précédent on en déduit

que UM est parfait modulo U,’foL . U

Lemme 6.15. On suppose la matrice de Kac-Moody A sans facteur de type affine et le corps
k infini, alors Voo € A il eziste to € T NGy tel que a(ty) # 1. Si k n'est pas extension
algébrique d’un corps fini on peut supposer t = t,, indépendant de «.

Démonstration. On peut supposer A indécomposable et méme de type indéfini, car le cas de
type fini est clair. D’aprés [Ka90, 4.3| il existe alors A = ajajv» € QY CY avec a; € N*
et a;(A\) < 0Vi,j € I. Soient € k* et t = Mz) € T; comme A\ € QV, t € G). Si
a=>Y na €A onaalt)= o) ; mais les n; sont tous de méme signe et non tous nuls,
donc a(A\) = > mya(N) # 0. Ainsi «(t) # 1 si x est d’ordre > |a(A)| dans k* ou, mieux, s’il
est d’ordre infini. O

Proposition 6.16. On suppose Gl()gm topologiquement parfait et la matrice de Kac-Moody

A indécomposable. Soit K un sous-groupe fermé de GP™* normalisé par G?f;a , alors K C

Z'(GP™) ou K D Gﬁ?a,

ma

Remarque. Ainsi Gl()l) /(Z'(GPme) ﬂGI()f; ) est topologiquement simple. Notons que, d’aprés
BI9 ce quotient ne dépend que de A et k (mais pas de S).

Démonstration. Le systéme de Tits (GP™@ B™F N), les groupes U™" et K satisfont aux
conditions du théoréme 5 de [B-Liel IV § 2 n°7| sauf peut-étre (2) ou (3) (avec "U” = U™,
"H" = K et "G = G%I “). On peut donc suivre la démonstration de ce théoréme jusqu’au

point ot (2) et (3) sont utilisés. Si K ¢ Z'(GP™) on obtient donc GF'* < KU™". Les

(1)
sous-groupes K U™ sont ouverts donc fermés ; comme G{T; “est topologiquement parfait, on

a G%La C KUM* ¥Yn > 1 (cf. B4). Soit g € Gl()f;a, écrivons g = kpu, avec k, € K et

Up € U,T“+. La suite w, tend vers 1, donc k,, = gu,, 1 tend vers g et comme K est fermé
g€ K. O

Lemme 6.17. On suppose Gl()gm topologiquement parfait et la matrice de Kac-Moody A

indécomposable. Soient K un sous-groupe de GP™* normalisé par Gz()ln)m ett € TN G%La
tels que K ¢ Z'(GP™) et a(t) #1 Va e A. Alorst € K.

Démonstration. D’aprés[6.106] K contient G%I “. Soit k, une suite d’éléments de K convergeant
vers t. Pour s assez grand u = kst~' € U™, On va montrer que ¢ est conjugué dans G?f;a a
ut =ks € K, donc t € K.
Montrons qu’il existe des suites w,,v,, dans U™T telles que, Vn > 1,
(1) up, vy, € UM g =,
(2) vpuntv, b = upqt.

Si c’est le cas, la suite des produits v,.v,_1.- - .v9.v1 converge vers un élément v € U™"
et vutv™ =t.
Supposons ui, - ,u, et vy, - ,v._1 déja construits. On sait que U,T”“+/U7f1‘11+ est iso-

morphe au groupe additif somme des g, pour deg(a) = r. Notons ) X, I’élément corres-
pondant a la classe de u,. On définit v, comme un élément de Ut dont la classe modulo
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Ut correspond a Y-, 1 a(t) Xa. Soit upp1 = veusto, 171 sa classe modulo U4 corres-
pond a I'élément >, (== am T+ (t())) Xo = 0. Donc u,4q € U -

Lemme 6.18. Soient GP™*, K et t comme en[G12 Siu € U™, il existe v € U™ tel que
vtv~ 1t~ = w, en particulier u € K. Donc U™t C K.

Démonstration. Montrons qu’il existe deux suites u,, v, dans U™ telles que :
(1) v, € UM u=tu, € UMY, pour n > 0,

n+1
(2) vty = upt, pour n > 1.
Si c’est le cas, la suite des produits v,.v,_1. - - .v2.v1 converge vers un élément v € U™F,
uy, tend vers u et vtv ™! = ut.
Posons uy = u,vy = 1 et supposons ug, - ,Ur_1,00, - ,Up_1 déja construits. La classe

de utu,_; dans gmat/ ﬂ“ﬁ correspond & un élément ) X, de la somme des gio pour

deg() = r. On définit v, comme un élément de U** dont la classe modulo U;t%" correspond

ot = gyt 1t 1 a la méme

-1
a1 at) X,. Alors utu,. .- 1.ty U U Uy by

image dans U™t /UMY que vpu™ta,—qtostt™! B3f) qui correspond & Y, (1__—041@) +

1+ 1ag()t)).Xa = 0. Donc, si on pose u, = v,. - .v1.1.0; L. w717 on a bien ulu, €
U O

Théoréme 6.19. On suppose G’(’f;a topologiquement parfait, la matrice de Kac-Moody A
indécomposable non de type affine et le corps k de caractéristique 0 ou de caractéristique p
mais non algébrique sur F,. Alors pour tout sous-groupe K de GP™* normalisé par G?l)a, soit

K est contenu dans Z'(GP™®), soit il contient Gl(’f)m En particulier Gfgw/(Z’(Gpma) Gl(’f)m)
est un groupe simple.

Démonstration. Si K ¢ Z'(GP™®), les hypothéses des lemmes [6.17 et [E.I8 sont vérifices (grace
au lemme E.I5). Done U™ C K. Mais G{]}" contient les 55 (pour a € @) et normalise K,
donc K contient aussi les U, pour a € ®, c’est a dire K D Gl()f)w. O

pma

Remarques 6.20. 1) On a vu que G( 1) est souvent topologiquement parfait ([G.14) et que

Z'(GP™®) est assez souvent égal aux centres Z(G) et Z(GP™*) (691 et 6.

2) La simplicité de G’(’f; “/(Z(GP™) N G’(’f; “) en caractéristique 0 est le résultat essentiel
de R. Moody dans [Mo82]. Il considére en fait un groupe d’automorphismes du complété de
l'algebre de Kac-Moody simple associée a une matrice de Kac-Moody A (indécomposable
non de type affine). Il n’y a donc pas pour lui d’hypothése de GK-simplicité de gi (et
Z'(GPm*) = Z(G) = Z(GP™) = {1} pour son choix de groupe).

3) Pour un corps fini (de cardinal > 4) et une matrice A 2—sphérique indécomposable,
Carbone, Ershov et Ritter montrent la simplicité de G ﬂcm th. 1.1]. Ce groupe est
I'adhérence de I'image de G(;) dans Aut(£Y), cest a dlre par compacité, I'image de 1’adhé-

rence G(1) de G(1) dans GP™?. Donc G({) Gy /(Z'(GP™*)NG(1y). En grande caractéristique,

6.11] montre que G(l) = G(ln)b ; on retrouve alors un énoncé analogue a [6.19
Si k est fini mais assez grand, on sait aussi que G(1y/(Z(G) N G(1)) est simple [CaR09, th.
20]. On en déduit facilement le méme résultat pour k extension algébrique d’un corps fini.

4) Si A est indécomposable de type affine non tordu, G{’gm/(Z’(Gpma) N GI(W;LG) est le

groupe des points sur k((t)) d'un groupe algébrique simple déployé, il est donc simple. Le
méme résultat est sans doute encore vrai si on enléve "non tordu" et "déployé".
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