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Descrierea solutiei

O solutie triviald consta in constructia explicit a fiecdrui vector. in cazul unei operatii de concatenare se
alocd spatiu in memorie pentru numarul total de elemente din cei doi vectori concatenati, iar elementele
respective sunt copiate in spatiul de memorie alocat. in acest fel, raspunsul la fiecare intrebare poate fi dat
in timp O (1), prin accesarea locatiei de memorie din vector. Aceasta solutie, insa, va depasi limitele de
timp si de memorie specificate. In primul rad, trebuie si observim ci numirul de elemente dintr-un vector
poate creste exponential. De exemplu, pornind de la un vector cu un singur element si efectudnd K operatii
de concatenare cu el insusi, putem obtine un vector avand 2¥ elemente.

O solutie mult Tmbunatatita este urmatoarea. Vom construi un graf orientat aciclic ce va contine cate un
nod pentru fiecare vector. Initial, graful va contine cate un nod pentru cei N vectori initiali. Fiecare nod i
al grafului va avea un vecin sting si un vecin drept: left (i) si right (i).In momentul in care creim
vectorul i (N+1<i<N+M), setdm left (i)=a (i) si right (i)=Db (i). De asemenea, pentru fiecare
vector 1 vom mengine lungimea sa, 1en (i) (adica numarul sdu de elemente), Avem len (i) =1 pentru
1<i<N. Pentru N+1<i<N+M vom seta len (i)=len (left (i))+len (right (i)). In felul acesta,
fiecare operatie de concatenare este efectuatd in timp O (1) . Pentru a raspunde la o intrebare (i, p) vom
proceda in felul urmator. Vom initializa o valoare x=i. Cat timp len (x) >1 efectudm urmatorii pasi:
dacd left (x)2p uncisetim x=1left (x) altfel setam p=p-len (left (x)) sl apoi x=right (x).
Acest algoritm simplu este similar cu cel folosit pentru a gasi al K-lea element intr-un arbore binar de
cautare. Complexitatea unei interogéri este proportionald cu lungimea drumului de la nodul i la nodul
corespunzitor vectorului de lungime 1 la care se ajunge. In cel mai rau caz, acest drum poate avea o
lungime de ordinul O (M) .

In continuare vom imbunititi modul de tratare al unei interogari din solutia descrisa anterior. Pentru
inceput vom aplica o metoda similara celei cunoscute sub numele de “heavy path decomposition” pentru
arbori. Mai exact, pentru fiecare nod i vom alege un “pdrinte” parent (i) dintre vecinii sai left (1)
si right(i). Daca len (left(i))>len(right(i)) atunci parent (i)=left (i) altfel
parent (i)=right (i).

Legaturile (i, parent (i)) formeaza o multime de arbori (in mod similar, daca graful ar fi un arbore,
legéturile (i, parent (i)) ar forma o multime de drumuri). S& revenim acum la algoritmul de tratare al
unei interogari (i, p). Drumul parcurs in graf de la nodul i la nodul final de lungime 1 va trece prin
unul sau mai multi dintre arborii formati de legaturile (i, parent (i)). Considerand LMAX ca fiind
lungimea maxima a unui vector, acest drum poate contine cel mult 1og (LMAX) muchii care nu fac parte
din niciun arbore. Motivul este foarte simplu: in momentul in care trecem de la un nod x la un vecin al sau
y, iar muchia (x, y) nu face parte din niciun arbore, stim In mod cert cd len (y) <len (x) /2. Astfel,
dupa trecerea prin 1og (LMAX) a astfel de muchii am ajunge in mod cert la un nod de lungime 1. Asadar,
ceea ce vom realiza in continuare este sa parcurgem in mod eficient muchiile din cadrul unui arbore.

In momentul in care am ajuns la un nod x cu o valoare a lui p, drumul nostru va urma legaturile
(x,parent (x)), (parent (x), parent (parent(x))), ..., s.am.d., pand cand va ajunge
ori la un nod de lungime 1, ori pana cand va ajunge la o muchie care nu face parte din arbore §i pe care va
trebui sd o urmeze. Vom determina acel nod y pand la care toate muchiile urmate de drumul nostru



Tabara de pregatire a Lotului National de Informatica
Alba lulia, 11-18 iunie, 2010
Baraj 2 Seniori

incepand de la x fac parte din arbore. Pentru a determina acest nod y in mod eficient, vom proceda dupa
cum urmeaza.

Vom asocia fiecarei muchii (i, parent(i)) o valoare: dacd parent (i)=left (i) atunci
val (i,parent (1) )=0 altfel val (i, parent (i))=1len (left (i)). Sd notdm prin sum (u, v)
suma valorilor muchiilor de pe drumul de la u la v intr-un arbore (v este un stramos al lui u). Putem
obtine orice valoare sum(u,v) in timp O (1) daca calculim in prealabil niste sume prefix
psum (1) =suma valorilor muchiilor de pe drumul de la radacina arborelui la nodul 1.

Nodul y cautat este cel mai departat stramos al lui x pentru care p-sum(x,y)21 §i p-
sum (x,y)<len (y) (sau chiar nodul de lungime 1 ce reprezintd radacina arborelui). Trebuie observat
cd o data ce condifia (p-sum (x, y) <0 sau p-sum (x, y) >1len (y) ) este nesatisfacutd pentru un nod vy,
ea nu va mai fi satisfacuta pentru niciun stramos al Iui y din arbore (demonstratia este destul de simpla si
se bazeaza pe inductie matematica : se demonstreaza ca daca conditia e falsd pentru un nod z, atunci ea e
falsa si pentru parent (z)).

Pentru a determina cel mai apropiat stramos y pentru care conditia este acvaratda vom calcula in prealabil,
pentru fiecare nod i, valorile Anc (i, j)=stramosul lui i situat cu 23 nivele mai sus in arbore.
Anc (i, 0)=parent (i) si Anc(i,j21)=Anc(Anc(i,Jj-1), Jj-1). Avand aceste valori, vom
initializa o valoare b=1o0g (LMAX) si y=x. Cat timp b=0 executa: (1) daca conditia este adevarata pentru
Anc (y,b) atunci seteazd y=Anc (y,b); (2) b=b-1. La final vom seta p=p-sum (x, y) .

Determinarea fiecarui nod y se realizeaza, astfel, intr-o complexitate O (1og (M) ). Raspunsul la o
interogare este dat in timp O (1og (M) -1log (LMAX) ).

Complexitatea intregului algoritm este O (N+M+M -1og (M) +Q -1og (M) -log (LMAX) ).

Algoritmul prezentat utilizeazd O (M -log (M) ) memorie. El poate fi modificat pentru a utiliza doar
0 (M) memorie (si pastrind complexitatea de timp), in felul urmitor. in loc si memoram O (log (M) )
stramosi pentru fiecare nod, vom descompune fiecare arbore obtinut folosind metoda ‘“heavy-path
decomposition” — astfel, fiecare arbore este descompus in mai multe cdi. Pentru a gasi nodul y cautat
pornind de la un nod x, vom trece prin O (1og (M) ) cai In cadrul arborelui, iar la ultima cale s-ar putea sa
trebuiascad sa aplicam algoritmul prezentat (sa trebuiascd sd cunoastem al 27-lea stramos ; insa, daca
memoram fiecare cale in cate un vector, putem obtine al 27-lea stramos pur si simplu accesand
componenta corespunzatoare a vectorului).



