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�������	 �� ��� ��� �������� !�"�����# �!� $��%������# ��� �� � #&''�� ��� ��� �$

��� #&�'�� $��%����� �$ ��� �� ��' ������'�

��� ������ (�)������'  ��	 ���&�� #�"�'���	 $���� ������'	 #&�'�� ��&�

� ���������	��

*���� ������' �� ��"���� #�#��&# �# "��� ��� #�"+��� �$ �����#�!� ��!�#�� ����# �� ������

���# #���� &�#� ��"���� ��������# ��!�'!� ����������# ���� ����� �"+���#� ,�"���� #�#��&#

�� �#�''� �%������ ���� �� ��' ������''��#	 ���'� ��� ���&�� �'�#�# �$ ��"���� #�#��&# �#

�$��� ������ �#�� ���������#-��&� .�'� / �������# �� &���'#� ��� 0�#�	 �� ���""'�

��� &�#� ��$������� ����# �� ��� 0�'� �� 12345� ���#� ����# ���#��� ��� "#��# �$ ��� $����

������' �������#� ��� #�"�'��� �$  #�&�'� �� ��' $���� ������' #�#��& �# �'�6�� �� 125

$�� ��� 0�#� ��&��

��&�'�����#'�	 ��&������#�!� ��7�"��8# 193:5 ���� ��"'�#��� �� �� ��' ������' �������

���#� ���8# �� �#�� # #�����# �� �� ��' ��'�6����# �$ ������' ' �����&#	 ����� ��

�#�''� "#�� �� ���������#-��&� � �&���#� *�� �7&�'�	 �#�� ��� $��%����� ��#���#�

"������� �� ��� ���##�!�� $��%����� �$ ��� ���������#-��&� #�#��&	 ��$������# 1:	 ;5 #� -

 �#� �� �����&��� � ��������� .#�<�����'� #&''/ #&�'�� ������ $�� ��� ��#����� ��&�

��'�6����� ������'�	 ���#� ��'�# �$ ���&" ���8 ������'� ���� &�#� �$ ��� #�#��&#� =��-

�!��	 �� �#� �$  �� �� &������' #�#��& .�� �	 � ����#���' ��"�� �������  ���"��� "'��/

����  #&'' �)����!� �&��� �� ��� $���� ������''�� ���������	 ���#� ��'�# �� ��� ���!���

'��# ���#��!��!� �#��&��# $�� #�"�'���� >'#�	 ���� ����� ��!�' ��� ��&�'�7 #��������

�$ ��� #�"�'��� ��&��# �� ��� ��&���� #����

,����� "��8# ��"'�#��� �� $���� ������' �$ ��"�� &����'���# 1?3225 ���#��� ��!�#�� -

����# &��'� $�� ��� �#� �$ ���������#-��&� .�'� / $���� ������'� > #�&�'� &���' �# ���-

#������ �� 1?5 �� ��!�#�� �� #�&� �)���# ��#�� "� ��� �� ��' $���� $���"�8� �7����&���#

!'����� ��� �����#�� ������' ' �����&# �!� �#�''� "��� ������ ��� �#�� �� ��''�
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���������� ������������ �������� �������  ������ ���������! ��� �"������ � ��� ��!�����"

���������� �"���� #$%&'

��(���� ����������� ��� �� ����� �������� ��� ���� ��� ����������" ���������)��! �������!

�*���� �� ����� �� ������� ������� ��������" ��� ���  ��+����" (�������� ��������� �� ��!����

 ���� ������� #,- $.$/&' ����� ������� ������������ ����  ������� �" ��� ����������� � 

��� ������� ��������" #$0.$1&' �������"- �������(� �������� �� ������ ��(���� ��� ������

��� ��������� �� ��� ��*������� �� ��� �"����� ����(��� � ��!���� ��� �����!  ���� �������

�"����� #$,&'

������� ����� ��������! �� � �"����� �������  �� ��� ���� ����� ��!���� �*���� ��� ���

(������� �*����(� ���*���� ����! ��� ����� ������ ���������� (��������� �� ��� �"���� �����

��!����  ���� ������� #%2&' 
� ����� ������� #%$.%& ����- ���� ������!� ��������" ����"���

��� ������ ���� ����������" �"����� ��� �� �� ����������- ����� �� � ��� ��� ���� ��  ����

�������'

	�����"�- � ��� � ������� ������������ �����)� ��� �������� �(������� � ��!���� �������3

�!"' �� ���������� ���� ��� ����" 124�- ��� ����� � ��� ���������� ��� ��� �������������

���� ������� ��� ������� ��� ��� �������� ���� �� �� (��"  ���' ��� �������! ���� � ��� %

��� �"���� ��������5 ���� ���������� �� #& ��� ��� ���" �� 023$%2 6)- ����� � �������" ��(��3

����  ���� ���������� 0 ��� ����������� ���� �� ���� ���������� #$$& �� ������� �� $ 76)'

���� ��� ��!�������! ����� � (���- ���� 7��� � �������! ���7� ������ ����������' ������- �

��!����  ���� ������� ��!������ ���� � ��!� �������!  ��+����" ��� �� ���������� 8����������9

� ��� ��� �*����� � ��� ����� ����� �� ������� ���� � ������(��" �� � ��(�������� ����� ���

�*����(� ���*���� � ��� �"���� �� ��� ��� ��� �*����(� ���� �� ��!�' 6���(��- ��������  ��

��� �������� ��������� ��� �������� �� #$0- $1- %2- %:&' 	��� ���� ���� ��� �������!  ��+����"

� ���������� ������ ��� ��� ��������� �� ���� �� ��� ����� � �(������� ����������' ����

�� ��� �� ��� ��������� ���������" � ��� ������� ������� ��!������� ��� ��� ��!��� ��(�� � 

���!������!' �� ���� � ������  ���� ������� ���� ����� �������� ���� �� �����3�����  ����

�������- ��� �������!  ��+������� ��� � ��� �� ��� ���!� � $23/2 6)- ���" #,- %%- %/& '
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���� ������� �� ���� �� � �!���	 !�� " �! !!�#�! �� $#%�! $&'� !�� ��$��!�%� %�

�() �%�! %$$� �� �� �%� ��	 ��������* %� !�� *�+�� �%�! %$ !��	 �! �� �%�$��� $!� �!�+��

&�!� ���� �% �� �% #��� �� �!� ��!���	 ��! �! �� �� +��&�� �  ��#�$� ���$���* �$%��

!�! �� %�!�� ��!�* !�� ��!% �%#�$�, �%�! %$  ���!��!� ��� -% �,#�$�	 � � ��!�+�

�,!����%�	  #%��$ ���� �%�! %$$� �� �� ���� �� ���� +��% ' #%�� %+�  �!�$� �()

�%�! %$$� � �!�$$	 !�� �  � ��.��$!��� �� ��$'��* ��#�$� �() �%�! %$$� �� /��% ���* !%

0123	 4����* �� �+!�+� �!�%� !%  �( �%�! %$$� ��� ���� !�� �%#�$�,�!' %� !�� ����*�

�%����� �$'4 �� $�% 4!�� � �� #��� �%$�$% � �%��� ���* �� �+!�+� �!�%�5 &�!� ������$

 �* � !% !�� �� %� �!� !����* %� !�� �%�! %$ *���� ��� �'�!����� %� ����% �	 ��*�!$

�%�! %$$� � �� #������$ ��+����	 ���� !�� #���! %��� �� %�� !% �,!��� !�� ��$����$�!'

�� �� �% #��� %�  %�%!�� #����$!% �	 $��� !% �%#�$�, �'�!�# �'�#��� �+�� �� ��� %�

��#�$� #������$ �! ��!� ���

��� *%$ %� !��� ��� �� !% � ����!  ��!�$�� �!��$�!' �$'��� %�  �) ��*�!$ �% ��

�%�! %$ $%%� �%����� ��* !�! !�� �% �� �� �+!�+� ��*�$ �� ���$$' "$!� �� �% ��*� � �6����'

�%���� ��� �$%��� �% # �$'��� %7� � ����*�! ��!% !�� �'�#��� %� ��*�!$ �% �� �%�! %$�

���� &% � � ����!� �$'!��$ ��+��!�*!�%�� ��  ���$!� �� ���� �!����* !��  �$!�%�� ��

��!� �!�%�� ��!&��� !�� �'�#�� ���+�% %� !�� �'�!�#	 !�� �%�! %$ $*% �!�# �� !��

#������$ � #�!� �� ��� �7��!� %� !�� �%�! %$ *��� �� #������$ � #�!� �  �

� ����!�� �' #��� %� �!��$�!' �� !�� ����� �� !� �� �7��!�+�$' ����% ! !�� ��*���� ��*

&% � �' ��%&��* !��  �*� %� �'�!�# � #�!� � �% &���� �!�$� ��  �$��$� ��*�!$ �% ��

�%�! %$ �%�$� ��  �$�8�� �� �� ��$� !% ���� �!�� ��!!� !�� �%����$� ���,���!�� ���+�% 

%� ��*�!$$' �%�! %$$�� #�$!�9)%- �'�!�#��

� ����� ���	
 �� ���	 �����

	� ����	�

��� ���������	
���� ����

��� #������$ #%��$ ��%&� �� -�*� : �� : )%- �� %,�#!��* !�� ���+�% %�   %�%!��

 # &�!� �% �� �%�! %$ �� %�� �� ��!�%�� ��� �6��+$��! #�� � �� !�� �!�7���� � ��
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������ �� ��������� �������������� �� ���������� � ��! ��� ��� ������ "������� ����� �����!

��� #���� ���������� ���������$ ��� ��� ��  ���  ��%��  ������� �# ��� ����� &'()* ���

!�������+�� #���� � ����� ��� ��� �%��� �# ��� ,���� ���-� $ .���� � ������ ��� ��!������

�# ��� �%����-� ������� #������� #����* ������� ����� ��� #��/������ � �� �� �����+� #����

������� &0$ 1)* ��%�������� #������2 � .����� ������� �� �� ����� �������* ��� �# ��� ����

��,����-� �# ��� ��-� ��!����� � �� ���-��� � �������� ����� � �� ��� �%��� �# ��� ��%��������

!��� �� ��� #���� ������� ���� 3 �� ��!* 45*

�� ��� ����� �# ��!* 4$ qd ��#�� �� ��� �� ����� ���� ����� ���� �� ��� �� ���� ��� ����

#���� Fd = kqd$ .���� x = q − qd ��� ��� ��� ��#�������� �# ���  ����! ������-� �� ��� 

�� ���� �� �����* ��� �/������ �# ������ �# ��� ���-� ���������� ����� ��� �� .������ � 

mq̈(t) = −kq(t) − Csgnq̇(t) + Q(t)

Q(t) = Fm(t) − P (Fm(t) − Fd) − DḞm(t)

345

.���� � ��� � ��� ��� ������������ ��� ��� ��%�������� !��� $ �� �����-���* ��� �������

#���� Fm(t) = kq(t) � ��� ���� �����!� ��� ��#�������� q(t) �# ���  ����!* ��  ��%  � ��� $

���  �!��� ��� �� ��� �$ �����#��� �� ����-���-� Ḟm(t) = kq̇(t) � �  ���� �� �� ������� ����

��� ��� �  ��� �����* �# ����� � �� ��� #������� �� ��� �����$ ��� ���� ���-���  ������� �#

�/������ 345 � q(t) ≡ qd* �# ��� �������� ��� #������� ��� �� �������� 3�*!*$ �� ��� ,���� 5$

���� ����� ���  �-���� �/��������� q∗ ������! �� ���  �����  ���� #���� �����

|∆F | = max
q∗

|k(qd − q∗)| =
C

P
. 3'5

�������$ ��� ��!��� ��� ������������ !��� � $ ��� ��  ��� #���� ����� � &0)* ��� �������� �# ���

k

m

PD

Q t( )

q

x0

0 qd

CRobot

Workpiece

Tool

Gripper with FT sensor
k

��!* 46 7��������� ����� �# �������������� 8� #���� �������
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������� �� ���������� �� � � �!��"� #��#������� $�� �% � � ##���� �& ���������� '�� ��

� � ������ �% �������� (%�� � ��� �� �� ����� � � �!��� ����� #��#������� $��  ���%���)�

����� ��� %������� �������� � � ���� ��� ���� ����$� �"���$ ������	 � � ��������

#��#������ �%  ����� %����������� ������ �� ��� � �$� �� � � #������� �% %�������� � "�	

� � �������� ������ �� (*) '��� �� ������ �"� '�� C = 0� +�����"���$ � � #���"������ x

��"�� � � ������� #������� � q(t) = qd + x(t)	 � � �,"���� �% ������ (*) ��"��� � � %���

ẍ(t) + Dω2
nẋ(t) + Pω2

nx(t) = 0 (-)

' ��� ωn =
√

k/m �� � � ��"�� �$"�� %��,"���� �% � � "����������� ��� ���� �������

.�������$ �� � � /�"� 01"�'��2 ���������	 � � ���"���� x(t) ≡ 0	 �� � � ������#�����$

������ %���� F (t) ≡ Fd	 �� ���#�������� ����� %�� �� ������� $��� P > 0, D > 0�

.�� �"$ � � #�'�� ��������� � � � ��#"� #��3����  ����� %�� � � ������� %�����	 � � �����

���� %���� ����� ��"�� ����� �� ��������� �� #�����#�� '�� ��$� #��#������� $����

+� �� ��� �� ��� � � � � %���� ����� �!#������� (4) �� #�����3�� ��� �� ��� �% ��$���

�������	 �"� � � %���� ����� ����� �� ���#�� ��������� �� ��������$ � � #��#������� $��

'�� �"� � � ���5 �% �����$ ��������� � �� '��� �� �!#����� �� ���2��$ � � ��������0����

������� �% � � �������

��� ��������	��
� 
���

� � ��������0���� ��"�� �% ���#"��� ���������� ������� �� ���������� '��  2���0�����0

 ��� (6�1)� � � ��$��� #�������� ���� � � ������� �"�#"� � � � ���� ������� tn = n∆t	

n = 0, 1, 2, . . .	 ' ��� ∆t �� � � ��#���$ ����� +� #������	 � � ���� ����3��3� �% � �

���"��� %���� �� �� �������� �� 7���� ��8������� ��#��� �  �"�  �$ �� ��#���$

��� � � � � �% � � ������ ��$��� ������� ���#� �� 3��� ����� Ḟm(t) ��$���	  �����

�% ��'0#�� 7����� �� �� "��� 94:;� <�� � �� �����	 '� "�� Ḟm(t) = kq̇(t) = kẋ(t) �� �"�

�� ������ ����� �  ����3��3� ����� � "�	 � � ������� %���� ��7��� �� (*) �������

#����'��� �������	 �� � � �,"���� �% ������ (-) �% � � ���������� ������ �� �� ��'������
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�� �������

Q(t) = (1 − P )kx((n − 1)∆t) − Dkẋ((n − 1)∆t) + kqd , ���

ẍ(t) + ω2
nx(t) = (1 − P )ω2

nx((n − 1)∆t) − Dω2
nẋ((n − 1)∆t) , t ∈ [n∆t, (n + 1)∆t) . ���

��� �� ��������� � � ��!���������� ��!� �� T = ωnt" ��� � � �������� Tn = n∆T ��� � � �� 

��!���������� ��!#���$ �������" � ��� ∆T = ωn∆t �� � � ��!���������� ��!#���$ ��!�% � �

�&������ �� !����� ��� ��!#��'�� ��

x′′(T ) + x(T ) = (1 − P )xn−1 − Dωnx
′

n−1, T ∈ [Tn, Tn+1) �(�

��� #��!� �������$ ��� � � ��!���������� ��!� ����)���)�% *���$ � � ����� )�����

x = col(x x′) ��� xn−1 = x(Tn−1) �� ��� �����$� �(� ���� � � !����+ ���!

x
′(T) = Ax(T) + Bxn−1 , T ∈ [Tn, Tn+1) , n = 0, 1, 2, . . . ��

� ��� � � ������#�����$ ���,����� !�������  �)� � � ���!

A =

⎡
⎢⎣ 0 1

−1 0

⎤
⎥⎦ , B =

⎡
⎢⎣ 0 0

1 − P −Dωn

⎤
⎥⎦ . �-�

� � ���.����/ �� � �� ����� �#��� !���� �� ����/0�� �� ������ ���! �� � � ��.��&����

�������%

� ��������� �	���
�


��� ������	� 
��

�����" �� ��������� � �������� !�##��$ #��������$ � � ��!� ���.����/ #��#������ �� � �� �� ��

1�2% � � $������ �������� �� � � ���3 �!�$������ �/���! �� ��

x(T ) = eA(T−Tn)
c −A

−1
Bxn−1 , T ∈ (Tn, Tn+1] �4�
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� ���� ������	 
� �������� �� �� ������

����� ��� ������������ �� ��� ����� !��������� x(Tn) = xn "�� �� ��� !��#!���� $�!���

c = xn + A
−1

Bxn−1 . %&'(

����	 ��� ���� $��� �� � ��� ��� �� ��� ��� �)* ��+ �����$ !� �� ! !� ��� �

xn+1 = eA∆T
xn + (eA∆T − I)A−1

Bxn−1 . %&&(

,�� �! � ���)

xn+1 = xn cos ∆T + x′

n sin ∆T + (1 − cos ∆T )((1 − P )xn−1 − Dωnx
′

n−1)

x′

n+1 = −xn sin ∆T + x′

n cos ∆T + sin ∆T ((1 − P )xn−1 − Dωnx
′

n−1) .
%&-(

 ��� ����  " �� ��� ��  ����+ !���!� ��  �����.��)������ ���!���� ���� $�!���

xn = col

(
(1 − P )xn−1 − Dωnx

′

n−1 xn x′

n

)
. %&/(

0��� �� ����	 �1����� %&&( !� �� ��������� �

xn+1 = Hxn , H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 − P −Dωn

1 − cos ∆T cos ∆T sin ∆T

sin ∆T − sin ∆T cos ∆T

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ %&2(

���!� ��*�������  +���� �3�� �����.��)������ +��)����! ������� ��� !��$��+��!� �� %&2(

�� �1��$ ��� �� ��� �")*����! ���� ��" �� ��� ���!� !����� ���!����� �" %4(� ��� ���� ��"

�� ��� �"���) �� �����)���� �" ��� ��+��$ ��� z �� ��� ��������� )���5 H� 6���$��	 ���

����" �� ��� *����� � �����!����� �� $������� ���1���!���  ��+ ��� ���� ��"  �)���  ��

��1���� ��� ��� �� ��� !��!�������! �5*������ s� ����� �� ����� �� ��*�������� �� 7�+� -

�� !!����!� ���� ��� ��  ����+ ������ ! !� �����

��� ������������ �� ��� �5*������ ��� �� ����� x(T ) = KesT , (s ∈ C, K ∈ R3) ����

%&2( "�� �� ��� !��!�������! �1����� det
(
es∆T

I −H
)

= 0� ���� �� � ��8���� ��)���

�� ����� sk , k = 1, 2, . . . !  �� !��!�������! �5*������	 ���!� �� �������  ��+  8����

��)��� �� $����!  ���� �� ��� !�)* �5 * �� � ����� �� 7�+� - 92:� � �� "	 ����� �� �� "

 8���� ��)��� �� !��!�������! )� ��* ���� ��8��� �" z = es∆T � ����� ��	 !��  "	 ���
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∆T 2∆T 3∆T

x

T

x(T )

T

L

L−1

Z Z−1

��

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−i(α + 4π)
−i(α + 2π)
−iα

i(α + 4π)
i(α + 2π)
iα

s

z
=

e
s∆

T

s
=
ln

z

∆T
��

��

�

�

�

eiα∆T

e−iα∆T

α∆T

z

σ =
z + 1

z − 1

z =
σ + 1

σ − 1

��

��

�

�

i sin α∆T

1 − cosα∆T

−i sinα∆T

1 − cosα∆T

�

σ

���� �� ��������������� ���� �� ���� �����

 �����!�"��� �� ��� ���������� �����# H� ��� $�������� ��� ��� �#��������" ���%�"��& �� ���

���$� $�����" $�� %� '������ ��

det(zI − H) = 0 , |z1,2,3| < 1 ⇔ Re sk < 0 , k = 1, 2, . . . . ()*+

��� ���� ���%�"��& $�������� �� ����!�� �� %��,� "�,� -./ 0/ �1 ����� ��� ���"�$� ����������2

���� L ��� ��� Z2��������������/ '��$� ��� �"�� �""�������� �� ���� �/ %�� ��� ���� �� � ��

��!�� �� ().+ ��"&�

��� ��������	 
����


� ���'� �� ���� �/ ��� %�"����� �������������� z = (σ + 1)/(σ − 1) -./ �1 ���� ��� ����

���� ���, %�$, ���� ��� "��� ��"� �� ��� $���"�# �"���� ����/ ��� ���%�"��& $�������� ()*+ ��

�����"���� ��� ��� ��"&�����"

p3(σ) = (σ − 1)3 det(
σ + 1

σ − 1
I − H) =

3∑
i=0

biσ
i , ()3+

'���� ��� �����24��'��5 $�������� $�� %� ���"��� ����$�"& ��� ��� $��6$�����

b3 = P (1 − cos ∆T ) , b2 = Dωn sin ∆T + (3 − 2P )(1 − cos ∆T ) ,

b1 = −2Dωn sin ∆T + (2 − P ) cos∆T + P ��� b0 = Dωn sin ∆T + cos ∆T + 1 .

()0+
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�� ���� �����	
 �� ����		 ��� �� 	�����

��� ��������� ������ ��� � ����!���� �� ��� �"���  # �����
 ��$���� ����� %��������

P, d = ωnD ���
fn

fs

=
ωn/2π

1/∆t
=

∆T

2π
, &�'(

)���� P ��� d ��� ��� ��$���� ����� "� " ��� ��� ��� ��*�������� +����
 ���"����%���
 )����

fn/fs �� ��� ����  # ��� ���!��� #��,!����  # ��� !�� ��� ���� $��������� �����$ ��� ���

��$"���+ #��,!����  # ��� � ��� ��

- � ��� � �.������ �� &�/( ��� H2 = b1b2 − b3b0
 ��� 0 !��12!�)��3 ������� � ������ ���

# �� )��+ ��������� ��� �!.����� �4" ������� ��������� � ����� ��

b3 > 0 ⇔ P > 0 ��� fn/fs �= k , k = 0, 1, 2 . . . &�5(

b2 > 0 ⇔ d >
(2P − 3)(1 − cos ∆T )

sin ∆T
&6�(

b1 > 0 ⇔ d <
(2 − P ) cos∆T + P

2 sin ∆T
&6�(

b0 > 0 ⇔d > −
cos ∆T + 1

sin ∆T
��� fn/fs �= 2k + 1 , k = 0, 1, 2 . . . &66(

H2 > 0 ⇔0 < −2(1 − cos ∆T )2P 2 + 2(1 − cos ∆T )(2d sin∆T − 4 cos∆T + 1)P &67(

+ 2(cos ∆T − d sin ∆T )(d sin∆T + 3(1 − cos ∆T )) .

8����  � ����� �,!��� ��
 )� ��� "��# �$ ��� �������� ��������� ��������  # ��� $ ����

9� ��� "����  # ��� � ��� � "���$����� � ��� �� ��� ���!����+ ������ � $��� �� � !���� ��

��� �����+�� ����� b1 = 0 ��� b3 = 0 � +����� )��� ��� �$"������� ��:��� "���� �� H2 = 0�

;�"�����+  � ��� %��!�  # ��� #��,!���� ���� �� ��� �� (0, 1/2)
 ����� " ������ ���"��

��� �� �����$���� # � ��� ������ � $���� �� )� ������ �� -�+� 7� ��� �  ��������  # ���

b1

b2

H2

b3

A

B

C

Proportional gain - P

D
if

fe
re

n
ti

al
g
ai

n
-

d

f f/ (0, 1/6)�sn

D
if

fe
re

n
ti

al
g
ai

n
-

d

Proportional gain - P

D
if

fe
re

n
ti

al
g
ai

n
-

d

Proportional gain - P

A

C

D FE

G

E

b1

b3

b0 b0

f f/ (1/6, 1/3)�sn f f/ (1/3, 1/2)�sn

b1

b2

b2

H2

H2

-�+� 7< � ������ ���"��  # ��� P − d ��������� ������
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����� � �������������� ������ �� ��� P − d ��������� ������

������������ 	��� 
���������� 	���

 �
1

tan ∆T

� � −
3 (1 − cos ∆T )

sin ∆T

�
(2 cos ∆T − 3)2

8(1 − cos ∆T )

(2 cos ∆T + 3)(2 cos ∆T − 1)

8 sin ∆T


 � −
1 + cos ∆T

sin ∆T

�
1 − 2 cos ∆T

1 − cos ∆T
−

1 + cos ∆T

sin ∆T

� −
2 + 4 cos ∆T

1 − cos ∆T
−

1 + cos ∆T

sin ∆T

�
(2 cos ∆T − 1) (2 cos ∆T − 5)

8 (1 − cos ∆T )

(2 cos ∆T + 1)2

8 sin ∆T

�������������� ������ 
. . .� �� ��� ������ ��� ����� �� ����� ���! �� ����� " 
!��� �����

������# $� ��� %� ��� !�&�!'! ������������ ���� �� � �� �" ����� ���!'��� �� ���������

������ ���� �!�������� �� ���  ����� ����� �� ����� ������� �� ���������(� ����� !���������

�� ������� ����!�����"

�� �� �� �� ��� ��� ���'��'�� �� ��� ������  �!���� ��� ���)'���� ������ �� ��� ����� ��

(1/2 , 1) �� �'�����# $� ���� ������'�� fn/fs−P ������ ���$� �� ���" * ��� +  �,����� ���'��

��  �!����������  �,�������� �����" ����� ������ ��� ����� �� �� ��� ���)'���� ����� $���

����� �����  -��� ����� �� ���" ./

0� ����# ���� ���� ����� ����� !�� ��� ���� ����� �����%����� ��� ������� ��������� ��1

����������" ���� �� ����'��# ����� ��� �� �������2� ��!����� ������! 345# ���)'���� ������

������� ���� 67 ���'� �� ���� � " 8�$����# ����� ���� �� ����# ��� ����� ����� �� ���

��������� ������ ��� ����� �� ���� �� �� �!������� �������� �����!���� ������� �� !�����1

���� �����!� $���  ������ ����� ��� ���9" ��� �&�!���# �� ��� ���� ��������� �!�������� ��

������������ $���� ��� ��!����� ���)'���� �� ��!��� �� ��� ��� $���"

��� %��� ����� �� ���" * ���$� � ��!��� ������������ ����������# �"�"# d = 0# $���� ���
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�� ���� �����	
 �� ����		 ��� �� 	�����

0

1/3

1/2

0

1/3

1/2

0

1/3

1/2
d=0 d=0.2 d=0.4

�
��
��
��
��
�
�

ν

�
��
��
��
��
�
�

ν

�
��
��
��
��
�
�

ν

0 1/4  1/3 1/2 2/3  3/4 1
0

0.5

1

1.5

2

0 1/4  1/3 1/2 2/3  3/4 1
0

0.5

1

1.5

2

0 1/4  1/3 1/2 2/3  3/4 1
0

0.5

1

1.5

2
d=0 d=0.2 d=0.4

�������� ��!�" � fn/fs�������� ��!�" � fn/fs�������� ��!�" � fn/fs

�
�"
#
"�
!�
"�
�$
%�
��
�
�

�
�"
#
"�
!�
"�
�$
%�
��
�
�

�
�"
#
"�
!�
"�
�$
%�
��
�
�

��%� &' �(� fn/fs − P )!���$�! �(��!)

*�+�*�$ )!��$� #�"#"�!�"��$ %��� �) ��, � -��"����% !" .�/
 !(�) *���) !(�! !(� )!��� )!�!�

�"��� ���"� ����"! �� %�����!��� !" �� ��$"0 112 "� !(� *�%��!��� "� !(� %�����$�3�� ����!�"�

�"��� �� !(� ) )!�*�

4� �"�!��)!
 0(�� � (�) � ��$�!�5�$ (�%( #")�!�5� 5�$��
 !(� �##�� $�*�! "� !(� )!��$�

�"*��� !���) !" ��6��! �� � ����"0 ���%� "� $"0 �������� ��!�")� 4� #�����#$�
 !(�) %�5�)

!(� #"))���$�! !" �$�*���!� !(� )!��� )!�!� ���"� "� � ��%�!�$ �"��� �"�!�"$$��� 4� #���!���


!(�) ��� �� ��7��$! !" ��(��5� �����)�
 �#��! "� !(� #"0�� �"�)!����! �! !(� ��#�!
 !(� )!��$�

�"*��� ���"*�) ����"0 0�!( ��)#��! !" !(� �������� ��!�"� �(�) ����"0 )!��$� �"*��� �$)"

)("0) �# �! fn/fs = 1+, 2+, . . . .)�� ��%� ,/�

-�"!(�� �*#"�!��! #�"#��! "� !(� �(��!) #��)��!�� �� ��%� & �) !(�! !(� )!��$� �"*���)

���"*� ��)8"��! ��� )"*� "� !(�* ��)�##��� � ������)��% !(� ��9����!��$ %���� �"� (�%(

��9����!��$ %���)
 "�$ ����"0 )!��$� �"*���) �+�)! �! ���!��� �������� ��!�")� �(�) ���

"9�� �� �+#$���!�"� �"� 0( !(� ��9����!��$ %��� �) �5"���� �� #���!��� �5�� 0(�� !(� �"�) 

�"��� ����5�!�5� )�%��$ �) #�"#��$ 6$!�����

� ������� �	
����

4� !(� ��)� "� ��)���!��!�*� ) )!�*)
 !(��� ��9����! :���) "� �������!�"� *� "���� �$"�% !(�

)!���$�! $�*�!) ;<=>� �(� �(����!���)!�� *�$!�#$��� z *� ��")) !(� ���! ����$� �! −1
 �! +1
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�� �� � ������� ��������� ���� z1,2 = exp(±iα∆T )� 
� �� ������������ �!� fn/fs − P �!���

���������"��� �� d = 0.2 �� ��������" �� ���� # �!�$��� �!� �����"�� ������ �% �!� ���&��

������� ��" ���� �!� �!��� '��"� �% &�%��������� ��������" �&�(��

�% $� ��&������� z = 1 ���� �!� �!������������ ���)������ �� *#+ �!� ��������� ����������

�� b3 = 0� ,���� �-������ *.+ b3 = 0 �� �����/�" $!�� fn/fs = k , k = 1, 2, . . . �� P = 0�


���� �!��� ���&����) ������ ��""��0��"� &�%�������� ��) ����� 1�23� �� �!� ���� �% P = 0 

�!� �!)����� ������� �% �!�� &�%�������� �� �&(����4 �!� ������� $��'� �� �!� �������� $�) 

�% ������ %�� ������(� ������

�!� ��&��������� �% z = −1 ���� �!� �!������������ ���)������ �� *#+ )���"� b0 = 0� �!��

�-������ ��� &� ���(�" ����� *.+� �!��� &���"����� ��%�� �� �����"0"��&���� &�%���������

1�23� �� �!�� ���� �!� �)���� ������ �� ��������� $��! �!� �����" �% 2∆t $!��! �� ���� �!�

"��&�� �% �!� �������� ����� 
���� �!� ���������"��� ���&����) &���"����� $� ��� /�" �!�

������!� ����� �!��������5�" &) fn/fs = 0.5 + k , k = 1, 2, . . . $!��! ��� ��"����"��� �% �!�

(���� �% �!� "�6�������� �����

�� �!� �!��" ���� $!�� z1,2 = exp(±iα∆T ) �!� �����"��) 7��% *�� 	�����'0���'��+

&�%�������� 1�23 ��) ����� ����� �!� ���&����) ����� H2 = 0 *��� %������ *8�++� �!�� '��" �%

&�%�������� �� �!� ���� �)����� �� ��������� ����� *��� ���� #+ $!�� ���%0������" (�&������� ���

����������"� ������ 8 �!�$� �!�� �!� %��-������� �% �!��� (�&������� ��� &� �&�����" &) �!�

z ��

z �
� ��i T

��� e

z ��

z ��

z � 	�
z �

� ��i T
��� e

z � 	�

z �
� ��i T

��� e

z � 	�

z ��saddle-node:

period doubling:

secondary Hopf:
z �

� ��i T
��� ez �

� ��i T
��� e

���-����) ����� 0 fn/fs
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������� �� ��� ��������� ��  ���� ������� !"#��$#���� s = ln z/∆T � ���� ��������!����� !�$�

��� "���  �� #� �� ���  �!$#�% $#��� ���� ��� �!�&����' �%��
 (���� α± kπ , k = 1, 2, . . . &���

��� ��)����� ��*������ ���+"�� ��� �� ��� ����#�$��& �� �##����' !����� �� ��� ��!������#���

��!� ��!���� ,� �� ���' �� ��� ���� ����� ��� �������#' !��' �� ����� ��*������ ���+"�� '

 �!$������� ��'�� �##'
 ��� #�(��� ��� �� ��� !��� �!$������
 ��� � �� ��� ��� �����&���

$��- �� ��� �$� ��"!�

��� ��#����� ��*������ ���+"�� ��� ν = (αωn/(2π))/(1/∆t) = αfn/fs  �����$�����& ��

����� ��#����� #�(��� ���+"�� ��� α ��� ���(� �*��� ��� ���*�#��'  ����� �� .�&� �� ���

��&���� ��#"�� �� ν ��� �� fs/2 /��� ��#� �� ��� ��!$#��& ���+"�� '0
 (���� ��� ���*�#��'

*�"��� ���� ����� (��� ��� �� �����' 1�$� *��"� ������ ������� � ��� ���*�#��' *�"��� ��#����

�� ��� $����� ��"*#��& *��"� �������

2� �!$������  ����+"�� � �� ����� ���"#�� �� ���� ��� �'���! (�## �� �##��� �� � ��#�����#'

#�( ���+"�� ' (��� �� #���� ��� ���*�#��' �#��& ��� #�!�� H2 = 0� ����  �"#� *� ���  ��� ��

$�� �� � (��� ��� $��$�������# &��� �� �� ������ �� � ����� � *����� �  "�� ' �� #�( ���+"�� '

������� 2� (�� �#����' !�������� �� ��� ������" ����
 ����� "��%$� ��� #�( ���+"�� ' ��3

*������� ��� ��$����� �� ������# $�$��� 4��
 �5
 6�7� .�� �!�## ���+"�� ' ������
 ��� ���+"�� '

�� ��� $����*#� ��*������� ��� ��� �!�##�� ���� ��� ��!$#��& ���+"�� ' �� ���  �����##�� ��

!����� �� � ��)�������# &��� �� �$$#��� �� ���� ,� ���  ���
 (��� � �8  �����##�� �� �$$#���

��� ��� ��!$#��& ���+"�� ' ��� ��� $��$�������# &��� ��� *��� ��� �� *� ��&� �� ����� ��

�!$���� ��� �  "�� ' �� ���  �����#
 ��� ���+"�� ' �� ��� $����*#� ��*������� �� ��#' �93�5:

�� ��� ��!$#��& ���+"�� '�

� �����������

��� �'��!� � �� !� ���� �# �'���!� (��� ��&���# ��� �  �����# (�� �������&���� �� ���� $�$���

;��' "�������� ������ �� ��� �  �����##�� �'���!� /��&� �����*�#��'
 �� �##������0 ��� �����

�%$#����� *' ��������& �� <"�!���##�� ��&� ���+"�� ' �'��!� �=
 *"� ��!� �� ����� ������ ���

 �"��� ���� �#' *' ��� ��� ����3��!� ���"�� �� ���  �����##��� ��� "����#'��& $�'�� �#  �"��
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��� ��� ��������� �������� ������  ��!��"��# ��������� #����#��"�� �� ���"� "������ �� ���

��" ���� �������� �� ��� ��$"����# #�����# ��"������� %&'() �� �� *��� +��*� ���� ��� #��"����$

���� "��������� �����# "�� ���� #����, *��"� "�� ���� #��������-��� �.�"�� #����#��� �� ���

������ ����������) �� "��� �� ��"��# ��#�� �������, ��+� �� ��"������� *��� ��* ���"� �

#������, ��� ��������� #����#��"� �� �����"���) ���"� ������" ���"� "������ �� ����� ������#

�� ������� �� ����� ���.���� ��# ��* #������, ��������� �������� ��� ����"�� �� ���"��"�)

�� ���� �����, �����" ��� ��������� ��� ���� ���# �� ��� �.�"�� �� ��� #�.�������� ����)

��� #�.�������� ���� �� "�������  ��# �� �������� "������, � � �� ���  � ���� ���� ����#�#

�� ���"� "������ *���� � � "� �������"�� �!���������) �� ���� *��+, #������# ��������� ��#

���������"� �������� *��� "�����# � � �� "����"����-� ��� #��������� ���#��"+ ����  �#��

��� "��#����� ���� ��� ���"� #��������� ������ �� �#����� /�����#) ��� ���� �.�"�� �� ���

#�.�������� ���� ��� � �����-�# �� ��� �����*���0

• 
� ��� ������# �� ��� �� 1, �����# "��� � #�.�������� ���� *��� ��# "� �����/"����� ���

���� �� ��� ������ #������ �� ��� fn/fs−P 2��� ��� ���3 ��"� ��# �������� ���3 ��"�

����� $ ������������ ����4 ��������� "�����)

• 5� �##��� � #�.�������� ����, ��� ��������� #������ ��"��� #��6���� ��# �����* 2���

���) 14) ����� ��� "������ ���3 ��"� ������ *���� �� ������ "������ �� �������� *��� �

/!�# #�.�������� ���� �� ��� "������) ��� �����* ������ #������ ��"��� ���� ��������#

����� ��� P �!��) ��� ������������ ���� "�� �� � ����� ��"�����# *����� ��� ������ ��

��������� �� ������-� ��� ����#� ����� ���"� �����, � � ��� ������ ��"���� ���� ���������

���� �� ������ ���3 ��"� ��������� ����������)

• ��� #�����" �������� �� ��� ������ �� ��� �����������# �� ��� ��������� �� �#�����

"�� ���# �� ����� #�.����� +��#� �� ��� �"������) ��� �*� �������� ���� ��� ��� �����#$

#� ����� ��# ��� ��"��#��� 7��� ��� �"������) ����"����, ����� ���# �� ����$�!"���#

��* ���3 ��"� ��"��������� *��� ���3 ��"��� �� 8$�9 �� ��� �������� ���3 ��"�, � �

���� *��� ��*��� �� ���� ���� ��� �89 �� ��� �������� ���3 ��"�) ��� #�.�������� ����
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���� ��� ���� � �������� ������ � �� ����� !�" ��#$����� %$�&��� ���
 #�� �� ��'��

��� ��!%(�) ���� ��#$����� %$�&��� ��� ���� !��� !�'�!* �� #� �� ��� +,(-,. $�/��� �% ���

���0!��/ %$�&��� * 1��� 2�/� 34�

��� ���#�!��*  ��$�� �$� 0�$���� �� ��� %$�&��� * $���� �� �� $�����
 ��� ���#!� �������

�$� $�0����� �� ���$* (k, k + 1) , k ∈ N+ ����$��!� �% ��� %$�&��� * $����� 5� 0$�0�$!* �����

!�" ���0!��/ %$�&��� ���
 �� �� ���!! 0����#!� �� ��!� � /���� ����$ "�� � ��� �*���� #� ����

���#!�
 "��!� ��� 0�$���� ����$� �!�� ��0!��� ���� �� ��/� ���0!��/ %$�&��� ���
 ��� �*����

 �� !���� ��� ���#�!��* �% ��� /���� �$� ��� ��!� ��� 0$�0�$!*� ��� 0$�0�$ �����/ ��� ��!� ���� �%

���  ���$�! /���� �$� �&��!!* ��0�$���� %�$ #��� !�" ��� ��/� ���0!��/ %$�&��� ���
 ��0� ��!!*

"��� ��� %�$ �  ���$�!!�� �� ���� �! �*���� ��� ���* ����$�! %$�&��� ��� "��� !�" ����!

���0��/ $������ ��� 0�$���� ��* �% ��� ���#�!��*  ��$�� �� �� ����$�����/ 0�*�� �! 0���������

�� �� ���� �! �*����� "��� ��/���! %�$ � %���#� '� 6�"���$
 "� ���� �� ����
 ���� %�$

0$� �� �! �*����� ��� %$�&��� * $���� ����!� #� '�0� #�!�" �78 �  �$���/ �� 	������9�

���0!��/ ����$���

:��� �% ��� �������/������ "�$� #���� �� ��� �����0���� �% ��� ����!�#�!��* �% ��� ����

��$������� �% ��� �����$�� %�$ �� ;� 0$� �� �
 ��"���$
 ���� ��$�������  �� #� �00$�)������

����/ <���� ��=�$�� �� �% �����$�� %�$ � ��!���
 "�� � �!�� 0$����� ���� '��� �% <!��$��/�

��� ��$� �����!�� ���!*��� �% ���� <���� ��=�$�� � �00$�)������� ���"� ���� ��� �#���

 �� !������ ���!! ��!� �% ��� %�$ � �����$9� ����$��! ���0!��/ %$�&��� * �� ��/� ����/��

���������	�
���

���� $����$ � "�� ���� "����� ��� %$��� �% ��� >�!���$�! 6��/�$���(�������� 	� ���* ���

�� ���!�/* �$�/$�� ����$ /$��� ��� �?�(>;�5� �5�(�7,+� ;� "�� �!�� ��00�$��� #*

��� 6��/�$��� 	 �����< @����$ � 2��������� ����$ /$��� ��� ��AB�,
 ��� 65	(>C�

@����$ � �$��0 �% D*���� � �% :� ����� ��� ���� !��
 ��� #* ��� ����$�! 	 ��� �� ���

�/����$��/ @����$ � ���� �! �% ������ ����$ /$��� ��� 8,�8-��
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�� ������� ����� ����� ������� ������! �" #���$%!���� ���� #�����&� ���� �����	


�� ��	��� ������� ��	��������� 	�� ������
� '()'*'�� '���

�+� ������� ����� ,�&������! -��&$����.� ��� ����� �" ��� 
�� �� ����� ����� ������!�

������	����	
 �����	
 �� �������� ����	���� /01)2*3� '(��

�2� ������� #�,� ��� ����4 5�5�� ,����� -�&�����6����� ������! �" #���$%!����&� ����

�����	
 �� ��	��� ������� ��	��������� 	�� ������
� 7+)+/*22� '(�

�3� 8%� 9���� �����	
 ������
 ������� ��� -%�!�&���4 ��:$���� ���:$��4�� ��� '���

�;� �&��:��� ��� �����	
 ������
 ������� �$���4��� 9��!��� '(�

�/� ����4 5�5�� ������������ �� �������� ����	���� 	�� ������
� 
���&��<��&!��� ������4�

#
� '(/�

��� =&��>: 8�5� ��� ������:�� 9�� ���������������

�� ������� ����� 	�� �������

-������� ,�!!� ?$$�� ����!� ��.��� 	�5�� +�� �������� ''7�

�(� �!����� 5�5��� ��� �� ��� ���
���  ��
���	� ������
� -�������<,�!! ����� ''�

�'� ������.& � ��#�� ���:�!& � 
�#� ��� ��������� 
�@�� !���� ������
 �� �������� ���

����� ��� -��&& ���� 9��� ������ �!������ ''��

�7� ����!���� 9� ��� A�!!��� ��� ����� !���� ������
� 8!%B�� 
����:�� -%�!�&���&� '''�

�� 	���!� ��� �����	����� ������
 �� ����� �	����
	����� �$���4��<A��!�4� 9��!�� ,����!<

���4� +772�

�+� ����.����� ��� ����!���� 9� ��� A�!!��� ��� 
 �%�.�� �" ����� ����������� ������! ����:�&

B��� �C$���:����! ��:$���&��� ����"���� ��	��	������ �� ����	�������� 3021)+�2*
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