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Résumé— Ce travail s’intéresse a l’estimation d’état de
systémes linéaires & temps discret et en présence d’entrées
inconnues en utilisant un observateur de type proportion-
nel multi-intégral sous une forme générale (PI?P). L’intro-
duction de multiples actions intégrales dans 1’observateur
d’état, permet d’assurer une bonne précision de ’estimation
méme en présence des entrées inconnues décrites par des
polynoémes de degré p. Un exemple d’application numérique
montre la validité de cette approche en utilisant un observa-
teur doté de trois actions intégrales sur un systéme affecté
par une entrée inconnue polynomiale.

Mots-clés— Diagnostic, estimation d’état, systéme linéaire,
entrées inconnues, action intégrale, découplage.

I. INTRODUCTION

L’estimation d’état des systemes a été et est large-
ment étudiée dans la littérature en raison de l'importance
considérable donnée aux procédure de surveillance de ces
systemes. En effet, I’élaboration d’une loi de commande
ou la mise en place d’une stratégie de surveillance ou de
diagnostic, nécessite, en général, la connaissance parfaite
et complete de I'état d'un systeme. Cependant, en pra-
tique,l’état d’un systeme n’est disponible que partiellement
et les grandeurs accessibles pratiquement par mesure di-
recte ne sont que les signaux d’entrée et de sortie. Une
solution pour résoudre ce probleme consiste a coupler au
systeme un systeme auxiliaire, appelé estimateur ou obser-
vateur d’état capable de recouvrer cet état.

L’observateur fournit une estimation de I’état du systeme
a partir de son modele et des mesures de ses entrées et de
ses sorties. Parmi la panoplie des observateurs utilisables,
celui de luenberger [1] & gain proportionnel, est un obser-
vateur classique pour les systemes linéaires. Cependant, les
performance de ’observateur proportionnel se dégradent
si la connaissance du modele du systéeme n’est pas par-
faite ou sous l'effet des perturbations inconnues affectant
I’état ou la sortie du systeme. Afin d’améliorer I'estimation
malgré la présence de ces perturbations inconnues dans le
systeéme, l'observateur a gain Proportionnel-Intégral (PI) a
fait 'objet de nombreux travaux. Le PI était une solution
efficace pour résoudre les problemes d’estimation d’état, de
détection de défauts soit en temps continue [2], [3], [4], [5]
soit en temps discret [6], [7], [8]. En effet, un observateur
proportionnel intégral permet d’avoir une estimation non
biaisée de I’état malgré la présence des incertitudes ou des
entrées inconnues [9], [10], [11], [13].

Dans cette communication, on propose une version
générale d’un observateur proportionnel intégral (PI?) des
systemes linéaires a temps discret en présence des entrées
inconnues. L’idée de cette approche est de procéder a des
intégrations successives de 'erreur d’estimation de sortie
pour estimer précisément les entrées inconnues puis de les
utilisées pour corriger I'estimation de 1’état et de la sortie
du systeme. Une telle opération n’est possible que si on as-
sure un découplage parfait entre I'état observé du systeme
et les entrées inconnues.

Ce papier est organisé comme suit. Dans la deuxieéme sec-
tion, on positionne le probleme et on donne les hypotheses
nécessaires a 1’établissement de 'observateur. La section
III traitera le probleme de synthése d’un observateur pro-
portionnel multi-intégral. Des résultats de simulation sur
un exemple numérique seront présentés dans la section IV.
Enfin, on terminera dans la section V par une conclusion
de ce travail.

II. FORMULATION DU PROBLEME

On considére un systéme linéaire & temps discret décrit
sous forme d’équation d’état :

Tp41 = Axy + BuyDdy, (1>
yr = Cxg + Edyg

oll x € R" représente I’état du systeme, y € R™ sa sor-
tie, u € R" son entrée de commande supposée connue et
d € RY le vecteur des entrées inconnues a effets additifs.
Les matrices A, B, C, D et E sont supposées connues de
dimensions appropriées et respectent les contraintes assez
peu restrictives suivantes.

Hypothese 1 : la matrice C' est de rang plein.

Hypothese 2 : Le systeme (A, C) est observable.

Hypothese 3 : les matrices D et E sont de rang plein
colonne.

Le probléeme qui se pose maintenant est la syntheése d’un
observateur PIP de systeme linéaire a entrées inconnues.
Ce probleme est assez général et peut concerner deux situa-
tions assez différentes. La premiere est celle ot un systeme
est effectivement affecté d’entrées inconnues perturbant son
fonctionnement, dont il convient alors d’évaluer 'amplitude



afin de concevoirune stratégie de commande compensatrice.
La deuxiéme situation est propre au diagnostic de fonction-
nement et plus précisément a I'estimation de défauts d’ac-
tionneurs ; dans ce cas, une entrée connue peut étre estimée
en la considérant comme inconnue afin d’analyser l’erreur
d’estimation de cette entrée qui peut étre révélatrice d’'un
défaut d’actionneur.

Dans la suite, on considere des observateurs de type Luen-
berger permettant de reconstruire I’état et les entrées in-
connues du systeme.

L’estimation de I'état est effectuée de la fagon suivante

Tp+1 = AT + Buy + D(ik + Ky,
Uk =k — Uk (2)

g = Cxp + Edy

o K € R™*™, E € R™*4. L’estimation des entrées incon-
nues est réalisée par I'observateur :

Czk = Azk
- 3
{ Zp1 = Az + Ty 3

ol z € R4 A € RT*PI. A ¢ RPI*PY et ol la matrice
A contient sur sa diagonale des blocs identité. L’observa-
tion est ainsi caractérisé par les matrices K et I' dont il
conviendra d’estimer les coefficients. Les développements
qui suivent visent a expliciter les équations qui régissent
I’évolution des erreurs d’estimation. Compte tenu de la
structure de la matrice A, le vecteur zj est donc construit a
partir des intégrations successives de l'erreur d’estimation
y de la sortie. Ce vecteur, ainsi que les différentes matrices
introduites dans la structure de ’observateur, sont parti-
tionnés sous la forme :

I 0 0 0
“Lk I I 0 ..
=R, A=]... (4)
0 I I 0
.k 0 0o I I
Iy
Iy
A=(0 0 1), T=| .. (5)
T, 1
FP

Compte tenu de (3) et de 'expression de A, on note que :

di = Zpk (6)

Ainsi, I'entrée inconnue est estimée uniquement & par-
tir de la derniere variable d’intégration. Considérons la va-
riable :

ex = Hdy, — 2 (7)
avec
H,
€1,k H,
en= |24, H=| .. (8)
o
Epk I} !

En particulier, la derniere composante de ¢ s’explicite :

Epk = dr — Zp (9)

et en comparant (6) et (9), on vient de définir tres simple-
ment 'erreur d’estimation de I’entrée inconnue par :

Cik = &pk

) 10

= A Ek ( )

Définissons les erreurs d’estimation d’état et de sortie
respectivement par :

= 11
Uk = CTx + Edy, a

{ T =z — Ty,

A partir des équations (1), (2), (7), (10), (11) et en utili-

sant I'opérateur d’avance ¢ d’un pas d’échantillonnage, les

expressions suivantes permettent d’obtenir la dynamique
de lerreur ¢ :

ehy1 = Hdpy1 — 2p
= Hdgy1 — (Azi + ')
quk —A(Hdk —sk)—l“gjk N
Hqd, — A(Hdk - €k) — F(Ofk + Edk)
= (qI — A)]'T[d}c + (A — FEA)Ek —I'Czy
(12)

puis celle de I’état :

Tp41 = Thyl — Thy1

= Axj, + Buy, + Ddj, — (AZy, + Buy, + Fdy, + K,

= (A—KC)# + (D — KE)dy
(13)
Finalement, compte tenu des équations (10), (12) et (13),
les deux erreurs d’estimation sont régies par une équation
d’état sous la forme matricielle suivante :

() = (0K ahe) ()
<(q[ ’ A)H) 0

L’équation (14) traduit la dynamique d’évolution des er-
reurs d’estimation de I’état et de ’entrée inconnue en fonc-
tion de 'entrée inconnue dy.

(14)

On note aussi que les matrices K et ' interviennent de
facon linéaire dans cette équation. Il est donc tout a fait
possible de régler les coefficients de ces deux matrices de
fagon & respecter la stabilité de 1'équation (14), ou la D-
stabilité (technique de placement de poles par exemple) et
de minimiser l'influence de l’entrée inconnue sur l'erreur
d’estimation (technique de type Ho, par exemple).

En fait dans ce qui suit, on s’intéresse a un découplage
exact de 'influence de l'entrée inconnue sur 'erreur d’esti-
mation en précisant la classe d’entrée inconnue permettant
ce découplage

III. SYNTHESE DE L'OBSERVATEUR PI?

Au cours de cette section, on va présenter les différentes
étapes de la synthese d’un observateur proportionnel multi-
intégral. On commence, tout d’abord, par le cas le plus
simple. Il s’agit d’un observateur PI puis on abordera le
cas le plus général, c’est-a-dire celui d’un observateur PIP.



A. Observateur PI

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la synthese d’un ob-
servateur ayant un seul intégrateur, c’est-a-dire caractérisé

par :
I 0 I,
A:(I I), F:(F2>,A:(O I) (15)
Si on choisit la matrice H (8) sous la forme :
_ (la=DI
H= < 7 (16)
on obtient :
_1)2
(¢ — \)H = ((q 01) I) (17)

Compte tenu de ce résultat, en vertu de ’équation (14),
on peut écrire :

€1,k+1 I -IhE r,c €1,k
okl | =1 I-TFE r,c €2k | +
Tpi1 0 D-KE A-KC Tr (18)
(¢—1)%1
0 dy,

Ainsi, pour garantir un découplage total de l'influence
de ’entrée inconnue dj, sur les erreurs d’estimation, il faut
respecter la condition :

(q-1)%d) =0 (19)

Une solution de 1’équation (19) est donnée pour une
entrée inconnue de la forme :

dp = a1k + ag (20)
L’estimation de ’entrée inconnue peut donc s’obtenir a
partir de l'erreur d’estimation de la sortie :

2141 = 21,k + 10k
29 k41 = 21,k + 22,1 + Doy
di = 22

(21)

_ Finalement, il reste a montrer que 'erreur d’estimation
dr de I'entrée inconnue tend asymptotiquement vers zéro,
c’est-a-dire d. — 0 quand k& — oo. Or, compte tenu de
la contrainte (19) sur la nature de lentrée inconnue, le
systéme (18) est alors autonome et sa stabilité est assurée
par un choix judicieux des gains K, I'y et I's. Les erreurs
d’estimation € et Z convergent donc vers 0, et compte tenu
de (10), cela garantit la convergence asymptotique de d
vers 0. L’observateur proposé répond bien aux exigences
de reconstruction de ’état et de I’entrée inconnue, les er-
reurs de reconstruction ayant une convergence garantie vers
Porigine.

B. Observateur PIP

Dans ce paragraphe on traite le cas général, c’est-a-dire
le cas d’un observateur PIP. La démarche est tout a fait

semblable a celle décrite précédemment pour I'observateur
PI, en prenant maintenant pour généraliser (16) :

(- 1)”1
_ 1)p—
= . 1) (22)
1
L’équation (14) s’applique toujours et ici avec :
(¢ — )P+
@ -nm=| 7 (23)
0

En vertu de (14), pour avoir une erreur d’estimation
découplée totalement des entrées inconnues il faut donc
que :

(¢ = 1P dy =0 (24)
ce qui correspond a la classe d’entrée suivante :
dy, zapkp—kap_lk‘p*l—|—---—|—a1/<;+ao (25)

Pour cette classe d’entrées inconnues, la dynamique de ’er-
reur d’estimation se réduit a :

Ek41 _ A — FEA *FC Ek
i) \(D-KE)A A-KC) \ay

La matrice d’état de cet observateur peut aussi se mettre
sous la forme :

(26)

<(1/)\ - ;(%?A A__FEC) =A-KC (27)
"= (DAA Sl) = (II;) C=(BA ) (W)

Ainsi, sous réserve de l'observabilité de la paire (A, C), le
réglage de l'observateur (c’est-a-dire le choix des gains K
et I') peut étre réalisé par placement de pdles. La condition
d’observabilité de Hautus [12] ici traduite par :

sl — A 0
—DA sI—A
EA C

rang =n+pg Vsel (29)

est satisfaite si la paire(A, C') est observable, la matrice A
étant par définition de plein rang.

Enfin, 'estimation de ’entrée inconnue est réalisée a par-

tir des équations d’état :
Tht1) A-KC DA T "
k41 - -Ic A—-TFEA Zk
B K Uk
0 I') \uk

(30)

dAk; = Azk



IV. EXEMPLE

On considere les matrices du systéme décrit par les
équations (1) et (2) avec les valeurs numériques suivantes :

a= (o) m=(2) 2= ()
= 1) #=)

Dans cet exemple, on utilise un observateur ayant trois
intégrateurs et comme entrée inconnue le signal de la forme
suivante :

di = a3k3 + (J,Qk2 + a1k + ag

avec az = 0.0006, a2 = —0.08,a1 = 2 et ag = —35. La figure
(1) illustre la forme du signal d’excitation et la sortie du
systeme pour un temps de simulation N = 100.

20f ‘ ‘ ‘ ‘ 1
10 entrée u R
T
1% 20 40 60 80 100
400
200} v, |
0 |
y
200, 20 - 20 60 80 100

Fig. 1. Entrée et sorties mesurées

Les matrices gains de 1’état K et de I'entrée inconnue I'
sont données respectivement par :

0.0633 0.1308

K:(O'2318 0.7159) r— 0.0431 0.1034
—0.4545 04773 )° 0.0977 0.2762
0.2808 0.2096

Les figures (2) et (3) montrent les résultats des estima-
tions de ’état et de I'entrée inconnue respectivement pour
des conditions initiales :

20 N 0
e (B) 0= (0). a

D’apres les résultats obtenus, on constate bien que I’'ob-
servateur PI3 permet d’obtenir une bonne estimation de
I’état du systeéme et de I'entrée inconnue, les écarts d’es-
timation costatés, au voisinage de l'origine, étant dus aux
conditions initiales arbitrairement choisies.

La mise en oeuvre de l'observateur proposé nécessite
l’ajustement de quelques parametres. Outre le choix des
gains de 'observateur liés aux poles souhaités et qui doit
étre fait en fonction du niveau de bruit affectant les mesures
de la sortie, I'utilisateur peut aussi modifier certains coeffi-
cients de la matrice A (4) qui intervient dans la définition de

OO OO

200

100} Etats 1 réel et estimé i

-100

200

100} Etats 2 réel et estimé i

—-100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig. 2. Etats vrai et estimés

100 7 /
0 4
Entrée et son estimation
-100 R
0 20 40 60 80 100

Fig. 3. Entrée inconnue et son estimée

entrée inconnue d. Toutfois, afin de présever le caractére
intégral de 'estimation, on conseille de ne modifier que les
blocs identité de la sous diagonale de la matrice A. Pour
apprécier le role de cette matrice, 'exemple précédent est
repris mais avec un niveau de bruit plus important sur la
mesure de la sortie. Les figures (4), (5) et (6) relatent ce cas
en conservant la matrice A initiale (4). L’estimé des états
reste correct, par contre celle de I'entrée inconnue souffre
de précision. Par contre, en modifiant la matrice A sous la
forme :

1 0 0o ... O

ol I 0
A=1]...

0 ... of T O

0 ... 0 aof I

ou 0 < a < 1, l'estimé des états correct et estimé de
I’entrée inconnue s’est trés sensiblement améliorée. Dans
les essais effectués, ce parametre a été ajusté de fagon heu-
ristique, une analyse de sensibilité pourrait sans doute étre
effectuée.

20} ‘ ‘ ‘ ‘ 1
10 entrée u R
o[ T
1% 20 20 60 80 100
400
200} Y, ]
0 ]
y
200, 20 : 40 60 80 100

Fig. 4. Entrée et sorties mesurées
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—200 . . . . . . . . .

200 : : : : : : : :
Etats 2 réel et estimé

—200
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Fig. 5. Etats vrais et estimés

100

Entrée inconnue et son estimée

Fig. 6.
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Etats 1 réel et estimé

—200 . . . . . . . . .
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200

Etats 2 réel et estimé

—200
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100
Fig. 7. Etats vrais et estimés
100t
0 .
Entrée et son estimation
-100t ]
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Fig. 8. Entrée inconnue et son estimée

V. CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté une forme générale d’ob-
servateur a entrée inconnue des systemes linéaires a temps
discret. L’approche était de concevoir un observateur pro-
portionnel multi-intégral (PIP) qui permet de garantir
une bonne précision de 'estimation de 1’état du systeme

malgré la présence des entrées inconnues sous forme poly-
nomiale de degré p. L’idée sur laquelle repose cet observa-
teur consiste a introduire des intégrations successives sur
I’erreur d’estimation de sortie pour obtenir une bonne esti-
mation de ’entrée inconnue et a partir de laquelle on cor-
rige 'estimation de 1’état. L’observateur proposé est testé
sur un exemple numérique pour un systeme affecté par une
entrée inconnue sous forme de polyndéme de degré 3. Les
résultats de simulation montrent la bonne précision avec
laquelle I'entrée inconnue et ’état du systeme sont estimés
en utilisant un observateur ayant trois actions intégrales
(PI3).

Dans la suite de nos travaux, il semble intéressant
de généraliser cette approche a la recherche d’une classe
d’entrées plus générale en recherchant d’autres structure
de l'observateur multi-integral.
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