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0. INTRODUCTION.

L’analyse complexe s’est fortement développée au 19° siécle, en particulier avec les travaux de
Cauchy, Riemann et Weierstrass. Les essais de généralisation en dimension supérieure conduisirent a
la construction des quaternions et des octonions. Toutefois, ces nouveaux objets s’avérérent alors un
peu décevants au niveau de I'analyse. Par ailleurs, de fortes limitations a ce type de généralisations
furent obtenues, entre autres par Frobenius avec une classification des algébres associatives réelles de
division de dimensions finies, ou par Bott et Milnor avec le résultat suivant :

Théoréme (|[BM]) : L’espace vectoriel R” posséde une opération produit bilinéaire sans diviseur de 0
seulement pour n=1,2,4 ou 8.

Pour n—=4 et 8, on obtient respectivement les quaternions et les octonions. Dans le cas de R?, la
condition d’intégrité est équivalente a I'existence d’un élément i de R? tel que 1 + 42 = 0.

Sachant qu’il est impossible de trouver en dimensions supérieures des algébres associatives de
division, nous rechercherons des algébres ayant de bonnes propriétés analytiques, c’est-a-dire dans
lesquelles existe une théorie des fonctions analogue a ’analyse complexe. Nous essaierons d’étendre,
en dimension supérieure a deux, le point de vue de Cauchy-Riemann sur ’analyse complexe (fonctions
dérivables et représentation intégrale).

Des conditions de Cauchy-Riemann apparaissent naturellement en superanalyse (cf. [K] par exemple).
L’analyse sur les superespaces, dite "superanalyse", s’est développée dans les décennies '60 et 70,
formalisant les superespaces des physiciens, espaces dans lesquels cohabitent des variables anti-
commutatives avec les variables usuelles. Pour un historique et des références, nous renvoyons par
exemple aux livres de Berezin [B| ou Khrennikov [K].

Nos résultats sont énoncés dans le cadre des superespaces ; de la superanalyse, nous utiliserons seule-
ment les définitions de superespaces et de la superdifférentiabilité, et nos méthodes sont inspirées par
celles de ’analyse complexe.

Il est & noter que, contrairement & ’analyse complexe, quaternionique ou de Clifford, nous ne
disposons pas d’un opérateur de conjugaison sur les algébres A = Ay @ A1 — ou les éléments de Ag
(resp. Aj) commutent (resp. anti-commutent) entre eux — et les superespaces A" x A{™ associés a A
que nous considérons .

Nous définirons sur certains superespaces un opérateur d”’ de Cauchy-Riemann dont le noyau coin-
cidera avec l'espace des fonctions superdifférentiables (S-différentiables en abrégé).
Des conditions (4;), j = 0,1 sur A;, & mettre en paralléle avec la relation complexe 1 + i? =0, s'im-
posent alors de maniére naturelle lorsque nous cherchons une solution fondamentale de cet opérateur
d".
Nous obtenons, & partir d’une solution fondamentale pour I'opérateur d”, une formule de représenta-
tion des formes différentielles avec opérateurs intégraux & noyaux explicites; et en particulier, pour
les fonctions :

Théoréme 0.1. On suppose les conditions (Ag) et (A1) satisfaites par Ualgébre A = Ao © Ay. Soit D
owvert de Afj x AT* borné et a frontiere Cl et f fonction de classe C' dans D, continue sur D ainsi
que df , alors pour tout x € D

f@) = [ fwEy.e) - /D &' () 7K (5, )

oD
1
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Nous déduisons de la formule de représentation des fonctions qS-différentiables (i.e. vérifiant d” f = 0)
des propriétés de ces fonctions, comme '’harmonicité, une propriété de gS-analyticité, un théoréme
de Liouville, ainsi qu’un résultat de qS-différentiabilité séparée :

Théoréme 0.2. : Si f est une fonction définie sur un domaine D de AJ x A" a valeurs dans A
séparément qS-différentiable sur D par rapport a chacune de ses variables appartenant ¢ Ag ou Aq,
alors f est qS-différentiable sur D.

et un théoréme de prolongement de type Hartogs :

Théoréme 0.3. : Sous les conditions (Ag) et (A1), si OQ est le bord connexe d’un domaine 2 borné
de A x A", avec n+m > 2, et f une fonction ¢S-différentiable dans un voisinage connezxe de 052,
alors f se prolonge en une fonction qS-différentiable sur €.

Dans une premiére partie, nous préciserons nos notations et rappellerons les principales notions de
superanalyse, suivant, pour I’essentiel, la présentation de [K|. Nous fournirons aussi quelques exemples.
Dans la seconde partie, suivant le point de vue "riemannien" de ’analyse complexe, nous définirons
un opérateur de Cauchy-Riemann dont le noyau est constitué des fonctions super-différentiables en
les variables commutatives et "quasi"-super différentiables en les variables anti-commutatives.

La troisiéme partie sera dévolue & la recherche de représentations intégrales pour les fonctions défi-
nies dans un super-espace et a valeurs dans notre algébre. C’est dans ce paragraphe qu’apparaitront
les conditions (Ap) et (A1), qui fourniront une superanalyse aux propriétés étonnamment voisines de
I’analyse complexe. Les représentations intégrales seront alors ’outil que nous utiliserons pour étudier
les propriétés des fonctions super-différentiables, ce qui fait 'objet de la quatriéme partie.

L’objectif de I’article n’est pas un recensement exhaustif des propriétés des fonctions super-différentiables ;
il essaie de souligner une étrange proximité, sous certaines conditions, entre ’analyse complexe et la
superanalyse. Ces résultats ont été partiellement annoncés dans [BC].

1. SUPERESPACES.

Nous noterons A une superalgébre commutative réelle (en abrégé CSA), dont nous rappelons ci-
dessous la définition (cf. [K| par exemple).
Un R-espace vectoriel Zs-gradué A = Ag@ A; muni d’une fonction parité o définie sur les élé-
ments homogeénes par o(a) = 0 (resp. 1) si a € Ay (resp. si a € A;) devient une superalgébre si
on le munit d’une structure d’algébre associative unitaire dont la multiplication vérifie la propriété
o(ab) = o(a) + o(b) (mod. 2) pour tout couple (a,b) d’éléments homogénes.
Le supercommutateur est défini sur les éléments homogenes par [a,b} = ab — (—=1)7@7®)pg (et pro-
longé par bilinéarité). Une superalgebre est dite commutative si pour tout couple (a,b) d’éléments
homogeénes [a,b} = 0.
Nous définissons le Aj-annihilateur comme étant YA, = {A € A : AA\; = 0}. Toutes les CSA consi-
dérées ici seront de dimensions finies. Nous noterons (e, €1, ..., e,) une base de Ag (ep est I’élément
unité de A), (e1,€2,...,6¢) = (€p+1,€pt2, ..., €ptq) une base de Ay, et définissons les coefficients de
structure (d’algebre) I'" de A par e;e; = Zgig Fﬁjek pour 4,5 = 0,1,...,p + ¢. On remarque que,
d’aprés la définition d’une CSA| les coefficients I' sont symétriques en (i,5) si iouj € {0,1,...,p},
anti-symétriques si ietj € {p+1,p+2,....,p + ¢}.

On appelle superespace sur la CSA A tout R-espace vectoriel
RY™ = Af x AT
oun,m e N.

Définition 1.1. Si U est un ouvert de R\"™ et F une application de U dans A, nous disons que F
est superdifférentiable a droite (ou S-différentiable) en x € U s’il existe des éléments gTF(x) de A,
J
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j=1,...,n+m tels que, pour tout h € RY"™ tel que x +h € U, on ait

n+m
F(x+h)=F(x) + g(:ﬂ)hj + o(h)
j=1

. h N .
avec lzmHhH,_,OW =0 ot || .|| est une norme sur l'espace vectoriel R}™.

Nous remarquons que B—F(CE), - gTF(x) sont définis de facon unique par la condition ci-dessus, tandis

oz
que azi -(2), ., Bxii —(z) sont définis modulo L A;. La condition de S-différentiabilité de F' exprime
donc le fait que F est différentiable et que sa dérivée est définie par les opérateurs de multiplication

par des éléments de A.

Exemple 1. Si A; =0et Ag = Vect (eg,e1) avec eg = 1 et 612 = —ey, les fonctions S-différentiables
sont les fonctions holomorphes et la superanalyse est alors 1’analyse complexe.

Exemple 2. (Analyse hyperbolique.) A1 =0 et Ag = Vect (eg,e1) avec eg = 1 et (e1)? = e.
— : ou _ 0 Oou _ 0
f=uegtve Sdiff. <= F= = 5= a—mul—QT”O 2
Alors f, u et v vérifient ’équation des ondes 2-% — 974 — )
0w Ox;
Remarque : soient ¢ et 1) fonctions de classe C* sur R. Alors f: A — A définie par
fzeg +yer) = [p(z +y) + ¥(z —y)leo + [p(x + y) — Y(x — y)]e1 est S-différentiable, mais pas plus

réguliére que ne le sont ¢ et .

Exemple 3. Soit A une algébre de Clifford réelle de dimension 2% dont les générateurs e, ..., ej
vérifient e;ej+-eje; = —20;;5 ; A peut s’écrire comme une superalgébre non supercommutative A = Ay®
Ay avec Ag = Vect{er ; |I| pair }, Ay = Vect{er ; |I| impair }, ot ey =1, et si I = (i1,...,4,) , ef =
62‘1 e eiy .
Exemple 4. Supposons A; et Ay de dimensions respectives 4 et 6, avec la table de multiplication
suivante :

[xJeof et [ea]es [eal es [ e1 |2 | e | ea ]

€0 €0 (&) €9 €3 €4 €5 &1 €9 €3 €4
€1 €1 —€0 €3 —€g2 | 65 | —€4 £9 —E&1 €4 —E3
e2 | e2 | es 0 0 0 0 0 0 0 0
e3| es | —ea | 0 0 0 0 0 0 0 0
€4 €4 €5 0 0 €4 €5 0 0 0 0
€5 €5 | —€4 0 0 €5 | —€4 0 0 0 0
€1 &1 €9 0 0 0 0 0 0 —e€3 €9
€2 159 —€&1 0 0 0 0 0 0 €2 €3
€3 £3 €q 0 0 0 0 €3 —e€9 0 0
€4 €4 —E3 0 0 0 0 —e€2 | —€3 0 0

L’ensemble des nilpotents de Ag est ici Vect (eg, e3) donc lalgébre Ay n’est isomorphe & aucun produit
d’algébres H;:1 L;, ot les L; sont des extensions de R .

2. L’OPERATEUR DE CAUCHY-RIEMANN EN SUPERANALYSE.

Soit f une fonction d’un ouvert U de RY™ = Af x AT dans A = Ag@ Ay f(x) =Y 0 fu(@)er +
Sy fori(@)er, out fo, ..., fprq sont des fonctions réelles.
Il sera commode, comme dans [K], d’écrire z € Ry sous la forme z = (y,0) avec y = (y1,...,Yn) €
Apet 0= (61,...,0,) € AT Ainsi avec y; = > 7 _, yFer, € Ag et §; =Y 1, Hé»sl :

df (z) = Z > %(m)dyf + Z > %(;c)cw;
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Soit f S-différentiable en = (voir la définition 1.1) et h = (hy, ..., hn, b, ..., h,) € AJ x AT*; nous
avons

df(z)(h) = Y 5o (@hi + > T(x)h;
i 9Yi =
n p 8f . m q af l
= Y (@) edyi(h) + 50, (@) e1dd;(h)
i=1 k=0 Yi j=11=1 J
par conséquent
. of of
Vi= 17 sy Ty Vk = 07 P 2 32/1 (w)ek = a—yf( )7
- _ O vy - OF
Vi=1,...m,Vli=1,..4q, 89( x)e _8%@)7

ou encore, puisque aa_gfi(x) = gy{ () :

PROPRIETE : une fonction f Fréchet-différentiable en ses variables réelles est S-différentiable en x € A
st et seulement si

;j:() ao()ek,w—l snetVk=1,...,p

0 15)
(2.2) %()%
J

(2.1) of

(x)) € Aler, ...,gq) = {(ac1,...,aeq) ,a € A} Vj=1,...,m

Rappelons que 852 () est défini modulo +A;.

Nous sommes alnsi amenés naturellement a traiter différemment les "variables commutatives"
Y1, .., Yn et les "variables anti-commutatives" 64, ..., 0,,.

1. Etude dans Af. Oublions provisoirement les variables anti-commutatives et intéressons-nous
aux variables y1, ..., y,. Et, d’abord, considérons le cas n=1.

Soit f une fonction d’un ouvert U de Ag dans A. Siy = Zk 0 yFey, € U, alors f est S-différentiable
eny sidf(y) = g—j)(y) b Oekdy puisque, pour tout k, By k(y) = gyf (y)er comme nous venons de

le voir. Dans le cas général, nous décomposerons df (y) en une partie Ag-linéaire notée d’f(y) et un
reste noté d’ f(y) :

df (y) = d' f(y) +d" f(y)

avec

p
TI0) = 550 Y eud
k=0

an )—Z( ) - st

Plus généralement, si w est une forme dlfferentlelle définie dans U, a valeurs dans A, nous définissons

p

ow ow
! _2 : k .
dw= ekdy 8 dYa—yO,
k=0
P
ow ow
1" _2 :
dw_k:1d (0y ekayo).

On vérifie immédiatement que d”? = d”’? = 0 et donc d”d’' +d'd” = 0. Une fonction f est S-différentiable
dans U si et seulement si d’f = 0 dans U. On généralise aisément au cas de plusieurs "variables
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commutatives". Siy = (y1,Y2..., yn) € Aj avec y; = ZZ:O yfek, on définit pour une forme différentielle
w de degré quelconque définie dans un ouvert U de Af, et a valeurs dans A,

n p
ow ow
"o, k
n P n
Ow ow
dw = dyf = = dYi— .
’ ;g:;ek "o ; Oy

REMARQUE : dans le cas de Ag = C, la maniére traditionnelle de définir 'opérateur de Cauchy-
Riemann n’est pas la méme que ci-dessus, puisque 'habitude est de faire éclater df en une partie
C-linéaire et une partie C-antilinéaire. Cette procédure ne peut opérer ici car nous n’avons pas, dans
le cas général, d’opérateur de conjugaison. Toutefois, I'opérateur de Cauchy-Riemann habituel dans C
et celui qui est défini ci-dessus ont le méme noyau, I’ensemble des fonctions holomorphes. Et c’est ce
qui nous importe, puisque notre objectif est I'’étude des fonctions S-différentiables (c’est-a-dire, dans
le cas de C, des fonctions holomorphes).

2.2. Etude dans AT". Occupons nous, maintenant, des "variables non-commutatives", et, tout d’abord,
du cas d’une seule variable anti-commutative. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de Ay, &
valeurs dans A. Si @ = Y7 | 0'e; € U, f est S-différentiable en 6§ s’il existe un élément %(9) de A tel
que, pour tout [ =1, ...,q, %(6) = 2—5(6)@.

Mais, contrairement au cas des "variables commutatives", il n’existe, en général, aucun moyen cano-
nique pour déterminer le coefficient multiplicatif %(9) de lapplication Aj-linéaire d'f () ; autrement
dit, il n’existe, en général, aucun moyen naturel pour décomposer df (f) en une partie A;-linéaire et un
reste. Pour conserver le maximum de souplesse dans le choix de ces projections associées de df (#), nous
supposerons que nous disposons d’une norme || || dans A (norme sous-additive ||za’|| < Cllz||||z’||)
déduite d'un produit scalaire g (e;e; = g;; pour i,j =0,1,....,p + q).

Nous cherchons & définir un opérateur d” dont le noyau contient les fonctions S-différentiables.

Nous pourrions effectuer une projection orthogonale de <%(9), e %(9)) sur A(e,...gq) afin de
définir d’abord d’ = d — d” puis d”, mais cela ne donne pas, en général, un opérateur d” vraiment
explicite et, partant, il semble difficile d’obtenir ainsi une solution fondamentale explicite pour I'opé-
rateur d”, ce qui sera 'objectif du paragraphe suivant.

d” est bien plus explicite si nous supposons satisfaite la condition suivante :
il existe une suite finie 1 = 51 < So0 < ... < §p < Spp1 =q+ 1 telle que

(2.4) €j = €505 515, < J < Spq1 otaj €N et ag, =as, = ... = as, = €

T

(en fait a; est un élément de Ag).
Alors :

PROPRIETE : Sous la condition (2.4) sur A1, une fonction f Fréchet-différentiable en 0 est S-différentiable
en 0 € A st

af of
(s O)s- s o= (6) € Ay 125,)
9f gy 0F

(2.5)

507 (0) = 90+ (H)aj si s <j< Sk+1

La plus utile des deux relations ci-dessus lorsque nous chercherons & donner des propriétés de régularité
des fonctions S-différentiables sur un ouvert de A; sera (2.5). Nous sommes donc amenés a poser

r Skyr1—1 9 9
e N = _ .
d’(= dG)_Z‘Z do <69j a]898k>’
k=1 j=si+1
et

r Sk+1—1

d’:d—d”zz Z dajaj%

k=1 jZSk
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On vérifie immédiatement que d? = d”? =0 et d'd” 4+ d"d = 0.
On généralise au cas de plusieurs "variables anti-commutatives" : Si 6 = (01,02, ...,0m,) € AT avec
0; = 321 6]<;, on définit pour une forme différentielle w définie dans un ouvert U de A"

m r Sk+1—1

dw ZZ Z a]dﬁl 898’“ noté d'w = ZZde 95’“

i=1 k=1 S i=1 k=1
(2.6) A 5
w
1" 2 :2 : 2 :
d'w d aa] YR aj)
=1 k=1 j=s+1 ?

2.3. Cas général. Enfin, dans le cas d’'un superespace R}™ = Af x AT sur la CSA A, un élément x de
Rx’m est noté z = (y,0) = (y1,Y2, s Yn, 01, ..., Om) € AJ X A" avec y; = Z] —0 yle] et 0, = Zl 1 Hksl
Nous pouvons définir opérateur de Cauchy-Riemann d” dans Ry en posant d” = d; + dy, ou d;, et
djy sont définis en (2.3) et (2.6) :

m r Sky1—1
0
1) Y <a] : ay@) 1535 3 ST )

i=1 j=1 =1 k=0t=s+1

3. SOLUTION FONDAMENTALE DE d” ET FORMULE DE REPRESENTATION INTEGRALE.

Si D est un ouvert de R borné et a frontiere lisse, si f est une forme différentielle continue dans
D et de classe C'! dans D, nous cherchons une représentation intégrale de f, ¢’est-a-dire nous essayons
d’écrire

f(z) = fw)K(u,z) — / d" f(u) .K(u,x) d”/ flu , €D
oD D
Soulignons que les formes différentielles intervenant, & coefficients & valeurs dans A, sont des formes
en les coordonnées réelles y! ,w), i=1,..,n, j = 0,..., ,92,7'@, = 1,..m, £ = 1,...,qg de z =

(y,0),u = (w,7) € Ay x A" ~ RN ou N =n(p+ 1) + mgq, et les intégrales sont ainsi définies sans
ambiguité.

Une telle représentation intégrale peut s’obtenir dés lors que K est & coefficients localement intégrables
sur R x RY™ et que nous avons en termes de courants d”K(u,z) = [A] ou [A] est le courant
d’intégration sur la diagonale A = {(z,z) : z € Ry} (voir [HP] par exemple). Un noyau K (u,z)
vérifiant cette derniére égalité est appelé noyau fondamental de I'opérateur de Cauchy-Riemann d”.
Plus précisément, soit ¥ : D x D — Ry'™ définie par ¥ (u,x) = u — z. Alors [A] = ¥*([0]) ot [0] est
le courant d’évaluation en 0 € R}y"™ Donc dy K (u, 2) = [A] s’écrit aussi d;Q(x) = [0] si I'on pose
K = U*Q; chercher une formule de représentation intégrale pour d” appelle donc a rechercher une
solution fondamentale pour l'opérateur d”.

3.1. Solution fondamentale de d”’. Comme dans le paragraphe précédent, nous allons d’abord sup-
poser que f est une forme en y € Ag (donc n = 1 dans un premier temps) et fixer les variables 6 € AT".
Dans le cas Ag = C, une solution fondamentale de d’Q = [0] est Q = 2 -=. Mais pour p > 1, notre
algébre commutative Ag n’est pas intégre (cf. [BM] ou le théoréme de Frobenius classifiant les algebres
réelles associatives de division de dimensions finies). Nous n’avons pas non plus de conjugaison sur
Ay comme en analyse complexe ou quaternionique, et un noyau résolvant de type Bochner-Martinelli
n’est pas envisageable.

Nous devons chercher une solution fondamentale sous une autre forme.
Nous munissons Ay d’une norme euclidienne || || pour laquelle (eg, ...,ep,) est une base orthonormée
(avec eg 'élément unité).
Nous sous-entendrons souvent les symboles A dans les formes différentielles et utiliserons les notations :

(3.1)

—

dyi = dy° ... dy"tdy't .. dyP, et pouri < j : dy/zcEJ =dy° .. dytdyt L dy Ty dyP
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Lemme 3.1. Soit Q(y) = Iy ”(p+)k ot Ay) = >, (—1)’Az(y)c?y\l est une p-forme a coefficients A;(y)

a valeurs dans A et polynomes (en les variables réelles y°,...,yP) homogénes de degré k et vérifiant
d"Q =0 hors de 0. Alors
d'Q = </ d”A) x [0].
llyll<1

PREUVE : Soit ¢ € C§°(Ap) une fonction test. Remarquons que pour tout i =1,...,p: dy' Ndy® =
Nnous avons

p
(% &p
d'Q, = (=DPTHQ, d"p) = (-1)PTHQ, ( A >d
(d"Q, ) (—1)PHY( ¢>()<;ay, Ty y')
p
A; Oy (%
- S s dy...dyP
/ ;HyHW (ay@ 80> v

p

: A; Oy op >

= —lim E . dyP...dyP
=0 Jjyze = Iyl (W By

)P A; dy Aiei@\o "
|y||p+k ) ¥| 40

— Ajeidy® )

p
= —lim <
20 |lyll>e [ ;
1 p
= 1. _— (
51—I>I(1) €p+k/” |=¢ Z

- (/ny||=1 Zp:(_l)iAi@i _eiA@\O)@(O)

=1

- /|y||<1 (ZZ )dy Lt (/Hyllsl d/,A)SD(O)‘

en utilisant d”A =d"(3°F_, Aidyi) pour la derniére égalité. O

Ainsi, grace a ce lemme, pour obtenir une solution fondamentale pour d”, nous allons chercher
Qy) = ||;||(pl1 avec A(y) p-forme a coefficients a valeurs dans A et polyndémes homogénes de degré 1

telle que f| d" A soit inversible.

lyll<1

Nous considérons

J k. k __
||yup+1 Z Yy Z by ||yup+1

oll b;? eAetax = ZZ:O y*ey,. Nous allons choisir les éléments bf de A de facon a obtenir d”"2 = 0
hors de 0. .

Nous pourrons choisir librement les b0 puisque d” (gb(y)dyo) = 0 sur un ouvert U C Ay dés que
¢ :U C Ag — A est R-différentiable sur U.

Par un calcul direct :

P 1J 70
bj—e]b

) Jen — 0% &
I — (p+ 1)MZ b?yk dydyt...dyP.
k=0

d”Q — J  JJ
ly[[P+! ly[[P+3

i=1
d"Q) = 0 s’écrit donc

p
W =) = o |30 vtk - S tett| =

j=1 k=0 j=1 k=0

M@

Jj=1
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c’est-a-dire
Ty (0] —esb) = P [ (u°) 2 SF_y egb0+370y (u7) 2bj 4300y w07 () =320 enbi)+ 1< cn ¥7YF (05 +0})]=0

Il faut donc annuler le polynéme obtenu en multipliant par ||y||? le premier membre, ce qui donne :

= ZZ:I ekb‘;a J=12..p

(32) Vb, =0; jk=1,..p; j #k
b; =—>PF | exb) = ]ﬁ SP_ (B —ert?); i=1,..,p.
Notons b = — 37 _, eb? la valeur commune des bj ,j=1,...,p. La premiére ligne de (3.2) permettra

de définir bO quand nous connaitrons les b] La deux1eme ligne donnera b7 quand nous connaitrons bk
pour j < k: Compte tenu de ces deux hgnes :

p p
b = —Z ekz elbl = Z ekelbf = —Z e,fbﬁ — Z ekelbf — Z ekelbf
k=1 1=l

k=1 k=1 k<l I<k
p
— _Z b= ) e+ b)) = —bY el
k<l k=1
ou encore
p
(3.3) bY el =0.
k=0

Alors trois cas se présentent.

Si Z£:0 e,f n’a pas de diviseur de 0, nécessairement b = 0 et donc f| d’”A = 0 : nous n’avons

|||<1
pas de représentation intégrale.

Si k 0 ek non nul a des diviseurs de 0, on prend pour b I'un de ces diviseurs et alors fIIJ»‘II <1 d’'A
est non inversible : nous n’avons pas une bonne représentation intégrale.

Enfin, si Ag vérifie la condition (Ag) suivante :

P
(3.4) (Ap) il existe une base (eg = 1,e1,...,€p) de A vérifiant Z e =0,
k=0
nous prenons pour b un élément inversible de A, par exemple, b = ¢g, et choisissons bé? =0sij #k,
1 < j < p; nous déduisons alors du lemme 3.1, puisque f||:1:||<1 d"A = (p+ 1)egVol(B(0,1)) ou
Vol(B(0,1)) est le volume de la boule unité de Ay :

1
= )dyi + Z bhyFdy0)
i Z /(4 +yleo)dy
o+ DVol(BO, D)yl 2 2

est une solution fondamentale de d” dans Ag.

Nous allons choisir les b’g en sorte que d'Q) = 0, ce qui simplifiera d’une part certains calculs d’autre
part la formule de représentation intégrale; ceci conduit & b8 = eg et bf = —ep, si k > 1. La forme
dY =3P epdy” est en facteur dans A et nous obtenons, avec les notations (3.1) :

k=0

Proposition 3.2.

1 , P —
Q I(ye; +1ie erpdy®)dyOdy?
*= G DVABG, 1))||pr+12 i+ e endy’)

est une solution fondamentale de d” dans Ag.

EXEMPLES : La condition (Ag) est vérifiée dans les exemples 1, 4 et, lorsque & = 2 modulo 4, dans
I'exemple 3 du paragraphe 1. Elle ne l’est pas dans le second exemple (ce serait d’ailleurs en contra-
diction avec la proposition 4.3 du paragraphe 4).

La condition (Ag) sera toujours supposée vérifiée dans la suite.
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e cherchons maintenant une solution fondamentale pour 'opérateur d” défini sur A;. De facon
a disposer d’une expression explicite pour d”, nous supposerons satisfaite la condition (2.4); par
conséquent, nous avons :

r Sgr1—1 9
r=3 Y v (e ).

k= 1] Sk+1
Nous munissons A; d’'un produit scalaire en supposant que (e1,...,£4) est une base orthonormée,
notons || || la norme associée, et cherchons une solution fondamentale de la forme :
T Sk+1—1
0=>" > (1" Ldoi § j
Hé’ Hq
k=1 j=sg

On calcule d’€ hors de 0, et I'on note dV = df' A ... A df?; comme d”((b(y,e)cﬁs\k) = 0 sur tout
ouvert U sur lequel ¢ est R-différentiable, nous pourrons choisir arbitrairement les bék

r Sgr1—1 r Spr1—1

q
' = Hé’HqZ 3 <b —ajb5k> v — HGHWZ N (67— aj6) <; b§91> dv.

k=1j=s,+1 k=1j=sp+1

donc

T Sk+1—1

ol v = ey > (v - aby)

k= 1] Sk+1

r Sk1—1 r Sk+1—1

2 s N2

—q | =D 0% D b+ Y Y (0%

k=1 j=sp+1 k=1 j=sp+1
Sp+1—1 Sp/p1—1

+q 2 : G5k @Sk E CL] jk/ + z : ajbsk
S <Spr Jj=sk+1 Jj=sp+1

r Sk/41T Sg+1—1

asw bk — abl | + 0768 (b% + bl)|.
l J k

k=1k'=1j=s,+1 l=sp+1 i<k
3 k#8140 y8r

La nullité de d’ hors de 0 s’écrit donc :
[ Vhb =0sij Ak, jeth ¢ {150}

Sk+171
Sk __
bj = g ale
l=sr+1
Sk+1—1 Sk/+171
s
0= E a]bj’“' + E ajb;’“ pour k # k'
Jj=sp+1 j:Sk/-i-l
r Sg+1—1 Skot1—1

b- — a;b}F) = @ = —q a;b* pour tout ko € {1,...,r}.
J q9; J7g

k=1 j=s,+1 =81y +1

La troisiéme ligne est une conséquence des deux premiéres; en effet :

Sg+1—1 Spry1—1 Skpp1—1 8y —1 Spry1—lspy1—1

Sooab 4+ Y bt o= > Y gl + > > aal]

j=sip+1 Jj=spr+1 Jj=sp+1li=s,+1 j=sp+11l=s,+1

Spp1—1 Sy —1

= Z Z ajal(blj + bé) =

Jj=sp+1 l:Sk/—f—l
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D’apreés la quatriéme ligne tous les b; sont égaux a une constante b € A. Dés lors, la derniére égalité
de celle-ci s’écrit, en tenant compte de la seconde ligne :

Sk+171 ) ) Sk+171
b=— Y ajab]=-Y aad+b]) - Y a’b,VE=1,..r
Gl=sp+1 j<l j=sp+1
c’est-a-dire :
Sk+171
(3.5) b Z af =0 Vk=1,...,r
J=5sk

La premiére égalité de la quatriéme ligne nous conduit de méme a (3.5).

On veut, tout comme dans Ag, que b soit un élément inversible de A, afin d’obtenir une bonne
formule de représentation intégrale ; nous sommes ainsi amenés & imposer & A1, en tenant compte de
(2.4) la condition suivante :

(3.6)
il existe une base (e1,...,&4) de A; et une suite finie 51 =61 <s2 < ... < 8 < §pp1=¢+1
(A1) telles que, pour tout j =1,..., ¢, il existe a] € Ap vérifiant € = aje,, si s < J < Spya,

— — Sk+1— 2 — —
avec g, = as, = ... = a5, = €9 et Y 70 af=0 pourtout k=1,..r

Dés lors que la condition (A ) est satisfaite, nous pouvons écrire une solution fondamentale explicite
pour 'opérateur d” sur A;; par exemple, prenant b = eq et bf =0sij#k, jk > 2, nous obtenons
comme candidat :

1 T 8k+1_1 . . —, q —
. Q= E g —1)-1(g Sk . J § l s
(3.7) qVol(B(0,1) [|0]|7 & (j +1( F e ot Hz 1bskd9 "
= =Sk =

Nous imposons de plus, comme dans I’étude concernant Ao, d'Q) = 0, ce qui conduit & choisir pour
tout k=1,...,r: bsk =eg; bl = —q 81sk<l<sk+1,b =0sil<siouspy <l
Nous obtenons alors, avec ces ChOlX, le noyau suivant :

r Sg+1—1 Sg+1—1 .
(38) 0 = qul( ”HHQ ; Z;Ll J 1 0760 + Hska]) ( ZZ: agdaé) dOskdOI
J=5k =Sk

Pour vérifier qu’il s’agit bien d’une solution fondamentale de d” dans A, nous devons étudier la
singularité en 0, ce qui se fait de fagon identique au cas de Ag, & I'aide de 'analogue du lemme 3.1
(voir aussi, ci-dessous, la démonstration dans Af x A", dont le cas présent est un cas particulier).
EXEMPLE. Sil'on prend A; = 1Ay, alors la condition (A;) se raméne a la condition (Ap) si l’on pose
€j =€1€51.

La condition (A1) sera supposée satisfaite dans toute la suite.

Désormais, il reste a chercher une solution fondamentale pour d” défini sur un superespace Ry =
A§ x AT". Nous supposons toujours satisfaites les conditions (Ag) et (A1) en sorte que I'opérateur de
Cauchy-Riemann sur R est défini comme en (2.7).
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Nous allons utiliser les résultats précédents obtenus pour Ag et A;. Notons

(3.9)

(w(y;) = dy)...dyY (=dy? A~ NdyP) pour i=1,...,n
A(0;) = d@l .do} pour i=1,...,m
n(y;) = Z yZ ej +y; eo)dY dyl . .dyf*ldyfle o dyf pour i=1,...,n
Jj=1
ou dY; = Y ¥ _, exdy”
r Sk+171 . . . .
v(6;) = > (=) Oeo + 077 a;) dZy(0;) dO} .. do7F T o L ded T del T dof
k=1 ]ZSk+1

pour i =1,....,m, ou dZy(6;) = ‘;kzl_lagdﬂf, k=1,...,r

Sy
<
I
||'>:
£
T>>s3

Comme les formes différentielles dY; et dZx(0;) sont a coefficients dans Ay, nous avons :
dY; NdY; =0,Vi=1,...,net dZy(0;) NdZy(0;) =0, Yi=1,... . m,Vk=1,...,r

Tenant compte de la condition (Ag) (cf (3.4)), nous pouvons écrire pour tout i =1,...,n :
di(yi) = d"n(y:) = (p + Deo w(y:)
n m
(3.10) sdl|* An(y) /\ w(y)) /\/\Hz (12112 Anys) J\ wiyy) \ A6e
' j 1 ];1 =1
Ve

= (—1)Prie- 1)lly |Pe0 dV
Tenant compte de (A1) ((cf (3.6)), nous obtenons pour tout i =1,...,m :
dv(0;) = d"v(0; ) = geg \(0;) et

(3.11) 3dl || A v /\ w(yi) \ M00) = 55, (I[2]1*) Av(6:) N\ wlyi) )\ MO
j=1 O£ j=1 04
= (—1)MEEDREED 103 Peg dV
Posons :
. A .
Q= ][+ DFam ou
A= Z(_l)(lﬂrl)?(ifl) (ys) /\ w(y;) /\ AO0) + Z(_1)nq(p+1)+q2(i71)y(9i) /\ w(y;) /\ A(6y)
i=1 j=1 =1 i=1 j=1 (=1
(3.12) J#i e
n P Sp+1—1 -
dy; Z I(yleg + e, dyl dy! + Z Zde Z (=) (B eq + 05 ay)doS* db*
i=1 j=1 i=1 k=1 l=sp+1

ot 'on a noté, en accord avec (3.9) :

(3.13)

d% w(y) - wyi)dy! ... dy! 'yl dyPo(yir) - () A01) . A (Om)

A0 dO! = w(yr)...w(yn)A(61) . .. M(O;_1)d6}..dOTF doF 1 o1 dO T dOIN(Bit1) - . . M(Om)
Nous déduisons des calculs (3.10) et (3.11) précédents
(3.14) d"A =dA = (n(p+1) +mq)eg dV

(3.15) d=d"Q=0 hors de {0}

Il reste maintenant a étudier la singularité de Q; remarquons que les coefficients de Q sont de classe
C hors de 0 et localement intégrables; si ¢ = ¢(y,0) est une fonction C* a support compact sur
R'Y™, alors, en notant N = n(p + 1) + mq :
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(@) = (—)V@Q,d") = (~)V(Qdo) = ()N lim [ Qndg

€20 Jjz(|>e

— —lim d(Qgp) d’apres (3.15)

€20 J)jz|>e
1 -
= lim — Ap
N
€20 7 J)z||l=¢

S car |4l S |l
e0 ¢ |lz]|=e

= hm&fj) / dA
€20 ¢ ||| <e

et, en tenant compte de (3.14) :

(3.16) (d"2, ) = (n(p+ 1) +mq)Vol(B(0,1)) e 0(0)

Par suite, Q := [(n(p + 1) + qm)Vol(B(0,1))] 'Q est une solution fondamentale pour Popérateur d”
dans R"™

REMARQUE : On vérifie aisément, grace a (3.10), (3.11) et (3.12) 1’égalité au sens des courants d'Q2 = 0.

Nous pouvons résumer les résultats de ce paragraphe dans le théoréme 3.3 suivant.
Rappelons que les conditions (Ag) et (A1) sont définies en (3.4) et (3.6), Vopérateur d” sur Ay x AT
n (2.7).
Théoréme 3.3. Si Ay vérifie la condition (Ag) et Ay la condition (A;), Uopérateur de Cauchy-
Riemann d” dans Ry™ admet une solution fondamentale Q donnée par :

C(n,m,p,q) .
Qz) = ||g;\|;7q <Z dy; Z yl eo + yle;)dy? dyz
Sk4+1— 1
(3.17) + ZZde(al-) > (=D eo+95’“ag)d98’cd9£)
i=1 k=1 l=s,+1

—_—

ou N =n(p+1)+mgq, c(n,m,p,q) = — (N Vol(B(0, 1))) , dy? dyl et dﬂskdﬂz étant définis en (3.13)

3.2. Formule de représentation intégrale pour les fonctions (et les formes différentielles).
Soit D un ouvert de R borné a frontiére lisse, soit ¥ : D x D — R’ définie par ¥(z,2’) = z —a'.
Deéfinissons, avec les notations (3.9) et (3.13) :

K(z,2') = ¥*Q
_ Cnymyp,q) , i((d 13 o_,/0 ﬁﬁ
(3.18) = W<Z L (@Yi—dY)) Y (~1) (]~ Deot (50 —y'De; ) Ay —y' )d(yl —y'T)

/\
s -1
FE ey 2(0:—03) S (<11 (000 e+ (0K ~0 % Y ) (03 70/?’“>d(0570/é)>

Les coefficients de K sont de classe C*° hors de la diagonale A de R}™ x R et localement
intégrables sur RP™ x RP™.
Le noyau K vérifie au sens des courants, si 'on pose d = d, +dy et &’ =dl/, + d :
(3.19) d"K(z,2") = d"U*Q(z) = ¥*d"Q = ¥*[0] = [A] et dK(2',z) = ¥*dQ = [A]
Précisons ce que nous entendons par bidegré d’une forme. Toute forme différentielle en les N
variables réelles yf-, 1<i1<n, 0<3<pet Hf, 1 <i<m,1 <5 <qpeut s’écrire de maniére unique
en fonction des 1-formes (dites de bidegré (1,0)) de I’ensemble
S={dY;,i=1,....,n; dZy(6;) ,i=1,....,m k=1,...,r} et des 1-formes dites de bidegré (0,1)
appartenant a I’ensemble
9={dy,i=1,....,n,j=1,...,p;d0f yi=1,....om,L=1,....,q,0#s,,Vk=1,..,1}.
Une forme f de degré d est dite de bidegré (a,d — a) si dans chacune de ses composantes apparaissent
exactement a 1-formes appartenant & §.
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Corollaire 3.4. Sous les hypothéses du théoréme précédent, en notant N la dimension de R)y™ :

(a) si f est une fonction de classe C* dans D, continue sur D ainsi que df , alors pour tout ' € D,
nous avons :

fa') = zmwmm—/wmmeﬁ
oD D

(b) plus généralement, si f est une forme de degré d de bidegré (a,d — a), de classe C' dans D,
continue sur D ainsi que df , nous avons pour tout x’' de D :

@)= [ f@Keaa@d) + 07 [ @@k + )| ek )
oD D D
0t K4 4-q) désigne la composante de K de bidegré (a,d—a) en 2’

Comme nous utiliserons uniquement le résultat du (a) dans la suite de ’article, nous reportons en
appendice la preuve du (b).

(a) Nous en proposons ici une preuve élémentaire. 1l suffit, vu la régularité des intégrales, de prouver
légalité au sens des distributions. Supposons f de classe C*° dans D ; soit g(2') une N-forme de classe
C* a support compact dans D.

D’aprés (3.19), nous avons hors de A : dy o [f(2) K (z,2")g(2')] = df (x)nK (z,2")g(z")
Or K(z,2")g(2') = L(z,2")g(z') avec

(3.20) L(z,2") = cmmpal||z’ — z|| "N B on, avec les notations (3.9) et (3.13)

. ~ /\. _1 —_—
B=3%7",dY; Z?:l bi,j (Yis vi) dy?dyg + 2 e dZk(0:) legiﬂ Br(05, 07) daz‘skdaé
les b; ; et les B étant des fonctions a valeurs dans A (cf. la définition (3.18) de K).

Pour tout £ =1,....,n : dY;AB=0et pour tout £ =1,...,m,k=1,....,r : dZx(0;) AN B = 0, par suite
d f(z) N L(z,2") =0

Nous avons donc hors de A : dy o [ f(2)K(z,2")g(2")] = d"f(z)rK (2,2")g(2’). Par la formule de
Stokes, nous obtenons pour 0 < e << 1 :

f@)K(@,a)g@") — | , . f@)K(,a2)g(a’) = d'f(x)nK (2,2')g(a')
/8D><D AILI/:BEEE /Ha:l—);’ﬁ)za
Puisque K (x,2")g(z") = L(x,2')g(z"), nous avons :

J. = /Hz’zH:s f@)K(z,2")g(z") = (N VolB(0,1)) eV /D (/83(93’,5) f(x)B(z,2"))g(z’)

z,x' €D
= (N VolB(0, 1))_16_N / (/ ' + w)ﬁ(w))g(m’) oil A est défini en (3.12)
D 0B(0,e)

Raisonnant alors comme dans la preuve de (3.16), nous obtenons lim._,0 J. = [, f(z)g(z’). Une
régularisation standard permet de conclure. O

NOTATIONS. Lorsque n =1 et m = 0 (resp. n = 0 et m = 1) nous noterons
(321) KQ = \I/*QO (resp. Kl = \I/*Ql ),
ou 2 et Q sont définis dans la proposition 3.2 et en (3.8)

4. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS QS-DIFFERENTIABLES.

Une application f Fréchet-différentiable sur D domaine de Ay a valeurs dans A est S-différentiable
si et seulement d”f = 0 sur D. Nous avons déja vu , au troisiéme paragraphe, que la situation n’est
pas tout & fait la méme lorsque les variables sont dans A;.

DEFINITION : f: D C Aj x AT — A est quasiment S-différentiable (¢S-différentiable en abrégé) si
elle est Fréchet-différentiable sur D et telle que d”f = 0 sur D.

Si f est S-différentiable, alors elle est qS-différentiable.
Sim =0, f est S-différentiable si et seulement si elle est qS-différentiable.
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On suppose toujours vérifiées les conditions (Ag) et (A;) sur A.

4.1. Une formule de représentation intégrale sur la frontiére distinguée JyP d’un poly-
disque.

Proposition 4.1. Soit D un ouvert de Ay ou Ay ; si une suite (fy) de fonctions ¢S-différentiables
sur D converge vers f uniformément sur tout compact de D, alors f est qS-différentiable sur D.

Ce résultat se démontre de fagon classique dés lors que l'on peut valider une différentiation sous
le signe somme. Et ce fait découle des estimations |D*Ky(z,y)| < ||z — y||~1*~? uniformément en
r € G CC Q ouvert relativement compact dans D et y € D\ Q.

L’estimation analogue |D*Ky(z,y)| < ||z — y||~1*/=9 donne le résultat lorsque D C A;.

Proposition 4.2. Soit P = H"+m Aj(aj;r;) o chaque Aj,j=1,...,n (resp. j=n+1,...,m) est
un polydisque de Ao (resp. A1) ouvert non vide. Si f est continue sur P et séparément ¢S-différentiable
sur @ C Af x A" avec P C 2, alors pour tout © = (y,0) = (Y1, Yn,01,...,0m) € P :

n

(4.1) f(y,0) = f(wl,...,wn,ﬁ,...,Tm)H o(wj, y;) H Ki(75,6;

doP j=1 j=n+1
On déduit tout d’abord aisément de la proposition 4.1 que y; — f(ai,...,a;-1,¥;,...,an,b) est qS-
différentiable sur A; dés que a; € A;, Vi # jetb € A;,Vi=1,..,m (et mutatis mutandis pour
Hj — f(a, bl, ey bj—heja . ,bm))

Nous pouvons écrire, en supposant n # 0 par exemple

f(y17 cee 7yn7‘91= s 7‘9m) = f(w17y27 e 7yn7017 s 70m)K0(w17y1) .
0A1

puisque y2 — f(wi,y2,...,Yn,0) reste qS-différentiable pour w; € A1, on peut itérer le processus,
et appliquer le théoréme de Fubini (f étant continue sur P).

4.2. Harmonicité ; un théoréme de Hartogs de gqS-différentiablité séparée. Etablissons tout
d’abord quelques propriétés (harmonicité, principe du maximum) qui sont les analogues en super-
analyse de propriétés des fonctions holomorphes.

Proposition 4.3. Soit D un domaine de A x AT*. Si f: D — A est qS-différentiable sur D, alors
elle est harmonique sur D, donc R-analytique sur D.

Soit un polydisque P = [, Pi(a;,m:).[[j=, P;j(bj,05) CC D de frontiere distinguée doP.
D’aprés (4 1) pour & = (y,@) (Y1s ooy Yny 01, s O) € 1P

f(z) = faop H] 1K0(ZJ7yJ)H] 1K1(CJ7 i)
Pour tout zj 6 OP; (a],r]) (resp. tout ¢; € OP;(b;, p;)), le noyau Ko(zj,y;) (resp. Ki((;,0;)) est
Fréchet-C* sur {yj/Hyj —aj|| < 1r;/2} (resp. {Gj/HGj —bj|| < pj/2}) et l'on a, pour tous les multi-
indices o et 3;, avec ces conditions sur z;, (;, y; et 0;

Bj
1Dy; Koz, )|l + 1D K15, 05)II < Cste(ry, py)-

On déduit alors de (4.1) que f est de classe C'™° au sens de Fréchet sur %P.

Nous avons
2 2
Vi=1,..,n; Vk=0,..p; I ( af) = ¢2 o
J

ok~ ayk \ "oy A(y9)?
‘ O*f 5 O°f
VJ = 17 ceey TN Ve = 1, ...,T;Vk,sg < k< Sp+1 W = Qg 3(0?)2

Comme Y §_, e = S 7% si =--=Y1__a? =0, f est harmonique. O
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remarque : en utilisant I'ellipticité du laplacien, nous aurions pu prouver 'harmonicité de f sans avoir
recours a une représentation intégrale.

Une fonction f séparément holomorphe par rapport a chaque variable z; de C" ,j =1,...,n, sur
un domaine €2 de C” est holomorphe sur €2 sans autre hypothése de régularité globale sur f mais ce
théoréme de Hartogs n’est plus valable pour les fonctions R-analytiques. Nous déduisons toutefois de
la proposition 4.3 et d'un résultat de P. Lelong [L]

Théoréme 4.4. Une fonction f définie sur un domaine D de AJ x A[" a valeurs dans A, sépa-
rément qS-différentiable sur D par rapport & chacune de ses variables appartenant & Ag ou Ay, est
qS-différentiable sur D.

La fonction f est séparément harmonique en les variables y; € Ag ~ RPTL j =1, ,net0; € A} ~RY,

j =1,..,m au voisinage de tout point de D donc est globalement harmonique en (y1,...,yn,01,...,60n)
d’aprés [L] p. 561 ; par suite elle est de classe C! au sens de Fréchet sur D d’oit le résultat d’aprés la
définition (2.7) de d". O

Corollaire 4.5. Soit f une fonction ¢S-différentiable sur un domaine D de A§ x A{" et a valeurs
dans A. Si f admet (en norme) un mazimum local en un point de D, f est constante sur D.

On déduit de I'harmonicité des composantes f; de f = Zg+q fiej que la fonction continue ||f||? est
sous-harmonique, donc localement constante dés qu’elle admet un maximum local. D’ou le résultat
puisqu’alors 0 = A||f||2 = 235 |V f; 2. O

REMARQUE : la présence de diviseurs de zéro interdit la généralisation de théorémes de type zéros
isolés ou application ouverte .

Si 'on considére la CSA Ay de 'exemple 4 et la fonction f S-différentiable d’une variable y apparte-
nant a Ag définie par f(y) = yez, 'ensemble des zéros de f contient entre autres {e3 + <, n € N*}
et par ailleurs f(Ag) = Vect (eg, e3) est non ouvert dans Ay.

4.3. Analyticité. Pour j =1,...,m et §; = >§ Hg»ei notons :

q Sg+1—1
(4.2) Z(9;) = Z aié?;- et, pour tout k =1,...,7 : Zy(0;) = Z 9; a;
i=1 i=s},

Une fonction f gS-différentiable sur D C Aj x A" est donc analytique réelle en les variables
W,y Sy 0 00O,

En fait, une fonction gS-différentiable posséde une propriété d’analyticité bien plus forte puisqu’elle est
localement développable en série entiére des variables y; = Y 7 _, YE, Y2, ey Uns Z1(01), ..y Z0(61), . . .,
ey Z1(0m)y ooy Z (Or).

Proposition 4.6. Soit f: D C Aj x AT = A une fonction ¢S-différentiable sur D.
Pour tout (b,8) = (b1,...,bn,01,-.., Bm) € D, il existe r > 0 et des scalaires Ary € A ou I et

J = (J1,...,Jr) sont des multi-indices de N™ et (N™)" respectivement, tels que pour |y; — bj|| <
r,j=1,..,net ||0; =B <r j=1,..,m, nous ayons avec les notations (4.5) :
(4.3) F,0) = Y Ay =210 = )26 - B)”

1J1 e

avec absolue convergence de la série. De plus :
T[4+ T f

4.4 NL. g Ary =
(4.4) I I AL = 5 az,e )

Le développement (4.3) est valable sur tout polydisque P de centre (b, B) relativement compact dans D.
Réciproquement, toute fonction de la forme (4.3) est qS-différentiable sur le domaine de convergence
de la série.
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Nous avons noté
(y —b) = (y1 — b1)"..(yn — bp)™ sil = (i1, ...,0,) € N"
Z1(0 — B) = (Zk(e1 B Zi(O — 5m)> ot Zi(6;) est défini en (4.2)

15 (2u6-8)" = (201 80) " .. (20n — B)) " s D= Ghae ) €N

Ol k! Okl

A(Z0)7 a6+ )ik ... O(63k)I

Lemme 4.7. Soit f : Ag — A un polynéme en les variables réelles (y°,..,yP) a coefficients dans A ;
f est gS-différentiable si et seulement si f est un polynome en la variable y = Zp Oyje]

Il suffit de prouver la condition nécessaire pour les polynémes homogénes car la partie homogéne
d’ordre k d’un polynéme qS-différentiable est gS-différentiable. On raisonne par récurrence sur le
degré d.

Sid =1, f est R-linéaire (& une constante prés) et S-différentiable donc de la forme f(y) = ay + f(0)
o a € A.

Soit f polynéme homogéne en les variables réelles (3°,..,4”) de degré d > 2 et S-différentiable. En
tant que polynoéme, f est lisse au sens de Fréchet, et 'on a pour tout k£ =0,..,p

o L _ 0 of o or

T Byiak T oy oy’ T T oy0 oy
les aa—yJ; sont donc S-différentiables, homogénes de degré d — 1, donc, par récurrence, il existe b € Ag
tel que 8y =b(y)? ! et 8f = epb(y)?1; par intégration f(y fo df (ty).ydt = —( )4 O

Lemme 4.8. Soit f : Ay — A un polynéme en les variables réelles (6',..,0%) a coefficients dans A ;
[ est gS-différentiable si et seulement si f est un polynome en les variables Z1(6), ..., Z-(0).

La condition est clairement suffisante. On raisonne encore par récurrence sur d pour la preuve de
la necessite de la condition Pour un polynome homogene de degre d = 1 le resultat découle de la

J pour j =1,.
si f est homogene de degré d > 2 ; par hypothése de récurrence
of j k kr g ‘
a5 (0) = S v (20) " (Z0) b e i=1,r;
k14t ke =d—1
]k)’ofl le résultat en appliquant la formule de Taylor et les relations % = a 889f pour s; < k < 8]+E
=1,...,q.

Lemme 4.9. Soit f : Agx A — A un polynome de degré d en les variables réelles P, ..., yP, 0%, ..., 09 ;
f est gS-différentiable si et seulement si f s’écrit sous la forme :
d
k
fwo) = > AxyR(zu0)"

| K|=0
K=(kg,k1 s skr)

(Z,0)" ot Ak € A, VK € N'F1.

Et nous avons un énoncé analogue pour un polyndme & wvaleurs dans A en les variables réelles
0 P 0 q 1 q
Yy Sy, 03,00 0L 00,

La preuve du lemme s’effectue par récurrence sur le degré du polyndéme et repose sur les deux lemmes
précédents.

RETOUR A LA PROPOSITION 4.6 :

Soulignons ici que, en dehors de la diagonale, le noyau reproduisant Ky (x,y) des fonctions S-différentiables
sur un domaine de Ag est lisse au sens de Fréchet, mais n’est pas S-analytique ; nous ne pouvons donc
pas raisonner exactement comme dans le cas holomorphe de une ou plusieurs variables, méme pour
passer du cas n = 1 au cas n quelconque. Et la méme remarque vaut pour le noyau Kj.

— La gS-différentiabilité (sur le domaine de convergence de la série) d’une fonction admettant un
développement de type (4.3) découle du lemme 4.9.
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— La preuve de (4.3) et (4.4) sous 'hypothése de qS-différentiabilité étant un peu longue et technique,
nous la reportons en appendice.

INEGALITES DE TYPE CAUCHY :

Lorsque f est continue sur P (ou seulement bornée en norme sur P) et gS-différentiable sur P =
[1; Aj(ajir)), elle est de classe C au sens de Fréchet sur P et on peut prendre les dérivées dans la
formule (4.1) pour ||ly; —a;|| < r;/2 pour tout j =1,...,n et [|0; — antj|| < rngj /2 pour j=1,..,4q.

af __ of ot alsly oIl f

Rappelons que oy — 990 A0 — 3@ 0@ Nous obtenons :

n+m

Proposition 4.10. Pour f ¢S-différentiable sur un polydisque P = H Aj(aj;rj) et continue sur P,
j=1

nous avons : ’

oI+l g

4.6 a)|l| Lergy,...J,.-SUP T i

( ) Hay]a(zl(a))Jl8(Zr(0))JT( )H 1 Lyeeey P Hf”

oucr gy, ~ DNt ) lorsque min(|I],|J1],. .., |Jr]) = +oo.

Nous avons noté pour I = (iy,...,i,) et Jp = (j¥,...,58) bk =1,...,r:

po ] — =0 i (g VI () Im

Nous déduisons de ces inégalités et de la proposition 4.6 un résultat de type Liouville :
Corollaire 4.11. Une fonction ¢S-différentiable et bornée en norme sur Ag x A" est constante.

4.4. Un théoréme de prolongement de type Hartogs-Bochner. Grace a la formule de repré-
sentation intégrale des fonctions gS-différentiables donnée par le corollaire 3.4 et aux propriétés de
lopérateur d”, nous obtenons :

Théoréme 4.12. : Sous les conditions (Ag) et (A1), si O est le bord connexe d’un domaine Q borné
de Ay x A", avec n+m > 2, et f une fonction ¢S-différentiable dans un voisinage connexe de 02,
alors [ se prolonge en une fonction ¢S-différentiable sur €.

L’opérateur d” et le noyau K vérifient hors de la diagonale de R}y : @ K (w,z) = —d!, KV (w, z)
ott KU)(w, ) désigne la composante de degré j en z et n(p + 1) + mg — 1 — j en w du noyau K.
Par suite, si D, Dy sont des domaines & frontiére de classe C'' par morceaux, D1 CC Q CC Do
avec 0D; C V, j = 1,2 ou V est un voisinage ouvert de 0 sur lequel f est gS-différentiable, les
fonctions Fj = faDj F(w)KO(w,z), j = 1,2 sont gS-différentiables respectivement sur Ry™ \ 9Dy
et sur RY"™ \ dD,. Supposant par exemple n # 0, en appliquant le corollaire 4.11 & la fonction
(y1,a',b) € Ag x AJ™! x AT = Fi(y1,a’;b) pour chaque (a’,b) tel que Ag x {(a’,b)} NdDy = 0, on
montre ensuite, par prolongement analytique, que la fonction Fj est nulle sur la composante connexe
non bornée de D;. Par suite, la fonction F5 est gS-différentiable sur Q) et prolonge f. La preuve du
théoréme est alors analogue a celle du Kugelsatz de Hartogs-Bochner donnée dans [LM] par exemple.

5. APPENDICE.

5.1. Preuve du corollaire 3.4 (b). Toute forme différentielle a coefficients & valeurs dans A en les
N =n(p+ 1) + mq variables réelles y/, 1 <i<n, 0 < j <p et Hf, 1<i<m,1<j <q peut donc
s’écrire de maniére unique en fonction des 1-formes de I’ensemble

F=A{dY;,i=1,...,n; dZy(0;) ,i=1,...,m ,k=1,...,r}, que nous dirons 1-formes de bidegré
(1,0) et des 1-formes dites de bidegré (0,1) appartenant a I’ensemble
9={dyl,i=1,...,n,j=1,...,p;d0f yi=1,....om, L=1,....q,0#s,,Vk=1,..,1}.

Une forme homogéne f de degré d s’écrit f = meg fr

, ot pour chaque multiindice I, la forme f!
est de bidegré (|I],d — |I]); chaque composante Z|I|:k f1 est une forme "pure" de bidegré (k,d —k);
Les formes \(0;) = dZy(0;)d6? ... d0* 1 dZ5(0;)d0:> " ... dZ,(0;)d0:" ™ ... d? sont de bidegré (r,q—r)
et les formes w(y;) = dYidy} ... dy! sont de bidegré (1,p).

Notons que le noyau K (z,2’) est de bidegré total (i.e. relativement & (x,x’)) (n +mr, N —n —mr —1).
K (q,p) désigne la composante de K de bidegré (o, ) relativement a la variable z avec la convention

K(oz,—l) =0.
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Montrons en un premier temps la formule suivante : si f est une forme de degré d de classe C™
dans D continue ainsi que df sur D, nous avons pour tout =’ € D :

61 f@)= [ foE@a) - (—1t / df @)AK (z,2') + (~1)d / (@)K (2,2)
oD D D

11 suffit de tester f contre une forme g(z’) de degré N — d, de classe C*° & support compact dans D.
Calculons :

(5.2)
/ o) () K (2, 2')
A(DxD)

9(=")f(2)K(z,2") = (—1)N/g(£6') f@) K (z,2")

/8Dx/ XDg+(—1)ND_ s x0Dq

— /DXD dg(z)) f(2)K (z, 7)) + (~1)N4g(z")df (2) K (z,2') + (=1)N g(z') f (z)[A]

= 0 [yt [ @K@ + DY [ o) [ dr@Ra) + ()" [oa)

En identifiant les membres de droite des premiére et derniére lignes de (5.2), on obtient (5.1).
Si f est une forme de bidegré (a,b), en égalant dans (5.1) les composantes de bidegré (a,b), nous
obtenons la formule du (b) du corollaire. O

Q
N

5.2. preuve de la proposition 4.6. Si f: D C Ay — A est qS-différentiable sur D, elle est réelle
analytique et pour tout a € D, il existe des réels r, > 0 tels que

(5.3) fly) = > a(y® —a®)0 .. (yP —aP)? ou oy € A
J:(j07..7jp)ENP+1

avec absolue sommabilité pour |y* — a*| < 7. Chaque composante homogéne de la série étant S-
différentiable, d’aprés le lemme 4.7 il existe pour tout £ € N un élément ¢ € A tel que

> as’ =P - =y —a)t;
=
I=(jg,-»dp)

d’onl par associativité des familles sommables :

(5.4) )= cly—a)f
0

avec convergence en norme de la série pour ||y — a|| < min; ;.
En dérivant terme & terme le second membre de (5.3), on obtient, puisque ey est le neutre de A, en
tenant compte de (5.2) oi nous avons ¢ = Q(k,0,...,0) :

L = k! it e e —— = k!
(yo) A (a) = klex soit encor y T (a) = kleg

Remarque : tout revient donc a dériver terme a terme (5.4).

e Soit f gS-différentiable sur D C A", n > 2; pour alléger I’écriture supposons n = 2 et notons w et
y les deux variables appartenant a Ag. Au voisinage d’un point (a,b) € D :

f(w’ y) = Z ,.YLJ(wO - aO)io o (wp _ ap)ip (yO - bO)jO o (yp _ bp)jp
1,JENP+1
I=(iQ,-+yip), J=(i0s-»dp)

= D[l —a) @ — )] =8 -
J 1

avec sommabilité pour ||w —a|| < 7, ||y — b|| < p.
Par propriétés des séries entiéres, pour tout J fixé, la famille ('YL J(w® —a%)io . (wP — ap)zﬂ) ; est
sommable, de somme Y 72 (Z\I\:k Y1,0(w® —a®) .. (wP — aP)); f est S-différentiable sur D, et
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donc la somme Y, v7,7(w® —a®)% ... (wP —aP)% est S-différentiable sur {w, ||w—a|| < r}; appliquant
le lemme 4.7 aux composantes homogénes de cette somme, nous obtenons

(e o]

flw,y) =Y [ ck,J(w—a)’“](yo—bO)jO---(y”—b”)jp=Zck,J(w—a)’“(yO—bO)jO---(y”—b”)j”
0

JENP+L k= Tk
avec Ck,.J = Y(k,0,...,0),J -
Les familles (cg,(y® —b%)%0 ... (y? — bP)Ir (w — a)k)J sont sommables, mais (w —a)* peut étre diviseur
de zéro lorsque k # 0, et nous devons justifier, pour tout k& € N* la sommabilité de (ckJ(yO —
bOYo . (yP — bp)jP)J.

nous avons (w — a)® = (w°® — a®)*ey + 3'; la famille <Ck7j(y0 —B0)o .. (yP — bP)r (w® — ao)keo)J

est sommable et il en sera de méme pour (ck,‘](yo —b0)o . (yP — bp)jp) § dés que w® # a? ce qui est

toujours vérifié pour un w proche de a convenablement choisi. Les sommes Y ¢ s (y? — %)% ... (yP —
bP)Jr étant S-différentiables, on conclut grace au lemme 4.7 :

Fw,y) =D Ape(w —a)f(y —b)"  avee Apr = Yo,...0,0)
(k=0

Et 'on obtient par dérivation :
a€+k f . a€+k f
W(a, b) soit encore /! k! A]“g = W(a, b)
e Soit f ¢S- différentiable sur un domaine D C A§ x A{™; supposons n = m = 1, le cas général étant

analogue.
La proposition 4.3 permet d’écrire au voisinage de (a,3) € D :

(55)  f(y,0) = > Yoy =) (P —aP)'r (81 = B (97 — BT)
I=(ig,..,ip)ENPTL
J:(jlv"vjq)eNq

= > (DO =B (07— B (0 — %)L (P - aP)
1 J

Okl Ay =

Pour tout multi-indice I € NP*1 lasérie Y ; v7,7(0'—B)7 ... (§9—B7)77 est absolument sommable, de
somme y p° o Z‘lek 1,001 =B . (69— B7)Ie ; par qS-différentiablité de chaque partie homogene
dans cette série, on déduit du lemme 4.8 'écriture suivante de f au voisinage de (a, ) :

f(y, 9) = Z < Z aI,(kl,..,kT)(Zl(H — ﬁ))kl (ZT(Q — 5))’%) (yO _ ao)io .. (yp _ ap)ip

I k1,...,kr€N

Oﬁ alv(k“lv"?k?") = 7[,(j3170,..,07j32,07..70,]'57‘707..70)' .

On vérifie, comme précédemment, la sommabilité de chaque famille (ay g, k, (y° — a®)® ... (yP —

aP)®)r; si ky + ...k, # 0; choisissons 0 = B + > y_; mees,, ne réel, 0 < mp << 1; alors Z;(0 —

5)))k1 . (Z,(0 - B)) = nt .. nfrey est inversible; la famille (ke (2106 — ﬁ))kl (20 -

B)))]W) (y° —a%)io ... (yP — ap)ip)l_(io ;) Ctant sommable pour 7y, ..., 7, suffisamment petits, il en
- sery P

est de méme de (o (.. k) (y0—a®)io ... (y?—aP)%);. Chaque somme o1 ey ) (y0—a®)io ... (yP—
aP)ir); est S-différentiable, ainsi que ses composantes polynomiales homogénes, il découle du lemme
4.7 le développement cherché :

Fu.0)=>" > Auxy—a) Zi0-8)" ... (Z:(0 - B)" avec Aux = 0,0k -

pw=1 |K|=0
K=(ky,..,kr)

Dérivant terme a terme dans (5.5), on obtient ensuite par unicité du développement en série entiére :

3H+k1+...+krf au+k1+...+krf

a, B)

O I a, B)

M!k‘ll...kjr! Au,(kh---JW) = = 3y“3(951)k1 . a(gsr)kr ( ’
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e L’avant-derniére assertion de la proposition découle de (4.4), de la proposition 4.10 et du théoréme

de prolongement des fonctions analytiques de variables réelles. O
REFERENCES
[B] F.A. BEREZIN, Introduction to Superanalysis, D. Reidel Publishing Company (1987).

[BC] P. BONNEAU et A. CUMENGE, Entre analyse compleze et superanalyse, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. 1 (2009).
[BM] R. BOTT and J. MILNOR, On the parallelizability of the spheres, Bull. AMS, 64, (1958), 87-89.
[H] L. HORMANDER, Complex Analysis in Several Variables, North Holland (1973).

[HP] R. HARVEY and J. POLKING, Fundamental solutions in complex analysis, Parts 1 and 2, Duke Math. J., Vol
46, 253-340 (1978).

K] A. KHRENNIKOV, Superanalysis, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht (1999).

L] P. LELONG, Fonctions plurisousharmoniques et fonctions analytiques de variables réelles, Ann. Inst. Fourier,
Vol. 11, 515-562 (1961).

[LM] I LIEB and J. MICHEL, The Cauchy-Riemann complex, Integral Formulae and Neumann problem. Vieweg
Aspects of Math., Wiesbaden (2002).



