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A → S : A, B, {A + NA}KS
, {NA + c}KS

S → B : A, B, S

B → S : B, A, {B + NB}KS
, {NB + c}KS

S → A : K + {NA}KS

S → B : K + {NB}KS
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��ÿ�ùÉþrûmø��Mù�ö9��órÿ��

T (Σ, X)
	�ÿ���÷�ö�ÿ�þ�ö�ú�ÿ�þpÿ:ö%÷��Ãö�ÿ�ó�
Îþc÷1�ªÿ�ó�ö�ú�ÿ�þpû�ø��Mù�ö���ópÿ
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��ö�ú�ù�ö�ûmþ
öpú�ÿ+þ�
#ù�ýmý�ÿSþrö
þpÿ�öKþ ��ü�úäöpúMù�ö�_
c "�g

X ⊆ T (Σ, X)
�

cpV&g~û��
t1, . . . , tn ∈ T (Σ, X)

�;ù���	
f ∈ Σ

úMù�þ+ù�órû�ögô
n ≥ 0

� öpú�ÿ��
f(t1, . . . , tn) ∈

T (Σ, X)
�

q�ÿ�ù����¦ópÿ��Gûmù�ö�ÿ
T (Σ, ∅) ù�þ T (Σ)
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ù�þ O(f(t1, . . . , tn)) =

{ε} ∪ ⋃

i=1...n i · O(ti)
���M÷ªó~û��¦þrö�ù���üSÿ�� O(f(a, g(b, x))) = {ε, 1, 2, 21, 22} � � ú�ÿ
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�_ô |T | =
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• t |ε= t
• f(t1, . . . , tn) |j·o= tj |o
q�ÿ%üSù�ýmý;ù�ö�ÿSó 
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t
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s
ù�órÿKöpÿSó�
Îþ�ù���	

o ∈ O(t)
öpú�ÿ��#ö�ú�ÿ��0O�-��s4p13/B��÷��
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÷��²ö�÷

t
ù�ö�õQ÷�þpû�öpûm÷��

o
ûmþ"	�ÿ�) ��ÿ�	äórÿSü��¦ópþpû �ªÿ�ý�ô6ù�þ�_

• t[ε← s] = s
• f(t1, . . . , tn)[j · o← s] = f(t1, . . . , tj−1, tj[o← s], tj+1, . . . , tn)

�M÷ªó*û���þ�ö�ù��¦üSÿ��
f(a, g(b, x))[22← h(c)] = f(a, g(b, h(c)))
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(l, r) ∈ T (Σ, X)
�¢üS÷�
 
#÷���ý�ô � órû�örö�ÿ��(ù�þ l = r

� � ú�ÿ
ópÿ�ýtù�öpûm÷��

=E

ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ôâù6þpÿ�ö�÷��
Σ
ÿ����Mù�ö�ûm÷���þ

E
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T (Σ)
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l → r � ú�ÿSórÿ
l ∈ T (Σ, X)

ù���	
r ∈ T (Σ,V(l))

�IE�ö�ÿ�ó�

t ∈ T (Σ, X)

OQ7�� Os134 7DScö�÷
s
û��É÷���ÿ�þ�ö�ÿSõ

�²ô
R
û ��öpú�ÿSórÿCû�þ¢ù%ópÿ � órû�öpû���ø%ó ��ýmÿ l → r

û��
R

�_ù���÷Tü�ü���órópÿ���üSÿ
o
ù���	#ù%þ����¦þrö�ûæö9�¦öpûm÷��

σ
þ���ü�ú�ö�ú�ù�ö

t |o= lσ
ù���	

s = t[o← rσ]
�0� �Iöpú�ÿ*÷Tü�ü���órópÿ���üSÿ

o
ûmþ�öpú�ÿ*ÿ�
Îõ¦ögô>þ�ö�órû���ø��
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û��ã÷���ÿ�þ�ö�ÿSõãöp÷
s
� � órû�öpöpÿ�� t 7→ s

� q�ÿ � órû�ö�ÿ →∗
�|÷�óKöpú�ÿ>ópÿ��Mÿ��Tû �ªÿ�ù���	äö�ó�ù���þpûæö�û���ÿ

üSý�÷ªþ���órÿ�÷�� → �Qù���	 7→∗
�|÷ªó�ö�ú�ÿ>órÿ��Mÿs�Tû��ªÿ�ù���	åö�ópù���þrû�ö�û �ªÿ�üSý�÷ªþ���órÿ�÷�� 7→ �PE öpÿSó 


t

�



ûmþ�û��X/eLMO�+.-0=���LMOs+çû�� öpú�ÿSórÿ�ûmþ*��÷�ö�ÿSó 

s � ûæö�ú t→ s

�I� �
t→∗ s

ù���	
s
ûmþ�ù ��÷ªó 
Éù�ý

�|÷ªó�
çö�ú�ÿ�� � ÿ�þ�ùzô�ö�úMù�ö s ûmþ�ù`/eLMOs+.-0=0��LMOs+ L �
t
�Iù���	 � ópû�öpÿ s = t ↓ �

E�ö�ÿSó 
 ópÿ � ópûæö�û��¦ø�þrôGþröpÿ�
 ûmþ*üSù�ýmý�ÿ�	lADLM/8n07�Op�B7�/84[û �-ûæö�ûmþ�_

• S�4;OQLM/B�0=a��4 7�Os+�13/P-04;13/B���[ö�ú�ù�ö
ûmþ�û ��öpú�ÿSórÿâû�þ ��÷¡û��>)���û�öpÿ1þpÿ�����ÿ���üSÿ�÷���ö�ú�ÿ �|÷ªó 

t1 → t2 → t3 → · · ·

�
• =?L�AK-0=3=a��ADLM/�� G87�/84 ��öpúMù�ö�ûmþ�û��

t → s1

ù���	
t → s2

ö�ú�ÿ���ö�ú¦ÿSópÿÉÿ��Tûmþ�ö�þ>ù6ö�ÿSó 

r� ûæö�ú s1 →∗ r

ù���	
s2 →∗ r

�
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 û�þ
ADLM/�� G87�/84 �¢öpúMù�öÉûmþÎû��

t →∗ s1

ù���	
t →∗ s2

öpú�ÿ�� öpú�ÿSórÿåÿs�¦û�þröpþ~ùâöpÿSó 

r � ûæö�ú

s1 →∗ r
ù���	

s2 →∗ r
�tECþ�ù>üS÷��¦þpÿ�����ÿ���üSÿ��Iû��
ù>üS÷�����ÿSórøªÿ��²öCópÿ � órû�öpÿ�þrôGþröpÿ�
 ÿD�ªÿSó�ô
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{li → ri}
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÷���öpÿSó 
 ópÿ � órû�öpû���ø�� � ÿ�þ�ùzô�ö�úMù�ö s ópÿ � órû�öpÿSþ�ö�÷ t
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Îþ��Qö�ú�ÿ 
Éù�õ�õ�û��¦ø
S : T → T

ûmþ+û�	�ÿ�
ÎõQ÷�ö�ÿ��²ö+û �*�|÷�ó�ÿD�ªÿ�órô
X ⊆ T

_
S(S(X)) = S(X)

� � ú¦ÿ 
#ù�õ�õ¦û���ø
S
ûmþ 
Î÷���÷�öp÷���ÿ�û � �|÷ªó�ù�ýmý

X, Y ⊆ T
_�û �

X ⊆ Y
ö�ú�ÿ��

S(X) ⊆ S(Y )
�
S
û�þCöpó�ù���þrû�öpû��ªÿ�û����|÷ªócù�ýmý

X, Y, Z ⊆ T
�
X ⊆ S(Y )ù���	

Y ⊆ S(Z)
û�
#õ¦ýmûmÿ�þ

X ⊆ S(Z)
�
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û�� ÷ªó 	�ÿSó�öp÷ 
Î÷ 	�ÿSý�ö�ú�ÿ 	�ÿ�	���ü�öpû���ÿ#üSù�õMù�ü�û�ö�û�ÿSþ�÷��
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� ú�ÿ�ÿ����Mù�öpûm÷��Mù�ý ö�ú�ÿ�÷ªórô
E
üS÷���þrûmþ�ö�þK÷��-öpú�ÿ��|÷ªýmý�÷ � û���ø�ùM�Tûm÷�
Îþ%_

(x + y) + z = x + (y + z)
ECþpþr÷Tü�ûtù�öpû��Gû�ögô

x + y = y + x
ò[÷�
 
��¦ö�ù�ö�û �Tûæögô

x + 0 = x
�Cÿ��¦ö�ópù�ý �Ãýmÿ�
#ÿ��_ö

x + (−x) = 0
�=� �ªÿ�ópþpû�÷��

{x + y}k = {x}k + {y}k
hCûmþröpópû����¦ö�û �Gû�ögôX"

{−x}k = −{x}k
hCûmþröpópû����¦ö�û �Gû�ögô'V

� ú�ûmþ�ÿ����Mù�ö�û�÷��Mù�ý�ö�ú�ÿ�÷ªórô%û�þ�ópÿ�õ�ópÿ�þpÿ��²öpÿ�	 �²ô+ù*ü�÷�� �ªÿSórøªÿ��²ö-ópÿ � ópû�öpÿÃþrôGþröpÿ�
 R

#÷ 	���ý�÷

��� �¦ö�ú�ù�ö�ûmþ
R
ûmþ[öpÿSó 
#û��Mù�ö�û���ø�ù���	6ü�÷��>� �¦ÿ��²ö 
Î÷ 	���ým÷>ù�þpþr÷Tü�ûtù�öpû��Gû�ögôÉù���	
ü�÷�
J
 �I�

ö�ù�öpû��Gû�ögôÉ÷��
+

�Iù���	 �|÷ªó�ù�ýmý öpÿSó�
Îþ
t, s ∈ T (Σ) � ÿ�úMù ��ÿ�ö�ú�ù�ö t =E s

û���ù���	6÷���ý�ô~û��
t ↓R/AC =AC s ↓R/AC

�F�K÷�ö�ÿ>öpúMù�ö {0}z = 0
ûmþ+ù
üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ#÷���öpú�ÿ�ÿ����Mù�öpûm÷���ù�ý

ùM�Tûm÷�
Îþ�� � ú�ÿ�üS÷�� �ªÿ�ópøªÿ��²ö�ópÿ � ópûæö�ÿ%þrôGþ�ö�ÿ�
 R
üS÷��¦þpûmþ�ö�þ�÷���ö�ú¦ÿ �|÷�ýmým÷ � û���ø>ó��¦ýmÿSþ�_

x + 0 → x

x + (−x) → 0

−0 → 0

−(−x) → x

−(x + y) → (−x) + (−y)

{x + y}z → {x}z + {y}z
{−x}k → −{x}k
{0}z → 0
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(−x) = x

x + x = 0
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(A)
u ∈ T

T ` u ↓R/AC

(P )
T ` u T ` v

T ` 〈u, v〉

(C)
T ` u T ` v

T ` {u}v ↓R/AC

(GX)
T ` u1 . . . T ` un

T ` (α1u1 + . . . + αnun) ↓R/AC

where α1, . . . , αn ∈ Z \ {0}.

(UL)
T ` 〈u, v〉

T ` u

(UR)
T ` 〈u, v〉

T ` v

(D)
T ` {u}v ↓R/AC T ` v

T ` u ↓R/AC
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(−x) → x

x + x → 0
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• S(A ∪B) = S(A) ∪ S(B)
�

• S
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S(S(A)) = S(A)
�
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A ⊆ B
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þrô �²ö�ù�ü�ö�û�üÉþ ���I�
ö�ÿ�ó�
Îþ�ù���	X�¢ór÷ªõ�÷ªþpûæö�ûm÷���"��
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� ��ù�
#õ�ý�ÿxZ �Qÿ�ým÷ � 	�ÿ�
Î÷���þ�ö�ó�ù�ö�ÿSþ>öpúMù�ö�öpú�ÿ ��÷�öpûm÷�� ÷��Cþrô �²ö�ù�ü�ö�û�ü�þ����Tö�ÿSó 
 ûmþ��¦÷�ö
þ��>�Îü�ûmÿ��²ö~öp÷ øªÿ:ö#öpú�ÿãým÷Güzù�ýmû�ögô�ópÿ�þ���ýæö �r�=� ö�ú�û�þÉÿs��ù�
#õ�ý�ÿ��Ãö�ú¦ÿX)Mórþrö�õ�ór÷T÷��+ù�õ�õ�ý�ûmÿ�þ
ö�ú�ÿ�ó��¦ýmÿ

(GX)
÷���ýæô�÷���ü�ÿ�û��6öpú�ÿ�ÿ���	 � � ú�û�ýmÿ+û��
ö�ú�ÿ�þpÿ�üS÷���	ãõ�óp÷G÷�� �OõMù�ó�ö�ûmù�ý;þ���
#þ �

ù�ópÿ �|÷ªó�
Îÿ�	äù�þCÿzù�órý�ô6ù�þCõQ÷ªþrþpû���ýmÿ��{q�ûæö�ú6ö�ú�û�þCýmù�öpöpÿSóM�Gû���	å÷��Ãõ�óp÷G÷��R� � ú�û�ü�ú � ÿ � ûmýmý
�|÷ªó�
#ù�ý�ý�ô 	�ÿ�)���ÿäû�� öpú�ÿ ��ÿ��Gö#þpÿ�ü�ö�û�÷�� � � ÿäüSù�� ý�û�
Îû�ö�ö�ú�ÿ ����
���ÿSóÎ÷��Cÿ���ü�órôGõ¦öpûm÷��
þrô 
���÷ªýmþ���þpÿ�	6û��~ö�ú�ÿCö�ÿSó 
#þ[÷���ö�ú�ÿ%õ�ór÷T÷��R� � ú�û�þ
õ�÷ªû��²ö
û�þ*ù���û�
#õ�÷ªórö�ù��²ö[û���øªórÿ�	�û�ÿ��²ö
÷���÷���ó�ù�õ�õ�óp÷ªù�ü�ú ö�÷ 	�ÿ�
#÷��¦þrö�ópù�ö�ÿãöpú�ÿ 	�ÿ�üSû�	�ù���ûmý�û�ögô¡÷��+öpú�ÿ1û��²ö�ó ��	�ÿ�ó 	�ÿ�	��¦ü�ö�û�÷��
õ�óp÷���ýmÿ�
 �
��
 }
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T = {a−{b}k, {b}k− c, {c}k−
d, k} -0/P: w = {a}k − d

� 587�OD7
Σ0 = {a, b, c, d, k} ���.7 ADLM+�NPGB4R7

S(T, w) = T ∪ {w} ∪ {{a}k, a, {b}k, b, {c}k, c, d, k}

(GX)

(Ck)

(A)
a − {b}k ∈ T

T ` a− {b}k
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {a}k − {{b}k}k
(Ck)

(A)
{b}k − c ∈ T

T ` {b}k − c
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {{b}k}k − {c}k
(A)
{c}k − d ∈ T

T ` {c}k − d

T ` {a}k − d

� 5B1?S NPOQL�L ��L �
T ` w

1?S /eLM4
S
HR=?L�AK-0=PS�13/eAD7 {{b}k}k

1?S /eLM4r13/
S(T, w)

�

(GX)

(Ck)

(GX)

(A)
a − {b}k ∈ T

T ` a− {b}k
(A)
{b}k − c ∈ T

T ` {b}k − c

T ` a− c
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {a}k − {c}k
(A)
{c}k − d ∈ T

T ` {c}k − d

T ` {a}k − d

��/2435B1?S9S�7DADLM/P:.NPOQL�L �`L �
T ` w

��43587@4 7�Os+
a − c

1?S9/eLM4�13/
S(T, w)
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S
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q�ÿ"	�ÿ�) ��ÿKþpÿD�ªÿSópù�ý ��÷�ö�û�÷���þÃ÷��Îõ�ór÷T÷��|þ¥öpúMù�ö � ÿ ��þrÿCû���ö�ú�ÿ�ópÿ�
Éù�û���	�ÿ�óÃ÷���ö�ú�ÿKõMù�õ�ÿSó��
� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê � � 7�4

P
u�7�-dNPODL�L � L �

T ` w
�

• ��þ�����õ¦óp÷G÷��
P ′

L �
P
1?S�-YS�Gtu%4;OQ7D7�L �

P
�

• � 587�þpû�^Sÿ+÷���ù�õ¦óp÷G÷��
P
� :B7�/eLM4 7K:'u%� |P | ��1?S 46587 /8GB+.u�7�O�L �d/eL%:B7DS�13/ P

�

• �oNPODL�L �
P

L �
T ` w

1?S +�13/813+.-0=e1 � ��LMOm-0=3=INPOQL�L �QS
P ′

L �
T ` w

� |P | ≤ |P ′| �
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(GX)

(GX)
T ` x1 . . . T ` xn

T ` α1x1 + . . . + αnxn T ` y1 . . . T ` ym

T ` β(α1x1 + . . . + αnxn) + β1y1 + . . . + βmym

⇓

(GX)
T ` x1 . . . T ` xn T ` y1 . . . T ` ym

T ` βα1x1 + . . . + βαnxn + β1y1 + . . . + βmym
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�

� ú�ûmþ�þrû�
Îõ�ýmû#)Müzù�öpûm÷��Îö�ÿ�ó�
Îû��Mù�öpÿSþ
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#õ�ý�ûmü�û�ögô��
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P
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T ` w
û�þ$��÷�ör�Mù�ö�öpú�ÿ��#ö�ú�ÿKõ�óp÷G÷�� ûmþ'��÷�ö$
#û���û�
#ù�ýGþpû���üSÿ

� ÿ�üzù�� 
ÎÿSórøªÿ%ö � ÷Îó���ý�ÿ (GX)
ù���	6÷��¦ö�ù�û��
ù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó
õ¦óp÷G÷��R�{�Tû�
#û�ýtù�órý�ô��_û �¥ù�õ�óp÷G÷��

P
÷��

T ` w
ûmþM��÷�öcþpû�
#õ�ý�ÿ%ö�ú�ÿ��åö�ú�ÿ�õ�óp÷G÷��Ãû�þ �¦÷�ö 
Îû��¦û�
#ù�ý;þpû���üSÿ � ÿ�üzù��åü��¦öCö�ú�ÿ

ým÷G÷ªõ�û���öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��-ù���	6üS÷��¦þrö�ó ��ü�öcù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó�õ�óp÷G÷��R�
2

� ú�ÿSþrÿ�ö � ÷Éõ¦óp÷ªõ�÷ªþpûæö�û�÷���þ � û�ýmý ��ÿ ��þpÿ�	äû�
#õ¦ýmûmü�û�öpý�ô�û��
öpú�ÿ+ópÿ�þröK÷���ö�ú�ÿ+õMù�õ�ÿSó��
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q�ÿ 	�ÿ�
#÷���þröpó�ù�öpÿ�ù
öpÿSü�ú���û�üzù�ýÃý�ÿ�
 
ÉùJ��þpÿ�	�û�� öpú�ÿ�õ�óp÷G÷���÷�� ��ÿ�
J
#ùxZ�� � ú¦ÿ�� � ÿ
õ�óp÷1��ÿ���ÿ�
 
#ù�Z��

� z � ��} � � 7�4
P
u�7�-.S�13+�NP=?7 NPOQL�L � L �d43587���LMO�+ �

P =

{

(R)
P1 . . . Pn

T ` w

�6�
T ` u

:BL�7DS�/eLM4�L�ADA�GBO 13/l-0/8�
L �
P1, . . . , Pn

-0/P: 〈u, v〉 ∈ S(w)
46587�/	46587�OQ7 1?S

-04�=?7K-MS�4�LM/e7
i
S�G8AD5
465>-04 〈u, v〉 ∈ S(wi)

� � 587�OQ7�46587 ODL�LM4�L �
Pi

1?S.LM/e7.L �
T ` wiLMO

wi ∈ T
�
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 � q�ÿ+üS÷���þrû�	�ÿ�ó�ù�ýmý õQ÷ªþrþpû���ýmÿ%ó ��ýmÿ�þ,�|÷ªó
ö�ú�ÿ+ýmù�þrö�ó ��ýmÿ
(R)
÷��

P
_

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(A)

_M÷�� �Gûm÷��¦þ
• � ú¦ÿcýtù�þrö�ó���ý�ÿCû�þ

(UL)
÷ªó

(UR)
_I�=�Éöpú�ûmþ�üzù�þpÿ � ÿ�úMù ��ÿ n = 1

ù���	
w1 = 〈u1, u2〉� ú�ÿ�ópÿ w

û�þ�÷���ÿ1÷��
u1

÷�ó
u2

� q�ÿ ü�÷���üSý���	�ÿ �²ô û���	���ü:ö�ûm÷�� ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ
þpû��¦üSÿ
〈u, v〉 ∈ S(w) ⊆ S(w1)

�
• � ú¦ÿãýtù�þ�öÉó ��ýmÿ6ûmþ

(D)
_ �=�/ö�ú�û�þÉüzù�þpÿ � ÿãúMù �ªÿ n = 2

ù���	
w1 = {w}w2

�rq�ÿ
ü�÷���üSý���	�ÿ �²ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þCþrû���ü�ÿ 〈u, v〉 ∈ S(w) ⊆ S(w1)

�
• � ú¦ÿ[ýtù�þrö�ó���ý�ÿ�û�þ

(GX)
_ 〈u, v〉 ∈ S(w)

�²ô�ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþÃù���	
w = (w1+. . .+wn) ↓

�
�Kÿ���ü�ÿ �²ô 	�ÿ�) ��û�öpûm÷��Î÷���ö�ú�ÿKþ����¦ö�ÿ�ó�
 ópÿ�ýtù�öpûm÷�� 〈u, v〉 ∈ ∪iS(wi)

� 
Î÷ªórÿ*õ�ópÿ�üSûmþrÿSýæô
öpú�ÿSórÿ#ÿs�¦û�þröpþ

i
þ���ü�ú öpúMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(wi)

��þrû���ü�ÿ 〈u, v〉 ûmþ ��÷�ö�ú�ÿSù�	�ÿ�	 � û�öpú +
�

q�ÿ%üS÷��¦üSý���	�ÿ � û�ö�ú
ö�ú¦ÿ�û���	���ü:ö�û�÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ��
• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ¢ûmþ

(P )
_Fþpû���üSÿ

T ` w
üzù�� ��÷�ö�÷GüSü��¦ó-û��

P
�²ô+þrû�
Îõ�ýmû�üSû�ögôK÷��Tö�ú�ÿ�õ�ór÷T÷��

P
� � ÿ�úMù �ªÿ�ö�úMù�ö w = 〈w1, w2〉 6= 〈u, v〉 �e�Tû���üSÿ 〈u, v〉 ∈ S(w)

�_ôãú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ
� ÿ�÷��¦ö�ù�û���ö�úMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w1) ∪ S(w2)

ù���	 � ÿ�ü�÷���üSý���	�ÿ � û�öpú6öpú�ÿ�û���	���ü:ö�û�÷��
ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ��

• � ú¦ÿ>ýtù�þ�ö�ó ��ýmÿ�ûmþ
(C)

_Pq�ÿ>úMù �ªÿ
n = 2

ù���	
w = {w1}w2

� �Tû���ü�ÿ 〈u, v〉 ∈ S(w)�²ô�ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ � ÿ�÷��¦ö�ù�û��~ö�úMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w1) ∪ S(w2)
ù���	 � ÿ�ü�÷���ü�ý���	�ÿ � ûæö�ú

öpú�ÿ+û���	��¦ü�ö�û�÷���ú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrûmþ��
2
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P
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T ` u
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P
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(UL)

���

T ` 〈u, v〉
T ` u

(UR)

���

T ` 〈v, u〉
T ` u

46587�/ 〈u, v〉 ∈ S(T )
�
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 � ��ÿ�ö"�¦þcù�þrþ���
Îÿ%ö�úMù�ö*ö�ú�ÿ+ýtù�þrö�ó��¦ýmÿ%ûmþ
(UL)

��ö�ú¦ÿ�üSù�þpÿ
(UR)

û�þ*þpû�
Îûmýmù�ó��

P =



























(UL)

P1 . . . Pn

T ` 〈u, v〉
T ` u

P
ûmþ�þpû�
Îõ�ý�ÿ*þp÷

T ` u
	�÷GÿSþ*��÷�ö�÷Tü�ü���ó�û��Éù��²ô#÷��

P1, . . . , Pn

� �Kÿ���ü�ÿ�� � ÿCüzù���ù�õ�õ�ý�ô
��ÿ�
 
Éù Vcö�÷ P1 . . . Pn

T ` 〈u, v〉
�
�Ãû�ö�ú¦ÿSó 〈u, v〉 ∈ T

�²÷ªó¥öpú�ÿSórÿCû�þ�þr÷�
Îÿ
Pi

� ûæö�ú�óp÷G÷�ö T ` w
þ���ü�ú öpúMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w)

ù���	
T ` u

	�÷GÿSþ��¦÷�ö�÷GüSü��¦ó>û��
Pi

����ÿ�
 
Éù Väüzù�� ��ÿ
ù�õ�õ�ý�ûmÿ�	#ù�ø²ù�û���ù���	Îöpú�ÿ�û�öpÿSó�ù�ö�ûm÷���÷��Qöpú�ûmþ¢órÿzù�þr÷���û��¦ø�)��Mù�ýmýæô>ý�ÿzù�	�þ¥öp÷ 〈u, v〉 ∈ T

�
2

� z � ��} � � 7�4
P
u�7 -Y+�13/813+.-0=
NPOQL�L � L �

T ` w
� �6��43587 NPOQL�L �

P
ADLM/84�-013/>Sd-9OsGI=?7

L � N>-013Os13/B�
(P )

L �d46587���LM=3=?L � 13/B����LMOs+ �

(P )

���

T ` u

���

T ` v

T ` 〈u, v〉
46587�/ 〈u, v〉 ∈ S(T, w)
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 � q�ÿÉõ�óp÷1�ªÿ#ö�ú�ÿ~órÿSþ ��ý�ö��²ô�þröpó���ü:ö9��ópù�ý[û���	���ü:ö�ûm÷�� ÷���öpú�ÿÉö�ú¦ÿ~õ�óp÷G÷��
P
÷��

T ` w
� � ú�ÿ�ópÿ�ù�ópÿ�	¦û�]QÿSópÿ��²öCüSù�þpÿ�þcù�üSüS÷�ó�	�û���ø�ö�÷�ö�ú�ÿ+ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%÷���ö�ú¦ÿ�õ¦óp÷G÷��

P
_

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(A)

� � ú�û�þ*üzù�þrÿ�û�þ
ö�órû��Gûtù�ý;�
• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ

(UR)
÷ªó

(UL)
�

(UL)

P1

T ` 〈w, v〉
T ` w

��ô#û���	���ü�öpûm÷���ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þ � ÿ�����÷ � öpúMù�ö�ù�ýmýIö�ÿSó 
#þ*ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô�ù>ó��¦ýmÿ
(P )
û��

öpú�ÿ�õ¦óp÷G÷��
P1

ù�órÿ�û��
S(T, 〈w, v〉) �8�Tû���ü�ÿ�ù 
Îû���û�
Éù�ýQõ�óp÷G÷���ûmþ�þpû�
#õ�ý�ÿ � ÿ�÷��¦ö�ù�û��

�²ô*��ÿ�
 
Éù.Z�ö�úMù�ö 〈w, v〉 ∈ S(T )
�{EcþCù#üS÷���þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ���ù�ý�ý ö�ÿ�ó�
ÎþCø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô

ù�ó��¦ýmÿ
(P )
ù�órÿ%û��

S(T ) ⊆ S(T, w)
�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(C)

�

(C)

P1

T ` u

P2

T ` k

T ` {u}k = w��ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ � ÿ � �¦÷ � ö�ú�ù�ö�ù�ý�ý�öpÿSó 
#þ>ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô ùåó ��ýmÿ
(P )ù�órÿ
û��

S(T, u)
�|÷ªó>öpú�ÿäþ ����õ�ór÷T÷��

P1

ù���	¡ö�úMù�ö#ù�ý�ý[ö�ú¦ÿäõMù�ûmópþ�øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	 �²ô ù
ó ��ýmÿ

(P )
ù�órÿ�û��

S(T, k)
�|÷ªó�öpú�ÿ�þ ����õ�ór÷T÷��

P2

�I��ô 	¦ÿ�) ��ûæö�û�÷��É÷��
S � ÿ%úMù �ªÿ�ö�ú�ù�ö

u ∈ S({u}k) = S(w)
ù���	

k ∈ S({u}k) = S(w)
� �Kÿ���ü�ÿ���ù�ýmý�ö�ÿ�ó�
Îþcøªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	

�²ô
ù�ó��¦ýmÿ
(P )
û��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��

P
ù�órÿ+û��

S(T, w)
�

"��



• � ú¦ÿ>ýtù�þ�öcó ��ýmÿ�ûmþ
(P )

� � ú�ÿ>üSýmù�û�
 û�þc÷�� �Gûm÷���þpýæô6öpó���ÿ �|÷ªóCöpú�ÿ>÷GüSü���ópórÿ���ü�ÿ�÷��
(P )� ú�û�ü�úÉû�þ[ù�ö¢öpú�ÿcór÷T÷�ö�÷��Qö�ú�ÿCõ�óp÷G÷�� P

� � ú�ÿCópÿ�þrö
÷�� ö�ú¦ÿ 	�ÿ�
#÷��¦þrö�ópù�ö�û�÷���ûmþ�þpû�
#û�ýtù�ó
öp÷�öpú�ÿ+õ�ópÿD�Gûm÷���þ�üSù�þpÿ � û�öpú
ó���ý�ÿ (C)

�

(P )

P1

T ` u

P2

T ` v

T ` 〈u, v〉 = w

��ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ � ÿ � �¦÷ � ö�ú�ù�ö�ù�ý�ý�öpÿSó 
#þ>ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô ùåó ��ýmÿ
(P )ù�órÿ
û��

S(T, u)
�|÷ªó>öpú�ÿäþ ����õ�ór÷T÷��

P1

ù���	¡ö�úMù�ö#ù�ý�ý[ö�ú¦ÿäõMù�ûmópþ�øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	 �²ô ù
ó ��ýmÿ

(P )
ù�órÿ�û��

S(T, v)
�|÷ªó�ö�ú�ÿ%þ ����õ�ór÷T÷��

P2

�t��ôJ	�ÿ�)���û�öpûm÷��~÷��
S � ÿ%úMù �ªÿ�ö�ú�ù�ö

u ∈ S(〈u, v〉) = S(w)
ù���	

v ∈ S(〈u, v〉) = S(w)
� �Kÿ���ü�ÿ��Iù�ý�ý�öpÿSó 
#þ*øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	

�²ô
ù�ó��¦ýmÿ
(P )
û��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��

P
ù�órÿ+û��

S(T, w)
�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(GX)

�

(GX)

P1

T ` u1

. . .
Pn

T ` un

T ` w = (α1u1 + . . . + αnun) ↓
ò[÷��¦þpû�	¦ÿSóãù���÷Tü�ü���órópÿ��¦üSÿ ÷���ó ��ýmÿ

(P )
ôGû�ÿSý�	¦û���ø þp÷�
Îÿ�öpÿSó 


v = 〈v1, v2〉
û��

þr÷�
#ÿâþ�����õ�óp÷G÷��
Pi

����ô"û���	���ü�öpûm÷��"ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ��
v ∈ S(T, ui)

��Ecþpþ ��
Îÿ�ö�ú�ù�ö
v 6∈ S(T, w)

� � ú�ûmþ*û�
#õ�ý�ûmÿ�þ�ö�ú�ù�ö
v 6∈ S(T )

��ú�ÿ���üSÿ
v ∈ S(ui)

�
��ô#üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ��¦ö�ú�û�þ[÷GüSü���ópórÿ���ü�ÿ�÷��

v
ûmþ �OüSù���üSÿ�ýmÿ�	~÷��¦ö �Kû��Îö�ú�ÿ�þ ��
 �_öpúMù�ö[ûmþ

� ÿ�ú�ù1��ÿ�öpúMù�ö v ∈ S(uj)
�|÷�ó*þp÷�
Îÿ

j 6= i
�8q�ÿ�üSù�� �¦÷ � ÷��¦ö�ù�û��6ùÎþ 
Éù�ýmýmÿ�ó*õ�óp÷G÷��

÷��
T ` w

ù�þ �|÷ªý�ým÷ � þ%_Pq�ÿÎù�þrüSÿ���	�û�� �Q÷�ö�ú þ����¦õ�óp÷G÷��|þ
Pi

ù���	
Pj

ö�ú¦ÿ 
#ùM�Tû�
#ù�ý
õMù�ö�ú�þ�÷��7��÷ 	�ÿ�þ*�|ór÷�


ui

�_ópÿ�þpõ �
uj

÷�� � ú�û�ü�úÉö�ú¦ÿ ��÷ 	�ÿ�þ[üS÷��_ö�ù�û��
v
ù�þ[ù�þ ���¦ö�ÿ�ó�
 �

�Ãû�öpú�ÿSó�÷���ÿ#÷��*ö�ú�ÿÉõMù�ö�ú¦þ>ÿ���	¦þ>û�� ù�� ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷���÷���ó���ý�ÿ
(A)

��û�� � ú�ûmü�ú üSù�þpÿ
� ÿ�ü�÷���ü�ý���	�ÿ�ö�úMù�ö

v ∈ S(T )
û��äü�÷��²ö�ó�ù�	�ûmü:ö�ûm÷��
öp÷#öpú�ÿ�ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þ

v 6∈ S(T, w)
�

�cö�ú¦ÿSó � û�þpÿ+ù�ý�ýQöpú�ÿSþrÿ�õ�ù�ö�ú�þ�ÿ���	äû��
ù��6ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷��É÷��-ó��¦ýmÿ
(P )

�t�=��ö�ú�û�þ*üzù�þrÿ � ÿ
órÿSõ�ýmù�üSÿ�ö�ú�û�þ�ù�õ¦õ�ýmû�üzù�öpûm÷���÷��Mó ��ýmÿ

(P )
�²ô�ö�ú�ÿ�þ����¦õ�óp÷G÷��IýmÿSù�	�û���øCöp÷

T ` v1

� � ÿ
ü��¦ö
öpú�ÿ
þ�����õ�óp÷G÷��Q÷��

v2

�²ù���	�û���ù�ýmý ��÷ 	�ÿSþÃ÷��>öpú�ÿ
ö � ÷�õ�ù�ö�ú�þ � ÿ*ópÿ�õ�ýtù�üSÿ
ö�ú¦ÿ
þ����Tö�ÿSó 

v

�_ô
v1

� � ú¦ûmþ%ôGûmÿSý�	�þ+ù�þ�
#ù�ýmý�ÿSóCõ�óp÷G÷��R�;û��1üS÷��²ö�ópù�	�û�ü�ö�û�÷��ãö�÷�öpú�ÿ 
#û���û�
#ù�ýmûæögô�÷��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��R�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(D)

�

(D)

P1

T ` {w}k
P2

T ` k

T ` w
q�ÿ ��þpÿ�ù�þpû�
Îûmýmù�ó�ópÿzù�þp÷���û���ø#ù�þ�û���ö�ú�ÿ+õ�órÿ��Gûm÷���þ�üzù�þrÿ �|÷ªó
öpú�ÿ+ó���ý�ÿ

(GX)
��ò[÷��I�

þrû�	�ÿ�óÉù��/÷Tü�ü���órópÿ���üSÿä÷��%ó��¦ýmÿ
(P )
ôTû�ÿSý�	�û���øâþp÷�
#ÿ
ö�ÿ�ó�


v = 〈v1, v2〉
û��/þp÷�
Îÿ

þ ����õ�ór÷T÷��
Pi

�Iù���	6ù�þrþ���
Îÿ%ö�úMù�ö
v 6∈ S(T, w)

�
� � öpú�ÿcù�õ�õ�ýmû�üzù�öpûm÷���÷���c;� g¥÷GüSü���ópþ�û��

P1

� � ÿKøªÿ�ö v ∈ S(T, {w}k)
�_ô�û���	���ü:ö�û�÷��

ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ��²ú�ÿ��¦üSÿ
v ∈ S(T, k)

þpû���üSÿ � ÿKù�þpþ ��
#ÿ�	#öpúMù�ö
v 6∈ S(T, w)

ù���	Îù+õMù�ûmó
üSù�����÷�öM��ÿ�ù��äÿ���üSó�ôTõTö�ÿ�	äö�ÿSó 
 �8� �-ö�ú�ÿ�ù�õ�õ¦ýmûmüSù�ö�û�÷���÷���cp�rg
÷Tü�ü���órþCû��

P2
� ÿ�øªÿ:ö

öpúMù�ö
v ∈ S(T, k)

�²ô�û���	���ü:ö�û�÷��
ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ��
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q�ÿ�þpú¦÷ � ú�÷ � ö�÷#øªÿ�öCù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó
õ�ór÷T÷��¥÷�� T ` w
�tq�ÿ+üS÷���þrû�	�ÿ�óKöpú�ÿ 
ÉùM�Tû�
Éù�ý

þ ����õMù�öpú�þ¥÷��Möpú�ÿ
õ�ór÷T÷��{�âþ ��ü�ú�ö�úMù�öÃù�ý�ý �¦÷ 	�ÿ�þ¥÷��Möpú�ÿ[õMù�ö�ú�ù�órÿ[ýtù��Qÿ�ýmÿ�	
�²ô>ùCöpÿSó 

T ` u

þ��¦ü�úÉö�úMù�ö
v = 〈v1, v2〉 ∈ ST (u)

� � ú�ÿCó���ý�ÿKü�÷ªópórÿSþrõQ÷���	�û���ø�ö�÷�ö�ú�ÿKÿ���	¦û���ø
��÷ 	�ÿ~÷��*ö�ú�ÿ�þpÿ
õMù�öpú üzù����¦÷�ö���ÿ

(A)
��÷�ö�ú�ÿ�ó � ûmþrÿ � ÿ�øªÿ�ö v ∈ ST (T ) � ú¦ûmü�ú ûmþ��÷�öcõ�÷ªþpþrû���ý�ÿ�þrû���ü�ÿ � ÿ>ù�þrþ���
Îÿ�öpúMù�ö
v 6∈ S(T, w)

� � ú¦ÿSópÿD�|÷ªópÿ�ö�ú�ÿ�ó���ý�ÿ�ýmù���ÿSýmû���ø
öpú�ÿSþrÿ ��÷ 	�ÿSþ
û�þ

(P )
�>��ÿ:ö ��þ
ü�÷���þpû�	�ÿSó�ö�ú�ÿ ��ÿ � ö�órÿSÿ�÷��Tö�ù�û���ÿ�	J�_ôÉópÿ�õ�ýtù�ü�û���ø�ÿzù�ü�ú

þ ���¦ö�órÿSÿ

���
T ` v1

���
T ` v2

T ` v = 〈v1, v2〉
�²ô

���
T ` v1

ù���	 ÿD�ªÿ�órô ÷Tü�ü���órópÿ���üSÿä÷��
v

����	�ÿSó�ö�ú�û�þ
��÷ 	�ÿ �²ô

v1

�FE�þ�ö�ó�ù�ûmøªú²ö��|÷�ó � ù�ó�	âû���	���ü�öpûm÷���÷���öpú�ÿÉþ�ö�ó��¦ü�ö9�¦ópÿÉ÷��*õ�óp÷G÷��|þ�þpú�÷ � þ
öpúMù�ö¢ö�ú�ÿ�þpÿCópÿ � órû�öpû���ø+õ�ór÷Tü�ÿSþpþ�þröpûmýmýTôTû�ÿSý�	�þ�ù ��ù�ý�û�	�õ�óp÷G÷�� ÷��

T ` w
�
��ô 	�ÿ�) �¦û�ö�û�÷��

öpú�ûmþ�õ�ór÷T÷��¥ûmþ�þ�
#ù�ýmý�ÿSó*ö�ú�ù��äöpú�ÿ�û���û�öpûtù�ý ÷���ÿ�� � ú�û�ü�úãüS÷��_öpó�ù�	¦ûmü�öpþCöpú�ÿ

Îû��¦û�
#ù�ýmûæögô
ù�þrþ���
Îõ¦öpûm÷�� �
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Éù`b � ú�ûmü�úâþrö�ù�ö�ÿ�þ�ù
ým÷Güzù�ýmû�ögô6õ�ór÷ªõ�ÿSórögô ÷��
ù ��ù�ópûmù��²ö+÷���öpú�ÿ
õ�óp÷G÷���þrôGþröpÿ�
*_ � ÿÎüS÷���þrû�	�ÿ�ó�ù�ýmý¥þ ��üSü�ÿSþpþrû���ÿ�ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷���þ�÷���ö�ú�ÿÎó��¦ýmÿSþ (GX)

�
(C)ù���	

(D)
ù�þ�ù �=
Éù�ü�óp÷ ��ó ��ýmÿ 	�ÿ���÷�ö�ÿ�	

(GXCD)
� � ú�û�þ+ó���ý�ÿ>ö�ù���ÿSþ�ù�þ+ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpÿ�þ

ù�ýmý�ö�ú�ÿ%ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpÿ�þC÷���ö�ú¦ÿ%ó���ý�ÿSþ
(GX)

�
(C)
ù���	

(D)
ù���	�ôGûmÿSý�	�þ[öpú�ÿ+ópÿSþ ��ý�ö
÷��¥ù�ýmý

ö�ú�ÿ�þpÿ�ó ��ýmÿ�þ��
�=�Éöpú�ûmþ�õ�óp÷G÷�� þrôGþröpÿ�
 �¦üzù�ýmýmÿ�	
SGXCD

� � ÿC÷���ý�ô�ú�ù1��ÿcö�ú¦ÿCó ��ýmÿ�þ[÷�� (A)
�

(UR)
�
(UL)

�
(P )
ù���	

(GXCD)
�

� z � ��} � � 7�4
P

u�7�- NPOQL�L � L �
T ` w

13/
SGXCD

�r43587�/�46587�OQ7Y7��&1?S�46S�- NPOQL�L �
P ′

L �
T ` w

13/
SGXCD

S�G{AD5*435>-04 -0=3= 46587 /eL%:B7DSmL �
P ′

-0OD7d13/
S(T, w)

�

� ì�í;í 
 � ��ÿ�ö
P

��ÿ>ù#õ�óp÷G÷��¢÷��
T ` w

û��
SGXCD

� � ÿ>ü�÷���þrû�	�ÿ�ó%ùÉõ�ór÷T÷��¥÷�� T ` wû��âö�ú�ÿ#û���ûæö�ûtù�ý¥þrôGþröpÿ�
 � ú�ûmü�ú ÿs�Tûmþröpþ��²ôâüS÷���þ�ö�ó ��ü�öpûm÷�� ÷��*ö�ú�ÿ#ó���ý�ÿ
(GXCD)

� q�ÿ
üS÷��¦þrö�ó ��ü�ö
�|óp÷�
 öpú�ûmþ+õ�ór÷T÷��[ö�ú¦ÿJ
Îû���û�
Éù�ý�õ�ór÷T÷��[÷��

T ` w
û�� ö�ú�ÿ#û���ûæö�ûtù�ý�þrôGþ�ö�ÿ�
 �

��ô`��ÿ�
 
#ù9V�ù���	X\���ù�ýmý �¦÷ 	�ÿ�þ�ópÿSþ ��ý�öpû���ø��|ór÷�
 ù�ó���ý�ÿ
(UR)

�
(UL)

÷�ó
(P )
ù�ópÿ%û��

S(T, w)
�>q�ÿ+ópÿ�üS÷���þ�ö�ó ��ü�ö � û�öpú
öpú�ûmþ*õ¦óp÷G÷��-ùÎõ�ór÷T÷��-û�� SGXCD

� � ÿ�÷��Tö�ù�û��~ö�úMù�ö%_

• ù�ýmý ��÷ 	¦ÿSþ � ú�û�ü�ú�ù�órÿ>ú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrÿSþ�÷ªó�ü�÷���üSý���þpû�÷�� ÷���ù~ó���ý�ÿ (UR)
�
(UL)

÷ªó
(P )ù�órÿ%û��

S(T, w)
�

• ù�ýmý�ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ%÷���ù�ý�ý�öpú�ÿ>ó ��ýmÿ�þ (GXCD)
þrö�ÿ�
 �|ór÷�


T
÷ªóM�|óp÷�
3ù~ó ��ýmÿ

(UR)
�

(UL)
÷ªó

(P )
�Mù���	 �²ô�ü�÷���þpÿ�����ÿ���ü�ÿ�ù�órÿ%û��

S(T, w)
�

• ù�ýmýMüS÷���üSý���þpû�÷���þ¢÷���ù�ý�ý�ö�ú�ÿKó��¦ýmÿSþ (GXCD)
ù�ópÿKÿSûæö�ú�ÿ�ó�ù��Éú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ�÷���÷��¦ÿCó ��ýmÿ

(UR)
�
(UL)

÷ªó
(P )

��÷ªó*ûæö�ûmþ
w

��ù���	 �_ô~üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ�ù�ópÿ%û��
S(T, w)

�

q�ÿ�üS÷���üSý���	�ÿ¢ö�úMù�ö�ù�ý�ý ��÷ 	¦ÿSþ�÷��¦öpú�ûmþ ��ÿ � õ�óp÷G÷���÷�� T ` w
û��

SGXCD
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T ` x1 T ` v
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(Dv)

(GX)

(R1)
T ` B1

T ` B′
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. . . (Rn)
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T ` B′
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T ` B T ` v
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⇓

(Dv)

(GX)

(GX)

(R1)
T ` B1

T ` B′

1
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⇓
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(Dv)

(GX)

(R1)

ÏÏÏ
T ` u1

... (Rn)

ÏÏÏ
T ` un

T ` {u}v ↓

ÏÏÏ
T ` v ↓

T ` u ↓
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n
ö�ú�ù�ö

x � y
û � |xi| ≤ |yi|

�|÷�ó*ù�ýmý
i
�Iù���	

x / y
û��

x � y
ù���	

x 6= y
�

� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�èIè �.7 :B7���/e7m46587�OQ7�=#-04p1JLM/ Ext(l1, x, l2)
� 587�OQ7

l1
-0/P:

l2
-0OQ7 ��/8134 7

=a1?S�46S�LMn07�O
Z

n
-0/P:

x ∈ Z
n
u%� �

Ext((x1, . . . , xn), x, l)
58LM=#:MS�13/.-0/8��L ��46587{��LM=3=?L � 13/B�

AK-MS�7DS
�

• x ∈ 〈x1, . . . , xn〉
-0/P:

l = (x1, . . . , xn)
�

• x 6∈ 〈x1, . . . , xn〉
-0/P:

l = (x1, . . . , xn, y)
� 587�OQ7

y
1?S�+�13/813+.-0=F13/	46587.LMO�:B7�O

�S�G{AD5x465>-04
y ∈ x + 〈x1, . . . , xn〉

�

�C÷�öpÿ�öpúMù�ö�û��äöpú�ÿ�þrÿSüS÷���	1üzù�þrÿ�÷��Ãöpú�ûmþM	�ÿ�) ��û�öpûm÷��6ö�ú�ÿ�ópÿ

Éùzô �Qÿ
	�û�]QÿSórÿ��²ö�ü�ú¦÷ªûmü�ÿSþ
�|÷ªó

y
� � ú�ÿSþrÿ�ü�ú¦÷ªûmü�ÿSþ"	�û�]QÿSó*÷���ý�ôÉû���ö�ú¦ÿ�þrûmø��
÷���ö�ú¦ÿ�ü�÷�
ÎõQ÷��¦ÿ��²ö�þ��

q�ÿ¢órÿSüzù�ýmý�öpúMù�ö��Ãópÿ�þ�����órøªÿSó-ù�órû�ö�ú�
#ÿ:ö�ûmü���öpúMù�ö�ûmþ;öpú�ÿ )Mópþ�ö��¨÷ªó�	�ÿ�ó;ö�ú�ÿ�÷ªórô�÷��
(Z, +, >)

�
ûmþ 	�ÿSü�û�	Mù���ýmÿ�� � ú�ÿÉù���þr÷ªý��¦öpÿJ��ù�ý���ÿ#÷��

y ∈ Z
ûmþ 	�ÿ�)��Mù���ý�ÿ �²ô ù �|÷ªó�
��¦ýtù��;öpúMù�ö�ûmþ

z = |y| üSù�� ��ÿ�ÿ��Tõ�órÿSþpþrÿ�	äù�þ
(y ≥ 0→ z = y)∧ (y < 0→ z = −y)

�BEcþ*ù�ü�÷���þrÿ��
����ÿ���ü�ÿ��ªöpú�ÿ,�|÷ªó�
 ��ýtùM	�ÿ�) �¦û���ø

x�y
ûmþ¥ù%ù�ýmþp÷�ù �|÷ªó�
��¦ýtùC÷��e�ÃórÿSþ�����ópøªÿ�ó�ù�ópûæö�ú�
Îÿ�öpûmü��

�äÿ�
 �Qÿ�ópþpú¦ûmõ
x ∈ 〈x1, . . . , xn〉

û�þ�ÿ��Tõ�ópÿ�þpþrû���ý�ÿ��²ô ∃α1, . . . , αn (x = Σiαixi)
���ä÷ªópÿs�

÷1�ªÿSó
x 6∈ 〈x1, . . . , xn〉

ûmþKþpû�
Îõ�ýæôÉö�ú¦ÿ ��ÿ�ø²ù�ö�û�÷��6÷��¥ö�ú¦ÿ 
Îÿ�
���ÿSórþpú�û�õ �|÷ªó 
���ýmù�� � ú�ÿ
þpÿ:ö#÷�� 
Îû���û�
Éù�ý�ÿ�ýmÿ�
#ÿ��_öpþ � �Ùó�� ö��

�
û�� ù1þpÿ:ö

S ⊆ Z
n

	�ÿ�) ��ÿ�	 �²ô¡ù��ÃópÿSþ ����órøªÿSó
�|÷ªó�
 ��ýtù

x ∈ S
ûmþM	�ÿ�) �¦ÿ�	 �²ô

x ∈ S ∧ ¬(∃y (y ∈ S ∧ y / x))
� �'�Töpö�û���ø�ù�ý�ý;ö�ú�ÿ�þpÿ

�|÷ªó�
 ��ýtù�þ¥öp÷ªøªÿ:ö�ú�ÿ�ó�� � ÿCøªÿ�ö[ù
	¦ÿ�) ��ûæö�û�÷���÷���ù�ý�ý
l2
þ ��ü�úÉö�ú�ù�ö

Ext(l1, x, l2)
ú�÷ªý�	�þ��|÷ªó

øªû���ÿ��
l1
ù���	

x
�{�Móp÷�
çö�ú�û�þ"�|÷�ó�
���ýmù��G÷���ÿ+üzù��6ÿzù�þpûmýæô~ü�÷�
#õ��¦ö�ÿ%÷��¦ÿ�õ�ù�óröpûmü��¦ýtù�ó

l2
�

q�ÿ�órÿSüSù�ýmýihcûmüI�_þr÷�� � þ�ü�ýtù�þrþpû�üzù�ý-ýmÿ�
 
#ùX [Z&f�$;� �K÷�ö�ÿ�öpúMù�ö%û��ãö�ú�û�þ�ýmÿ�
J
#ù�ö9��õ�ý�ÿSþ+ù�órÿ

V0�



ö9��õ¦ýmÿSþ�÷�� /P-04;GIO�-0= ����
 �Qÿ�ópþ��
� z � ��}/è���� �
ñZð�� � í�ê�� �Yw6z � �k}�� � LMOm7K-BAD5x13/ ��/8134R7�S�7��%G87�/eAD7

t1, t2, . . .
L � :01?S�H

4p13/eA�4
n
HR4;G�NP=?7DS�L �

N
43587�OQ7�7��&1?S�46S

i < j
S�G{AD5*435>-04

ti / tj
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#ÿ%ö�ú�ù�ö�ö�ú�ÿ+þpÿ�����ÿ���ü�ÿ
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#ÿ��²ö�õQ÷�þpþpû���ýmÿäû���þ�ö�ù��¦üSÿSþ�÷���öpú�ÿ1ó��¦ýmÿ

(D)
�
ù���	�û � � ÿ

ù�þpþ ��
Îÿ �|÷ªó
öpú�ÿ 
#÷�
Îÿ��²ö*öpúMù�öKù�ý�ý ö�ÿ�ó�
ÎþKû�� ��ÿ�ô
õ�÷ªþpûæö�û�÷���þ*÷��-ö�ÿSó 
#þ�û��
U
ù�ópÿ�ù�ýmþr÷

üS÷��²ö�ù�û���ÿ�	#û��
U
ö�ú�ÿ�� � ÿCüSù�� � ��þrö�üS÷���þröpó���ü:ö�öpú�ÿ�õ�ópÿ�)>�Îópÿ � ópû�öpÿ�þrôGþröpÿ�
 � ú�ûmü�ú ���|÷ªó

ù��²ô �¦û��Mù�ó�ô
ö�ÿSó 
 {a}v − {b}w ∈ L
� órÿ � ópûæö�ÿ�þ%ù��²ôäöpÿSó 
 avx

û��²ö�÷
bwx

�;ù���	 �GûmüSÿ
�ªÿ�ópþ�ùI_

{av → bw | {a}v − {b}w ∈ U
÷ªó {b}w − {a}v ∈ U}� � � ÿ � û�þpúäöp÷#ü�ú¦ÿSüI� �|÷ªóKù��äû���þrö�ù���ü�ÿ�÷��-ö�ú�ÿ�ó��¦ýmÿ

(GCD) � û�ö�úäóp÷G÷�ö {a}v − {b}wö�ú�ÿ�� � ÿ � �¦þrö�úMù �ªÿ�ö�÷
ö�ÿ�þrö � ú�ÿ�öpú�ÿSó�ö�ú�ÿ�þ�ö�ópû���ø av
ópÿ � ópûæö�ÿSþ%öp÷6öpú�ÿ�þrö�órû���ø bw

û��
ö�ú�û�þ*õ�ópÿ�)>�6ópÿ � ópûæö�ÿ%þrôGþ�ö�ÿ�
 �
��
 }
��~ w6z � � LM/>S�1;:B7�O

U = {a− {b}12, {b}1 − {c}3, 1, 2, 3, 4}
� -0/P:

r = {a}4 −
{c}324

� 13/�435B1?S�� -MS�13/�43587r��LM=3=?L � 13/B�*7��
-0+�NP=?7�� � 7 G
S�7m/8GB+.u�7�ODSr��LMOdC<7���S�� � � 587�OQ7
1?S�- � � � � ��NPOQL�L ��4;OQ7D7 � 13465`=?7K-0n07DS -0/P:.C<7���Sm-0/P:

L
-0/P:9OQL�LM4

r
�

(GX)

(C4)
T ` a− {b}12

T ` {a}4 − {b}124
(C4)

(C2)
T ` {b}1 − {c}3

T ` {b}12 − {c}32
T ` {b}124 − {c}324

T ` {a}4 − {c}324
� 587 NPOQ7����@OQ7�� Os134 7dS���S�4 7�+ L0u%4J-013/e7K:��sOQLM+

L
1?S

{a→ b12, b12→ a, b1→ c3, c3→ b1}
�`13435*435B1?S OD7�� Os134R7dS���S�4R7�+ � 7d5>-0n07�43587 OQ7�� Os134 7�S�7��%G87�/eAD7

a4 7→ b124 7→ c324

� ú�ÿ')Mórþrö 	�û#�#ü���ý�ögô�ûmþ�öpúMù�ö�þr÷�
Îÿ~÷���ö�ú�ÿ ��ÿ�ôGþ 
Éùzô ��÷�ö���ÿ�üS÷��²ö�ù�û���ÿ�	 û��
U

���=�
ö�ú�û�þ�üzù�þrÿ � ÿ 
Éùzô órÿ � órû�ö�ÿ avx

û��²ö�÷
bwx
÷���ýæô � ú�ÿ�� x ∈ U∗

�¥öpúMù�ö�ûmþ � ú�ÿ�� xûmþ�ù
þpÿ�����ÿ���üSÿ�÷��
þrô 
���÷ªý�þ �|ór÷�

U

�Fq�ÿ�üzù���û�
Îõ�ý�ÿ�
Îÿ��²ö%ö�ú�û�þ+ü�ú�ÿSüI� ��û��âöpÿSó 
#þ+÷��

Z&�



ù~õ���þrú�	�÷ � ��õ�ór÷Tü�ÿSþrþ�� �²ô 
#ù�û��²ö�ù�û���û���ø#ù 
Éù�ó ��ÿ�ó%þrô 
���÷ªý
#
÷��1ö�ú�ÿ>þ�ö�ù�üI� � ú�ûmü�ú

ûmþ�ù�ý � ùFôGþÎù�ö>öpú�ÿ~ö�÷�õ�
#÷�þrö�õ�÷ªþpûæö�û�÷�� þ��¦ü�ú/ö�ú�ù�ö�ù�ý�ý[þrô 
���÷ªý�þ��Qÿ�ým÷ � #
ù�órÿ�û��

U
�

�M÷ªó�
#ù�ýmýæô��Mý�ÿ�ö =?76�s4
(x)
ù���	�Os1#�M5B4

(x)
� �|÷ªó%ù��²ôäþröpópû��¦ø

x
� ��ÿ>þ���ü�ú ö�ú�ù�ö

x =
=?76�s4

(x) ·Os1#�M5B4
(x)

��ù���	�þ���ü�ú öpúMù�ö9Os1#�M5B4
(x)
û�þ+öpú�ÿ 
#ùM�Tû�
#ù�ý¥þ �>����÷��

x � ú�û�ü�ú�ý�ûmÿSþ+û�� U∗
�

� ú�ÿ�� � ÿÎüS÷��¦þrö�ó ��ü�ö�ö�ú¦ÿ#órÿ � ópûæö�ÿÎþrôGþröpÿ�
 ù�þ �|÷ªýmý�÷ � þ��;û��â÷�ó�	�ÿ�ó�öp÷åù�þrþ���órÿ#öpúMù�ö�ù�ýmý
ópÿ�	�ÿ��TÿSþCüS÷�
Îõ�órûmþpÿ���÷ªó�ù�órÿ+ù�	 �pù�ü�ÿ��²ö�ö�÷�ö�ú�ÿ 
#ù�ó���ÿSó

#
_

{ a =?76�s4
(v)#

Os1#�M5B4
(v)→ b

=?76�s4
(w)#

Os1#�M5B4
(w) |

{a}v − {b}w ∈ U
÷ªó {b}w − {a}v ∈ U }

��
 }
��~ w6z � �.7.-�N<NP=a�*435B1?SYOQ7���/e7K:�ADLM/>S�4;OsG{A�4;1JLM/l4RL`43587YnM-0Os1;-0/84dL0u%4J-013/e7K:��sOQLM+
� �
-0+�NP=?7 � u%� OQ7�+@LMn�13/B� 43587 C<7��

1
�sOQLM+ S�7�4

U
� � 587�/ � 7�L0u%4J-013/'43587 S%-0+@7 � � � � �

NPOQL�L �d4pOQ7D7�-MS�13/ ���
-0+�NP=?7 � S�13/eAD7d435B1?S�NPOQL�L �d4pOQ7D7m:BL�7DSd/eLM4rG<S�7�-0/�7�/eADL%:013/B� � 13465
46587dC<7��

1
� � 587�OQ7�� O�134R7dS���S�4 7�+ 1?S�/eL �

{a#→ b1#2, b1#2→ a, b1#→ c#3, c#3→ b1#}
�`13435*435B1?S OD7�� Os134R7dS���S�4R7�+ � 7d5>-0n07�43587 OQ7�� Os134 7�S�7��%G87�/eAD7

a#4 7→ b1#24 7→ c#324

� L � 7�n07�O � 1 � � 7mOQ7�+@LMn07m46587mC<7��
2
-MS � 7�=3=
�sOQLM+ 46587 S�7�4

U
43587�/	46587�-<u�LMn07!NPODL�L �

4pOQ7D7�1?Sd/eLM4r=?7J�0134;13+.-04R7 � S�13/eAD7 � 7 AK-0/
/eLM4�7�/eADL%:B7 � 13465
2
� � � 587dOD7�� Os134R7�S���S�4 7�+ 13/

465B1?S�AK-MS�7d1?S

{a#→ b12#, b12#→ a, b1#→ c#3, c#3→ b1#}
�`13435�435B1?S�S���S�4 7�+ � � 7@AK-0/�OD7�� Os134R7

a#4
13/84 L

b12#
��u%GB4�43587�/ � 79AK-0/k/eL'=?LM/B�B7�O

-�N<NP=a�943587�OQ7�� Os134 7 OsGB=?7
b1#→ c#3

�

��û���ù�ýmýæô��²û�ö�
ÉùzôJ�QÿcõQ÷ªþrþpû���ýmÿKö�úMù�ö[ö�ú�ÿ�órÿSþ ��ý�ö*÷���ö�ú�ÿ
(GCD)

ó���ý�ÿcûmþ[÷���ý�ôÎ÷��Tö�ù�û���ÿ�	
ù��aö�ÿ�ó
þp÷�
Îÿ�þrÿ�����ÿ���üSÿ ÷���	�ÿSü�órôGõ¦öpûm÷���þ �|óp÷�
 ö�ú�ÿâópÿ�þ���ýæöä÷��>ö�ú�ÿ

(GX)
ó ��ýmÿ�� q�ÿ

ú�ÿ��¦üSÿ~ü��¦ö���÷ � ö�ú¦ÿÉópÿ � ópûæö�ÿÉõ¦óp÷GüSÿSþrþ>û���ö � ÷ãü�÷���þrÿSü��Tö�û���ÿ�õ�óp÷GüSÿ�þpþrÿSþ���h ��ópû���øäöpú�ÿ
)Mópþ�ö�õ¦óp÷GüSÿSþrþ���û�� � ÿÎúMù �ªÿÉùäþrö�ù�üI� x

ù���	 � ûmþrú�öp÷åù�õ¦õ�ý�ôâù
ópÿ � ópû�öpÿ#ó ��ýmÿ�öpú�ÿ#ý�ÿ��aö��
úMù���	
þrû�	�ÿ�÷�� � ú¦ûmü�ú�üS÷��_ö�ù�û��¦þ x ù�þ�ù>õ�óp÷ªõ�ÿSó[õ�ópÿ�)>�~öpú�ÿ�� � ÿ � �¦þrö*õ��Tö*ö�ú�ÿ 
Îûmþrþpû���ø
þrô 
���÷ªýmþ � ûæö�ú ù ��ÿ�ø²ù�ö�û �ªÿÎþpû�ø���÷�� ö�ú¦ÿ#þ�ö�ù�üI� � �=�âö�ú�ÿÎþpÿ�üS÷���	 õ�óp÷GüSÿ�þpþ � ÿJ	�÷6öpú�ÿ
ópÿD�ªÿSórþpÿ
ù�ü:ö�û�÷�� ��ö�úMù�ö�ûmþ�û��*þr÷�
Îÿ ��ÿ�ø²ù�ö�û �ªÿ~þ�ô 
��Q÷�ýmþ�ù�ópÿ~÷���ö�ú�ÿÎö�÷ªõ�÷��*ö�ú�ÿ#þrö�ù�üI�
ù���	 û �*ö�ú�ÿ�órûmøªú²ö>ú�ù���	¡þpû�	�ÿ~÷���ö�ú¦ÿ~ópÿ � ópû�öpÿ�ó���ý�ÿÉõ�ór÷ 	���üSÿ�þ�öpú�ÿSþrÿ�þrô 
���÷ªýmþ��-öpú�ÿ��
� ÿ � ��þ�ö�õ�÷ªõ ö�ú�ÿ�þpÿ ��ÿSøªù�ö�û �ªÿ�þrô 
���÷ªýmþ��|ór÷�
 öpú�ÿ�þrö�ù�üI� �Fq�ÿ 	¦ÿ���÷�öpÿ�ö�ú�ÿ ��ÿSøªù�ö�û�÷��
÷��%ù1þ�ô 
 �Q÷ªý

a
ù�þ

a
� � ú�ÿ6þrö�ù�ö�ÿ�þ#÷��Cöpú�ÿäþrÿSü�÷���	 õ¦óp÷GüSÿSþrþÉù�ópÿ 	�ÿSü�÷ªó�ù�ö�ÿ�	 � û�öpú ù

úMù�ö�û�� ÷ªó�	¦ÿSó>ö�÷ ��ÿSÿ�õ öpú�ÿ~ö � ÷ þ�ö�ù�öpÿ�þpõMù�ü�ÿSþ 	�û�þ �r÷ªû��_ö���q�ÿ 	�ÿ���÷�ö�ÿ �²ô
x

�|÷ªó>ù��²ô
x = x1 · · ·xn

öpú�ÿcþ�ö�ópû���ø
xn · · ·x1

cG��÷�öpÿCö�ú¦ÿcû�� ��ÿSópþrûm÷��#÷��;öpú�ÿc÷ªó 	�ÿSóQgD� � ú�ÿCþrô 
���÷ªý
⊥ ûmþ �¦þpÿ�	6ö�÷ 	�ÿ���÷�ö�ÿ%öpú�ÿ+ópûmø�ú_ö�ÿ���	6÷��¥ù�þ�ö�ópû���øXc]û;�Ùÿ����¦öpú�ÿ �Q÷�öpö�÷�
�÷��¥ù�þ�ö�ù�üI�Ig �
� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�è � �.7':B7���/e7�S�4�-

({t}k) =
S�4�-

(t)
��S�4�-

(t) =
⋃

a∈ �
�������

(t)

S�4J-
(a)

�d-0/P:
S�4�-

(t) = {t} 1 � t
1?S�/eLM4�587K-<:B7K: � 13465

+
-0/P:@/eLM4 L ��43587���LMO�+ {x}y

�

Z&�



�.7 :B7���/e7 C<7���S
({t}k) =

C<7���S
(t)∪{k} �8C<7���S (t) =

⋃

a∈ �
����� �

(t)

C<7���S
(a)

�e-0/P:�C<7���S
(t) =

∅ 1 � t
1?S /eLM4 587K-<:B7K: � 13435

+
-0/P:9/eLM4!L ��43587 ��LMOs+ {x}y

�

� LMOr-�S�7�4
T
L ��4R7�O�+�S � 7 :B7���/e7�S�4�-

(T ) =
⋃

t∈T

S�4J-
(t)

-0/P:!C<7���S
(T ) =

⋃

t∈T

C<7���S
(t)
�

��
 }
��~ w6z � � 7�4
T = {{a}bc−{d}e, {d}ce}

�P43587�/mS�4J-
(T ) = {a, d} -0/P:�C<7���S (T ) =

{b, c, e} �

q�ÿ 	¦ÿ�) ��ÿ����|÷ªóÃøªû �ªÿ���þrÿ�ö
U
÷��Qù�ö'
Î÷ªþ�ö���û���ù�órô�ö�ÿ�ó�
Îþ¢ù���	Îù��Îù�ö'
Î÷ªþrö��¦û��Mù�ó�ô�öpÿSó 


r
ö � ÷#õ�órÿ�)>�6órÿ � órû�ö�ÿ+þ�ôTþ�ö�ÿ�
#þ�� ��ÿ:ö Q =

S�4J-
(U, r)

ù���	
C =

C<7���S
(U, r)

�
c "�g � ú�ÿ+õ�ópÿ�)>�6ópÿ � ópû�öpÿ+þrôGþröpÿ�
 � �

1

û�þ 	�ÿ�) �¦ÿ�	 �²ô�öpú�ÿ��|÷ªýmý�÷ � û���ø�ó ��ýmÿ�þ%_

{ a =?76�s4
(v)#

O�1#�M5B4
(v)→ b

=?76�s4
(w)#

Os1#�M5B4
(w)

a
=?76�s4

(v)#v1γ → b
=?76�s4

(w)#
Os1#�M5B4

(w)v2γ |
{a}v − {b}w ∈ U

÷ªó {b}w − {a}v ∈ U,

v1v2 =
Os1#�M5B4

(v),

γ ∈ {⊥} ∪ {u | u ∈ U} }
cpV&g � ú�ÿ+õ�ópÿ�)>�6ópÿ � ópû�öpÿ+þrôGþröpÿ�
 � �

2

û�þ 	�ÿ�) �¦ÿ�	 �²ô�öpú�ÿ��|÷ªýmý�÷ � û���ø�ó ��ýmÿ�þ%_

{ â =?76�s4
(v)#

Os1#�M5B4
(v)→ b̂

=?76�s4
(w)#

Os1#�M5B4
(w)

â
=?76�s4

(v)#
O�1#�M5B4

(v)w2 → b̂
=?76�s4

(w)#w1 |
{a}v − {b}w ∈ U

÷ªó {b}w − {a}v ∈ U,

w1w2 =
Os1#�M5B4

(w) }
� ú�ÿSþrÿ�ö � ÷#órÿ � órû�ö�ÿ+þ�ôTþ�ö�ÿ�
#þCù�ópÿ+þ�ô 
 
Îÿ�ö�órûmü%÷��¦ÿ+öp÷Îöpú�ÿ+÷�ö�ú¦ÿSó � û�öpú6öpú�ÿ%ö�ÿSü�ú���ûmüSù�ý
ÿ��TüSÿ�õ¦ö�û�÷���ö�úMù�ö
ö�ú�ÿ%þ�ô 
��Q÷�ý

γ
û��~ö�ú¦ÿ%þrôGþröpÿ�
 � �

1

þrÿSó��ªÿSþ*öp÷Îÿ���þ��¦ópÿ�ö�ú¦ÿ%û�� ��ù�ópûmù��²ö
ö�úMù�ö ��÷ ��ÿSøªù�ö�û �ªÿãþ�ô 
 �Q÷ªýc÷Tü�ü���órþ~ö�÷ ö�ú�ÿ1ý�ÿ��aöÉ÷���ù �¦÷��I�=�¦ÿSø²ù�öpû���ÿãþrô 
���÷ªý � � ú�ÿ
þrôGþröpÿ�
 � �

2


#ù�û��²ö�ù�û���þ�ö�ú�û�þcû�����ù�órûtù��²öCþpû���üSÿ>ûæö�üSù�� ��÷�öcõ���þpú ��ÿ�ø²ù�öpû��ªÿ�þrô 
���÷ªýmþ��
�C÷�öpÿäöpúMù�ö � ÿåú�ù1��ÿ1û�� ö�ú�ÿ*)Mópþ�ö~üzù�þpÿ1ù�órÿ � órû�ö�ÿ6ó��¦ýmÿ �|÷�ó#ÿD�ªÿSó�ô 	�ÿ�üS÷�
Îõ�÷ªþpûæö�ûm÷��
÷��YOs1#�M5B4

(v)
û��_öp÷

v1

ù���	
v2

�[ù���	 û�� öpú�ÿåþrÿSüS÷���	�üzù�þrÿ1ù ópÿ � ópû�öpÿåó ��ýmÿ �|÷ªóÉÿD�ªÿSó�ô
	�ÿSü�÷�
ÎõQ÷ªþrû�öpûm÷���÷�� Os1#�M5B4

(w)
û��²ö�÷

w1

ù���	
w2

�
q�ÿ�üzù�� ) �Mù�ý�ý�ô�	¦ÿ�) ��ÿ�ö�ú�ÿ�üS÷�
Îõ�ýmÿ:ö�ÿ¢ópÿ � ópûæö�ÿ[þ�ôGþrö�ÿ�
 ù�þ-ü�÷���þpû�þröpû���øC÷���ö�ú¦ÿ*�|÷ªý�ým÷ � û��¦ø
ó���ý�ÿSþ�_

� �
1 ∪

� �
2 ∪ {a→ â | a ∈ Q}

��
 }
��~ w6z � � 7�4
U = {{a}12 − b, {b}34 − c, c − {d}234, 1, 2, 3, 4}

�Y-0/P:
r =

a − {d}1
� �.7.LM/8=a�Y�013n07 43587�OD7�� Os134R7 OsGB=?7DS � 5B1JAD5�-0OQ7 OQ7�=?7�nM-0/84e��LMOm465B1?S.7��
-0+�NP=?7
�

� 587�S���S�4R7�+ � �
1

ADLM/84�-013/>S�� -0+@LM/B� LM43587�ODS��e43587 OsGB=?7DS
a#⊥ → b#21⊥ -0/P:

b#2→
c#432

� � 587mS���S�4R7�+ � �
2

ADLM/84�-013/>Sm43587�OsGB=?7
ĉ#432 → d̂#

� � 7�/eAD7�� � 7m5>-0n07�46587
OQ7�� O�134R7dS�7��%G87�/eAD7

a#⊥ 7→ b#21⊥ 7→ c#4321⊥ → ĉ#4321⊥ → d̂#1⊥
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� ú�ÿ$�|÷�ýmým÷ � û���ø*ö � ÷�ý�ÿ�
 
Éù�þ�þ�ö�ù�öpÿ�öpú�ÿ�ü�ÿ��²ö�ópù�ý¦õ¦óp÷ªõ�ÿSó�ögô�÷��Mÿzù�ü�ú�÷���ö�ú¦ÿSþpÿ�ö � ÷�õ¦ópÿ�)I�
ópÿ � ópû�öpÿ+þrôGþröpÿ�
Îþ%_
� z � ��}/è � � 587���LM=3=?L � 13/B�
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