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X ⊆ T (Σ, X)
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t1, . . . , tn ∈ T (Σ, X)
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n ≥ 0

� öpú�ÿ��
f(t1, . . . , tn) ∈
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• t[ε← s] = s
• f(t1, . . . , tn)[j · o← s] = f(t1, . . . , tj−1, tj[o← s], tj+1, . . . , tn)
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f(a, g(b, x))[22← h(c)] = f(a, g(b, h(c)))
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l → r � ú�ÿSórÿ
l ∈ T (Σ, X)
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r ∈ T (Σ,V(l))
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t ∈ T (Σ, X)
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t→∗ s

ù���	
s
ûmþ�ù ��÷ªó 
Éù�ý

�|÷ªó�
çö�ú�ÿ�� � ÿ�þ�ùzô�ö�úMù�ö s ûmþ�ù`/eLMOs+.-0=0��LMOs+ L �
t
�Iù���	 � ópû�öpÿ s = t ↓ �
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 ópÿ � ópûæö�û��¦ø�þrôGþröpÿ�
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t1 → t2 → t3 → · · ·
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t → s2
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r� ûæö�ú s1 →∗ r
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s2 →∗ r
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t →∗ s1
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t →∗ s2
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s2 →∗ r
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X ⊆ T
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S(S(X)) = S(X)
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Î÷���÷�öp÷���ÿ�û � �|÷ªó�ù�ýmý

X, Y ⊆ T
_�û �

X ⊆ Y
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S(X) ⊆ S(Y )
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X, Y, Z ⊆ T
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Y ⊆ S(Z)
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X ⊆ S(Z)
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� ú�ÿ�ÿ����Mù�öpûm÷��Mù�ý ö�ú�ÿ�÷ªórô
E
üS÷���þrûmþ�ö�þK÷��-öpú�ÿ��|÷ªýmý�÷ � û���ø�ùM�Tûm÷�
Îþ%_

(x + y) + z = x + (y + z)
ECþpþr÷Tü�ûtù�öpû��Gû�ögô

x + y = y + x
ò[÷�
 
��¦ö�ù�ö�û �Tûæögô

x + 0 = x
�Cÿ��¦ö�ópù�ý �Ãýmÿ�
#ÿ��_ö

x + (−x) = 0
�=� �ªÿ�ópþpû�÷��

{x + y}k = {x}k + {y}k
hCûmþröpópû����¦ö�û �Gû�ögôX"

{−x}k = −{x}k
hCûmþröpópû����¦ö�û �Gû�ögô'V
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R
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Î÷ 	���ým÷>ù�þpþr÷Tü�ûtù�öpû��Gû�ögôÉù���	
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ö�ù�öpû��Gû�ögôÉ÷��
+

�Iù���	 �|÷ªó�ù�ýmý öpÿSó�
Îþ
t, s ∈ T (Σ) � ÿ�úMù ��ÿ�ö�ú�ù�ö t =E s

û���ù���	6÷���ý�ô~û��
t ↓R/AC =AC s ↓R/AC

�F�K÷�ö�ÿ>öpúMù�ö {0}z = 0
ûmþ+ù
üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ#÷���öpú�ÿ�ÿ����Mù�öpûm÷���ù�ý

ùM�Tûm÷�
Îþ�� � ú�ÿ�üS÷�� �ªÿ�ópøªÿ��²ö�ópÿ � ópûæö�ÿ%þrôGþ�ö�ÿ�
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(−x) = x
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(A)
u ∈ T

T ` u ↓R/AC

(P )
T ` u T ` v

T ` 〈u, v〉

(C)
T ` u T ` v

T ` {u}v ↓R/AC

(GX)
T ` u1 . . . T ` un

T ` (α1u1 + . . . + αnun) ↓R/AC

where α1, . . . , αn ∈ Z \ {0}.

(UL)
T ` 〈u, v〉

T ` u

(UR)
T ` 〈u, v〉

T ` v

(D)
T ` {u}v ↓R/AC T ` v

T ` u ↓R/AC

� ¼x¹FÇ²´OÀ��ªÏ����[¸z¾�À�Å�Ý��-ºz¸�¶²´O¸�¸SÆ�¿gµª¿g·OÀ�Á�Â�¸z´gÕ�¼xÄ²¹c¸zÄ�Ä_¸z´gÁ�ºS¾TÆt¸z´gÁ+¿�Í�µ%·g»_ÀÃ´OÀ�ÂÃ´g¼x·OÀ[¿gµª¿g·OÀ�Á
R
Á+¸�ÈªÇ²¾�¸ v�� Ï

� ú�ûmü�úäù�órÿ�÷�ópûmÿ��²ö�ÿ�	6ù�þ�órÿ � ópûæö�ÿ%ó ��ýmÿ�þ

(−x) → x

x + x → 0

ö�÷�øªÿ:öcù�ü�÷�� �ªÿSórøªÿ��²öcópÿ � órû�öpÿ%þrôGþröpÿ�
 R

Î÷ 	���ým÷.��� �

�=��ö�ú�ÿ+ópÿ�þröK÷���ö�ú¦ÿ�õ�ù�õQÿ�ó�� � ÿ ��þpÿ�ù��6ù�����ópÿD�Tûmù�ö�û�÷�� �|÷ªó*þ ��
#þ*÷��-öpÿSó�
Îþ*û��xE �Qÿ�ýmûmù��
øªóp÷���õ�þ%_e�%û��ªÿ��1ù��ãû��²ö�ÿSø�ÿSó

α ∈ Z
ù���	1ù�ö�ÿSó 


t
� � ÿ�	�ÿ��¦÷�ö�ÿ
�_ô

αt
ö�ú�ÿ�þ���
3÷��

αö�û�
#ÿ�þ
ö�ú�ÿ%ö�ÿ�ó�

t
û��

α ≥ 0
�Iù���	�ö�ú�ÿ+þ���
 ÷�� |α| ö�û�
ÎÿSþ
öpú�ÿ%ö�ÿ�ó�
 −t � ú�ÿ�� α < 0

�

� ��� ��/ � �&4 7�/P:B7K:	� LM=?7�n�H�
{-BL
�	L%:B7�=&��LMO�LMGIO � �%G>-04p1JLM/P-0=�� 587DLMOs�

q�ÿcù�þpþ ��
ÎÿKöpúMù�ö�ö�ú�ÿCû��²ö�ó ��	�ÿSó�üzù��~ÿ��Tõ�ý�÷ªû�ö¢ö�ú¦ÿCÿ�� ��ù�ö�û�÷��Mù�ýMö�ú¦ÿS÷ªó�ô#ø�û��ªÿ��~ù���÷1�ªÿKö�÷

#÷����²ö*ù���ù�öpö�ù�üI� � � ú�ÿ ����÷ � ý�ÿ�	�øªÿc÷���ö�ú�ÿCû��²ö�ó ��	�ÿ�ó[ûmþ�ópÿ�õ�ópÿ�þpÿ��²öpÿ�	 �²ô#öpÿSó�
Îþ�����ûmýæö
÷1�ªÿSó*öpú�ÿ%þpû�ø��Mù�ö���ópÿ

Σ
	�ÿ�)���ÿ�	6õ�ópÿD�Gûm÷���þrý�ô��8��ÿ�ö

T
�Qÿ+ù ) ��ûæö�ÿ�þrÿ�öK÷���øªór÷�����	�öpÿSó�
Îþ

ù���	
u

�Qÿ>ù~øªóp÷�����	åö�ÿ�ó�
 �;ù~þrÿ�����ÿ��²ö
T ` u

	�ÿ���÷�ö�ÿ�þ�ö�ú�ÿ��]ù�ü�öcöpúMù�ö�öpú�ÿ�û��²öpó���	�ÿ�ó
üzù�� 	�ÿ�	���üSÿ

u
�|óp÷�
 öpú�ÿ�û���ûæö�ûtù�ý ����÷ � ýmÿ�	�øªÿ T

� � ú¦ÿ 	�ÿ�	���ü�öpûm÷��äþrôGþröpÿ�
 	�ÿ�þpüSórû���û���ø
ö�ú�ÿ 	�ÿ�	���ü:ö�û���ÿ�üSù�õMù�ü�û�öpûmÿSþ*÷��¥ù��
û��_öpó���	¦ÿSó�ûmþ*øªû �ªÿ��äû��`��ûmø��¦ópÿ V �
� ú�ûmþ�	¦ÿ�	���ü:ö�û�÷��¡þrôGþröpÿ�
 ûmþ�üS÷�
ÎõQ÷�þpÿ�	¡÷���öpú�ÿ �|÷ªýmý�÷ � û���øäó���ý�ÿSþ%_ (A)

ö�ú�ÿ
û��_öpó���	¦ÿSó

Éùzô��¦þpÿ�ù��_ô�öpÿSó 
 � ú�ûmü�ú#ûmþÃû��Îú�û�þ�û���û�öpûtù�ý ����÷ � ýmÿ�	¦øªÿ�� (P )

ö�ú¦ÿCû��_öpó���	¦ÿSó¢üzù��J����û�ý�	
ù�õMù�ûmó¢÷�� ö � ÷�
ÎÿSþrþ�ù�øªÿ�þ��

(UL)
ù���	

(UR)
ú�ÿCüzù��#ÿ��Gö�ópù�ü�ö�ÿzù�ü�ú 
#ÿ�
���ÿSó¢÷���ù�õMù�ûmó��

(C)
ú�ÿ�üSù��¡ÿ���ü�órôGõ¦ö#ù 
ÎÿSþpþpù�øªÿ

u � û�öpú¡ù ��ÿ�ô
v
�
(D)
û���ú�ÿ ����÷ � þÎù ��ÿ�ô

v
ú�ÿ

üzù�� 	�ÿ�üSórôGõ¦ö�ù�
ÎÿSþpþpù�øªÿ�ÿ��¦üSórôGõ¦öpÿ�	J�_ô
v
�B�G÷�
#ÿ:ö�û�
#ÿ�þ�� � ÿ�þpúMù�ýmýMù�����÷�ö�ù�ö�ÿ
öpú�ÿ�ó���ý�ÿSþ

(C)
ù���	

(D)
�²ô
ö�ú�ÿ ��ÿ�ô6ö�ú�ù�öCöpú�ÿ�ô ��þrÿ��QôGû�ÿSý�	¦û���øÎó���ý�ÿSþ

(Cv)
ù���	

(Dv)
�P��û��Mù�ýmýæô��

ö�ú�ÿ�ópÿCûmþ�ù �]ù�
Îûmýæô
(GX)

÷���ó ��ýmÿ�þ � ú¦ûmü�ú�ù�ý�ým÷ � öpú�ÿcû��²ö�ó���	�ÿSó¢ö�÷�üS÷���þ�ö�ó ��ü�ö�ù�þ���
 ÷��

"&"



ö�ÿ�ó�
Îþ��Mõ�÷ªþpþrû���ýæô ��þrû���ø�ö�ú¦ÿ�þpù�
Îÿ�ö�ÿSó 
 þpÿD�ªÿ�ó�ù�ý�ö�û�
#ÿ�þ��
�C÷�öpÿcö�ú�ù�ö,�|÷ªó*ù�ýmý�þpÿ�����ÿ��²ö�þ

T ` u
	�ÿSórû���ù���ý�ÿ �²ôÉöpú�ÿ%û�� �|ÿSópÿ���üSÿ%þ�ôGþrö�ÿ�
�ö�ú¦ÿ�ö�ÿSó 


uûmþ-û�����÷�ó�
#ù�ý �|÷ªó�
 �²ô�öpú�ÿ
ópÿ � ópûæö�ÿ
þ�ôTþ�ö�ÿ�
 R/AC
� � ú�û�þ¥ûmþ-÷�� �Gûm÷���þB�|÷ªó-öpú�ÿ
ó��¦ýmÿ

(A)�²ô 	�ÿ�) �¦û�ö�û�÷�� � �M÷ªó%öpú�ÿ#ó ��ýmÿ�þ
(UL)

�
(UR)

ù���	
(P )
û�ö+ú¦÷ªý�	�þ �²ô û���	���ü�öpûm÷�� þrû���ü�ÿ

ö�ú�ÿCópÿ � ópû�öpÿcþ�ôTþ�ö�ÿ�
 	�÷GÿSþ$��÷�ö
ü�÷���ü�ÿSó��~öpú�ÿcõ�ù�ûmórû���ø�þrô 
���÷ªý � � ú�ÿcó���ý�ÿSþ
(C)

�
(GX)ù���	

(D)
ÿs�¦õ¦ýmûmü�û�öpý�ôäþrö�ù�ö�ÿ ��÷ªó�
#ù�ý�û?^zù�ö�ûm÷��ã÷��[öpú�ÿÎópÿSþ ��ý�öpû���ø�öpÿSó�
 � E ��ÿ��¦ù�
Îõ�ýmÿ�÷��

ù��
û���þ�ö�ù��¦üSÿ+÷��-ó���ý�ÿ
(D)
û�þ

(D)
T ` 2{a}k + 3{{b}l}k T ` k

2a + 3{b}l
þpû���üSÿ

2{a}k + 3{{b}l}k
û�þ
ö�ú�ÿ ��÷�ó�
#ù�ý �|÷ªó 
�÷�� {2a + 3{b}l}k

�
�¨ö+ûmþ%ÿSù�þrô1öp÷6þrÿSÿ�ö�ú�ù�ö%ö�ú�û�þ�	�ÿ�	���ü�öpû��ªÿÎþrôGþ�ö�ÿ�
 û�þ%ÿ�����û ��ù�ýmÿ��²ö+û�� 	¦ÿ�	���ü:ö�û �ªÿÎõQ÷ � ÿSó
ö�÷
ù ��ù�órûtù��²ö%÷��Ãöpú�ÿ�þrôGþ�ö�ÿ�
 û�� � ú�û�ü�ú öpÿSó 
#þ%ù�ópÿ���÷�ö%ù��¦ö�÷�
Éù�öpûmüSù�ýmýæô ��÷ªó 
Éù�ý�û?^�ÿ�	 �
���¦ö�û�� � ú�û�ü�ú¡ù�ó���ûæö�ópù�órôâÿ����Mù�ö�ûm÷��Mù�ý�õ�óp÷G÷��|þ�ù�órÿ~ù�ý�ým÷ � ÿ�	 ù�ö�ù��²ô 
Î÷�
Îÿ��²ö>÷��*öpú�ÿ
	�ÿ�	���ü�öpûm÷�� � � ú�ÿ�ÿ�����û���ù�ý�ÿ���ü�ÿ�÷��¢ö�ú�ÿ>ö � ÷
õ�óp÷G÷���þrôGþ�ö�ÿ�
Îþ+úMù�þ ��ÿSÿ�� þrú�÷ � ��û��2 #"�fM$
� û�öpú�÷��¦ö ����ùM�Tû�÷�
#þ���û��, WZ�\0$¢ö�ú�û�þ�úMù�þ
��ÿSÿ�� ÿ��Gö�ÿ���	�ÿ�	 ö�÷äöpú�ÿÎüzù�þrÿÉ÷���ù6ópÿ � ópû�öpÿ
þrôGþröpÿ�
 
Î÷ 	��¦ým÷Y��� �
�Móp÷�
 ��÷ � ÷�� � ÿ � ûmý�ý ÷�
Îû�ö
öpú�ÿ�û���	�ÿs�

R/AC
ù���	 � órû�ö�ÿ ↓ �tq�ÿ�ù�þpþ ��
#ÿ+ö�ú�ù�ö*ö�ú�ÿ

þpÿ:ö
T
üS÷���þrûmþ�ö�þ�÷���ýæô~÷���ö�ÿ�ó�
Îþ*û�� ��÷ªó 
Éù�ý �|÷ªó�
 �

�=�/öpú�ÿäüSù�þpÿä÷��97��IA�=aG<S�13n07�HKLMO ��ö�ú¦ÿäþpù�
#ÿ 	�ÿ�	���ü�öpûm÷��/þrôGþröpÿ�
 � ÷ªó��_þ��*���¦ö � ÿ 
#ùFô
ù�þpþ ��
ÎÿÎöpúMù�ö�ù�ýmý�öpÿSó 
#þ

ui

û��âöpú�ÿÎõ�ópÿ�
#û�þpÿSþ�÷���ö�ú�ÿ
(GX)

ó��¦ýmÿÎù�ópÿ 	�û#] ÿ�ópÿ��²ö�ù���	
ö�úMù�öKù�ýmý;ü�÷Tÿ��ÎüSûmÿ��²ö�þ

αi

û��
öpú�ÿ+üS÷��¦üSý��¦þpûm÷��äù�ópÿ%ÿ����Mù�ý�öp÷
1
�

� � z ê z ì�} w ñ��<}¦ë�ñ|í�ê�í 
��¢í�ð&} w ñ|ë � }Mê�î���í �k~ w6z 
�ñ|ë ��í 
�ë � z é�êQëFì�ï�î z ì	� z�

î�ï-ð�ëFñ]í�ê � ì�í |iw6z �

� ��óÉþ�ö�ù�ó�ö�û��¦ø�õ�÷ªû��²ö#ûmþ#öpú�ÿåý�÷TüSù�ýmûæögô ö�ÿ�ü�ú���û�� �¦ÿãû��²ö�ór÷ 	���üSÿ�	 �²ô �äü�Ecý�ýmÿSþ�ö�ÿ�ó  [Z<bM$;�
�Cÿ6üS÷��¦þpû�	¦ÿSópþ 	�ÿ�	���ü:ö�ûm÷�� þrôGþ�ö�ÿ�
Îþ�ö�úMù�ö#ù�órÿ
ópÿSõ¦ópÿSþrÿ��²ö�ÿ�	 �²ô�) ��û�öpÿ
þpÿ�öpþ#÷�� �C÷�ó��
üSýmù���þpÿ�þ�� �Cÿcþrú�÷ � þ
ö�úMù�ö�öpú�ÿSórÿ�ÿ��Tûmþ�ö�þ*ù�õQ÷�ý�ô ��÷�
Îûtù�ý��¨öpû�
Îÿ
ù�ý�øª÷ªópûæö�ú�
)ö�÷�	¦ÿSüSû�	�ÿCöpú�ÿ
	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô�÷��Mù*ö�ÿSó 


w
�|óp÷�
�ù!) ��ûæö�ÿ¢þpÿ:ö�÷��Tö�ÿ�ó�
Îþ

T
û �Töpú�ÿ*	�ÿ�	���ü�öpûm÷���þrôGþröpÿ�
 úMù�þ

ö�ú�ÿ+þr÷��güSù�ýmý�ÿ�	�=?L�AK-0=a134p�dNPOQLDN87�Os4p� �8E 	�ÿ�	��¦ü�ö�û�÷��6þrôGþröpÿ�
�úMù�þ*ö�ú¦ÿ9=?L�AK-0=a134;��NPOQLDN87�Os4;�%û��
ù��²ô�õ�ór÷T÷���üSù��J��ÿ
ö�ópù���þ��|÷ªó�
Îÿ�	�û��²öp÷+ùY=?L�AK-0=MNPODL�L � ��ö�úMù�ö¢û�þÃù%õ�óp÷G÷�� � ú�ÿSórÿKù�ýmý ��÷ 	¦ÿSþ
ù�ópÿ�þrô �²ö�ù�ü:ö�û�ü[þ����¦ö�ÿ�ó�
Îþ�÷��

T∪{w} � � ú�ÿ[û�	�ÿSùC÷���öpú�ÿ[õ¦óp÷G÷��Mûmþ�ö�÷Cü�ú�ÿSüI��ÿ��Tûmþ�ö�ÿ���üSÿ
÷��ù�ý�÷TüSù�ý¦õ¦óp÷G÷�� �²ôÎù%þ�ù�ö9��ópù�ö�û�÷��Îù�ýmøª÷�ópû�öpú�
 � ú�ûmü�ú#üS÷�
Îõ��¦öpÿSþ�ù�ý�ý¦þrô �²ö�ù�ü�ö�û�üCþ ���¦öpÿSó�
Îþ
÷��

T ∪ {w} ö�úMù�öKù�ópÿ 	�ÿ�	���üSû���ýmÿ �|ór÷�
 � �
E �¡ù��¦þrö�ópù�ü�ö
�ªÿ�ópþpû�÷�� ÷��
öpú�ûmþ�ù�ýmø�÷ªópûæö�ú�
 û�þ�õ�órÿSþrÿ��²ö�ÿ�	 û�����û�ø���ópÿ9Z � ú�ÿ�ópÿ S

û�þ>ù
�G����ü:ö�ûm÷�� � ú�û�ü�ú�
#ù�õ�þ�ù��²ô�þpÿ�ö�÷��¦öpÿSó 
#þ�ö�÷Kû�öpþ-þrÿ�ö-÷��Mþ����¦ö�ÿ�ó�
Îþ caö�ú�ÿ�þpÿ�ö-÷��eS��M/84J-BA�4p1JA
þ����Tö�ÿSó 
#þ*û��`�äü�Ecýmý�ÿSþ�ö�ÿSó��Ùþ*÷�ópûmø�û��Mù�ý�ù�ý�øª÷ªórû�ö�ú�
'g �&�=��ö�ú�û�þ*ù�ýmø�÷ªópûæö�ú�
 � ÿ�	�ÿ���÷�ö�ÿ�öpú�ÿ

"�V



éSêF~-ï�ë �
T, w�{Gtu ← S(T, w);ì z ~ z }¦ë

Tp ← T ;

¨íIì z }Mð �

t ∈ �{G>u î�í
ñ 


Tp `=1 t
ë � z ê

T ← T ∪ {t} �í�î
ï-ê�ë�ñ w

Tp = Tì z ëFï�ì�ê
w ∈ T

� ¼x¹FÇ²´OÀ 0 ÏG³-»_À�½�Õ�¼xÄ²¹�ÀpÒ�¼�¿O·OÀ�Ä_½�À�¸SÆ�ºSÄ S
Ý|¾�¸�½=ºS¾I¶²´O¸�¸SÆ¨Ï

÷���ÿs�gþröpÿSõ 	�ÿ�	���ü:ö�ûm÷��~ópÿ�ýtù�öpûm÷�� �²ô `=1
� � ú�ÿSórÿ � ÿ�þ�ùzôÎö�úMù�ö w û�þ�LM/e7�HJS�4R7RN�:B7K:0G8A�1;u%=?7

�|óp÷�

T
û�� � ÿ�üSù��ã÷��¦ö�ù�û�� w

�|ór÷�

T � û�ö�úå÷���ý�ô6÷��¦ÿ�ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷��ä÷��¢ù~ó���ý�ÿ�÷��Ãö�ú�ÿ

õ�óp÷G÷��-þrôGþröpÿ�
 �

� ú�ÿSórÿ>ù�órÿ�ö � ÷ 
#ù�û��6órÿSþ�ö�ópû�ü�öpûm÷���þ�û�� �äü�Ecý�ýmÿSþ�ö�ÿ�ó%� þ�ù�õ�õ¦óp÷²ù�ü�úe_Iöpú�ÿ 	�ÿ�	��¦ü�ö�û�÷��åþ�ôGþ��
ö�ÿ�
 
 ��þröB�Qÿ ��/8134R7�ù���	�ö�ú�ÿ$��÷�öpûm÷��+÷��Mý�÷TüSù�ýmûæögôcû�þ-órÿSþ�ö�ópû�ü�öpÿ�	�öp÷ S��M/84�-BA�4;1JArS�Gtu%4R7�Os+�SD�
� ú�ÿSþrÿ�ópÿSþ�ö�órûmü�öpûm÷��¦þ�ó�ù�û�þpÿ�ù~þrÿSópû�÷���þ%õ�ór÷���ý�ÿ�
 � ú�ÿ�� � ÿ�ù�ópÿ � ÷ªó��_û��¦ø 
#÷ 	���ý�÷'EKò �
ù�þ�û�ö*û�þ�ù�ýmórÿzù�	Tô~õ�÷ªû��²ö�ÿ�	
÷��¦ö�û��� �"�VM$;� � ú�ÿ�ópÿD�|÷ªópÿ � ÿ ��þrÿ�ùÎó ��ýmÿ

(GX) � û�öpúäù��åù�ó ���û�öpó�ù�ó�ô�����
���ÿSó¢÷��Qú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrÿSþ,��ÿSüSù���þrÿ � ÿ"��ÿSÿ�	#ö�÷�üS÷�ýmýtù�õ�þpÿ
þrÿ���ÿSó�ù�ý ù�õ¦õ�ýmû�üzù�öpûm÷���þ
÷��
öpú�ûmþ�ó���ý�ÿ#û��²ö�÷äùäþpû���øªý�ÿ#÷��¦ÿÎöp÷åÿSþ�ö�ù��¦ýmûmþrú�ü�÷�
J
 �¦ö�ù�öpûm÷�� õ�ór÷ªõ�ÿSóröpûmÿ�þ�� �C÷ � ÿ��ªÿ�ó��
� ÿ�ù�ópÿ �¦÷ � þ�ö9��üI� � û�ö�ú~ù��~û��I) ��û�öpÿ ����
���ÿSó�÷���ó��¦ýmÿSþ��t�M÷ªó�ö9���Mù�ö�ÿSýæô�� � ÿ%üzù��~û�
#õ¦ýmÿ��

#ÿ��²ö[ö�ú¦ÿCö�ÿ�þrö[÷���÷���ÿs�gþ�ö�ÿSõ 	�ÿ�	��¦üSû��¦ûmýmûæögô�û��Îö�ú�ÿCým÷G÷ªõÎ÷����äü�Ecýmý�ÿSþ�ö�ÿSó��Ùþ[ù�ýmø�÷ªópûæö�ú�
 û��
ù�üSýmÿD�ªÿ�ó � ùzô~ö�úMù�öcù�ýmým÷ � þ,�¦þ�öp÷�øªÿ�öCù�
#÷�ópÿ%ÿ��Îü�ûmÿ��²öKõ�ór÷Tü�ÿ�	���órÿ��

�=�6öpú�ÿ+ópÿ�þröK÷���ö�ú�ÿ+õMù�õ�ÿSó � ÿ 	�ÿ���÷�ö�ÿ
T ∪ {w} �²ô

T, w
�

� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�è�� 7�4
S
u�7�-r�sGB/eA�4p1JLM/ � 5B1JAD5Y+.-�N8S�-�S�7�4�L ��4R7�Os+�S!4RL�-�S�7�4�L ��4 7�Os+�S��

� NPOQL�L �
P

L �
T ` w

1?S �
�¨ým÷Güzù�ý�1 �`-0=3=r/eL%:B7DS`-0OQ7'=#-<u�7�=?7K:	u%�
S�LM+@7
T ` v

� 13435
v ∈ S(T, w)

��� NPODL�L �dS���S�4 7�+ 1?S@�
�gý�÷TüSù�ý 1 � � 587�/e7�n07�O�43587�OQ7 1?S�-�NPOQL�L ��L �
T ` w46587�/�43587�OQ7m-0=TS�L.1?Sm-0/��{HR=?L�AK-0=
NPODL�L � L �

T ` w
�

� ú�ÿ �|÷ªýmý�÷ � û���ø�öpú�ÿS÷�ópÿ�
 ø�ÿ���ÿ�ó�ù�ý�û?^Sÿ�þ��äü%ECýmý�ÿSþröpÿSó��Ùþ�ópÿ�þ���ýæö �


�� z í�ì z � è�� 7�4
S
u�7'- �sGI/eA�4;1JLM/2+.-�N<NP13/B�	-
S�7�4mL �.4R7�O�+�S@4RL�-
S�7�4 L �94 7�Os+�S��

-0/P:
P

-YNPOQL�L � S���S�4R7�+ � � 7�4
T
u�7.-'S�7�4dL � 4 7�Os+�S���=?7�4

w
u�7Y-X4 7�Os+ -0/P:*=?7�4

n
u�7

|T, w| � �6���
� �	��LM/e7�HJS�4 7RN :B7K:0G{A�1;u%13=a134;��L �

S `=1 u
13/

P
1?S`:B7DA�1;:<-<u%=?7913/,4;13+@7

g(|S, u|) ��LMO-0/8�94R7�Os+
u
-0/P:YS�7�4!L ��4R7�Os+�S

S
�

� �
��46587dS�7�4
S(T, w)

AK-0/�u�7 ADLM/>S�4pOsG8A�4 7K:@13/�4;13+@7
f(n)

�
��� �

P
1?S

S
HR=?L�AK-0=
�

46587�/*NPODLMnM-<u%13=a134;� L �
T ` w

13/l43587�NPOQL�L ��S���S�4R7�+
P

1?S9:B7DA�1;:<-<u%=?7�13/k4p13+@7
f(n) +

f(n)∗f(n)∗g(f(n))
� /eLM/8H�:B7�4R7�Os+�13/81?S�4p1JAr1 ��LM/e7�L � � �
��� � �	��1?S /eLM/8H�:B7�4 7�Os+�13/81?S�4;1JA�� �

"�Z



� ì�í;í 
 � ��ô
S
�gý�÷TüSù�ýmûæögô#÷���ö�ú¦ÿ�õ�ór÷T÷��¥þrôGþ�ö�ÿ�
 ��õ�óp÷1��ù���û�ýmû�ögô#÷��

T ` w
û�þ�ÿ�����û���ù�ý�ÿ��²ö

ö�÷äÿ��Tûmþ�ö�ÿ��¦üSÿ~÷��
ù��
S
�¨ým÷Güzù�ýÃõ�ór÷T÷����|÷ªó

T ` w
�i� �Tûmþ�ö�ÿ���üSÿ~÷��*ù��

S
�¨ým÷Güzù�ý¥õ¦óp÷G÷��
÷��

T ` w
ûmþ%ü�ú�ÿ�üI��ÿ�	 �_ôåö�ú�ÿÎù�ý�øª÷ªópûæö�ú�
�÷�� ��û�ø���ópÿ Z���ù���	1öpú�ÿ�üS÷�
Îõ��¦ö�ù�ö�û�÷��ã÷�� �{Gtu

ö�ù���ÿSþ�ö�û�
Îÿ
f(n)

�<ECþ
ù+üS÷��¦þpÿ�����ÿ���üSÿ��¦ö�ú¦ÿCüSù�ó�	�û��Mù�ý�û�ögô>÷�� �{G>ucûmþ*�Q÷�����	�ÿ�	J�²ô
f(n)

�
�Cÿ���üSÿ��Tö�ú¦ÿ ����
���ÿSó[÷���û�ö�ÿ�ó�ù�öpûm÷��¦þ�÷���ö�ú�ÿC÷��¦ö�ÿ�ó[ý�÷T÷ªõ#ûmþ$�Q÷�����	�ÿ�	 �_ô

f(n)
�¦ù���	 �|÷ªó

ÿzù�ü�ú ûæö�ÿSópù�ö�û�÷��å÷���öpú�ÿ>÷��Tö�ÿSócým÷G÷ªõåö�ú¦ÿ�����
���ÿSó%÷��¢ûæö�ÿSópù�ö�û�÷���þC÷��Ãö�ú�ÿ�û�����ÿ�ó�ým÷G÷ªõåû�þ
ù�ýmþr÷��Q÷�����	�ÿ�	 �²ô

f(n)
�8�Gû���ü�ÿ�ö�ú�ÿ%þrû?^Sÿ%÷��

T
ûmþ,��÷�����	�ÿ�	 �²ô

f(n)
öpú�ÿ%üS÷���	�û�öpûm÷���ù�ý

û���þ�ö�ó ��ü�öpûm÷��
üzù�� ��ÿ+õQÿ�ó �|÷ªó 
#ÿ�	
û���ö�û�
#ÿ
g(f(n))

�
2

� ú�ÿSórÿ��|÷ªórÿ�öpú�ÿ+óp÷²ù�	 
#ù�õ~öp÷#õ�ór÷1�ªÿ 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô#û��
÷���ó"
Î÷ªópÿ�ø�ÿ���ÿ�ó�ù�ý�þrÿ�öpöpû���øÎûmþ�_

c|û3g>þpú�÷ � ö�ú�ù�öÉ÷���ÿ��¨þrö�ÿ�õ 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô üSù�� ��ÿäö�ÿ�þröpÿ�	(û��/ö�û�
#ÿ
g(n)

���|÷ªóÎþp÷�
Îÿ
ü�÷�
#õ¦ýmÿ��Tûæögô 
Îÿzù�þ ��ópÿ

g
�

c|ûmû3g 	¦ÿ�) ��ÿÉù ��÷�ö�ûm÷���÷��
þ����¦öpÿSó 
#þ � ú�ûmü�ú üSù�� ��ÿÎüS÷�
Îõ��¦öpÿ�	 û��âöpû�
Îÿ
f(n)

�7�|÷ªó
þr÷�
#ÿ%ü�÷�
Îõ�ýmÿs�¦ûæögô 
Îÿzù�þ ��ópÿ

f
�

c|ûmûmû g¢þrú�÷ � ým÷Güzù�ýmû�ögô � ûæö�ú
ópÿ�þpõ�ÿSü�öKö�÷�öpú�ûmþ ��÷�ö�ûm÷��6÷���þ ���¦ö�ÿ�ó�
Îþ��

q�ÿ )MórþröB��÷�öpûmüSÿÃöpúMù�ö�÷���ÿs�gþröpÿSõ 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô�û�þ7	�ÿSü�û�	Mù���ýmÿ¢û��+õ�÷ªý�ô ��÷�
#ûmù�ý�öpû�
Îÿ �|÷ªó�ù�ýmý
ö�ú�ÿ[ó���ý�ÿSþ�ÿs�TüSÿSõTöÃö�ú�ÿ�ó���ý�ÿ

(GX)
��þrû���ü�ÿ�öpú�ÿSþrÿ*ó���ý�ÿSþ�ú�ù1��ÿ*ù�)>�Tÿ�	 ����÷�����	¦ÿ�	�����
���ÿSó

÷���ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpÿ�þ�� ���¦ÿ��gþ�ö�ÿ�õ 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögôc÷��Töpú�ÿ�ó���ý�ÿ
(GX)

�|÷ªó�ö�ú�ÿ¢ÿ�� ��ù�ö�û�÷��Mù�ýªöpú�ÿS÷ªó�ô
÷���7��IA�=aG<S�13n07�HKLMO#ù���	�E ��ÿSý�ûtù��6øªóp÷���õ � û�öpú1ù 	�û�þrö�órû����Tö�û���ÿ�ÿ���üSó�ôTõTö�ûm÷��1ûmþ�ù��Mù�ý�ôB^�ÿ�	
û��X�Tÿ�ü�ö�û�÷��*���

�=�	�TÿSü:ö�û�÷���f�� � ÿ>ù�	Mù�õ¦öCö�ú�ÿ 	�ÿ�) �¦û�ö�û�÷��å÷��¢þrô �²ö�ù�ü:ö�ûmü�þ����¦öpÿSó 
#þcöp÷~÷���óCüzù�þrÿ*cphcÿD� �
û���ûæö�û�÷���Z<g�ù���	 � ÿÎÿSþrö�ù���ý�ûmþpú1þrÿ���ÿSó�ù�ý�õ¦óp÷ªõ�ÿSó�ö�ûmÿ�þ+÷���öpú�ÿ�õ�ór÷T÷���þrôGþ�ö�ÿ�
 öpúMù�ö�ù�ý�ým÷ �
��þ�öp÷åøªÿ:ö>ù6ým÷Güzù�ý�û�ögôäópÿ�þ���ýæö
�|÷ªó�ù 
Î÷ 	�û�)Mÿ�	�þ�ôGþrö�ÿ�
 ü�÷���þrûmþröpû���ø6÷��
öpú�ÿÎó���ý�ÿSþ

(A)
�

(UR)
�

(UL)
�

(P )
ù���	

(GXCD)
��öpú�ÿãýtù�þrö~÷���ÿãópÿ�õ�ópÿ�þpÿ��_öpû���ø ü�÷�
���û��Mù�öpûm÷���þÎ÷��

ö�ú�ÿ
(GX), (C), (D)

ó���ý�ÿSþ cJ�Tÿ�ü�ö�û�÷���(&g � � ú¦ÿ�ù�õ�õ�ý�ûmüzù���ûmý�û�ögô~÷��Ãö�ú�û�þcýtù�þröCó���ý�ÿ�ûmþCÿSþ �
ö�ù��¦ýmûmþrú�ÿ�	åû����GÿSü�öpûm÷���� � ECýmý�ö�ú�ÿ�þpÿ>órÿSþ��¦ý�ö�þCôTû�ÿSý�	åö�ú�ÿ
	�ÿSü�û�	Mù���ûmý�û�ögô
÷��Ãöpú�ÿ>û��²öpó���	�ÿ�ó
	�ÿ�	���ü�öpûm÷��/õ�óp÷��¦ýmÿ�
 �|÷ªó�ö�ú�ÿ6üzù�þrÿå÷��.7��IA�=aG
S�13n07�HKLMO � û�öpú 	�û�þrö�órû����Tö�û���ÿ�ÿ���ü�órôGõ¦öpûm÷��
ù���	 �|÷ªó�ö�ú�ÿÎüzù�þpÿÉ÷�� E ��ÿSý�ûtù�� øªór÷���õ�þ � ûæö�ú 	�ûmþ�ö�ópû����¦öpû��ªÿ�ÿ���üSó�ôTõTö�ûm÷�� cJ�GÿSü�öpûm÷����<g �
�=�l�GÿSü�öpûm÷�� "�� � ÿ#þrúMù�ýmý 	�ÿ�) �¦ÿÉù�õ�÷ªý�ô ��÷�
Îûtù�ý ��÷�öpûm÷��1÷��[þ ���¦ö�ÿ�ó�
Îþ�û��1ö�ú�ÿ ��û��Mù�órô
üzù�þrÿ�� � ú�û�ü�úåù�ý�ým÷ � þ,��þ*öp÷Îø�ÿ�öCù�õQ÷ªýæô ��÷�
Îûtù�ý��¨ö�û�
#ÿ*ü�÷�
Îõ�ýmÿs�¦ûæögô~û��
öpú�ûmþ*üSù�þpÿ��

� � ��êQë�}�ð�ë�ñZð �¢í�ð&} w ñ|ë �

q�ÿ )�ópþrö 	�ÿ�) ��ÿ�ö�ú¦ÿ���÷�ö�û�÷��1÷���þrô �²ö�ù�ü�ö�û�ü�þ����¦öpÿSó 
#þ����TÿSü�÷���	 � ÿ�ü�úMù�ópù�ü�öpÿSórû?^Sÿ>öpú�ÿ
�_û���	#÷��;õ�ór÷T÷��|þ � ú�û�ü�ú~ù�ý�ým÷ � þ'��þ¢ö�÷ 	�ÿ�
Î÷���þ�ö�ó�ù�ö�ÿKþp÷�
ÎÿKöpÿSü�ú��¦ûmüzù�ý�ý�ÿ�
 
Éù�þ��<��û��Mù�ý�ý�ô
� ÿäõ�óp÷1��ÿãû��,��ÿ�
 
Éù�b�ùâõMù�óröpûtù�ý*ý�÷TüSù�ýmûæögô órÿSþ��¦ý�ö �|÷�ó#ù 
#÷ 	�û#)Mÿ�	 õ�óp÷G÷��%þ�ôGþrö�ÿ�

üzù�ý�ýmÿ�	

SGXCD

�

"�\



� �
� �{G>u%4 7�Os+�S

q�ÿ ��ÿ�ÿ�	2)Mópþ�ö�ö�÷ ü�úMù�ópù�ü�öpÿSórû?^Sÿ � ú�ÿ�� ùãöpÿSó�
 ûmþ�ùãþ ��
 ÷��Kö�ÿ�ó�
Îþ�÷ªó�ù ��ÿSø²ù�ö�û���ÿ
ö�ÿ�ó�
 �

� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê � � 7�4
u
u�7 -@4R7�Os+ 13/�/eLMO�+.-0=&��LMOs+ �

u
1?S�ú¦ÿzù�	�ÿ�	 � ûæö�ú +

1 �
u
1?S�L �

46587 ��LMOs+
u1 + . . . + un

� 13465
n > 1

��� 46587�O � 1?S�7
u
1?S���÷�ö�ú¦ÿzù�	�ÿ�	 � û�öpú +

� � 7�4
uu�7 -Y4 7�Os+ 13/X/eLMO�+.-0=���LMOs+ �

u
1?S�ú�ÿSù�	�ÿ�	 � ûæö�ú − 1 �

u
1?S�L ��46587 ��LMOs+ −v

� 587�OD7
v1?S�-94R7�O�+ /eLM4 587K-<:B7K: � 13435

+
��� 43587�O�� 1?S�7

u
1?S���÷�ö�ú¦ÿzù�	�ÿ�	 � ûæö�ú − �

��
 }
��~ w6z è
t1 = −2u+3〈v, w〉 1?S�587K-<:B7K: � 13435

+
-0/P:�/eLM4i587K-<:B7K: � 13465 − ��-0/P:

t2 = {〈3v, w〉}k
1?S�587K-<:B7K:./e7�1343587�O � 13435

+
/eLMO � 13435 − ���mLM4;1JAD7�435>-04 -BADADLMOK:013/B�Y4 LLMGIO./eLM4J-04p1JLM/>S −3u = (−u) + (−u) + (−u)

1?S�587K-<:B7K: � 13465
+

-0/P:�435>-04 −a
1?S

587K-<:B7K: � 13435 − -0/P:./eLM4 � 13435
+
�

q�ÿ 	�ÿ�) ��ÿ�ù���÷�ö�û�÷���÷��-þrô �²ö�ù�ü:ö�û�ü�þ ���¦ö�ÿ�ó�
Îþ��

� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê � � 587YS�7�4 L �/þrô �²ö�ù�ü�ö�û�üÉþ ���¦ö�ÿ�ó�
Îþ L �'- 4R7�Os+
t
13/2/eLMOs+.-0=t��LMO�+ 1?S

46587dS�+.-0=3=?7DS�4�S�7�4
S(t)

S�G{AD5`435>-04 �

• t ∈ S(t)
�

• �6� 〈u, v〉 ∈ S(t)
46587�/

u, v ∈ S(t)
�

• �6� {u}v ∈ S(t)
46587�/

u, v ∈ S(t)
�

• �6�
u = u1 + . . . + un + (−un+1) + . . . + (−un+m) ∈ S(t)

-0/P:
ui

/eLM4 587K-<:B7K:
� 13465

+
-0/P:9/eLM4�587K-<:B7K: � 13465 − 46587�/

S(ui) ⊆ S(t)
�

S
û�þ*ÿ��Gö�ÿ���	�ÿ�	äö�÷Îù�þpÿ�ö

T
÷��-öpÿSó�
Îþ*û�� ��÷�ó�
#ù�ý �|÷ªó 
 �²ô

S(T ) :=
⋃

t∈T S(t)
�

��
 }
��~ w6z ��� LMO
t = 2a + 〈3b + c, d〉 � 7�5>-0n07�435>-04

S(t) = {t, a, 〈3b + c, d〉, 3b + c, b, c, d}
�mLM4R7 435>-04 � u%�xLMGIOm:B7���/8134;1JLM/ �

2a
-0/P:

3b
-0OD7 /eL�S���/84J-BA�4p1JAdS�G>u%4R7�O�+�S�L �

t
�

q�ÿ 	�ÿ�
Î÷���þ�ö�ópù�ö�ÿKþp÷�
ÎÿKõ�óp÷ªõ�ÿSó�ö�û�ÿSþ�÷�� öpú�ÿcþ�ô �²ö�ù�ü�öpûmücþ ���¦öpÿSó�
Îþ � ú¦ûmü�ú � û�ýmý ��ÿ ��þrÿ�	
û�
Îõ�ýmû�üSûæö�ý�ô�
Éù��²ô~öpû�
ÎÿSþ
û���ö�ú�ÿ+ópÿ�þröK÷���ö�ú�ÿ+õMù�õQÿ�ó��

� ì�í{~Ãí � ñaë�ñ]í�ê � � 7�4
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• S(A ∪B) = S(A) ∪ S(B)
�

• S
1?S 1;:B7�+�N8LM4R7�/84 �

S(S(A)) = S(A)
�

• S
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A ⊆ B
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S(A) ⊆ S(B)
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 � � ú¦ÿSþpÿÉõ�óp÷ªõ�ÿSó�ö�û�ÿSþ�ù�ópÿÎüS÷��¦þpÿ�����ÿ���üSÿ�þ�÷���hcÿ�) ��ûæö�ûm÷��lZä÷��
þrô �²ö�ù�ü�ö�û�üÉþ ���I�
ö�ÿ�ó�
Îþ�ù���	X�¢ór÷ªõ�÷ªþpûæö�ûm÷���"��
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� ��ù�
#õ�ý�ÿxZ �Qÿ�ým÷ � 	�ÿ�
Î÷���þ�ö�ó�ù�ö�ÿSþ>öpúMù�ö�öpú�ÿ ��÷�öpûm÷�� ÷��Cþrô �²ö�ù�ü�ö�û�ü�þ����Tö�ÿSó 
 ûmþ��¦÷�ö
þ��>�Îü�ûmÿ��²ö~öp÷ øªÿ:ö#öpú�ÿãým÷Güzù�ýmû�ögô�ópÿ�þ���ýæö �r�=� ö�ú�û�þÉÿs��ù�
#õ�ý�ÿ��Ãö�ú¦ÿX)Mórþrö�õ�ór÷T÷��+ù�õ�õ�ý�ûmÿ�þ
ö�ú�ÿ�ó��¦ýmÿ

(GX)
÷���ýæô�÷���ü�ÿ�û��6öpú�ÿ�ÿ���	 � � ú�û�ýmÿ+û��
ö�ú�ÿ�þpÿ�üS÷���	ãõ�óp÷G÷�� �OõMù�ó�ö�ûmù�ý;þ���
#þ �

ù�ópÿ �|÷ªó�
Îÿ�	äù�þCÿzù�órý�ô6ù�þCõQ÷ªþrþpû���ýmÿ��{q�ûæö�ú6ö�ú�û�þCýmù�öpöpÿSóM�Gû���	å÷��Ãõ�óp÷G÷��R� � ú�û�ü�ú � ÿ � ûmýmý
�|÷ªó�
#ù�ý�ý�ô 	�ÿ�)���ÿäû�� öpú�ÿ ��ÿ��Gö#þpÿ�ü�ö�û�÷�� � � ÿäüSù�� ý�û�
Îû�ö�ö�ú�ÿ ����
���ÿSóÎ÷��Cÿ���ü�órôGõ¦öpûm÷��
þrô 
���÷ªýmþ���þpÿ�	6û��~ö�ú�ÿCö�ÿSó 
#þ[÷���ö�ú�ÿ%õ�ór÷T÷��R� � ú�û�þ
õ�÷ªû��²ö
û�þ*ù���û�
#õ�÷ªórö�ù��²ö[û���øªórÿ�	�û�ÿ��²ö
÷���÷���ó�ù�õ�õ�óp÷ªù�ü�ú ö�÷ 	�ÿ�
#÷��¦þrö�ópù�ö�ÿãöpú�ÿ 	�ÿ�üSû�	�ù���ûmý�û�ögô¡÷��+öpú�ÿ1û��²ö�ó ��	�ÿ�ó 	�ÿ�	��¦ü�ö�û�÷��
õ�óp÷���ýmÿ�
 �
��
 }
��~ w6z � � LM/>S�1;:B7�O�43587i��LM=3=?L � 13/B��NPOQL�L � � 13435

T = {a−{b}k, {b}k− c, {c}k−
d, k} -0/P: w = {a}k − d

� 587�OD7
Σ0 = {a, b, c, d, k} ���.7 ADLM+�NPGB4R7

S(T, w) = T ∪ {w} ∪ {{a}k, a, {b}k, b, {c}k, c, d, k}

(GX)

(Ck)

(A)
a − {b}k ∈ T

T ` a− {b}k
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {a}k − {{b}k}k
(Ck)

(A)
{b}k − c ∈ T

T ` {b}k − c
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {{b}k}k − {c}k
(A)
{c}k − d ∈ T

T ` {c}k − d

T ` {a}k − d

� 5B1?S NPOQL�L ��L �
T ` w

1?S /eLM4
S
HR=?L�AK-0=PS�13/eAD7 {{b}k}k

1?S /eLM4r13/
S(T, w)

�

(GX)

(Ck)

(GX)

(A)
a − {b}k ∈ T

T ` a− {b}k
(A)
{b}k − c ∈ T

T ` {b}k − c

T ` a− c
(A)

k ∈ T

T ` k

T ` {a}k − {c}k
(A)
{c}k − d ∈ T

T ` {c}k − d

T ` {a}k − d

��/2435B1?S9S�7DADLM/P:.NPOQL�L �`L �
T ` w

��43587@4 7�Os+
a − c

1?S9/eLM4�13/
S(T, w)

��587�/eAD79435B1?S
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S
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13/813+.-0=
� �{13+�NP=?7m-0/P: � =#-04�� OQL�L �QS

q�ÿ"	�ÿ�) ��ÿKþpÿD�ªÿSópù�ý ��÷�ö�û�÷���þÃ÷��Îõ�ór÷T÷��|þ¥öpúMù�ö � ÿ ��þrÿCû���ö�ú�ÿ�ópÿ�
Éù�û���	�ÿ�óÃ÷���ö�ú�ÿKõMù�õ�ÿSó��
� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê � � 7�4

P
u�7�-dNPODL�L � L �

T ` w
�

• ��þ�����õ¦óp÷G÷��
P ′

L �
P
1?S�-YS�Gtu%4;OQ7D7�L �

P
�

• � 587�þpû�^Sÿ+÷���ù�õ¦óp÷G÷��
P
� :B7�/eLM4 7K:'u%� |P | ��1?S 46587 /8GB+.u�7�O�L �d/eL%:B7DS�13/ P

�

• �oNPODL�L �
P

L �
T ` w

1?S +�13/813+.-0=e1 � ��LMOm-0=3=INPOQL�L �QS
P ′

L �
T ` w

� |P | ≤ |P ′| �
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(GX)

(GX)
T ` x1 . . . T ` xn

T ` α1x1 + . . . + αnxn T ` y1 . . . T ` ym

T ` β(α1x1 + . . . + αnxn) + β1y1 + . . . + βmym

⇓

(GX)
T ` x1 . . . T ` xn T ` y1 . . . T ` ym

T ` βα1x1 + . . . + βαnxn + β1y1 + . . . + βmym
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• � 587�NPOQL�L �
P

1?S þrû�
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T ` v

L�ADA�GBOQS
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T ` v
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(GX)
-04�+@L�S�4 LM/eAD7�-MS

5B�sN8LM43587DS�1?S L �d43587 OsGI=?7
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• � 587YNPOQL�L �
P

1?S��Iù�ö�1 �X46587�OQ7
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(GX)
�

� ú�ûmþ�þrû�
Îõ�ýmû#)Müzù�öpûm÷��Îö�ÿ�ó�
Îû��Mù�öpÿSþ
þrû���ü�ÿ+û�ö"	�ÿ�üSópÿSù�þpÿ�þ |P | �
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Îÿ�	�ûmù�ö�ÿCüS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ�÷��-öpú�ÿ+þpû�
#õ�ý�ûmü�û�ögô��
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T ` w
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P
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P
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P
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P
÷��

T ` w
û�þ$��÷�ör�Mù�ö�öpú�ÿ��#ö�ú�ÿKõ�óp÷G÷�� ûmþ'��÷�ö$
#û���û�
#ù�ýGþpû���üSÿ

� ÿ�üzù�� 
ÎÿSórøªÿ%ö � ÷Îó���ý�ÿ (GX)
ù���	6÷��¦ö�ù�û��
ù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó
õ¦óp÷G÷��R�{�Tû�
#û�ýtù�órý�ô��_û �¥ù�õ�óp÷G÷��

P
÷��

T ` w
ûmþM��÷�öcþpû�
#õ�ý�ÿ%ö�ú�ÿ��åö�ú�ÿ�õ�óp÷G÷��Ãû�þ �¦÷�ö 
Îû��¦û�
#ù�ý;þpû���üSÿ � ÿ�üzù��åü��¦öCö�ú�ÿ

ým÷G÷ªõ�û���öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��-ù���	6üS÷��¦þrö�ó ��ü�öcù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó�õ�óp÷G÷��R�
2

� ú�ÿSþrÿ�ö � ÷Éõ¦óp÷ªõ�÷ªþpûæö�û�÷���þ � û�ýmý ��ÿ ��þpÿ�	äû�
#õ¦ýmûmü�û�öpý�ô�û��
öpú�ÿ+ópÿ�þröK÷���ö�ú�ÿ+õMù�õ�ÿSó��
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q�ÿ 	�ÿ�
#÷���þröpó�ù�öpÿ�ù
öpÿSü�ú���û�üzù�ýÃý�ÿ�
 
ÉùJ��þpÿ�	�û�� öpú�ÿ�õ�óp÷G÷���÷�� ��ÿ�
J
#ùxZ�� � ú¦ÿ�� � ÿ
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#ù�Z��

� z � ��} � � 7�4
P
u�7�-.S�13+�NP=?7 NPOQL�L � L �d43587���LMO�+ �

P =

{

(R)
P1 . . . Pn

T ` w

�6�
T ` u

:BL�7DS�/eLM4�L�ADA�GBO 13/l-0/8�
L �
P1, . . . , Pn

-0/P: 〈u, v〉 ∈ S(w)
46587�/	46587�OQ7 1?S

-04�=?7K-MS�4�LM/e7
i
S�G8AD5
465>-04 〈u, v〉 ∈ S(wi)

� � 587�OQ7�46587 ODL�LM4�L �
Pi

1?S.LM/e7.L �
T ` wiLMO

wi ∈ T
�
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 � q�ÿ+üS÷���þrû�	�ÿ�ó�ù�ýmý õQ÷ªþrþpû���ýmÿ%ó ��ýmÿ�þ,�|÷ªó
ö�ú�ÿ+ýmù�þrö�ó ��ýmÿ
(R)
÷��

P
_

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(A)

_M÷�� �Gûm÷��¦þ
• � ú¦ÿcýtù�þrö�ó���ý�ÿCû�þ

(UL)
÷ªó

(UR)
_I�=�Éöpú�ûmþ�üzù�þpÿ � ÿ�úMù ��ÿ n = 1

ù���	
w1 = 〈u1, u2〉� ú�ÿ�ópÿ w

û�þ�÷���ÿ1÷��
u1

÷�ó
u2

� q�ÿ ü�÷���üSý���	�ÿ �²ô û���	���ü:ö�ûm÷�� ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ
þpû��¦üSÿ
〈u, v〉 ∈ S(w) ⊆ S(w1)

�
• � ú¦ÿãýtù�þ�öÉó ��ýmÿ6ûmþ

(D)
_ �=�/ö�ú�û�þÉüzù�þpÿ � ÿãúMù �ªÿ n = 2

ù���	
w1 = {w}w2

�rq�ÿ
ü�÷���üSý���	�ÿ �²ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þCþrû���ü�ÿ 〈u, v〉 ∈ S(w) ⊆ S(w1)

�
• � ú¦ÿ[ýtù�þrö�ó���ý�ÿ�û�þ

(GX)
_ 〈u, v〉 ∈ S(w)

�²ô�ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþÃù���	
w = (w1+. . .+wn) ↓

�
�Kÿ���ü�ÿ �²ô 	�ÿ�) ��û�öpûm÷��Î÷���ö�ú�ÿKþ����¦ö�ÿ�ó�
 ópÿ�ýtù�öpûm÷�� 〈u, v〉 ∈ ∪iS(wi)

� 
Î÷ªórÿ*õ�ópÿ�üSûmþrÿSýæô
öpú�ÿSórÿ#ÿs�¦û�þröpþ

i
þ���ü�ú öpúMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(wi)

��þrû���ü�ÿ 〈u, v〉 ûmþ ��÷�ö�ú�ÿSù�	�ÿ�	 � û�öpú +
�

q�ÿ%üS÷��¦üSý���	�ÿ � û�ö�ú
ö�ú¦ÿ�û���	���ü:ö�û�÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ��
• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ¢ûmþ

(P )
_Fþpû���üSÿ

T ` w
üzù�� ��÷�ö�÷GüSü��¦ó-û��

P
�²ô+þrû�
Îõ�ýmû�üSû�ögôK÷��Tö�ú�ÿ�õ�ór÷T÷��

P
� � ÿ�úMù �ªÿ�ö�úMù�ö w = 〈w1, w2〉 6= 〈u, v〉 �e�Tû���üSÿ 〈u, v〉 ∈ S(w)

�_ôãú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ
� ÿ�÷��¦ö�ù�û���ö�úMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w1) ∪ S(w2)

ù���	 � ÿ�ü�÷���üSý���	�ÿ � û�öpú6öpú�ÿ�û���	���ü:ö�û�÷��
ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ��

• � ú¦ÿ>ýtù�þ�ö�ó ��ýmÿ�ûmþ
(C)

_Pq�ÿ>úMù �ªÿ
n = 2

ù���	
w = {w1}w2

� �Tû���ü�ÿ 〈u, v〉 ∈ S(w)�²ô�ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ � ÿ�÷��¦ö�ù�û��~ö�úMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w1) ∪ S(w2)
ù���	 � ÿ�ü�÷���ü�ý���	�ÿ � ûæö�ú

öpú�ÿ+û���	��¦ü�ö�û�÷���ú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrûmþ��
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T ` u
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(UL)

���

T ` 〈u, v〉
T ` u

(UR)

���

T ` 〈v, u〉
T ` u

46587�/ 〈u, v〉 ∈ S(T )
�
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 � ��ÿ�ö"�¦þcù�þrþ���
Îÿ%ö�úMù�ö*ö�ú�ÿ+ýtù�þrö�ó��¦ýmÿ%ûmþ
(UL)

��ö�ú¦ÿ�üSù�þpÿ
(UR)

û�þ*þpû�
Îûmýmù�ó��

P =



























(UL)

P1 . . . Pn

T ` 〈u, v〉
T ` u

P
ûmþ�þpû�
Îõ�ý�ÿ*þp÷

T ` u
	�÷GÿSþ*��÷�ö�÷Tü�ü���ó�û��Éù��²ô#÷��

P1, . . . , Pn

� �Kÿ���ü�ÿ�� � ÿCüzù���ù�õ�õ�ý�ô
��ÿ�
 
Éù Vcö�÷ P1 . . . Pn

T ` 〈u, v〉
�
�Ãû�ö�ú¦ÿSó 〈u, v〉 ∈ T

�²÷ªó¥öpú�ÿSórÿCû�þ�þr÷�
Îÿ
Pi

� ûæö�ú�óp÷G÷�ö T ` w
þ���ü�ú öpúMù�ö 〈u, v〉 ∈ S(w)

ù���	
T ` u

	�÷GÿSþ��¦÷�ö�÷GüSü��¦ó>û��
Pi

����ÿ�
 
Éù Väüzù�� ��ÿ
ù�õ�õ�ý�ûmÿ�	#ù�ø²ù�û���ù���	Îöpú�ÿ�û�öpÿSó�ù�ö�ûm÷���÷��Qöpú�ûmþ¢órÿzù�þr÷���û��¦ø�)��Mù�ýmýæô>ý�ÿzù�	�þ¥öp÷ 〈u, v〉 ∈ T

�
2

� z � ��} � � 7�4
P
u�7 -Y+�13/813+.-0=
NPOQL�L � L �

T ` w
� �6��43587 NPOQL�L �

P
ADLM/84�-013/>Sd-9OsGI=?7

L � N>-013Os13/B�
(P )

L �d46587���LM=3=?L � 13/B����LMOs+ �

(P )

���

T ` u

���

T ` v

T ` 〈u, v〉
46587�/ 〈u, v〉 ∈ S(T, w)

�

� ì�í;í 
 � q�ÿÉõ�óp÷1�ªÿ#ö�ú�ÿ~órÿSþ ��ý�ö��²ô�þröpó���ü:ö9��ópù�ý[û���	���ü:ö�ûm÷�� ÷���öpú�ÿÉö�ú¦ÿ~õ�óp÷G÷��
P
÷��

T ` w
� � ú�ÿ�ópÿ�ù�ópÿ�	¦û�]QÿSópÿ��²öCüSù�þpÿ�þcù�üSüS÷�ó�	�û���ø�ö�÷�ö�ú�ÿ+ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%÷���ö�ú¦ÿ�õ¦óp÷G÷��

P
_

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(A)

� � ú�û�þ*üzù�þrÿ�û�þ
ö�órû��Gûtù�ý;�
• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ

(UR)
÷ªó

(UL)
�

(UL)

P1

T ` 〈w, v〉
T ` w

��ô#û���	���ü�öpûm÷���ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þ � ÿ�����÷ � öpúMù�ö�ù�ýmýIö�ÿSó 
#þ*ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô�ù>ó��¦ýmÿ
(P )
û��

öpú�ÿ�õ¦óp÷G÷��
P1

ù�órÿ�û��
S(T, 〈w, v〉) �8�Tû���ü�ÿ�ù 
Îû���û�
Éù�ýQõ�óp÷G÷���ûmþ�þpû�
#õ�ý�ÿ � ÿ�÷��¦ö�ù�û��

�²ô*��ÿ�
 
Éù.Z�ö�úMù�ö 〈w, v〉 ∈ S(T )
�{EcþCù#üS÷���þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ���ù�ý�ý ö�ÿ�ó�
ÎþCø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô

ù�ó��¦ýmÿ
(P )
ù�órÿ%û��

S(T ) ⊆ S(T, w)
�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(C)

�

(C)

P1

T ` u

P2

T ` k

T ` {u}k = w��ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ � ÿ � �¦÷ � ö�ú�ù�ö�ù�ý�ý�öpÿSó 
#þ>ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô ùåó ��ýmÿ
(P )ù�órÿ
û��

S(T, u)
�|÷ªó>öpú�ÿäþ ����õ�ór÷T÷��

P1

ù���	¡ö�úMù�ö#ù�ý�ý[ö�ú¦ÿäõMù�ûmópþ�øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	 �²ô ù
ó ��ýmÿ

(P )
ù�órÿ�û��

S(T, k)
�|÷ªó�öpú�ÿ�þ ����õ�ór÷T÷��

P2

�I��ô 	¦ÿ�) ��ûæö�û�÷��É÷��
S � ÿ%úMù �ªÿ�ö�ú�ù�ö

u ∈ S({u}k) = S(w)
ù���	

k ∈ S({u}k) = S(w)
� �Kÿ���ü�ÿ���ù�ýmý�ö�ÿ�ó�
Îþcøªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	

�²ô
ù�ó��¦ýmÿ
(P )
û��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��

P
ù�órÿ+û��

S(T, w)
�

"��



• � ú¦ÿ>ýtù�þ�öcó ��ýmÿ�ûmþ
(P )

� � ú�ÿ>üSýmù�û�
 û�þc÷�� �Gûm÷���þpýæô6öpó���ÿ �|÷ªóCöpú�ÿ>÷GüSü���ópórÿ���ü�ÿ�÷��
(P )� ú�û�ü�úÉû�þ[ù�ö¢öpú�ÿcór÷T÷�ö�÷��Qö�ú�ÿCõ�óp÷G÷�� P

� � ú�ÿCópÿ�þrö
÷�� ö�ú¦ÿ 	�ÿ�
#÷��¦þrö�ópù�ö�û�÷���ûmþ�þpû�
#û�ýtù�ó
öp÷�öpú�ÿ+õ�ópÿD�Gûm÷���þ�üSù�þpÿ � û�öpú
ó���ý�ÿ (C)

�

(P )

P1

T ` u

P2

T ` v

T ` 〈u, v〉 = w

��ô�û���	���ü�öpûm÷���ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ � ÿ � �¦÷ � ö�ú�ù�ö�ù�ý�ý�öpÿSó 
#þ>ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	 �²ô ùåó ��ýmÿ
(P )ù�órÿ
û��

S(T, u)
�|÷ªó>öpú�ÿäþ ����õ�ór÷T÷��

P1

ù���	¡ö�úMù�ö#ù�ý�ý[ö�ú¦ÿäõMù�ûmópþ�øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	 �²ô ù
ó ��ýmÿ

(P )
ù�órÿ�û��

S(T, v)
�|÷ªó�ö�ú�ÿ%þ ����õ�ór÷T÷��

P2

�t��ôJ	�ÿ�)���û�öpûm÷��~÷��
S � ÿ%úMù �ªÿ�ö�ú�ù�ö

u ∈ S(〈u, v〉) = S(w)
ù���	

v ∈ S(〈u, v〉) = S(w)
� �Kÿ���ü�ÿ��Iù�ý�ý�öpÿSó 
#þ*øªÿ���ÿSópù�ö�ÿ�	

�²ô
ù�ó��¦ýmÿ
(P )
û��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��

P
ù�órÿ+û��

S(T, w)
�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(GX)

�

(GX)

P1

T ` u1

. . .
Pn

T ` un

T ` w = (α1u1 + . . . + αnun) ↓
ò[÷��¦þpû�	¦ÿSóãù���÷Tü�ü���órópÿ��¦üSÿ ÷���ó ��ýmÿ

(P )
ôGû�ÿSý�	¦û���ø þp÷�
Îÿ�öpÿSó 


v = 〈v1, v2〉
û��

þr÷�
#ÿâþ�����õ�óp÷G÷��
Pi

����ô"û���	���ü�öpûm÷��"ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ��
v ∈ S(T, ui)

��Ecþpþ ��
Îÿ�ö�ú�ù�ö
v 6∈ S(T, w)

� � ú�ûmþ*û�
#õ�ý�ûmÿ�þ�ö�ú�ù�ö
v 6∈ S(T )

��ú�ÿ���üSÿ
v ∈ S(ui)

�
��ô#üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ��¦ö�ú�û�þ[÷GüSü���ópórÿ���ü�ÿ�÷��

v
ûmþ �OüSù���üSÿ�ýmÿ�	~÷��¦ö �Kû��Îö�ú�ÿ�þ ��
 �_öpúMù�ö[ûmþ

� ÿ�ú�ù1��ÿ�öpúMù�ö v ∈ S(uj)
�|÷�ó*þp÷�
Îÿ

j 6= i
�8q�ÿ�üSù�� �¦÷ � ÷��¦ö�ù�û��6ùÎþ 
Éù�ýmýmÿ�ó*õ�óp÷G÷��

÷��
T ` w

ù�þ �|÷ªý�ým÷ � þ%_Pq�ÿÎù�þrüSÿ���	�û�� �Q÷�ö�ú þ����¦õ�óp÷G÷��|þ
Pi

ù���	
Pj

ö�ú¦ÿ 
#ùM�Tû�
#ù�ý
õMù�ö�ú�þ�÷��7��÷ 	�ÿ�þ*�|ór÷�


ui

�_ópÿ�þpõ �
uj

÷�� � ú�û�ü�úÉö�ú¦ÿ ��÷ 	�ÿ�þ[üS÷��_ö�ù�û��
v
ù�þ[ù�þ ���¦ö�ÿ�ó�
 �

�Ãû�öpú�ÿSó�÷���ÿ#÷��*ö�ú�ÿÉõMù�ö�ú¦þ>ÿ���	¦þ>û�� ù�� ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷���÷���ó���ý�ÿ
(A)

��û�� � ú�ûmü�ú üSù�þpÿ
� ÿ�ü�÷���ü�ý���	�ÿ�ö�úMù�ö

v ∈ S(T )
û��äü�÷��²ö�ó�ù�	�ûmü:ö�ûm÷��
öp÷#öpú�ÿ�ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þ

v 6∈ S(T, w)
�

�cö�ú¦ÿSó � û�þpÿ+ù�ý�ýQöpú�ÿSþrÿ�õ�ù�ö�ú�þ�ÿ���	äû��
ù��6ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷��É÷��-ó��¦ýmÿ
(P )

�t�=��ö�ú�û�þ*üzù�þrÿ � ÿ
órÿSõ�ýmù�üSÿ�ö�ú�û�þ�ù�õ¦õ�ýmû�üzù�öpûm÷���÷��Mó ��ýmÿ

(P )
�²ô�ö�ú�ÿ�þ����¦õ�óp÷G÷��IýmÿSù�	�û���øCöp÷

T ` v1

� � ÿ
ü��¦ö
öpú�ÿ
þ�����õ�óp÷G÷��Q÷��

v2

�²ù���	�û���ù�ýmý ��÷ 	�ÿSþÃ÷��>öpú�ÿ
ö � ÷�õ�ù�ö�ú�þ � ÿ*ópÿ�õ�ýtù�üSÿ
ö�ú¦ÿ
þ����Tö�ÿSó 

v

�_ô
v1

� � ú¦ûmþ%ôGûmÿSý�	�þ+ù�þ�
#ù�ýmý�ÿSóCõ�óp÷G÷��R�;û��1üS÷��²ö�ópù�	�û�ü�ö�û�÷��ãö�÷�öpú�ÿ 
#û���û�
#ù�ýmûæögô�÷��
öpú�ÿ+õ�óp÷G÷��R�

• � ú¦ÿ�ýmù�þrö�ó ��ýmÿ%û�þ
(D)

�

(D)

P1

T ` {w}k
P2

T ` k

T ` w
q�ÿ ��þpÿ�ù�þpû�
Îûmýmù�ó�ópÿzù�þp÷���û���ø#ù�þ�û���ö�ú�ÿ+õ�órÿ��Gûm÷���þ�üzù�þrÿ �|÷ªó
öpú�ÿ+ó���ý�ÿ

(GX)
��ò[÷��I�

þrû�	�ÿ�óÉù��/÷Tü�ü���órópÿ���üSÿä÷��%ó��¦ýmÿ
(P )
ôTû�ÿSý�	�û���øâþp÷�
#ÿ
ö�ÿ�ó�


v = 〈v1, v2〉
û��/þp÷�
Îÿ

þ ����õ�ór÷T÷��
Pi

�Iù���	6ù�þrþ���
Îÿ%ö�úMù�ö
v 6∈ S(T, w)

�
� � öpú�ÿcù�õ�õ�ýmû�üzù�öpûm÷���÷���c;� g¥÷GüSü���ópþ�û��

P1

� � ÿKøªÿ�ö v ∈ S(T, {w}k)
�_ô�û���	���ü:ö�û�÷��

ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ��²ú�ÿ��¦üSÿ
v ∈ S(T, k)

þpû���üSÿ � ÿKù�þpþ ��
#ÿ�	#öpúMù�ö
v 6∈ S(T, w)

ù���	Îù+õMù�ûmó
üSù�����÷�öM��ÿ�ù��äÿ���üSó�ôTõTö�ÿ�	äö�ÿSó 
 �8� �-ö�ú�ÿ�ù�õ�õ¦ýmûmüSù�ö�û�÷���÷���cp�rg
÷Tü�ü���órþCû��

P2
� ÿ�øªÿ:ö

öpúMù�ö
v ∈ S(T, k)

�²ô�û���	���ü:ö�û�÷��
ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þ��

V0�



q�ÿ�þpú¦÷ � ú�÷ � ö�÷#øªÿ�öCù�þ�
#ù�ýmý�ÿSó
õ�ór÷T÷��¥÷�� T ` w
�tq�ÿ+üS÷���þrû�	�ÿ�óKöpú�ÿ 
ÉùM�Tû�
Éù�ý

þ ����õMù�öpú�þ¥÷��Möpú�ÿ
õ�ór÷T÷��{�âþ ��ü�ú�ö�úMù�öÃù�ý�ý �¦÷ 	�ÿ�þ¥÷��Möpú�ÿ[õMù�ö�ú�ù�órÿ[ýtù��Qÿ�ýmÿ�	
�²ô>ùCöpÿSó 

T ` u

þ��¦ü�úÉö�úMù�ö
v = 〈v1, v2〉 ∈ ST (u)

� � ú�ÿCó���ý�ÿKü�÷ªópórÿSþrõQ÷���	�û���ø�ö�÷�ö�ú�ÿKÿ���	¦û���ø
��÷ 	�ÿ~÷��*ö�ú�ÿ�þpÿ
õMù�öpú üzù����¦÷�ö���ÿ

(A)
��÷�ö�ú�ÿ�ó � ûmþrÿ � ÿ�øªÿ�ö v ∈ ST (T ) � ú¦ûmü�ú ûmþ��÷�öcõ�÷ªþpþrû���ý�ÿ�þrû���ü�ÿ � ÿ>ù�þrþ���
Îÿ�öpúMù�ö
v 6∈ S(T, w)

� � ú¦ÿSópÿD�|÷ªópÿ�ö�ú�ÿ�ó���ý�ÿ�ýmù���ÿSýmû���ø
öpú�ÿSþrÿ ��÷ 	�ÿSþ
û�þ

(P )
�>��ÿ:ö ��þ
ü�÷���þpû�	�ÿSó�ö�ú�ÿ ��ÿ � ö�órÿSÿ�÷��Tö�ù�û���ÿ�	J�_ôÉópÿ�õ�ýtù�ü�û���ø�ÿzù�ü�ú

þ ���¦ö�órÿSÿ

���
T ` v1

���
T ` v2

T ` v = 〈v1, v2〉
�²ô

���
T ` v1

ù���	 ÿD�ªÿ�órô ÷Tü�ü���órópÿ���üSÿä÷��
v

����	�ÿSó�ö�ú�û�þ
��÷ 	�ÿ �²ô

v1

�FE�þ�ö�ó�ù�ûmøªú²ö��|÷�ó � ù�ó�	âû���	���ü�öpûm÷���÷���öpú�ÿÉþ�ö�ó��¦ü�ö9�¦ópÿÉ÷��*õ�óp÷G÷��|þ�þpú�÷ � þ
öpúMù�ö¢ö�ú�ÿ�þpÿCópÿ � órû�öpû���ø+õ�ór÷Tü�ÿSþpþ�þröpûmýmýTôTû�ÿSý�	�þ�ù ��ù�ý�û�	�õ�óp÷G÷�� ÷��

T ` w
�
��ô 	�ÿ�) �¦û�ö�û�÷��

öpú�ûmþ�õ�ór÷T÷��¥ûmþ�þ�
#ù�ýmý�ÿSó*ö�ú�ù��äöpú�ÿ�û���û�öpûtù�ý ÷���ÿ�� � ú�û�ü�úãüS÷��_öpó�ù�	¦ûmü�öpþCöpú�ÿ

Îû��¦û�
#ù�ýmûæögô
ù�þrþ���
Îõ¦öpûm÷�� �

2

� � � � -0Os4p1;-0= � L�AK-0=a134;���!7DS�GB=a4

q�ÿ ��÷ � õ¦óp÷1�ªÿ9��ÿ�
 
Éù`b � ú�ûmü�úâþrö�ù�ö�ÿ�þ�ù
ým÷Güzù�ýmû�ögô6õ�ór÷ªõ�ÿSórögô ÷��
ù ��ù�ópûmù��²ö+÷���öpú�ÿ
õ�óp÷G÷���þrôGþröpÿ�
*_ � ÿÎüS÷���þrû�	�ÿ�ó�ù�ýmý¥þ ��üSü�ÿSþpþrû���ÿ�ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷���þ�÷���ö�ú�ÿÎó��¦ýmÿSþ (GX)

�
(C)ù���	

(D)
ù�þ�ù �=
Éù�ü�óp÷ ��ó ��ýmÿ 	�ÿ���÷�ö�ÿ�	

(GXCD)
� � ú�û�þ+ó���ý�ÿ>ö�ù���ÿSþ�ù�þ+ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpÿ�þ

ù�ýmý�ö�ú�ÿ%ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpÿ�þC÷���ö�ú¦ÿ%ó���ý�ÿSþ
(GX)

�
(C)
ù���	

(D)
ù���	�ôGûmÿSý�	�þ[öpú�ÿ+ópÿSþ ��ý�ö
÷��¥ù�ýmý

ö�ú�ÿ�þpÿ�ó ��ýmÿ�þ��
�=�Éöpú�ûmþ�õ�óp÷G÷�� þrôGþröpÿ�
 �¦üzù�ýmýmÿ�	
SGXCD

� � ÿC÷���ý�ô�ú�ù1��ÿcö�ú¦ÿCó ��ýmÿ�þ[÷�� (A)
�

(UR)
�
(UL)

�
(P )
ù���	

(GXCD)
�

� z � ��} � � 7�4
P

u�7�- NPOQL�L � L �
T ` w

13/
SGXCD

�r43587�/�46587�OQ7Y7��&1?S�46S�- NPOQL�L �
P ′

L �
T ` w

13/
SGXCD

S�G{AD5*435>-04 -0=3= 46587 /eL%:B7DSmL �
P ′

-0OD7d13/
S(T, w)

�

� ì�í;í 
 � ��ÿ�ö
P

��ÿ>ù#õ�óp÷G÷��¢÷��
T ` w

û��
SGXCD

� � ÿ>ü�÷���þrû�	�ÿ�ó%ùÉõ�ór÷T÷��¥÷�� T ` wû��âö�ú�ÿ#û���ûæö�ûtù�ý¥þrôGþröpÿ�
 � ú�ûmü�ú ÿs�Tûmþröpþ��²ôâüS÷���þ�ö�ó ��ü�öpûm÷�� ÷��*ö�ú�ÿ#ó���ý�ÿ
(GXCD)

� q�ÿ
üS÷��¦þrö�ó ��ü�ö
�|óp÷�
 öpú�ûmþ+õ�ór÷T÷��[ö�ú¦ÿJ
Îû���û�
Éù�ý�õ�ór÷T÷��[÷��

T ` w
û�� ö�ú�ÿ#û���ûæö�ûtù�ý�þrôGþ�ö�ÿ�
 �

��ô`��ÿ�
 
#ù9V�ù���	X\���ù�ýmý �¦÷ 	�ÿ�þ�ópÿSþ ��ý�öpû���ø��|ór÷�
 ù�ó���ý�ÿ
(UR)

�
(UL)

÷�ó
(P )
ù�ópÿ%û��

S(T, w)
�>q�ÿ+ópÿ�üS÷���þ�ö�ó ��ü�ö � û�öpú
öpú�ûmþ*õ¦óp÷G÷��-ùÎõ�ór÷T÷��-û�� SGXCD

� � ÿ�÷��Tö�ù�û��~ö�úMù�ö%_

• ù�ýmý ��÷ 	¦ÿSþ � ú�û�ü�ú�ù�órÿ>ú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrÿSþ�÷ªó�ü�÷���üSý���þpû�÷�� ÷���ù~ó���ý�ÿ (UR)
�
(UL)

÷ªó
(P )ù�órÿ%û��

S(T, w)
�

• ù�ýmý�ú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrûmþ%÷���ù�ý�ý�öpú�ÿ>ó ��ýmÿ�þ (GXCD)
þrö�ÿ�
 �|ór÷�


T
÷ªóM�|óp÷�
3ù~ó ��ýmÿ

(UR)
�

(UL)
÷ªó

(P )
�Mù���	 �²ô�ü�÷���þpÿ�����ÿ���ü�ÿ�ù�órÿ%û��

S(T, w)
�

• ù�ýmýMüS÷���üSý���þpû�÷���þ¢÷���ù�ý�ý�ö�ú�ÿKó��¦ýmÿSþ (GXCD)
ù�ópÿKÿSûæö�ú�ÿ�ó�ù��Éú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpûmþ�÷���÷��¦ÿCó ��ýmÿ

(UR)
�
(UL)

÷ªó
(P )

��÷ªó*ûæö�ûmþ
w

��ù���	 �_ô~üS÷���þrÿ�����ÿ���üSÿ�ù�ópÿ%û��
S(T, w)

�

q�ÿ�üS÷���üSý���	�ÿ¢ö�úMù�ö�ù�ý�ý ��÷ 	¦ÿSþ�÷��¦öpú�ûmþ ��ÿ � õ�óp÷G÷���÷�� T ` w
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i=1 Li
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�
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Îÿ�	�ûmù�ö�ÿ�üS÷��¦þpÿ�����ÿ���üSÿ
÷��¥öpú�ÿ�órÿSþ ��ý�öC÷��åÿ�ýmÿ�
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	�ÿSü�û�	�ÿ�ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�ù�órô 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô
�|÷ªó�öpú�ÿ 
Î÷ªórÿcüS÷�
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a1 + . . . + an
� ú�ÿ�ópÿ ai ∈

ù�öp÷�
Îþ
(L, w)

ù���	
ai 6= aj

�|÷ªó
i 6= j

� � ú�ÿSórÿ��|÷ªórÿ��
ö�ú�ÿ�ópÿ
ù�órÿ~÷���ýæôâÿ��TõQ÷���ÿ��²ö�ûmù�ýmýæô�c]û���ö�ú�ÿ~þrû?^�ÿ~÷�� |L| + |w| g 
#ù��²ô�õ�÷ªþpþrû���ý�ÿ ��÷ 	�ÿ�þ��
ú�ÿ��¦üSÿ�÷���ýæô�ùX) ��ûæö�ÿ ����
 �Qÿ�ó�÷���õ�÷ªþpþrû���ý�ÿÉõ�ór÷T÷��|þ�� � ú�ÿ~÷���ÿs�gþ�ö�ÿSõ 	¦ÿ�	���ü�û���û�ýmûæögô �|÷ªó
ö�ú�ÿ�ó���ý�ÿ
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û���öpú�ûmþ�üzù�þpÿ
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÷1�ªÿSó
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� � ú�û�þ+ù�õ�õ�ór÷²ù�ü�ú ûmþ�þrû�
Îûmýmù�óKöp÷~ö�ú�ÿ 
Îÿ�öpú�÷ 	 �¦þpÿ�	 �²ô2 �"�V �#"�Z�$¥öp÷�õ�óp÷1��ÿ
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(GX)
�
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Σi=n
i=1αiai

�8��ÿ�ö
ù�öp÷�
Îþ

(L, w) = {a1, . . . , an}
q�ÿ�üzù�ý�ýGù��

(L, w)
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t
þ���ü�ú>öpúMù�öÃù�ö�÷�
Îþ

(t) ⊆ ù�öp÷�
#þ (L, w)
�

��ô �Ãór÷ªõQ÷�þpû�öpûm÷��Uf ù��
(L, w)

�gÿ�ýmÿ�
#ÿ��_ö�ù�órô ö�ÿ�ó�

t
üSù�� �Qÿ � órû�öpöpÿ���û��(öpú�ÿ �|÷ªó 


α1a1 + . . . + αnan
� ûæö�ú αi ∈ Z

�rq�ÿ 	�ÿ�) ��ÿãöpú�ÿ1ópÿ�õ�ópÿ�þpÿ��²ö�ù�ö�û�÷���÷��
t
ù�þ

t =
(α1, . . . , αn) ∈ Z

n
� � � �Tû�÷���þrý�ô��

t1 + t2 = t1 + t2
�Tù���	 −t = −t
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Î÷ªópÿ�� �²ô
	�ÿ�)���û�öpûm÷�� �

ai = ei
� ú¦ÿSópÿ ei

ûmþ
öpú�ÿ
i
�¨öpú ����û�ö ��ÿSü:ö�÷ªó��
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q�ÿ*órÿSüSù�ýmýGö�úMù�öÃù
Z
HR+@L%:0GB=?7D��÷ªó¥þrû�
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M
ÿ�����ûmõ�õ�ÿ�	

� û�öpúåù��6÷ªõ�ÿSópù�ö�û�÷��
÷��¥þrüzù�ýmù�ó 
���ýæö�ûmõ¦ýmûmüSù�ö�û�÷��Éþ ��ü�úäöpúMù�ö
α(x + y) = αx + αy

ù���	
α(−x) = −αx

�|÷ªóÎù�ý�ý
α ∈ Z

ù���	
x, y ∈ M

� �KÿSórÿ � ÿåù�ópÿ
û��²ö�ÿ�ópÿ�þrö�ÿ�	 û��¡öpú�ÿ

#÷ 	���ý�ÿ

Z
n
� � ú�ÿSórÿ6þrüzù�ýmù�ó 
 ��ý�öpûmõ�ý�ûmüzù�ö�ûm÷�� � ûæö�ú¡ù�� û��²ö�ÿSø�ÿSó>û�þ�	�ÿ�)���ÿ�	 ù�þ���þ �Mù�ý;�

ù���	6þ����B�=
Î÷ 	��¦ýmÿSþ
öpú�ÿSórÿS÷��R�
�M÷ªó

x1, . . . , xm ∈ Z
n � ÿ*	¦ÿ���÷�öpÿ'�_ô 〈x1, . . . , xm〉

öpú�ÿ¢þ����B�=
Î÷ 	��¦ýmÿ¥÷��
Z

n
øªÿ���ÿ�ó�ù�öpÿ�	

�²ô
x1, . . . , xm

�¦ö�úMù�öCû�þ

〈x1, . . . , xm〉 = {α1x1 + . . . αmxm | αi ∈ Z}
�¨ö*ûmþ�÷���üS÷���ópþrÿ�	�ÿSü�û�	Mù��¦ýmÿ � ú¦ÿ�ö�ú¦ÿSó y ∈ 〈x1, . . . , xm〉

�|÷ªó
øªû �ªÿ��
y, x1, . . . , xm
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	�ÿSü�û�	�û���ø+ö�ú�û�þ*����ÿ�þröpûm÷��Éù�
#÷����²ö�þÃö�÷�þp÷ªý �Gû���ø�ù�þ�ôGþrö�ÿ�
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L
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øªÿ���ÿSópù�ö�÷�ó�ûmþ �Oþ 
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x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Z
n
ö�ú�ù�ö

x � y
û � |xi| ≤ |yi|

�|÷�ó*ù�ýmý
i
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x / y
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x � y
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x 6= y
�
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• x ∈ 〈x1, . . . , xn〉
-0/P:

l = (x1, . . . , xn)
�

• x 6∈ 〈x1, . . . , xn〉
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l = (x1, . . . , xn, y)
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	�û�]QÿSórÿ��²ö�ü�ú¦÷ªûmü�ÿSþ
�|÷ªó

y
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#ÿ:ö�ûmü���öpúMù�ö�ûmþ;öpú�ÿ )Mópþ�ö��¨÷ªó�	�ÿ�ó;ö�ú�ÿ�÷ªórô�÷��
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�äÿ�
 �Qÿ�ópþpú¦ûmõ
x ∈ 〈x1, . . . , xn〉
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÷1�ªÿSó
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ti / tj
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li = lj
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2n

Éù��_ôâõ�÷ªþpþrû���ý�ÿ�þpûmø���þDg �i�¨ö �|÷ªýmý�÷ � þ

ö�úMù�ö*ö�ú�ÿ+ü�ú�÷ªþrÿ��äþ�����þrÿ�����ÿ���üSÿ>û�þ ��÷�öKÿ���ÿ��²ö9��ù�ýmýæô�þrö�ù�ö�û�÷��Mù�ó�ô~ÿSûæö�ú�ÿ�ó��
q�ÿ+üSù�� 	¦ÿSüS÷�
#õ�÷ªþpÿ��|÷ªó�ù��_ô

i
_
li = l′i · x′

i
� ú�ÿSórÿ x′

i

û�þ
ö�ú�ÿ+ýtù�þrö�ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�÷��
li
�8��ô

hcûmüI�_þr÷�� � þ�ý�ÿ�
 
Éù#öpú�ÿSórÿÎù�ópÿ
li
�
lj
û��ãö�ú�û�þ%þ�����þrÿ�����ÿ���üSÿ � ûæö�ú i < j

ù���	
x′

i � x′

j

�
��ôâüS÷��¦þrö�ó ��ü�öpûm÷�� �

li
û�þ�ù6õ�ópÿ�)>��÷��[öpú�ÿÉþrÿ�����ÿ��¦üSÿ

l′j
��ù���	�ú�ÿ���ü�ÿ

x′

i ∈ 〈l′j〉
�i�Tû���ü�ÿ

x′

j ∈ xj + 〈l′j〉
�|÷ªó*þr÷�
Îÿ

xj

�¦öpú�ûmþ�
#ÿSù���þ
ö�ú�ù�ö
x′

j − x′

i ∈ xj + 〈l′j〉
�_ô 	�ÿ�) �¦û�ö�û�÷���÷��

〈l′j〉
�P�Tû���üSÿ

x′

i

ù���	
x′

j

úMù �ªÿ+ö�ú¦ÿ�þpù�
Îÿ%þpûmø�� �
x′

j − x′

i

ûmþ*þ�ö�ópû�ü�öpý�ô~þ 
Éù�ýmýmÿ�ó[ö�ú�ù��
x′

j

û��
ö�ú�ÿ�÷ªó 	�ÿSó

�
� � ú�ûmþ¢ü�÷��²ö�ó�ù�	�ûmü:ö�þÃö�ú�ÿM
Îû���û�
Éù�ý�û�ögô%÷��

x′

j

û���ö�ú¦ÿ 	�ÿ�) ��ûæö�ûm÷���÷��
Ext

�
2

q�ÿ'��þrÿ�öpú�ÿ
Z
� 
#÷ 	���ý�ÿSþ öp÷M
Î÷ 	�ÿSý²ù�ýmý�öpú�ÿÃö�ÿSó 
#þ;öpúMù�ö�öpú�ÿ¢ó���ý�ÿ

(GX)
üzù���ü�÷���þröpó���ü:ö �

�C÷ � � � ÿ ù��Mù�ý�ôB^Sÿ 
#÷ªórÿåõ�órÿSü�ûmþpÿ�ý�ô/û�� ��ÿ�
J
#ù,"�Vâú�÷ � öpú�ÿãøªÿ���ÿSópù�ö�÷ªórþ~÷���ù
Z
�


#÷ 	���ý�ÿ%ù�órÿ 
Î÷ 	�û�)Mÿ�	 �²ô~ö�ú�ÿ�ù�õ¦õ�ýmû�üzù�öpûm÷��~÷��¥ù�ó���ý�ÿ
(Dk)

�
� z � ��}/è � � 7�4

g1, . . . , gm ∈ Z
n
� �.7'AK-0/ ADLM+�NPGI4R79- ��/8134R7 S�7�4�L � �B7�/e7�O�-04 LMOQS

L �
Dk(g

1, . . . , gm) = {t | {t}k ∈ 〈g1, . . . , gm〉}
� ì�í;í 
 � ��û�ópþ�ö � ÿ�üzù�ýmü��¦ýtù�öpÿ%ùÎþrÿ�öK÷��-øªÿ��¦ÿSó�ù�ö�÷ªórþK÷��

Kk(g
1, . . . , gm) = {{t}k | {t}k ∈ 〈g1, . . . , gm〉}

��ÿ�ö
Ik

��ÿ>ö�ú¦ÿÎþrÿ�ö�÷���û���	�ûmü�ÿSþ%üS÷�ópópÿ�þpõ�÷���	�û���ø�ö�÷6ù�öp÷�
#þcÿ���ü�órôGõ¦ö�ÿ�	 �²ôãöpú�ÿ ��ÿ�ô
k
�

ö�úMù�ö�ûmþ
Ik = {i | ai = {aj}k

�|÷�ó*þp÷�
Îÿ
j}

� ú�ÿSórÿ�ö�ú�ÿ (a1, . . . , an)
ûmþ>öpú�ÿ
ÿ�����
ÎÿSópù�ö�û�÷�� ÷��cù�ö�÷�
Îþ

(L, w)
ü�ú�÷ªþpÿ�� ù�ö�ö�ú�ÿ ��ÿ��

øªû�����û���ø ÷���ö�ú¦ÿâþrÿSü:ö�ûm÷�� �!E �
(L, w)

�gÿ�ýmÿ�
#ÿ��_ö�ù�órô/ö�ÿ�ó�

t
� � ú�÷ªþrÿ�órÿSõ�órÿSþrÿ��²ö�ù�öpûm÷��

t
û�þ

(α1, . . . , αn)
�*û�þ
÷���öpú�ÿ �|÷ªó�
 {u}k û#] αi = 0

�|÷ªó�ÿ���ÿSórô
i 6∈ Ik

� �Kÿ���ü�ÿ��
(α1, . . . , αn) ∈ Kk(g

1, . . . , gm)
û�]











(α1, . . . , αn) = β1g
1 + . . . + βmgm

ù���	
αi = β1g

1
i + . . . βmgm

i = 0
�|÷ªó*ÿ���ÿSórô

i ∈ Ik

Z&�



� ú�ÿÎþpÿ�ö�÷��
m
�¨ö9�¦õ�ýmÿ�þ

(β1, . . . , βm)
þ�ù�öpûmþ �aôGû���ø�ö�ú�û�þ%þrôGþröpÿ�
 ÷��[ÿ����Mù�ö�û�÷���þ �|÷ªó�
Îþ+ù

þ����B�=
Î÷ 	��¦ýmÿÃ÷��
Z

m
��q�ÿ�üzù���ü�÷�
#õ��¦ö�ÿ�ù�) ��û�öpÿÃþpÿ:ö

B
÷���ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öp÷ªópþ�÷��Tö�ú�û�þ�þ�����
#÷ 	I�

��ýmÿ�ù�þ �|÷ªýmý�÷ � þ����¢ù�ü�ú βi

üSù�� ��ÿ � órû�öpöpÿ�� γi−δi
� û�ö�ú γi, δi ≥ 0

� � ú�ÿ��>öpú�ÿ[ÿ�� ��ù�ö�û�÷���þ
β1g

1
i + . . . βmgm

i = 0
�|÷ªó ∈ Ik

	�ÿ�) �¦ÿ�ù���ú¦÷�
#÷�øªÿ���ÿ�÷���þ�þrôGþröpÿ�
 c ��g � ú�ÿ�ópÿ#öpú�ÿ
��������÷ � ��þ

γi, δi

�Qÿ�ým÷��¦ø�öp÷
N

� � ú�ÿSórÿ��|÷ªórÿ�ùmV�
Y�Üö9��õ¦ýmÿ
(γ1, . . . , γm, δ1, . . . , δm)

ûmþ�ù
þp÷ªý��¦ö�û�÷��%÷�� c ��g�û#]>ûæö�ûmþ�ù*ýmû���ÿzù�ó üS÷�
��¦û��Mù�öpûm÷�� � ûæö�ú+üS÷Gÿ��Îü�ûmÿ��²öpþ-û��

N
÷��Gö�ú�ÿ�c6)���û�öpÿSý�ô


Éù��_ô>g 
Îû���û�
Éù�ý�þr÷ªý��Tö�ûm÷���þ�÷���c ��gD� E �_ôãýmû��¦ÿzù�ó�ü�÷�
���û��Mù�öpûm÷�� � û�ö�ú ü�÷Tÿ��#ü�ûmÿ��_öpþ+û��
Z
ûmþ�ù�ý�þp÷�ù�þp÷ªý��¦ö�û�÷���÷�� c ��g �

� ú�ÿSórÿ��|÷ªórÿ��Mù��_ô#þp÷�ý��¦öpûm÷��
β
üzù�� ��ÿ�ÿ��Tõ�órÿSþrþpÿ�	äù�þ[ù�ýmû���ÿzù�ó�üS÷�
���û���ù�ö�û�÷�� � ûæö�ú~ü�÷TÿD� �

)MüSû�ÿ��²öKû��
Z
÷��-ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�þ�÷���ö�ú�ÿd) �¦û�ö�ÿ%þrÿ�ö

B = {(γµ
1−δµ

1 , . . . , γµ
m−δµ

m) | (γµ
1 , . . . , γµ

m, δµ
1 , . . . , δµ

m)

#û���û�
#ù�ýIþp÷�ý��¦öpûm÷���÷�� c ��g }

ò[÷�� �ªÿ�ópþpÿ�ý�ô��Qù��_ôÉýmû���ÿzù�ó�üS÷�
 ��û��Mù�ö�ûm÷�� � û�öpú�üS÷Gÿ��ÎüSû�ÿ��²ö�û��
Z
÷���ÿ�ýmÿ�
Îÿ��²öpþ*÷��

B
ûmþ*ù

þp÷ªý��¦ö�û�÷���÷���ö�ú�ÿ+÷ªórûmøªû��Mù�ý�þpÿ:öC÷��¥ÿ����Mù�ö�ûm÷���þ��
� ú�ûmþ�õ�ór÷1�ªÿSþ�ö�ú�ù�ö

B
û�þ�ù ) ��û�öpÿ+þpÿ�öK÷��-øªÿ���ÿSópù�ö�÷ªórþ��

� ú�ÿ�� � ÿ+÷��Tö�ù�û��
öpúMù�ö

G = {b1g
1 + . . . + bmgm | (b1, . . . , bm) ∈ B}

ûmþ�ù ) ��ûæö�ÿ+þpÿ:öK÷���ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öp÷ªópþ�÷��
Kk(g

1, . . . , gm)
�

q�ÿ�)��Mù�ýmýæôÉ÷��¦ö�ù�û��
ù ) ��û�öpÿ�þpÿ:öK÷���øªÿ���ÿ�ó�ù�öp÷ªópþ�÷��
Dk(g

1, . . . , gm)
�²ô �Oþrú�û��aöpû���ø ��öpú�ÿ

ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�þ�÷��
G

�8��ÿ�ö
shiftk(α1, . . . , αn)

��ÿ�ö�ú�ÿ���ÿSü�öp÷ªó
(β1, . . . , βn)

	�ÿ�) ��ÿ�	 �²ô

βi =











αj

û � {ai}k = aj ∈
ù�ö�÷�
#þ

(L, w)

0
û � {ai}k 6∈

ù�ö�÷�
Îþ
(L, w)

� ú�ÿ�) ��û�öpÿ%þpÿ:öC÷���øªÿ���ÿSópù�ö�÷�ópþ�÷��
Dk(g

1, . . . , gm)
û�þ

shiftk(G)
�

2

��ÿ�
 
Éù'"�Z���ÿSý�÷ � ûmþ
öpú�ÿ�ù��Mù�ý�÷ªø>÷�� ��ÿ�
 
Éùx"�V �|÷ªó
öpú�ÿ+ó���ý�ÿ
(Dk)

�
� z � ��}/è � � 7�4

g1, . . . , gm ∈ Z
n � �.7'AK-0/ ADLM+�NPGI4R79- ��/8134R7 S�7�4�L � �B7�/e7�O�-04 LMOQS

L �

Ck(g
1, . . . , gm) = {{t}k | t ∈ 〈g1, . . . , gm〉, -04 LM+�S ({t}k) ⊆

-04 LM+�S
(L, w)}

� ì�í;í 
 � � ú�ÿ%õ�óp÷G÷���ûmþ
ù��Mù�ý�÷ªøª÷���þ�ö�÷>öpú�ÿ%õ�óp÷G÷���÷��i��ÿ�
 
Éù9"�V �Iq�ÿ���÷ � ü�÷���þ�ö�ó��¦ü�ö
)Mópþ�öCù�)���û�öpÿ�þrÿ�ö

B
÷��¥ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öp÷ªópþ*÷��-ö�ú�ÿ%þrÿ�ö

K−1
k (g1, . . . , gm) = {t | t ∈ 〈g1, . . . , gm〉 ù���	äù�ö�÷�
#þ

({t}k) ⊆
ù�ö�÷�
#þ

(L, w)}
ö�úMù�ö#û�þ�÷��Kö�ú�ÿ
þpÿ:öÎ÷��cöpÿSó�
Îþ � ú�÷ªþrÿäÿ���üSó�ôGõ¦ö�û�÷�� � ûæö�ú k

ûmþÎù�ø²ù�û��¡ù��
(L, w)

ÿSý�ÿ��

#ÿ��²ö�ù�ó�ô ö�ÿ�ó�
 � � ú�ÿ*)���û�öpÿ�þpÿ�ö#÷��Cøªÿ��¦ÿSó�ù�ö�÷ªórþ#÷��

Ck(g
1, . . . , gm)

ûmþ�÷��¦ö�ù�û��¦ÿ�	 ù�þ

Z>"



shift−1
k (B)

� � ú�ÿ�ópÿ shift−1
k (α1, . . . , αn)

ûmþ
öpú�ÿ��ªÿSü:ö�÷ªó
(β1, . . . , βn)

	¦ÿ�) ��ÿ�	 �²ô

βi =











αj

û��
ai = {aj}k �

û�öpú
aj ∈
ù�ö�÷�
#þ

(L, w)

0
û��

ai

û�þ"��÷�ö�÷���ö�ú�ÿ��|÷ªó 
 {aj}k �
û�ö�ú

aj ∈
ù�ö�÷�
Îþ

(L, w)

2

� z � ��}/è � �.79AK-0/2ADLM+�NPGB4 7�� �013n07�/k- ��/8134R7�S�7�4
L
L ��4 7�Os+�S.-0/P:*-*4R7�Os+

w
�!-

��/8134 7�S�7�4!L ���B7�/e7�O�-04RLMOQS�L ��43587�S�7�4!L �
(L, w)

HK7�=?7�+@7�/84J-0O���4R7�Os+�S�435>-04 -0OQ7 7�=?7�+@7�/8H
4�-0Os13=a�@:B7K:0G{A�1;u%=?7��sODLM+

L
�

� ì�í;í 
 � ��ÿ:ö �Qù�þcù��Q÷1�ªÿ��;ù�öp÷�
Îþ
(L, w) = {a1, . . . , an}

��ù���	
L = {t1, . . . , tp}

�8q�ÿ
	�ÿ�)���ÿ�ù�órÿSýtù�ö�ûm÷��

Φ
��ÿ�ö � ÿSÿ��*) ��ûæö�ÿ%ýmû�þröpþ*÷��B��ÿSü:ö�÷ªórþcù�þ �|÷ªý�ým÷ � þ%_

�+û �ªÿ��1ù9) ��ûæö�ÿ�þpÿ:ö
l
÷�� �ªÿ�ü�öp÷ªópþ��;ýmÿ:ö

x1, . . . , xp

��ÿ�öpú�ÿ ����ûm÷��å÷��¥ö�ú¦ÿm) ��ûæö�ÿ�þpÿ�öpþ�÷��
øªÿ��¦ÿSó�ù�ö�÷ªórþ�÷��

Dk(l)
� ûæö�ú k ∈ L

üS÷�
#õ��Tö�ÿ�	 ù�ü�üS÷ªó 	�û��¦øãö�÷	��ÿ�
 
Éùk"�V �¥ù���	 ý�ÿ�ö
xp+1, . . . , xq

��ÿ�ö�ú¦ÿ�����ûm÷��ã÷��¢ö�ú�ÿm) ��û�öpÿ>þpÿ:ö�þ%÷���øªÿ���ÿSópù�ö�÷�ópþ�÷��
Ck(l)

� ûæö�ú k ∈ LüS÷�
Îõ��¦öpÿ�	åù�üSü�÷ªó�	�û���ø�ö�÷9��ÿ�
 
Éùx"�Z�� � ú¦ÿ��
Φ(l, l′)

ú¦÷ªý�	�þ�û#]ãö�ú�ÿ�ópÿ�ù�ópÿ�) ��ûæö�ÿ+ýmû�þröpþ
÷�� �ªÿ�ü�ö�÷�ópþ

l0, . . . , lq
þ��¦ü�ú6öpúMù�ö

l = l0
�
l′ = lq

��ù���	
Ext(li−1, xi, li)

ú¦÷ªý�	�þ$�|÷ªó
ù�ý�ý
i
�

��ÿ�ö
l0 = (tp, . . . , tp)

��ù���	
Φ(li, li+1)

�|÷ªóKù��²ô
i
� ��ô*��ÿ�
 
Éùx"&"��Iöpú�ÿSórÿ�ÿs�Tûmþröpþ�ù��

iþ���ü�ú#ö�úMù�ö
li+1 = li

�B��ô�üS÷���þröpó���ü:ö�ûm÷�� �²ö�ú�û�þ
li
û�þ¢öpú�ÿ!) ��û�öpÿCþrÿ�ö�÷��;ø�ÿ���ÿ�ó�ù�öp÷ªópþ�÷�� öpú�ÿ

þpÿ:öC÷��
(L, w)

�gÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�ù�órôÉöpÿSó 
#þ
öpúMù�öKù�órÿ�ÿ�ýmÿ�
#ÿ��_ö�ù�ópû�ý�ôJ	�ÿ�	���üSû���ýmÿ �|ór÷�

L

�
2

� � z ð²ñZîF} | ñ w ñaë � í 
Cë � z é�êQëFì�ï-î z ì � z î�ï�ð�ë�ñ]í�ê � ì�í |iw;z � ñ]ê ë � z � z ê z ìM} w
�m} �%z

q�ÿ�þ ��
 ��õ�ö�ú¦ÿKórÿSþ ��ý�öpþÃ÷��¦ö�ù�û���ÿ�	Îþr÷��]ù�ó¥ö�÷+þrö�ù�ö�ÿ*÷���ó�
Éù�û���ópÿ�þ���ýæö�þ �|÷ªó¥öpú�ÿ*øªÿ���ÿSópù�ý
üzù�þrÿ��

�� z í�ì z � è � � 587.13/84pOsG>:B7�O':B7K:0G8A�4p1JLM/
NPOQL0u%=?7�+ AK-0/ u�7':B7DA�1;:B7K:X13/ ����� � � � �
��LMO�46587 43587DLMOs�`L � ÿs�¦ü�ý���þrû���ÿ��g÷�ó � 13435
:01?S�4pOs1;u%GB4p13n07�7�/eA�Os�DNP4p1JLM/ �

� ì�í;í 
 � ��ô	��ÿ�
 
Éù�þ����T�6ù���	âö�ú�ÿ 	�ÿ�üSû�	Mù���û�ýmû�ögôå÷��
ÿ�ýmÿ�
#ÿ��_ö�ù�órô 	�ÿ�	��¦üSû��¦ûmýmûæögô�� � ÿ
øªÿ�ö#ö�úMù�ö#öpú�ÿSórÿåûmþ#ù�õ¦óp÷G÷��%û�]�öpú�ÿSórÿåûmþ#ù�õ¦óp÷G÷��%þ��¦ü�ú(ö�úMù�öÉù�ý�ý ��÷ 	¦ÿSþ ��ÿSý�÷���øâö�÷
ST+(T, w) = {a1 + . . . + ap | ai ∈

ù�öp÷�
#þ
(T, w) ai 6= aj, i, j = 1, . . . , p} � ú�û�ü�úúMù�þKù��
ÿ��Tõ�÷���ÿ��_öpûtù�ý�þrû?^�ÿ�û�� |T |+ |w| � 2


�� z í�ì z � è � � 587@13/84;OsGt:B7�O@:B7K:0G8A�4p1JLM/ NPOQL0u%=?7�+ 1?S':B7DA�1;:<-<u%=?7!��LMO943587946587DLMOs��L �
�du�7�=a1;-0/`�0OQLMG�N8S � 13465
:01?S�4;Os1;u%GI4;13n07�7�/eA�Os�sNP4;1JLM/ �

� ì�í;í 
 � ��ôm��ÿ�
 
Éù�þi���W�cù���	�ö�ú�ÿ*	�ÿ�üSû�	�ù���ûmý�û�ögô%÷��MÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�ù�ó�ô 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô�� � ÿ
øªÿ:ö
ö�úMù�öCöpú�ÿSórÿ�û�þcù�õ�óp÷G÷���üS÷���þrûmþ�ö�û��¦øÉ÷��¥ù�õ�õ�ý�ûmüzù�ö�ûm÷���þ*÷��¥ó ��ýmÿ�þ

(A)
�
(UR)

�
(UL)

�
(P )ù���	

(GXCD)
�|÷�ó � ú�û�ü�úåö�ú¦ÿ�õ�órÿ�
Îûmþpÿ�þ�ù���	åö�ú�ÿ�üS÷���üSý���þpû�÷���þ �Qÿ�ým÷���ø�ö�÷

S(T, w)
�

Z<V



� ú�ûmþ�õ�ór÷T÷���úMù�þKõ�÷ªýæô �¦÷�
#ûmù�ý þrû?^�ÿ�û�� |T |+ |w| �����¦ö � ÿ�üSù�����÷�öKøªû �ªÿ�ù�õQ÷�ý�ô ��÷�
Îûtù�ý
üS÷�
Îõ�ý�ÿ��Tû�ögô�ópÿSþ ��ý�ö¢þrû���ü�ÿ"	�ÿSü�û�	�û���ø%ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�ù�ó�ô�	�ÿ�	���ü�û���û�ýmû�ögô �|÷ªó¥öpú�ÿ�ó���ý�ÿ

(GXCD)ópÿ�ýmûmÿ�þ*÷��*hcûmüI�_þr÷�� � þCý�ÿ�
 
Éù��
2

è�� � z ð²ñZîF} | ñ w ñ|ë �¡í 
Cë � z é�êQëFì�ï�î z ì � z î-ï�ð�ë�ñ|íQê � ì�í | w6z � ñ]ê ë � z�� ñZêF}�ì �
�m} �%z

q�ÿKüzù�ýmýIù%ö�ÿSó 
 û�� ��÷ªó 
Éù�ý �|÷ªó�
 4RLDNPH�u%13/P-0Os�>û�� û�ö¢û�þ¢öpú�ÿM	�û�]QÿSórÿ���ü�ÿC÷��Qö � ÷ 	�û�]QÿSórÿ��²ö
ö�ÿ�ó�
Îþ ��÷�ö�ú�ÿzù�	�ÿ�	 � ûæö�ú +

÷�ó � û�öpú − �¥ù���	 -04�+@L�S�4du%13/P-0Os� û��*ù�ýmýÃûæö�þ�þ�ô �_ö�ù�ü�öpûmü
þ����Tö�ÿSó 
#þ
ù�ópÿãÿ�û�ö�ú¦ÿSóÉöp÷ªõI�=�¦û��Mù�ó�ô ÷ªó ��÷�ö~ú�ÿzù�	¦ÿ�	 � û�öpú +

÷�ó − � �C÷�öpÿåö�úMù�ö �|÷ªó
ÿ��¦ù�
Îõ�ýmÿ

a− b
û�þ�ù�ö"
#÷�þrö"��û��Mù�órô�� � ú�û�ýmÿ 2a

ù���	
3a− 2b

ù�ópÿ���÷�ö��

E þrÿ�ö%û�þ -04 +@L�S�4�u%13/P-0O���û �Ãÿzù�ü�ú1÷��Ãû�öpþcÿ�ýmÿ�
Îÿ��²öpþcûmþ��P�C÷�öpÿ�ö�úMù�öcû �¥ö�ú�ÿ�þpÿ:ö
T
ûmþCù�ö


#÷�þrö �¦û��Mù�ó�ô
ö�ú�ÿ��
S(T )

û�þ�ù�ö 
#÷ªþ�ö ��û��Mù�ó�ôåù�þ � ÿ�ýmý;� E8õ¦óp÷G÷��¥ö�órÿSÿ P
ûmþCüzù�ý�ýmÿ�	2-04

+@L�S�4 u%13/P-0Os�#û�� �|÷ªó�ù�ý�ý û�öpþ ��÷ 	�ÿSþ
T ` u

ö�ú�ÿ�öpÿSó 

u
û�þCù�ö"
#÷ªþ�ö"��û���ù�órô��

� ��ó¢øª÷²ù�ý�û�þÃö�÷+øªû���ÿKù+õ�÷ªýæô �¦÷�
#ûmù�ý�ù�ýmøª÷ªórû�öpú�
 �|÷ªóÃö�ú�ÿ�û��²öpó���	�ÿ�ó'	�ÿ�	��¦ü�ö�û�÷��Îõ�óp÷��¦ýmÿ�

� ú�ÿ���ö�ú�ÿ�þpÿ:ö¥÷��Mú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpÿ�þÃù���	�ö�ú�ÿ�üS÷��¦üSý��¦þpûm÷��>ù�órÿ[ù�ö 
Î÷ªþrö ��û��Mù�ó�ô��M��ô ��ÿ�
 
Éù�b
û�ö6ûmþ
þ �>�ÎüSûmÿ��²öåö�÷/þpú�÷ � öpúMù�öä÷���ÿs�gþröpÿSõ 	¦ÿ�	���ü�û���û�ýmûæögô �²ô�ö�ú�ÿâó���ý�ÿ

(GXCD)
ûmþ

	�ÿSü�û�	Mù���ýmÿ�û��#õQ÷�ý�ô ��÷�
Îûtù�ýGö�û�
#ÿ*û��#üSù�þpÿKö�ú�ÿKú²ôTõ�÷�öpú�ÿSþrÿSþ�ù���	Îö�ú�ÿKüS÷���üSý���þpû�÷��Éù�ópÿCù�ö

#÷�þrö"��û��Mù�órô��

� ú�ÿ 	�ÿ�üSûmþrûm÷�� ù�ýmøª÷�ópû�öpú�
 �|÷ªó�÷���ÿ��¨þröpÿSõ 	�ÿ�	���üSû���ûmý�û�ögô �²ô
(GXCD)

û���ö�ú�ÿ �¦û��Mù�ó�ô
üzù�þrÿ�ûmþ�÷��¦ö�ù�û���ÿ�	 �²ô ù��Mù�ý�ôB^�û���øÉöpú�ÿ�õ�ór÷T÷��Ãöpópÿ�ÿSþ%ö�úMù�ö�
Éù���ÿ���õ1ö�ú¦ÿ �R
#ù�üSór÷�ó���ý�ÿ �
(GXCD)

�8�=�
ö�ú¦ÿ�øªÿ���ÿSópù�ý�üzù�þrÿ��Mö�ú¦ûmþ � ù�þ 	�÷��¦ÿ
�²ô
þpú¦÷ � û���øÎö�úMù�ö � ÿ�üSù��åórÿSþ�ö�ópû�ü�ö
ö�ú�ÿ+þrÿzù�órü�úä÷��-þ��¦ü�úåù�õ�ór÷T÷���öpópÿSÿ%öp÷Îÿ�ýmÿ�
#ÿ��_ö�ù�órô#ö�órÿSÿSþmcp�TÿSü:ö�ûm÷��
(0gD�Mù���	
öpú�ÿ��
ö�ú�ù�ö
ÿ��Tûmþ�ö�ÿ���üSÿ%÷���þ ��ü�ú6ù���ÿSý�ÿ�
Îÿ��²ö�ù�ó�ôÉõ¦óp÷G÷���ö�órÿSÿ%üzù�� �Qÿ 	¦ÿSüSû�	�ÿ�	 �²ôÉù�ýmøªÿ���ó�ù�ûmü 
Îÿzù���þ
cJ�Tÿ�ü�öpûm÷��k�<gD� �=��öpú�ÿ ��û��Mù�órô1üSù�þpÿ � ÿ � ûmýmýÃþrú�÷ � ö�úMù�ö � ÿÉüSù���órÿSþ�ö�ópû�ü�ö�ö�ú�ÿÎþpÿSù�ópü�ú
÷��Ãõ�ór÷T÷���ö�órÿSÿ�þCö�÷#õ�óp÷G÷��-ö�ópÿ�ÿSþ � ú�ûmü�ú1ù�ópÿ�ù�ö 
Î÷ªþ�ö ��û��Mù�ó�ô	cJ� ����þpÿ�ü�ö�û�÷��l"�� ��"�g ��ù���	
ö�ú�ÿ��1ö�úMù�ö�ÿ��Tûmþ�ö�ÿ��¦üSÿ�÷���þ��¦ü�ú�ù~õ�ór÷T÷��Ãö�ópÿ�ÿ�üzù�� ��ÿ�	�ÿ�üSû�	�ÿ�	 �²ô ��þrû���ø 
Îÿ�öpú�÷ 	�þ�÷��
õ�ópÿ�)>�6ópÿ � ópûæö�û��¦ø*cJ� ���¦þpÿSü:ö�û�÷���"���� V0gD�

��� �
� ��4 ��L�S�4��!13/P-0Os� � OQL�L �QS

�=�~ö�ú�û�þ
þpÿ�ü�öpûm÷�� � ÿ � ûmý�ý�þrú�÷ � ú¦÷ � öp÷>ö�ó�ù���þ �|÷ªó 
9þ ��ü�ú6ù>õ�óp÷G÷���û��_öp÷�ù�õ�ór÷T÷�� � ú�ûmü�ú
ûmþ�ù�ö"
Î÷ªþ�ö"��û��Mù�órô��

��
 }
��~ w6z � � 587���LM=3=?L � 13/B� � � � � �YNPOQL�L �.4pOQ7D7`L � {c}k − {b}k � 13435
L = {a −

Z&Z



b, c− d, {d}k − {a}k}
-0/P:

K = {k} 1?S /eLM4 -04r+@L�S�4 u%13/P-0Os� �

(GX)

(C)

(GX)
T ` a− b T ` c− d

T ` a− b + c− d
T ` k

T ` {a}k − {b}k + {c}k − {d}k
T ` {d}k − {a}k

T ` {c}k − {b}k
� L � 7�n07�O ��43587�OQ7 1?S�-�NPOQL�L ��4pOQ7D7 � 5B1JAD5'1?S�-04 +@L�S�4 u%13/P-0Os� �

(GX)

(C)
T ` a− b T ` k

T ` {a}k − {b}k
(C)

T ` c− d T ` k

T ` {c}k − {d}k
T ` {d}k − {a}k

T ` {c}k − {b}k
� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�è ��� LMO -YS�7�4 U

L �d4R7�Os+�S � 7m:B7�/eLM4 7�u%� 〈U〉 43587dS�7�4 L ��4 7�Os+�S

〈U〉 = {(α1u1 + . . . + αnun) ↓ | α ∈ Z, ui ∈ U}

�=�1÷�ö�ú¦ÿSó � ÷ªó�	¦þ�� 〈U〉 û�þCö�ú¦ÿ>þpÿ:ö+÷��¢ö�ÿSó 
#þCû�� ��÷�ó�
#ù�ý �|÷�ó�
 ö�úMù�ö%üzù�� ��ÿ>÷��Tö�ù�û���ÿ�	
�|óp÷�
9þp÷�
Îÿ+þ����¦þpÿ�öC÷��

U
�²ô
ù�õ�õ¦ý�ôGû���ø�öpú�ÿ+ó���ý�ÿ

(GX)
�

� ì�í{~Ãí � ñaë�ñ]í�ê � � 7�4
U

u�7'- ��/8134R7�S�7�4 L �@-04�+@L�S�4�u%13/P-0O��X4 7�Os+�S@-0/P:
u ∈ 〈U〉 �� 587�/k43587�OQ7'7��&1?S�4�-04�+@L�S�4�u%13/P-0Os�`4 7�Os+�S

v1, . . . , vk ∈ 〈U〉
� 13465

u ∈ 〈v1, . . . , vk〉-0/P:'-04RLM+�S
(v1, . . . , vk) ⊆

-04RLM+�S
(u)

�

� ì�í;í 
 � � ú�ÿ�õ�ór÷T÷��Ãûmþ �_ôåû���	���ü�öpûm÷��ä÷��ãö�ú�ÿ�üzù�ó 	�û��Mù�ýmû�ögô~÷��
U

� � �
u = 0

ö�ú�ÿ�� � ÿ
ü�ú�÷G÷ªþpÿ

k = 0
� �cöpú�ÿSó � ûmþpÿ#ö�ú�ÿ�ópÿ~ÿs�¦û�þröpþ>ù�� a ∈ ù�ö�÷�
Îþ (u)

�-ù���	 ùäö�ÿ�ó�

u0 ∈ Uþ���ü�ú~öpúMù�ö

a ∈ ù�ö�÷�
Îþ (u0)
�B��ÿ�ö

α
��ÿKöpú�ÿ �]ù�ü:ö�÷ªó � û�öpú � ú¦ûmü�ú u0

ü�÷��²ö�órû����¦öpÿSþ�ö�÷�öpú�ÿ
üS÷��¦þrö�ó ��ü�öpûm÷��6÷��

u
�¦ö�úMù�ö�ûmþ

u = αu0 + u′ � û�öpú u′ ∈ 〈U \ {u0}〉
�

��ô�û���	���ü:ö�ûm÷���ú_ôGõ�÷�ö�ú¦ÿSþpû�þÃö�ú�ÿ�ópÿKù�ópÿ�ù�ö'
#÷ªþ�ö���û��Mù�órô�ö�ÿ�ó�
Îþ
v′

1, . . . , v
′

l ∈ 〈U \{u0}〉þ���ü�ú6ö�úMù�ö
u′ ∈ 〈v′

1, . . . , v
′

l〉
ù���	äù�ö�÷�
Îþ

(v′

1, . . . , v
′

l) ⊆
ù�öp÷�
Îþ

(u′)
�

� ú�ÿSórÿ�ù�ópÿ�ö�ú¦ópÿSÿ�üzù�þpÿSþ�_
c "�g

u0

ûmþ ��÷�ö�ú�ÿSù�	�ÿ�	 � û�öpú +
��ö�ú�ù�ö�ûmþ

u0 = a
� q�ÿ#ü�ú�÷G÷ªþrÿ

k = l + 1
�
vi = v′

i�|÷ªó
i < k

��ù���	
vk = u0

�P�Tû��¦üSÿ
ui ∈ 〈U \ {u0}〉

�|÷ªó
i < k � ÿ�÷�� �Tû�÷���þrý�ô
ù�ý�þp÷

úMù �ªÿ
ui ∈ 〈U〉

�|÷�ó
i < k

�Iù���	
vk ∈ 〈U〉

ú¦÷ªý�	�þ*þrû���ü�ÿ
u0 ∈ U

�
��ôÉüS÷���þ�ö�ó ��ü�öpûm÷�� � ÿ�ú�ù1��ÿ%ö�úMù�ö u ∈ 〈v1, . . . , vk〉

��ù���	
þpû���üSÿ
a ∈ ù�ö�÷�
#þ (u)� ÿ¢úMù �ªÿÃöpúMù�ö�ù�öp÷�
Îþ (u) =

ù�ö�÷�
#þ
(u′)∪{a} � �Cÿ���üSÿ���ù�ö�÷�
Îþ (vi) ⊆

ù�ö�÷�
Îþ
(u′) ⊆ù�ö�÷�
Îþ

(u)
�|÷ªó

i < k
�_ô û���	���ü:ö�ûm÷�� ú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrûmþ��
ù���	(ù�ö�÷�
Îþ

(vk) = {a} ⊆ù�ö�÷�
Îþ
(u)

�²ô
ü�ú�÷ªû�üSÿ%÷��
a
�

cpV&g
u0 = a − b

÷ªó
u0 = b − a

�|÷ªó
b ∈ ù�ö�÷�
Îþ (u)

� � ú�û�þ�üSù�þpÿ#ûmþ�þpû�
Îûmýmù�ócöp÷äö�ú¦ÿ
)Mópþ�öCüSù�þpÿ�_8q�ÿ+ü�ú�÷G÷ªþpÿ

k = l + 1
�
vi = v′

i

�|÷ªó
i < k

�Iù���	
vk = u0

�8ECþCù��Q÷1�ªÿ��
ui ∈ 〈U〉

�|÷ªó
i ≤ k

�>Ecý�þp÷�� � ÿ%úMù �ªÿ+ù�ø²ù�û��#öpúMù�ö u ∈ 〈v1, . . . , vk〉
�¦ò[÷���ü�ÿSó��¦û���ø

ö�ú�ÿ�ù�ö�÷�
Îþ�÷��
u � ÿ���÷ � úMù �ªÿ�ö�úMù�ö%ù�öp÷�
#þ (u) =

ù�ö�÷�
Îþ
(u′) ∪ {a, b} ���Cÿ��¦üSÿ��ù�ö�÷�
Îþ

(v1, . . . , vk) ⊆
ù�öp÷�
#þ

(u)
�

Z0\



c;Z<g
u0 = a − b

÷�ó
u0 = b − a

�|÷ªó�þr÷�
Îÿ~ù�öp÷�

b
��ù���	

b 6∈ ù�ö�÷�
#þ (u)
� q�ÿ#üSù��

ù�þpþ ��
#ÿ � � ý � ÷�� ø��¦ö�ú�ù�ö
u0 = a− b

�
q�ÿâüzù�� � ópûæö�ÿâÿ���ÿSórô v′

i
� ûæö�ú 1 ≤ i ≤ l

ù�þ
v′

i = λia + γib + v′′

i
� ûæö�ú

a, b 6∈ ù�öp÷�
Îþ (v′′

i )
�
q�ÿCü�ú�÷G÷ªþpÿ

k = l
�Tù���	

vi = (λi + γi)a+ v′′

i

�|÷ªó
1 ≤ i ≤ k

�
�I÷�ó�ù��_ô

i
ö�ú¦ÿSópÿKüzù��J��ÿcù�ö$
Î÷ªþ�ö�ö � ÷>ù�ö�÷�
Îþ¢û�� v′′

i

þrû���ü�ÿ
v′

i

ûmþ�ù�ö*
#÷�þrö*��û���ù�órô��
�@� �

v′′

i

ü�÷��²ö�ù�û���þ�ö � ÷+ù�ö�÷�
#þ�ö�ú�ÿ�� λi = γi = 0
�ªù���	

vi = v′

i

ûmþ¥ù�ö 
Î÷ªþrö ��û���ù�órô��
� �cöpú�ÿSó � ûmþpÿ���û�� v′′

i

ü�÷��²ö�ù�û���þ�ù�ö 
#÷�þrö+÷���ÿÎù�öp÷�
 � ö�ú�ÿ��
v
ûmþ�ù�ö 
#÷�þrö ��û��Mù�órô

þrû���ü�ÿ
b 6∈ ù�öp÷�
#þ (vi)

�
�I÷�ó�ù��²ô

i
�
v′

i + γiu0 = (λi + γi)a + v′′

i = vi

�Iù���	
ú�ÿ���üSÿ
vi ∈ 〈U〉

�
��ô�üS÷���þröpó���ü:ö�ûm÷�� �Iù�ö�÷�
#þ

(vi) ⊆
ù�öp÷�
Îþ

(v′

i) ∪ {a} \ {b} ⊆
ù�ö�÷�
#þ

(u)
�

�¨ö�órÿ�
#ù�û���þ%öp÷åþpú¦÷ � öpúMù�ö u ∈ 〈v1, . . . , vk〉
����ÿ�ö

u′ = Σi=n
i=1αiv

′

i

����û�ópþrö ��÷�ö�ÿ
ö�úMù�ö��Qþrû���ü�ÿ

u = αu0 + Σi=n
i=1αiv

′

i = αa − αb + Σi=n
i=1αi(λia + γib + v′′

i )
ù���	

b 6∈ ù�öp÷�
Îþ (u, v′′

1 , . . . , v
′′

n)
öpúMù�ö

α = Σi=n
i=1αiγi

�{�K÷ � � � ÿ�úMù �ªÿ+ö�úMù�ö

Σi=n
i=1αivi = Σi=n

i=1αi(v
′

i + γiu0) = Σi=n
i=1αiv

′

i + (Σi=n
i=1αiγi)u0 = u′ + αu0 = u 2

� z � ��}/è � � 7�4
P
u�7d- � � ��H?NPOQL�L �!4;OQ7D7 � 134359=?7K-0n07DS

L
�FS�7�4 L ��C<7���S

K
��-0/P: OQL�LM4

r
� �6�

L
-0/P:

r
-0OQ7!-04 +@L�S�4�u%13/P-0O��d43587�/@43587�OQ7�7��&1?S�43S�-0/@-04�+@L�S�4�u%13/P-0Os� � � ��H?NPOQL�L �

4pOQ7D7
P ′

� 13435`=?7K-0n07DS
L′ ⊆ L

� C<7���S
K ′ ⊆ K

� -0/P:9OQL�LM4
r
�

� ì�í;í 
 � �-ûmópþ�ö ��÷�ö�ÿ>ö�ú�ù�ö��|÷ªó%ù��²ôåû���þ�ö�ù���ü�ÿ�÷��[ù~ó���ý�ÿ
(C)
÷ªó

(D)
� � ú�ûmü�úâüzù�� �Qÿ

þpÿ�ÿ��#ù�þÃþpõ�ÿSü�ûtù�ý�üSù�þpÿ�þ¢÷��e��ò h��¨õ�óp÷G÷��Iö�órÿSÿ�þ��ªö�ú¦ÿ*óp÷G÷�öÃûmþ¢ù�ö�
#÷�þrö���û��Mù�ó�ô>û���ù���	�÷���ý�ô
û��-ö�ú�ÿ�ýmÿSù��¥û�þcù�öM
Î÷ªþrö ��û��Mù�órô�� �Cÿ���üSÿ�� û��¥ù�ýmý�û���þrö�ù���ü�ÿSþK÷��

(GX)
û��äö�ú¦ÿ�õ�ór÷T÷���ö�órÿSÿ

P
úMù �ªÿ�ù��6ù�ö"
Î÷ªþrö"�¦û��Mù�ó�ô�ópÿ�þ���ýæö*ö�ú�ÿ��

P
ûmþ�ù�ö"
Î÷ªþrö"�¦û��Mù�ó�ô��

�cö�ú�ÿ�ó � ûmþrÿ���öpú�ÿSórÿ*ÿ��Tûmþ�ö�þ¢ù���û���þrö�ù���ü�ÿ*÷�� (GX) � ú¦÷ªþpÿ�ópÿ�þ���ýæöÃûmþB��÷�ö�ù�ö 
#÷�þrö���û��Mù�ó�ô
ù���	 � ú¦ÿSópÿÉù�ýmýÃöpú�ÿÉý�ÿzù �ªÿ�þ�ù�ópÿ#ù�ö

#÷�þrö
��û��Mù�órô�� �Tû���üSÿ�ö�ú�ÿ#óp÷G÷�ö�÷��

P
ûmþ�ù�ö

#÷ªþ�ö

��û���ù�órô��
ö�ú�ÿ õMù�öpú �|ór÷�
 öpú�ÿ�ór÷T÷�ö
÷���öpú�ÿâû���þ�ö�ù���ü�ÿ ÷��
(GX)

ö�÷¡ö�ú�ÿâóp÷G÷�ö
÷��
Pÿ���ÿ��²ö9�Mù�ýmý�ô ý�ÿzù�	�þÎö�÷�ù���÷�öpú�ÿSó#û���þ�ö�ù���ü�ÿå÷��%öpú�ÿ

(GX)
ó ��ýmÿ�� � ú�ù�ö~û�þ�� � ÿåúMù �ªÿ1ù

õ�óp÷G÷���ö�órÿSÿ+÷���ö�ú�ÿ��|÷ªý�ým÷ � û���ø
�|÷ªó�


�������

������� T ` u1 · · · T ` un

���	��
��
���
��
�� T ` u

c ∈ 〈u1, . . . , un〉
g

���
T ` u′ P1 · · · Pn

P

� ú�ÿSórÿ (C, D)
û�þ�ù��²ô û���þrö�ù���üSÿ�÷���ù1ó��¦ýmÿ

(C)
÷�ó

(D)
�Ãù���	 � ú�ÿ�ópÿ�ö�ú¦ÿ ��ÿ�ôGþ#ù�ópÿ

÷�
Îû�öpöpÿ�	 �|÷ªó�ö�ú�ÿ�þ�ù���ÿ
÷��Mü�ýtù�órû�ögô�����ô �Ãóp÷�õQ÷ªþrû�öpûm÷�� �Cöpú�ÿSórÿ
ù�órÿ[ù�ö 
#÷�þröB��û��Mù�órô%ö�ÿ�ó�
Îþ
v1, . . . , vk ∈ 〈u1, . . . , un〉

þ��¦ü�ú¡öpúMù�ö
u ∈ 〈v1, . . . , vk〉

ù���	¡ù�öp÷�
Îþ
(v1, . . . , vk) ⊆ù�ö�÷�
#þ

(u)
�&q�ÿ�ú�ÿ���üSÿC÷��¦ö�ù�û�� � � ú�ÿSórÿ � ÿcù�����ópÿD�Tûmù�ö�ÿ"�²ô

T ` U
ö�ú�ÿKþpÿ:ö�÷��;þrÿ�����ÿ��²öpþ

Z<b



{T ` z | z ∈ U} _

�������

�������
������� T ` U

T ` v1 · · ·
������� T ` U

T ` vn

���	��

�
���	��
�� T ` u

c ∈ 〈v1, . . . , vn〉
g

���
T ` u′ P1 · · · Pn

P

�=�>ö�ú�û�þ¥õ�ór÷T÷��Möpópÿ�ÿ � ÿ*ú¦ÿ���ü�ÿKú�ù1��ÿ
ö�úMù�ö vi ∈ 〈U〉
ûmþ¥ù�ö�
#÷�þrö �¦û��Mù�ó�ô
�|÷�ó�ÿ���ÿSó�ô

i
�Mq�ÿ

üzù�� ��÷ � ù�õ�õ�ýæô�ö�ú�ÿCû�� �ªÿ�ópþpÿCö�ó�ù���þ �|÷ªó 
Éù�ö�ûm÷��Î÷��F��ûmø���ópÿ�b�ù���	ÉüS÷�
J
��Tö�ÿ�ö�ú�ÿ
(GX)ó���ý�ÿ � ûæö�úäþ���ü�üSÿSÿ�	�û��¦ø (C)

ó���ý�ÿSþ��e�Tû���üSÿ�ù�ö�÷�
#þ
(vi) ⊆

ù�ö�÷�
Îþ
(u)

�|÷�ó
1 ≤ i ≤ k � ÿ

üzù��#ù�ý�þp÷%üS÷�
J
��Tö�ÿ
ö�ú¦ûmþ
(GX)

ó ��ýmÿ � ûæö�úÎþ���ü�üSÿ�ÿ�	�û���ø (D)
ó ��ýmÿ�þ��&q�ÿKú¦ÿ���ü�ÿC÷��Tö�ù�û�� _

����� �

����� � T ` U

���	��
�� T ` v1

���	��
��
���

T ` u′

1

����� � T ` U

���
��
�� T ` vn

���
��
��
���

T ` u′

n P1 · · · Pn

P

� ú�ÿSórÿ u′ ∈ 〈u′

1, . . . , u
′

n〉
� q�ÿ�
#ùFô ��÷ � ù�õ�õ�ýæô
ö�ú�ÿ>û���	���ü:ö�û�÷��ãú²ôGõQ÷�öpú�ÿSþrûmþ�öp÷Éö�ú�û�þ

õ�óp÷G÷��¥öpópÿ�ÿ>þpû���üSÿ�öpú�ÿ ����
 �Qÿ�ó�÷��Ãû���þrö�ù���üSÿ�þ�÷��
(GX) � û�öpú1ùJ�¦÷�� ù�ö 
Î÷ªþ�ö ��û��Mù�ó�ô

ópÿ�þ���ýæö�úMù�þ"	�ÿSü�ópÿSù�þpÿ�	 �²ô�÷���ÿ��
2

q�ÿcüzù�� ��÷ � 	�ÿ�) ��ÿcöpú�ÿ
(GCD)

õ¦óp÷G÷���ó��¦ýmÿ0_IE �~û���þrö�ù���ü�ÿ�÷���ö�ú¦ûmþ[ó ��ýmÿCûmþ[ù�õMù�ó�ö�ûmüs�
��ýtù�ó,�|÷ªó�
9÷��¥ù.��ò h��gõ¦óp÷G÷��-öpópÿ�ÿ��
� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�è � � 587mOsGI=?7

(GCD)
ADLM/>S�1?S�43S.L ��-0=3= � � ��H?NPOQL�L � 4pOQ7D7DS � 13435�7��
-BA�4;=a�

LM/e7'13/>S�4J-0/eAD7*L �
(GX)

� � 587�OQ7x-0=3= 13/>S�4J-0/eAD7DS*L �
(C)

-0OQ7*-<u�LMn07@43587
(GX)

OsGB=?7��
-0/P:'-0=3= 13/>S�4J-0/eAD7DS L �

(D)
-0OQ7mu�7�=?L �U43587

(GX)
OsGI=?7��

� z � ê�ñ|ë�ñ|í�ê�è � � 7�4 �{��LMOm-0/8� S�7�4
T
L ��4 7�Os+�S 13/ /eLMOs+.-0=0��LMOs+ �

S+2(T ) =
-04 LM+�S

(T ) ∪ {a1 − a2 | a1, a2 ∈
-04RLM+�S

(T ), a1 6= a2}
� z � ��}/è � � 7�4

P
u�7�- � � ��H?NPOQL�L �d4;OQ7D7 � 13465*=?7K-0n07DS

L
� C<7���S

K
� -0/P:9OQL�LM4

r
� �6�

L ∪ {r} ∈ S+2(T )
��LMO�S�LM+@7�S�7�4!L �d4R7�Os+�S

T
43587�/ 46587�OQ7�7��&1?S�43Sm-�NPOQL�L �d4;OQ7D7�G
S�13/B�

7��IA�=aG
S�13n07�=a�Y43587
(GCD)

OsGB=?7dS�G{AD5*435>-04 -0=3= /eL%:B7DS -0OQ7 13/
S+2(T )

�

� ì�í;í 
 � ��ô ��ÿ�
 
#ùkf�ö�ú¦ÿSópÿåûmþ�ù�þrû�
Îõ�ýmÿåù���	�ù���	
+
HK7K-��B7�Ok��ò h��¨õ�óp÷G÷��%ö�órÿSÿ

P ′
� q�ÿ���÷ � ù�õ�õ�ý�ô6ö�ú¦ÿ>ö�ó�ù���þ �|÷ªó 
Éù�ö�ûm÷��å÷��¢ö�ú¦ÿ�õ�óp÷G÷���÷�� ��ÿ�
 
Éù*"�( �F�Tû���üSÿ

P ′
û�þ

þpû�
#õ�ý�ÿ�öpú�ÿ*÷���ýæô�õ�÷ªþpþrû���ý�ÿ[þrÿ�����ÿ��¦üSÿK÷���ó���ý�ÿ*ù�õ�õ�ý�ûmüSù�ö�û�÷���þ �Qÿ:ö � ÿ�ÿ��#ö � ÷+üS÷��¦þpÿSü��¦ö�û �ªÿ
(GX)

ó���ý�ÿSþ
û�þ[þp÷�
#ÿcù�õ�õ�ý�ûmüzù�ö�ûm÷���þ¢÷��
(D)

���|÷ªýmý�÷ � ÿ�	 �_ô#þp÷�
#ÿcù�õ�õ�ý�ûmüzù�ö�ûm÷���þ�÷��
(C)

�
� ú�ÿ �=�|ór÷��²ö�û�ÿSó �
��ÿ�ö � ÿSÿ��âö � ÷
û���þ�ö�ù���ü�ÿSþ%÷��¢öpú�ÿ�ó���ý�ÿ (GCD)

û�þ%ù�ö�öpú�ÿ�ÿ���	1÷��¢ö�ú�ÿ

Z&f



(D)

(D)

(GX)

(C)

(C)

(C)

(C) (C)

(C)

(C)

(C)
...− −

−

−

− −

� ¼x¹FÇ²´OÀ � Ï × ¾x¾xÇ_¿g·g´�ºS·g¼�¸zÄÎ¸SÆ;·g»_À
·g»²¼x´OÈ�½=ºz¿OÀ
þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ6÷��

(D)
ó��¦ýmÿ#ù�õ�õ�ý�ûmüzù�ö�ûm÷���þ����Tû���üSÿ

u ∈ S+2(T )
�²ô�ú²ôGõ�÷�ö�ú�ÿ�þpû�þ�� � ÿ�ù�ý�þp÷

úMù �ªÿ>öpúMù�ö
vi ∈ S+2(T )

þrû���ü�ÿ �|÷ªó%ù�ý�ý
i � ÿ�úMù ��ÿ>ö�úMù�ö atoms(v) ⊆

ù�ö�÷�
Îþ
(u)
ù���	

vi

û�þ�ù�ö

Î÷ªþ�ö ��û��Mù�órô�� ECþ�ù
üS÷���þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ��¥ù��_ôåö�ÿSó 
 ÷��¦ö�ù�û���ÿ�	 �²ôâù�þpÿ�����ÿ���ü�ÿ~÷��
	�ÿSü�órôGõ¦öpûm÷���þ �|÷ªó 


vi

û�þ�ù�ýmþr÷�û��
S+2(T )

�
2

��� ��� � 7DA�1;:013/B� � /e7�HJS�4 7RN ��7K:0G{A�1;u%13=a134;�9u%�943587 � � � � � �!GB=?7

�=��öpú�ûmþ+þpÿ�ü�öpûm÷�� � ÿ � ûmý�ý ��þrÿÉù���ù�����órÿ��Gûtù�ö�ûm÷�� �|÷�ó%þpÿ�����ÿ���üSÿ�þ�÷���ÿ���ü�órôGõ¦ö�û�÷���þ�ù���	
� ópûæö�ÿ {m}x1···xn

�|÷ªó {· · · {m}x1
· · · }xn

�
q�ÿ�ù�órÿ ��÷ � �]ù�ü�ÿ�	 � û�ö�ú
ö�ú¦ÿ�õ¦óp÷���ý�ÿ�
9÷��¥ü�ú�ÿ�üI�_û���ø � ú�ÿ�öpú�ÿSó�� �|÷�ó�ù�ø�û��ªÿ��äþrÿ�ö

U
÷��

ù�ö�
Î÷ªþ�ö ��û��Mù�ó�ô1ö�ÿSó 
#þ�ù���	 ù�� ù�ö

#÷ªþ�ö �¦û��Mù�ó�ô ö�ÿSó 

r
öpú�ÿSórÿ~ûmþ�ù�� û���þrö�ù���ü�ÿÉ÷��

ó���ý�ÿ
(GCD) � ûæö�ú6ýmÿSù1��ÿSþCù���	 ��ÿ:ôTþcüS÷��²ö�ù�û���ÿ�	äû��

U
ù���	åór÷T÷�ö

r
� � ú�ÿ�ópÿ�ù�ópÿ%ö�ú¦ópÿSÿ

õQ÷�þpþpû���ýmÿ%üSù�þpÿ�þKöp÷�üS÷���þrû�	�ÿ�ó%_
c "�g

r
ûmþ ��÷�ö
ú�ÿzù�	¦ÿ�	 � û�ö�ú +

�*ù���	 ö�ú�ÿ�ópÿ ûmþ
ù þpÿ�����ÿ���ü�ÿ�÷���ö�÷�õI�=��û��Mù�ó�ô/öpÿSó�
Îþ
({ai}vi

− {bi}vi
)i=1,...,N

þ���ü�ú ö�úMù�ö �|÷ªó�ÿ���ÿSórô
i
÷���ÿ�÷�� {ai}vi

− {bi}vi

ù���	
{bi}vi

− {ai}vi

û�þ�û��
U

��ù öpÿSó 

aN+1 ∈ U

��÷�ö
ú�ÿzù�	¦ÿ�	 � û�ö�ú +
��ù���	"ù

þpÿ�����ÿ���üSÿ
(hi)i=0,...,N+1

÷�� � ÷ªó�	�þ#û�� U∗
þ���ü�ú(öpúMù�ö {r}h0

= {a1}v1h1

ù���	
{bi}vihi

= {ai+1}vi+1hi+1

�|÷ªó
i = 1, . . . , N

�
cpV&g

r
û�þ�ùäö�÷�õI�=��û��Mù�ó�ôâöpÿSó 


r1 − r2

��ù���	 öpú�ÿSórÿ�ù�ópÿ#ö � ÷1û���þrö�ù���üSÿ�þ�÷��*ö�ú¦ÿ~ó���ý�ÿ
(GCD)

ù�þ#û�� ö�ú�ÿx)Mórþrö#üzù�þrÿ � ûæö�ú¡óp÷G÷�ö�þ r1

�ÃórÿSþrõ �
r2

�¢ù���	 � û�öpú¡öpú�ÿ6þ�ù�
Îÿ
þpÿ�����ÿ���üSÿ�÷��B��ÿ�ôGþ

hi

�
c;Z<g

r
ûmþ¢ù�ö�÷�õI�=��û��Mù�ó�ô�öpÿSó�


r1−r2

�²ù���	Îöpú�ÿSórÿ�ûmþ¢ù%þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿc÷��Iö�÷�õI�=��û��Mù�ó�ô�ö�ÿ�ó�
Îþ
({ai}vi

− {bi}vi
)i=1,...,N

þ���ü�ú ö�úMù�ö �|÷ªó�ÿ���ÿSórô
i
÷���ÿ�÷�� {ai}vi

− {bi}vi

ù���	
{bi}vi

− {ai}vi

û�þ>û��
U

�Ãù���	¡ùãþpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ
(hi)i=0,...,N

÷�� � ÷ªó�	¦þ�û�� U∗
þ���ü�ú

ö�úMù�ö {r1}h0
= {a1}v1h1

� {bi}vihi
= {ai+1}vi+1hi+1

�|÷ªó
i = 1, . . . , N − 1

�Iù���	
{bN}vNhN

= {r2}h0

�
�=� öpú�ÿ �|÷ªýmý�÷ � û���ø � ÿ � ûmýmý�÷���ýæô üS÷���þpû�	�ÿSó�ö�ú¦ÿ6ýmù�þrö�üSù�þpÿ�� � ú�ûmü�ú ûmþ�û�ýmý��¦þrö�ópù�ö�ÿ�	 �²ô
��ûmø���ópÿ@����þrû���ü�ÿ~ö�ú�ÿ')Mórþrö>ö � ÷ üzù�þrÿSþ�üzù�� �Qÿ�ü�ú�ÿ�üI��ÿ�	 û�� ù �ªÿSó�ô þpû�
#û�ýtù�ó � ùzô����=�
ö�ú�û�þ )Mø���ópÿcöpú�ÿ�þrÿ�����ÿ��¦üSÿ+÷���ÿ��¦üSórôGõ¦öpûm÷�� ��ÿ�ôGþ�ûmþ$��÷�ö�	�ûmþrõ�ýtùzôªÿ�	 �Iq�ÿcú�ù1��ÿ+ù ��û��Mù�órô
ö�ÿ�ó�
 ù�þCöpú�ÿ>üS÷���üSý���þpû�÷��å÷��Ãöpú�ÿ�ó ��ýmÿ

(GX)
��öp÷ � ú�ûmü�úãùÉþpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿÎ÷��'	�ÿSü�órôGõ¦ö�û�÷���þ

Z<(



(D)
ûmþ�ù�õ�õ�ý�ûmÿ�	 �ªù���	Éù+þpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿc÷�� ��û���ù�órô>öpÿSó 
#þ¢ù�þ¢ú²ôGõQ÷�ö�ú�ÿ�þpÿSþ�÷�� öpú�ÿ�ó���ý�ÿ

(GX)ÿzù�ü�ú1÷�� � ú�ûmü�úåûmþK÷��¦ö�ù�û���ÿ�	 �²ôãùÎþpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ�÷��¢ÿ���ü�órôGõ¦öpûm÷���þ
(C)

�P�=�åöpú�ûmþKþpÿ�� �¦ÿ���ü�ÿ
÷���ö�ÿ�ó�
Îþ���öpú�ÿ
ù�ö�÷�
#þ�ù�ópÿ�üzù���üSÿ�ýmÿ�	¡÷��Tö�û�� õMù�û�ópþ`c|û���	¦ûmüzù�ö�ÿ�	 �²ô öpú�ÿ
ù�órüSþ�û�� öpú�ÿ
)Mø���órÿ�g �¥ýmÿSù1�Gû���ø1÷���ýæô�ö�ú¦ÿ �ªÿSó�ô�)Mópþ�öÎù���	 ö�ú¦ÿ ��ÿSó�ô ýtù�þ�ö�÷���ÿ~öp÷ �|÷�ó�
 ö�ú�ÿ
ópÿ�þ���ýæö
÷��

(GX)
�

� ú�ÿ¢û�	�ÿSù*ûmþ;ö�÷�órÿ�	���ü�ÿ�öpú�ÿ¢õ�óp÷���ýmÿ�
@ö�÷�órÿzù�ü�úMù���ûmý�û�ögô�û��+ùKõ¦ópÿ�)I�+ópÿ � ópû�öpÿ¢þrôGþröpÿ�
  [Z<(M$;�
��ÿ�ö$��þr)�ópþrö�ÿ��Tõ�ýmù�û���ö�ú¦ÿCü�÷���þröpó���ü:ö�û�÷��Éù�ö[úMù���	É÷��;ù�þrõQÿ�üSûmù�ýMüzù�þrÿ��
q�ÿ"�Gûmÿ � ù+öpÿSó 

{a}xyz

� � ú�ÿ�ópÿ a
ûmþ"��÷�öcú�ÿSù�	�ÿ�	 � û�öpú +

ù���	 �¦÷�öK÷���öpú�ÿ �|÷�ó�
 {m}k ��ù�þ*öpú�ÿ�öpÿSó 

axyz

� � úMù�ö>ûmþ���ö�ú¦ÿ~þröpópû��¦øãópÿ�õ�ópÿ�þpÿ��²ö�ù�ö�û�÷�� üS÷���þpû�þrö�þ�÷��KùåüS÷��¦þrö�ù��_ö�	�ÿ���÷�ö�û��¦øåö�ú�ÿ

#ÿ�þpþpù�øªÿ��4�|÷ªý�ým÷ � ÿ�	 �²ô�ö�ú�ÿ�þpÿ�����ÿ���üSÿ*÷�� ��ÿ:ôTþ �|ór÷�
�ö�ú�ÿ�û����¦ÿSó�
Î÷ªþ�ö-öp÷Cö�ú¦ÿ[÷��¦öpÿSó 
#÷ªþ�ö
ÿ���ü�órôGõ¦öpûm÷�� �eEcý�öpÿSó �Mù�ö�û �ªÿ�ý�ô��Iö�ú¦ûmþ�üSù�� �Qÿ�þrÿSÿ��âù�þ+ù~ü�÷��>)Mø���ó�ù�öpûm÷��1÷��[ù~õ���þpú�	¦÷ � �
õ�óp÷GüSÿ�þpþ � ûæö�ú�þrö�ù�ö�ÿ a ù���	�þrö�ù�üI�

xyz
� � ú�ÿ�ópÿ%öpú�ÿ�û�����ÿSó 
#÷ªþ�ö
ÿ���üSó�ôTõTö�ûm÷�� ��ÿ�ôÉûmþ
÷��

ö�÷ªõ
÷���ö�ú¦ÿ�þ�ö�ù�üI� �
� � � ÿ ûmø���÷ªópÿ �|÷ªóÉöpú�ÿ 
Î÷�
#ÿ��²ö�õQ÷�þpþpû���ýmÿäû���þ�ö�ù��¦üSÿSþ�÷���öpú�ÿ1ó��¦ýmÿ

(D)
�
ù���	�û � � ÿ

ù�þpþ ��
Îÿ �|÷ªó
öpú�ÿ 
#÷�
Îÿ��²ö*öpúMù�öKù�ý�ý ö�ÿ�ó�
ÎþKû�� ��ÿ�ô
õ�÷ªþpûæö�û�÷���þ*÷��-ö�ÿSó 
#þ�û��
U
ù�ópÿ�ù�ýmþr÷

üS÷��²ö�ù�û���ÿ�	#û��
U
ö�ú�ÿ�� � ÿCüSù�� � ��þrö�üS÷���þröpó���ü:ö�öpú�ÿ�õ�ópÿ�)>�Îópÿ � ópû�öpÿ�þrôGþröpÿ�
 � ú�ûmü�ú ���|÷ªó

ù��²ô �¦û��Mù�ó�ô
ö�ÿSó 
 {a}v − {b}w ∈ L
� órÿ � ópûæö�ÿ�þ%ù��²ôäöpÿSó 
 avx

û��²ö�÷
bwx

�;ù���	 �GûmüSÿ
�ªÿ�ópþ�ùI_

{av → bw | {a}v − {b}w ∈ U
÷ªó {b}w − {a}v ∈ U}� � � ÿ � û�þpúäöp÷#ü�ú¦ÿSüI� �|÷ªóKù��äû���þrö�ù���ü�ÿ�÷��-ö�ú�ÿ�ó��¦ýmÿ

(GCD) � û�ö�úäóp÷G÷�ö {a}v − {b}wö�ú�ÿ�� � ÿ � �¦þrö�úMù �ªÿ�ö�÷
ö�ÿ�þrö � ú�ÿ�öpú�ÿSó�ö�ú�ÿ�þ�ö�ópû���ø av
ópÿ � ópûæö�ÿSþ%öp÷6öpú�ÿ�þrö�órû���ø bw

û��
ö�ú�û�þ*õ�ópÿ�)>�6ópÿ � ópûæö�ÿ%þrôGþ�ö�ÿ�
 �
��
 }
��~ w6z � � LM/>S�1;:B7�O

U = {a− {b}12, {b}1 − {c}3, 1, 2, 3, 4}
� -0/P:

r = {a}4 −
{c}324

� 13/�435B1?S�� -MS�13/�43587r��LM=3=?L � 13/B�*7��
-0+�NP=?7�� � 7 G
S�7m/8GB+.u�7�ODSr��LMOdC<7���S�� � � 587�OQ7
1?S�- � � � � ��NPOQL�L ��4;OQ7D7 � 13465`=?7K-0n07DS -0/P:.C<7���Sm-0/P:

L
-0/P:9OQL�LM4

r
�

(GX)

(C4)
T ` a− {b}12

T ` {a}4 − {b}124
(C4)

(C2)
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