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Nous étudions le problème de trois fermions dans le même état de spin et de masse M interagissant
avec une particule discernable de masse m dans la limite unitaire où l’interaction est de portée nulle
et de longueur de diffusion infinie dans l’onde s. Nous prédisons un intervalle de rapport de masse
13,384 < M/m < 13,607 sur lequel existe un effet Efimov purement à quatre corps, faisant apparaître
des tétramères faiblement liés sans trimères d’Efimov.

Un système de particules en interaction est dit à la li-
mite unitaire lorsque les interactions ont lieu dans l’onde
s, avec une portée nulle et une longueur de diffusion in-
finie [1]. Ceci exclut tout état lié à deux corps. En re-
vanche, dans le problème à trois corps, l’effet Efimov peut
se produire [2], conduisant à l’apparition d’un nombre
infini d’états trimères liés, avec un point d’accumula-
tion d’énergie nulle dans le spectre. Cet effet apparaît
dans une variété de systèmes. Historiquement, pour trois
bosons, comme l’ont vérifié récemment plusieurs expé-
riences remarquables sur des atomes froids au voisinage
d’une résonance de Feshbach [3]. Mais aussi dans le pro-
blème à 2+1 fermions, dans lequel deux fermions dans le
même état de spin et de masse M interagissent avec une
particule de masse m d’une autre espèce, pour un rap-
port de masse α = M/m supérieur à αc(2; 1) ≃ 13,607
[2].

Le problème à quatre corps avec une grande longueur
de diffusion a récemment suscité beaucoup d’intérêt [4].
Dans ce régime résonnant, l’effet Efimov pour quatre bo-
sons est interdit par la présence de trimères d’Efimov
[5]. Une échappatoire proposée dans [5] et explorée plus
avant dans [6, 7] consiste à quitter la limite unitaire et à
considérer un régime résonnant à trois corps. Dans cette
Lettre, nous nous en tenons à la limite unitaire et nous
montrons que le problème à 3+1 fermions, contrairement
au problème à 3+1 bosons [7], présente un effet Efimov à
quatre corps, dans un intervalle de rapport de masse sur
lequel les trimères d’Efimov sont absents. Ceci est obtenu
par résolution explicite de l’équation de Schrödinger dans
le modèle d’une interaction de portée nulle [2] en tirant
parti de l’invariance d’échelle du modèle [8].

Dans le modèle de portée nulle, l’hamiltonien se réduit
à sa forme sans interaction, ici dans l’espace libre

H =

4∑
i=1

− ℏ2

2mi
∆ri , (1)

avec m1 = m2 = m3 = M et m4 = m. Les interactions
sont en effet remplacées par des conditions de contact sur
la fonction d’onde ψ(r1, r2, r3, r4), où ri, i = 1, 2, 3 est la
position d’un fermion et r4 est la position de la particule
de l’autre espèce : à la limite unitaire, pour i = 1, 2, 3, il

existe des fonctions Ai telles que

ψ(r1, r2, r3, r4) =
Ai(Ri4; (rk)k ̸=i,4)

|ri − r4|
+O(|ri − r4|) (2)

lorsque ri tend vers r4 à position fixée du centre de masse
i-4, Ri4 ≡ (Mri+mr4)/(m+M), différente des positions
des particules restantes rk, k ̸= i, 4. La fonction d’onde
est également soumise à la symétrie d’échange fermio-
nique sur les trois premières variables ri, i = 1, 2, 3.

Dans ce qui suit, nous supposons qu’il n’y a pas d’ef-
fet Efimov à trois corps, condition satisfaite en impo-
sant M/m < αc(2; 1) ≃ 13,607. Le problème aux va-
leurs propres Hψ = Eψ avec les conditions de contact
de l’équation (2) est alors séparable en coordonnées
hypersphériques [8]. Après avoir séparé le centre de
masse C du système, on introduit l’hyperrayon R =[∑4

i=1mi(ri −C)2/m̄
]1/2

, avec m̄ = (3M + m)/4 la
masse moyenne, et un ensemble de 8 hyperangles Ω dont
l’expression n’est pas requise. Pour un centre de masse
au repos, la fonction d’onde peut être prise sous la forme

ψ(r1, r2, r3, r4) = R−7/2F (R)f(Ω). (3)

La partie hyperangulaire f(Ω) est donnée par la solu-
tion d’un problème aux valeurs propres du laplacien sur
la sphère unité de dimension huit, rendu non trivial par
les conditions de contact. En revanche, la partie hyperra-
diale F n’est pas directement affectée par les conditions
de contact, en raison notamment de leur invariance par
changement d’échelle ri → λri, 1 et obéit à l’équation de
Schrödinger effective à 2D

EF (R) = − ℏ2

2m̄

(
∂2R +

1

R
∂R

)
F (R) +

ℏ2s2

2m̄R2
F (R). (4)

La quantité s2 résulte d’un problème aux valeurs propres
hyperangulaire. Elle appartient à un ensemble discret in-
fini et est réelle puisqu’il n’y a pas d’effet Efimov sur la

1. Un autre point est que R varie au second ordre en |ri − r4|
lorsque ri tend vers r4 à Ri4 fixé, voir la note [38] de la référence
[8].
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sphère unité (R ̸= 0), c’est-à-dire ici pas d’effet Efimov à
trois corps.

Mathématiquement, l’équation (4) admet à énergie E
quelconque deux solutions linéairement indépendantes,
se comportant comme R±s pour R → 0. Si s2 > 0, on
impose F (R) ∼ Rs, avec s > 0, ce qui est correct sauf
pour les résonances à quatre corps accidentelles (voir [9]
et la note [43] dans [8]) récemment découvertes numéri-
quement [10]. L’équation (4) n’admet alors aucun état lié.
Au contraire, si s2 < 0, auquel cas nous posons s = iS,
S > 0, F subit une attraction effective à quatre corps,
avec une chute sur le centre conduisant à un spectre
continu non physique d’états liés [11]. Pour rendre le
modèle auto-adjoint, on impose alors une condition de
contact supplémentaire [11], comme dans le cas habituel
de l’effet Efimov à trois corps [12] :

F (R) ∼
R→0

Im

[(
R

Rf

)iS
]
, (5)

où le paramètre à quatre corps Rf dépend des dé-
tails microscopiques de la véritable interaction de portée
non nulle.2. Avec la condition supplémentaire de l’équa-
tion (5), on obtient alors à partir de l’équation (4) un
spectre d’Efimov de tétramères :

En = − 2ℏ2

m̄R2
f

e
2
S arg Γ(1+iS)e−2πn/S , ∀n ∈ Z. (6)

Tout revient donc à déterminer la valeur des exposants
s. En particulier, au rapport de masse critique αc(3; 1),
l’un des exposants est nul, les autres restant strictement
positifs. Pour ce faire, nous calculons la fonction d’onde
à quatre corps à énergie nulle sans condition aux li-
mites particulière sur F (R). Alors, compte tenu de l’équa-
tion (4) avec E = 0, il apparaît que F (R) ∝ R±s. Le
calcul est effectué dans l’espace des impulsions, avec l’an-
satz sur la transformée de Fourier de la fonction d’onde
à quatre corps :

ψ̃(k1,k2,k3,k4) =
δ(
∑4

i=1 ki)∑4
i=1

ℏ2k2
i

2mi

× [D(k2,k3) +D(k3,k1) +D(k1,k2)] , (7)

où la symétrie fermionique impose D(k2,k1) =
−D(k1,k2), et le dénominateur provient de l’action de
H dans l’équation (1) écrite dans l’espace des impul-
sions. Lorsque H agit sur l’une des trois singularités
1/|r4 − ri| dans l’équation (2), il produit au second
membre de l’équation de Schrödinger une distribution
de Dirac δ(r4 − ri) multipliée par une fonction des trois
positions fermioniques invariante par translation et qui,
après transformation de Fourier, donne l’un des termes D

2. Sur une résonance étroite, Rf devrait être proportionnel à la
portée effective comme pour l’effet Efimov à trois corps [13].

entre crochets dans l’équation (7). En prenant la trans-
formée de Fourier de l’équation (3) avec F (R) ∝ R±s, et
en utilisant un argument de comptage de puissances, on
trouve la loi d’échelle

D(λk1, λk2) = λ−(±s+7/2)D(k1,k2). (8)

La prise en compte dans l’espace des impulsions des
conditions de contact, c’est-à-dire du fait que O(|ri−r4|)
s’annule pour ri = r4 dans l’équation (2), conduit à une
équation intégrale [14] :

0 =

[
1 + 2α

(1 + α)2
(k21 + k22) +

2α

(1 + α)2
k1 · k2

]1/2
D(k1,k2)

+

∫
d3k3
2π2

D(k1,k3) +D(k3,k2)

k21 + k22 + k23 +
2α
1+α (k1 · k2 + k1 · k3 + k2 · k3)

,

(9)

où nous rappelons que α = M/m. L’équation (9) peut
également être obtenue comme la limite de portée nulle
de modèles de portée non nulle [15].

Utilisons maintenant l’invariance par rotation pour
fixer la valeur l ∈ N du moment cinétique total de l’état
à quatre corps et pour se restreindre à un moment ci-
nétique nul le long de l’axe de quantification Oz. Alors,
d’après l’équation (7), la fonction effective à deux corps
D(k1,k2) a le même moment cinétique l. Ceci permet
d’exprimer D en termes de 2l+1 fonctions inconnues f (l)ml

de trois variables réelles seulement, les modules k1 et k2
et l’angle θ ∈ [0, π] entre k1 et k2, la symétrie fermionique
imposant f (l)ml(k2, k1, θ) = (−1)l+1f

(l)
−ml

(k1, k2, θ) [15] :

D(k1,k2) =

l∑
ml=−l

[Y ml

l (γ, δ)]
∗
eimlθ/2f (l)ml

(k1, k2, θ).

(10)
Ici Y ml

l (γ, δ) sont les harmoniques sphériques habituelles,
γ et δ sont les angles polaire et azimutal du vecteur
unitaire ez selon Oz dans la base orthonormée directe
(e1, e2⊥, e12), avec e1 = k1/k1, e2 = k2/k2, e2⊥ =
(e2 − e1 cos θ)/ sin θ et e12 = e1 ∧ e2/ sin θ.3 L’action de
la parité ki → −ki sur cet ansatz général est de multi-
plier chaque terme d’indice ml dans l’équation (10) par
un facteur (−1)ml , ce qui permet de découpler les termes
de ml pair (parité paire) des termes de ml impair (parité
impaire). Un exemple pertinent, comme nous le verrons
par la suite, est la voie l = 1 de parité paire, où l’ansatz
se réduit à un seul terme, qui est évidemment la compo-
sante selon Oz d’un spineur vectoriel :

D(k1,k2) ∝ ez ·
k1 ∧ k2

||k1 ∧ k2||
f
(1)
0 (k1, k2, θ). (11)

3. On a donc cos γ = ez · e12, sin γ cos δ = ez · e1, sin γ sin δ =
ez · e2⊥, avec γ ∈ [0, π] et δ ∈ [0, 2π].
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La dernière étape consiste à utiliser l’invariance
d’échelle de D, voir l’équation (8), en posant

f (l)ml
(k1, k2, θ) = (k21 + k22)

−(s+7/2)/2(coshx)3/2Φ(l)
ml

(x, u)
(12)

où u = cos θ. Le changement de variable logarithmique
x = ln(k2/k1) est motivé par la physique d’Efimov, et
le facteur contenant un cosinus hyperbolique assure que
l’équation intégrale finale mette en jeu un opérateur her-
mitien. La symétrie fermionique impose

Φ(l)
ml

(−x, u) = (−1)l+1Φ
(l)
−ml

(x, u) (13)

ce qui permet de restreindre les fonctions inconnues Φ
(l)
ml

à x ≥ 0. En se limitant à s = iS, S ≥ 0, on obtient
finalement

0 =

[
1 + 2α

(1 + α)2
+

αu

(1 + α)2 coshx

]1/2
Φ(l)

ml
(x, u)

+

∫
R+

dx′
∫ 1

−1

du′
l∑

m′
l=−l

K(l)
ml,m′

l
(x, u;x′, u′)Φ

(l)
m′

l
(x′, u′).

(14)

Le noyau symétrisé K(l)
ml,m′

l
(x, u;x′, u′) =∑

ϵ,ϵ′=±1(ϵϵ
′)l+1K

(l)
ϵml,ϵ′m′

l
(ϵx, u; ϵ′x′, u′) est exprimé

en termes du noyau non symétrisé suivant :

K
(l)
ml,m′

l
(x, u;x′, u′) =

[
(1 + λ2)/(1 + λ′2)

]iS/2
(λλ′)3/2

[(1 + λ2)(1 + λ′2)]1/4

×
∫ 2π

0

dϕ

2π2

e−imlθ/2 ⟨l,ml|eiϕLx/ℏ|l,m′
l⟩ eim

′
lθ

′/2

1 + λ2 + λ′2 + 2α
1+α [λu+ λ′u′ + λλ′D]

.

(15)

Ici, la notation D au dénominateur représente D =
uu′ + cosϕ

√
1− u2

√
1− u′2, λ = ex, λ′ = ex

′
, Lx est

l’opérateur moment cinétique selon Ox, |l,ml⟩ est de spin
l et de moment cinétique mlℏ selon Oz, et ϕ est l’angle
azimutal du vecteur k3 de l’équation (9) dans les coor-
données sphériques liées à la base (e2⊥, e12, e1).4

Cherchons d’abord le rapport de masse critique
αc(3; 1) du problème à 3 + 1 fermions, qui est la va-
leur minimale de α pour laquelle l’équation intégrale (14)
est satisfaite avec S = 0. En réécrivant l’équation (14)
comme 0 = Ms[Φ], où Ms est un opérateur hermitien,
nous avons calculé numériquement la valeur propre mi-
nimale de Ms=0 en fonction du rapport de masse α, dans
chaque sous-espace de parité et de moment cinétique l

4. Les éléments de matrice ⟨l,ml|eiϕLx/ℏ|l,m′
l⟩ sont calculés en

injectant une relation de fermeture dans la base propre de Lx.
On est alors confronté aux intégrales Jn =

∫ 2π
0 dϕ einϕ

b0+b1 cosϕ
=

2πz
|n|
0 /

√
b20 − b21 avec z0 = −(b0/b1) +

√
(b0/b1)2 − 1.
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Figure 1. Valeur propre minimale de l’opérateur hermitien
Ms=0 dans chaque secteur de parité et de moment cinétique l
fixés, 0 ≤ l ≤ 6, en fonction du rapport de masse α = M/m.
Seule la courbe du secteur pair de l = 1 croise zéro pour
α < 13,607, ce qui montre l’apparition d’un effet Efimov à
quatre corps dans ce secteur. Les autres courbes restent toutes
strictement positives. Elles se superposent presque et sont à
peine discernables à l’échelle de la figure. La ligne pointillée
est la prédiction analytique Λ(k = 0, α) sur le bord inférieur
du continuum dans le spectre de Ms=0. La vignette est un
agrandissement. Dans les calculs numériques, x et u ont été
discrétisés avec un pas dx = du = 1/10, et x a été tronqué à
xmax = 20.

fixés, 0 ≤ l ≤ 6. Comme le montre la figure 1, cette valeur
propre s’annule pour α < 13,607 uniquement pour une
parité paire et un moment cinétique l = 1. Nous avons
également exploré l = 7, 8, 9, 10 sans changer la conclu-
sion. Nous constatons donc que l’effet Efimov à quatre
corps ne se produit que dans le secteur pair de l = 1,
au-dessus d’un rapport de masse critique5

αc(3; 1) ≃ 13,384, (16)

assez proche de la valeur critique pour 2 + 1 fermions,
αc(2; 1) ≃ 13,607.

Pour mieux comprendre ce résultat, nous avons étu-
dié analytiquement une caractéristique importante du
spectre de Ms=0, le bord inférieur de son continuum.
Lorsque x, x′ → +∞, ce qui correspond à k2 ≫ k1 dans
la fonction D(k1,k2), les noyaux symétrisé et non symé-
trisé se réduisent à la forme asymptotique

K(l)
ml,m′

l
(x, u;x′, u′) ∼ eiS(x−x′)e−imlθ/2eim

′
lθ

′/2

×
∫ 2π

0

dϕ

4π2

⟨l,ml|eiϕLx/ℏ|l,m′
l⟩

cosh(x− x′) + α
1+αD

. (17)

Puisque D est indépendant de x et x′, ceci est inva-
riant par translation sur la coordonnée x et conduit à

5. Pour gagner en précision, nous avons utilisé (x, θ) comme va-
riables (en augmentant xmax jusqu’à 40, en réduisant dx = dθ/π

jusqu’à 1/40), et
√
sin θΦ

(l)
ml

(x, cos θ) comme fonction inconnue
pour préserver l’hermiticité.
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un spectre continu de fonctions propres ayant asympto-
tiquement la forme d’ondes planes. Dans le secteur de
parité paire et de moment cinétique l = 1, nous avons
trouvé que Φ

(1)
0 (x, u) ∼ eikx

√
1− u2 conduit à une fonc-

tion propre dans le spectre continu de MiS avec la valeur
propre réelle Λ(k − S, α) où6

Λ(k, α) = cos 2β +
(1− ik) sin[2β(1 + ik)]− c.c.
2(1 + k2) sin2 2β sin(ikπ/2)

. (18)

Dans l’équation (18), nous avons posé par commodité
sin 2β = α/(1 + α) avec β ∈ [0, π/4]. Pour k réel, cette
fonction Λ(k, α) a un minimum global en k = 0. Nous
nous attendons à ce que Λ(k = 0, α) soit le bord infé-
rieur du spectre continu de Ms=0. Comme Λ(0, α) s’an-
nule exactement au rapport de masse critique à trois
corps αc(2; 1) ≃ 13,607, notre analyse asymptotique re-
vient à retrouver le problème à trois corps comme une
limite k2/k1 → +∞ du problème à quatre corps.7

Nous avons comparé cette prédiction aux résultats
numériques, en représentant sur la figure 1 la fonction
α 7→ Λ(k = 0, α) en pointillé. À l’exception du secteur
pair de l = 1, les valeurs propres numériques minimales
sont proches de Λ(k = 0, α) ; le fait qu’elles soient lé-
gèrement supérieures est l’effet d’une troncature xmax

finie, qui se réduit lorsque xmax augmente (non repré-
senté ici). Ceci implique que les fonctions propres as-
sociées à ces valeurs propres sont étendues, c’est-à-dire
qu’elles ne sont pas de carré sommable. Les résultats
numériques sont en accord avec cette analyse. Dans le
secteur pair de l = 1, la valeur propre minimale numé-
rique est clairement strictement inférieure à Λ(0, α), pour
toutes les valeurs de α sur la figure 1. Ceci indique que
le vecteur propre correspondant doit être un état lié de
Ms=0, avec une fonction propre Φ

(1)
0 (x, u) de carré som-

mable. Les calculs numériques le confirment : ils montrent
qu’à grand x, Φ

(1)
0 (x, u) ∝

√
1− u2e−κx. Le raisonne-

ment analytique prédit même la relation entre la valeur
propre minimale Λmin de Ms=0 et le taux de décroissance
κ : l’onde plane eikx se prolonge analytiquement en une
exponentielle décroissante si l’on pose k = iκ, de sorte
que Λmin = Λ(iκ, α) (cela vaut aussi pour S > 0). Nu-
mériquement, nous avons testé avec succès cette relation
pour différentes valeurs de α, et nous avons également
trouvé que Ms=0 n’a pas d’autre état lié dans le secteur
pair de l = 1.

Enfin, nous avons complété notre étude de l’effet Efi-
mov à quatre corps en calculant, en fonction du rapport
de masse α, l’exposant s = iS dans le secteur pair de
l = 1, la quantité réelle S étant telle que l’opérateur
MiS a une valeur propre nulle. Le résultat est représenté

6. Ceci s’obtient plus rapidement en prenant la limite k2 →
∞ dans l’équation (9) avec l’ansatz D(k1,k2) ∼ e1 ∧
e2k

−7/2
2 (k2/k1)ik+3/2.
7. Notre fonction Λ(k, α) peut en effet être reliée à la fonction

λ(ν = ik − 1) de D. Petrov, Phys. Rev. A 67, 010703 (2003).

13,4 13,44 13,48 13,52 13,56 13,6
α=M/m

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

|s
|

Figure 2. Dans la voie efimovienne l = 1 de parité paire, mo-
dule de l’exposant d’Efimov imaginaire pur s = iS en fonction
du rapport de masse α = M/m. Dans le numérique, xmax est
compris entre 40 et 120, dx = 1/10, dθ = π/20. La courbe
tiretée résulte d’un ajustement linéaire de |s|2 en α au voisi-
nage de la valeur critique αc(3; 1), |s|2fit ≃ 2,23× (α−αc). La
ligne verticale pointillée indique la valeur critique pour 2 + 1
fermions, αc(2; 1).

sur la figure 2. Près du rapport de masse critique pour
2 + 1 fermions, αc(2; 1) ≃ 13,607, les valeurs de |s| sont
de l’ordre de l’unité, ce qui conduit à un effet expérimen-
tal important [3]. Près du rapport de masse critique pour
3+1 fermions αc(3; 1), |s| varie comme (α−αc)

1/2 (voir la
courbe tiretée).8 De faibles valeurs de |s| conduisent à des
énergies de tétramères d’Efimov extrêmement faibles :
pour une interaction de portée b non nulle, en prenant
Rf ≈ b et n = 1 dans l’équation (6), nous estimons l’éner-
gie du tétramère d’Efimov fondamental pour |s| ≪ 1 à
EEfim

min ≈ −e−2π/|s|ℏ2/(2m̄b2).9 Pour |s| = 0,5, en pre-
nant la masse de 3He pour m et quelques nm pour b,
on obtient EEfim

min /kB dans la gamme des nK, accessible
aux atomes froids. Par ailleurs, pour une longueur de dif-
fusion a grande mais finie, les tétramères d’Efimov suc-
cessifs apparaissent pour des valeurs de a en progression
géométrique de raison eπ/|s|, de sorte que des valeurs trop
faibles de |s| nécessitent des valeurs de a plus grandes que
de raison. Un autre problème expérimental est l’étroitesse
de l’intervalle de masse sur lequel se produit l’effet Efimov
à quatre corps. Plusieurs paires d’espèces atomiques ont
un rapport de masse dans l’intervalle requis, par exemple
3He∗ et 41Ca (α ≃ 13,58), et avec des espèces exotiques,
11B et 149Sm (α ≃ 13,53), 7Li et 95Mo (α ≃ 13,53).
Une solution apportant plus de flexibilité consiste à par-
tir d’espèces atomiques habituelles ayant un rapport de
masse légèrement en dehors de l’intervalle, comme 3He∗
et 40K (α ≃ 13,25), et à utiliser un réseau optique peu
profond pour régler finement la masse effective de l’une
des deux espèces [16].

8. La valeur propre minimale de MiS s’écarte de zéro linéaire-
ment en α− αc(3; 1) et quadratiquement en S.

9. Imposer F (R = b) = 0 redonne cette estimation. En coupant
s2/R2 à s2/b2 pour R < b, comme dans Landau et Lifschitz, Mé-
canique quantique, on obtient plutôt EEfim

min ≈ −e−π/|s|2ℏ2/(m̄b2).
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En conclusion, dans le modèle de portée nulle à la li-
mite unitaire, nous avons étudié l’interaction de trois fer-
mions dans le même état de spin et de masse M avec une
particule distincte de masse m. Pour M/m < 13,384,
nous ne trouvons aucun effet Efimov. Sur l’intervalle
13,384 < M/m < 13,607, un effet Efimov à quatre
corps se produit, dans le secteur de parité paire et de
moment cinétique l = 1, et pourrait être observé avec
des atomes froids dans une expérience conçue à cette fin.

Pour M/m > 13,607, l’effet Efimov à trois corps est pré-
sent, et le modèle de portée nulle doit être complété par
des conditions de contact à trois corps qui en brisent la
séparabilité. La question de savoir si les tétramères d’Efi-
mov subsistent alors sous la forme de résonances, se dés-
intégrant en un trimère et un atome libre, est laissée pour
plus tard. Nous remercions chaleureusement F. Werner
pour des discussions.
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