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HOW TO GENERATE AN OBJECT UNDER AN ORDINARY
BOLTZMANN DISTRIBUTION VIA AN EXPONENTIAL
BOLTZMANN SAMPLER.

O. BODINIf

ABSTRACT. This short note presents an efficient way to derive from an expo-
nential Boltzmann sampler a ordinary Boltzmann sampler.

Cette note rapide présente une fagon efficace de passer d’un générateur de
Botzmann exponentiel & un générateur de Boltzmann ordinaire.

INTRODUCTION AND MOTIVATIONS

Les générateurs de Boltzmann introduit par Duchon, Flajolet, Louchard et Scha-
effer [E], constituent une avancée importante pour la génération aléatoire. Ils
permettent aujourd’hui d’engendrer des objets de tailles inexpérées avec les tech-
niques précédentes. Nous montrons dans cette petite note comment transformer un
générateur exponentiel de Boltzmann pour une classe combinbatoire C, c’est a dire
un générateur dont la probabilité de tirer un objet w de taille n est #ZZ)
générateur ordinaire de Boltzmann : i.e. avec la probabilité de tirer un objet w de
taille n en #T;) Ce petit résultat est le premier maillon nécessaire a 1’élaboration

en un

d'un générateur de Boltzmann pour I'opérateur Shuffle [J].

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS DE BASE

Nous renvoyons le lecteur au livre “Analytic Combinatorics” [[f] pour une remar-
quable exposition de ce qu’est la combinatoire symbolique. Cette note utilise la
terminologie et les concepts de base de ce domaine des mathématiques.

Nous rappelons ici brievement les notions de combinatoire symbolique qui nous
serons utiles par la suite : Une classe combinatoire est un couple (A, |.|) (simplement
A ¢'il n’y a pas d’ambiguité) olt A est ensemble des objets de la classe et |.| une
fonction taille A — N associé aux objets. De plus nous désirons qu’il n’y ait qu’un
nombre fjni d’objet de méme taille. Etant donnée A une classe Acombinatoire. Nous
notons A(z) la serie génératrice exponentielle de A (EGF): A(z) = nz>:0 Sag™ ot
a, est le nombre d’objets dans A de taille n. Parallelement, la fonction génératrice
ordinaire de A (OGF) est A(z) = > ana™.

n>0

2. GENERATION ALEATOIRE
On rappelle ici les deux types de générateurs de Boltzmann comme introduit dans

. Les générateurs exponentiels qui sont des générateurs qui doivent renvoyer un
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objet w de taille n avec probabilité et les générateurs ordinaires qui doivent

—z
n!C(x)
renvoyer un objet w de taille n avec probabilité %

Montrons ci-dessous comment passer de maniere efficace d’'un générateur de
Boltzmann exponentiel vers un générateur de Boltzmann ordinaire. L’idée est simil-
liaire a celle présente dans l'article [EI, ﬂ] permettant de passer d’'un générateur de
Boltzmann d’une classe pointée A® a un générateur de Boltzmann pour la classe
A. Cette approche a été pour la premiere fois evoquée lors d’une discution entre
P. Flajolet et M. Soria. Nous reprenons donc ici I'idée de ne pas selectionner le
parametre de Boltzmann de maniere déterministe mais de le choisir de maniere
probabiliste a partir d’une distribution continue de probabilité bien choisie. Plus
explicitement, en voici le principe :

Algorithm 1: ', A
Output: un objet tiré suivant une probabilité de Boltzmann ordinaire
e " A(zu)
A(z)
2 Tirer un objet v avec le générateur exponentiel de parameétre zu : v = LauA.

1 Tirer un parametre u suivant la densité de probabilité

3 return l'objet ~.

e “A(zu)

Proof. Tout d’abord d(u) = e
T

est bien une densité de probabilité sur

o0
—uj
[0, 00]. C’est une fonction positive et / GT(;Eu)du = 1. Il reste a montrer qu’un
x
u=0 "
objet v de taille n est bien retourné avec probabilité % Pourque l'objet ~ soit
retourné, il faut avoir tirer une certaine valeur pour u, puis avoir tiré v avec le
0 R
N 7’U,A n

générateur I'y, A. Ceci donne la probabilité : p(y) = / c (zu) (:EAU)

A(z)  nlA(zu)

u=0
:L"n/ o0 oo
Soit apres symplification, p(y) = () / e “u"du. Mais / e “u"du = n! et
nlA(x
u=0 u=0
le théoreme s’ensuit. O

En conclusion, en utilisant des techniques classiques permettant de tirer suivant
une certaine densité de probabilitié (voir L. Devroye), il est possible de faire un
tirage de u en temps constant et donc, I'algorithme ci-dessus et un générateur
ordinaire de méme complexité que le générateur exponentiel.
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