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Contre-exemple dans le théorème limite entral pourles hamps aléatoires réelsMohamed EL MACHKOURI, Dalibor VOLNÝLaboratoire de Mathématiques Raphaël SalemUMR CNRS 6085, Université de Rouenmohamed.elmahkouri�univ-rouen.frdalibor.volny�univ-rouen.fr11 Mai 2003AbstratWe onsider the ergodi dynamial system (Ω,F , µ, T ) with positive entropywhere Ω is a Lebesgue spae, µ is a probability measure and T is a measurepreserving Z
d-ation. We show that for any nonnegative real p, there is a realfuntion f ∈ Lp(Ω) and a olletion A of regular Borel sets of [0, 1]d satisfying anentropy ondition with inlusion suh that (f ◦T k)k∈Zd is a stationary martingaledi�erene random �eld but does not satisfy the funtional entral limit theorem(or invariane priniple) with regard to the family A.Key words : martingale di�erene random �eld, metri entropy, funtional entrallimit theorem, invariane priniple. RésuméNous onsidérons le système dynamique ergodique d'entropie stritement pos-itive (Ω,F , µ, T ) où Ω est un espae de Lebesgue, µ est une mesure de probabilitéet T est une ation de Z

d. Nous montrons que pour tout réel p positif, il existeune appliation réelle f ∈ Lp(Ω) et une famille A de boréliens réguliers de [0, 1]dvéri�ant une ondition d'entropie métrique ave inlusion telles que le hamp aléa-toire stationnaire (f ◦ T k)k∈Zd soit de type aroissement d'une martingale maisne satisfasse pas le théorème entral limite fontionnel (ou prinipe d'invariane)relativement à la lasse A. 1



Mots lés : hamp aléatoire, aroissement d'une martingale, entropie métrique,théorème entral limite fontionnel, prinipe d'invariane.1 IntrodutionConsidérons le système dynamique (Ω,F , µ, T ) où Ω est un espae de Lebesgue, µ estune mesure de probabilité et T est une ation de Z
d préservant la mesure µ (i.e. pourtous éléments i et j dans Z

d, T i et T j sont des transformations mesurables préservant lamesure, dé�nies de Ω dans Ω telles que T i◦T j = T i+j). On appelle hamp aléatoire réeltoute famille (Xk)k∈Zd de variables aléatoires réelles dé�nies sur l'espae probabilisé
(Ω,F , µ) et on dit que (Xk)k∈Zd est stationnaire si pour tout (k, n) ∈ Z

d × N
∗ ettout (i1, ..., in) ∈ Z

nd, les veteurs (Xi1 , ..., Xin) et (Xi1+k, ..., Xin+k) ont même loi. Unélément A de la tribu F est dit invariant si pour tout élément k de Z
d, T k(A) = Apresque sûrement (p.s.). On note I la tribu des éléments invariants de F et on dit que

µ est ergodique si tout élément A de I est de mesure 0 ou 1. On dit qu'une sous-tribu
M de F est une tribu T-invariante si pour tout élément k de Z

d, on a T kM = M.Soit A ⊂ B([0, 1]d) une olletion de boréliens de [0, 1]d, nous dirons qu'un élément Ade A est régulier si λ(∂A) = 0 où λ est la mesure de Lebesgue sur R
d. On munit A dela pseudo-métrique d dé�nie pour tous éléments A et B de A par d(A, B) = λ(A∆B).On notera C(A) l'espae vetoriel des fontions réelles ontinues sur A que l'on munitde la norme maximale dé�nie pour toute f ∈ C(A), par

||f ||A = sup
A∈A

|f(A)|.

(C(A), ||.||A) est alors un espae de Banah.Soit X = (Xk)k∈Zd un hamp aléatoire réel stationnaire. Le proessus de sommespartielles assoié à X que l'on onsidère est dé�ni pour tout A ∈ A et tout entier
n ≥ 1, par

Sn(A) =
∑

i∈{1,...,n}d

λ(nA ∩ Ri)Xioù pour tout i = (i1, ..., id) ∈ Z
d, Ri =]i1 − 1, i1] × ...×]id − 1, id].Pour ontr�ler la taille de la lasse A, on utilise lassiquement l'entropie métrique :pour tout ǫ > 0, on appelle entropie métrique de A et on note H(A, d, ǫ), le logarithmenépérien du plus petit nombre de boules ouvertes (pour la pseudo-métrique d) de rayon

ǫ néessaires pour reouvrir A.Une notion plus strite est elle d'entropie métrique ave inlusion : pour tout ǫ > 0,



on suppose qu'il existe une olletion �nie A(ǫ) de boréliens de [0, 1]d telle que pourtout A ∈ A, il existe A−, A+ ∈ A(ǫ) tels que A− ⊂ A ⊂ A+ et d(A−, A+) ≤ ǫ. Onappelle entropie métrique ave inlusion et on note H(A, d, ǫ), le logarithme népériendu plus petit ardinal d'une telle olletion.Notons que pour tout ǫ > 0, H(A, d, ǫ) ≤ H(A, d, ǫ). D'autre part, si ρ désigne lapseudo-métrique dé�nie pour tous éléments A et B de A, par ρ(A, B) =
√

λ(A∆B)alors pour tout ǫ > 0, on a
H(A, ρ, ǫ) = H(A, d, ǫ2). (1)On appelle mouvement brownien standard indexé par A, le proessus Gaussien W demoyenne nulle, à trajetoires dans C(A) qui véri�e pour tous A et B dans A, l'égalitéCov (W(A),W(B))=λ(A ∩ B), .On sait d'après Dudley ([10℄, 1973) qu'un tel proessus est bien dé�ni dès que
∫ 1

0

√
H(A, ρ, ǫ)dǫ < +∞. (2)A fortiori, si ∫ 1

0

(
H(A, d, ǫ)

ǫ

)1/2

dǫ < +∞, (3)alors le mouvement Brownien standard W indexé par A est bien dé�ni.D'après (1), la ondition (3) est équivalente à la ondition suivante
∫ 1

0

√
H(A, ρ, ǫ)dǫ < +∞. (4)On dit que le théorème entral limite fontionnel (TCLF) (ou prinipe d'invariane)a lieu relativement à la lasse A si le proessus {n−d/2Sn(A) ; A ∈ A} onverge en loidans (C(A), ||.||A) vers un mouvement Brownien standard indexé par A.Les premiers résultats de type TCLF pour de tels proessus de sommes partielles ontété établis lorsque les hamps aléatoires onsidérés sont indépendants et identiquementdistribués (iid) et lorsque la lasse A oïnide ave la lasse Qd des quadrants de [0, 1]d(i.e. la lasse {[0, t1]× ...× [0, td] ; t ∈ [0, 1]d}). En e�et, Wihura ([18℄, 1969) démontrae résultat lorsque les hamps aléatoires onsidérés sont de arré intégrable améliorantainsi elui de Kuelbs ([13℄, 1968) dans lequel des onditions plus restritives sont req-uises au niveau des moments. Ces résultats se réduisent en dimension 1 au priniped'invariane de Donsker ([9℄, 1951).Pyke ([17℄, 1983) démontra un résultat similaire pour des lasses d'ensembles plus larges3



véri�ant la ondition (3). Cependant, les moments requis dépendent de la lasse A on-sidérée. Bass ([2℄, 1985) et simultanément Alexander et Pyke ([1℄, 1986) ont étendu lerésultat de Pyke ([17℄, 1983) au as où seuls les moments d'ordre 2 sont supposés �nis.Goldie et Greenwood ([11℄, 1986) ont étendu la méthode de Bass ([2℄, 1985) au as deshamps aléatoires φ-mélangeants et β-mélangeants pour des oe�ients de mélangeuniformes ('est à dire que le supremum est pris sur une olletion de ouples de tribus(U ,V) où haune des tribus U et V peut être engendrée par une in�nité de variablesaléatoires).Chen ([4℄, 1991) a démontré également un prinipe d'invariane lorsque le proessusde sommes partielles est issu de hamps aléatoires φ-mélangeants où les oe�ients de
φ-mélange onsidérés sont non uniformes (les oe�ients de φ-mélange non uniformesont été introduit par Dobrushin et Nahapetian ([8℄, 1974)).En�n, Dedeker ([6℄, [7℄, 1998) a donné un ritère projetif sous lequel une version nonergodique du prinipe d'invariane a lieu lorsque le proessus de sommes partielles estissu de hamps aléatoires stationnaires bornés et indexé par une lasse d'ensembles Adont la seule restrition est de véri�er la ondition d'entropie métrique (2). En parti-ulier, e résultat est valable pour les hamps aléatoires bornés de type aroissementd'une martingale. D'autre part, un artile antérieur de Basu et Dorea ([3℄, 1979) mon-tre que le prinipe d'invariane a lieu pour des hamps aléatoires de arré intégrable detype aroissement d'une martingale, lorsque l'on onsidère la lasse Qd des quadrantsde [0, 1]d.Pour ette lasse des quadrants, le ritère projetif de Dedeker ([6℄, [7℄, 1998) entraînele prinipe d'invariane pour les hamps aléatoires réels stationnaires ayant des mo-ments d'ordre 2+ ǫ, ǫ > 0. De plus, e ritère projetif fournit de nouveaux ritèrespour les hamps aléatoires φ-mélangeants bornés. Par ailleurs, sous l'hypothèse (4), enadaptant la méthode de Bass ([2℄, 1985) et en établissant des inégalités exponentiellesde type Bernstein, Dedeker ([6℄, [7℄, 1998) donne des ritères pour des hamps aléa-toires φ-mélangeants non bornés ayant des moments d'ordre stritement supérieur à 2.Notre objetif dans e travail est de onstruire pour tout réel p positif, un hampaléatoire réel stationnaire (Xk)k∈Zd de type aroissement d'une martingale ave X0 ∈
Lp(Ω,F , µ) et une lasse A de boréliens réguliers de [0, 1]d satisfaisant la ondition(3) d'entropie métrique ave inlusion tels que le prinipe d'invariane n'ait pas lieurelativement à A.Autrement dit, nous mettons en évidene le fait que les hypothèses sur la lasse Agarantissant le TCLF pour les hamps aléatoires réels iid ([1℄, [2℄) ou de type aroisse-4



ment d'une martingale bornés ([6℄, [7℄) ne su�sent plus si on onsidère des hampsaléatoires réels non bornés de type aroissement d'une martingale.Dorénavant, on suppose que µ est ergodique et que l'entropie du système dynamique
(Ω,F , µ, T ) est stritement positive.Sur le réseau Z

d, on dé�nit la relation d'ordre lexiographique <lex omme suit : si
m = (m1, ..., md) et n = (n1, ..., nd) sont deux éléments de Z

d distints, la notation
m <lex n signi�e que, ou bien m1 < n1, ou bien il existe i ∈ {2, ..., d} tel que mi < niet mj = nj pour 1 ≤ j < i.On dé�nit également une autre relation d'ordre < sur Z

d de la façon suivante : si
m = (m1, ..., md) et n = (n1, ..., nd) sont deux éléments de Z

d distints, la notation
m < n signi�e que pour tout i ∈ {1, ..., d}, mi < ni.Il existe plusieurs façons de dé�nir un hamp aléatoire de type aroissement d'unemartingale (AM). Soit X = (Xk)k∈Zd un hamp aléatoire réel. Nous dirons que X estun hamp aléatoire de type AM si et seulement si (ssi) pour tout m ∈ Z

d,
E( Xm | σ( Xk ; k <lex m ) ) = 0 p.s.Ce type de hamp aléatoire véri�e le ritère projetif introduit par Dedeker ([6℄, [7℄,1998).Une dé�nition plus strite est elle utilisée par Basu et Dorea ([3℄, 1979) : X est unhamp aléatoire de type AM ssi pour tous éléments m < n de Z

d,
E( Xn | σ( X(i1,...,id) ; ∃ 1 ≤ s ≤ d is ≤ ms) ) = 0 p.s.En e�et, Basu et Dorea ([3℄, 1979) ont démontré le prinipe d'invariane relativementà la lasse des quadrants de [0, 1]d pour e type de hamps aléatoires lorsque seuls lesmoments d'ordre 2 sont supposés �nis.En�n, Nahapetian et Petrosian ([14℄, 1992) ont introduit une notion enore plus strite: X est un hamp aléatoire de type AM au sens fort (AMF) ssi pour tout m ∈ Z

d,
E( Xm | σ( Xk ; k 6= m) ) = 0 p.s.2 Résultat prinipalSi n un entier stritement positif, A un borélien de [0, 1]d et f une appliation réellemesurable dé�nie sur Ω, on adopte la notation suivante

Sn(f, A) =
∑

i∈{1,...,n}d

λ(nA ∩ Ri) f ◦ T i.5



Le résultat prinipal de et artile est le suivant.Théorème Pour tout réel p positif, il existe une appliation réelle f ∈ Lp(Ω) et unelasse A de boréliens réguliers de [0, 1]d véri�ant la ondition (3) d'entropie métriqueave inlusion telles que le hamp aléatoire stationnaire (f ◦ T k)k∈Zd soit de type AMFet telles que le prinipe d'invariane n'ait pas lieu relativement à A.Autrement dit, le proessus de sommes partielles {n−d/2Sn(f, A) ; A ∈ A} ne onvergepas en loi dans C(A).Ce résultat montre que ontrairement aux hamps aléatoires iid de arré intégrableétudiés par Bass ([2℄, 1985) et simultanément Alexander et Pyke ([1℄, 1986), la on-dition (3) ne garantit pas le TCLF pour les hamps aléatoires (non bornés) de typeAM. Néanmoins, si A est la lasse Qd des quadrants de [0, 1]d et si p est stritementsupérieur à 2, le TCLF a lieu aussi bien pour les hamps aléatoires iid que pour leshamps aléatoires de type AM (voir Dedeker ([6℄, [7℄, 1998)).Rappelons que sous la ondition (4), le TCLF de Dedeker ([6℄, [7℄, 1998) entraîne leprinipe d'invariane pour les hamps aléatoires bornés de type AM. Par onséquent,il est naturel de poser le problème de la validité du TCLF pour les hamps aléatoiresde type AM sous des hypothèses de moments exponentiels.3 Démonstration3.1 Constrution de l'appliation fOn a besoin du lemme suivant.Lemma 1 Il existe deux sous-tribus T -invariantes B et C de F et une fontion B-mesurable g, dé�nie sur Ω et à valeurs -1, 0 ou 1 telles que les propriétés suivantessoient satisfaites :1) les tribus B et C sont indépendantes,2) le hamp aléatoire (g ◦ T k)k∈Zd est iid et de moyenne nulle,3) le système dynamique (Ω, C, µ, T ) est apériodique(ie: ∀k ∈ (Zd)∗ µ({ω ∈ Ω | T kω = ω}) = 0).6



De plus, il existe 0 < a ≤ 1 tel que µ(g = −1) = µ(g = 1) = a/2 et µ(g = 0) = 1 − aet si l'entropie h(T ) du système (Ω,F , µ, T ) est stritement supèrieure à 1, on peuthoisir a = 1.Preuve du lemme 1. Notons h l'entropie du système dynamique (Ω,F , µ, T ). Soit
a ∈ ]0, 1] tel que

h1 = −(1 − a) log2(1 − a) − a log2(a/2) < h.Posons Ω1 = {−1, 0, 1} et notons ν la mesure produit (a/2, 1−a, a/2)⊗Z
d. Considéronsle système dynamique S1 = (ΩZ

d

1 , ν, (θk)k∈Zd) où pour tout k ∈ Z
d et tout ω ∈ ΩZ

d

1 ,
(θk(ω))i = ωi+k, i ∈ Z

d. S1 est un hamp aléatoire de Bernouilli d'entropie h1 ([5℄, 1972,exemple 2, page 18). Considérons un autre Bernouilli S2 d'entropie inférieure ou égaleà h−h1. S1×S2 est alors un Bernouilli d'entropie plus petite que h. D'après la versionmultidimensionnelle du théorème de Sinai ([15℄, 1987), S1×S2 est un fateur du système
(Ω,F , µ, T ). Nous avons don dans e système une opie S̃1 de S1 et une opie S̃2 de S2qui sont indépendantes. Ce qui fournit les sous-tribus B et C. Soit F : (Ω,B, µ) −→ S1une bijetion bimesurable et soit p0 : S1 −→ {−1, 0, 1}, (ωi)i∈Zd 7−→ ω0. On véri�ealors que g = p0 ◦ F satisfait les propriétés voulues.Ce qui ahève la démonstration du lemme 1.Dorénavant, pour simpli�er la onstrution, nous supposerons que h(T ) > 1. Onpeut don hoisir g de sorte que µ(g = −1) = µ(g = 1) = 1/2 (le as h(T ) > 0 se traitede façon similaire). Fixons d ∈ N

∗. Sans perte de généralité, on peut supposer que pest un entier naturel arbitrairement grand.Pour tout réel r ≥ 1, on pose
nr = 4 × 98rp2

,

Lr =
n

d/2
r

92(r−1)dp
= 2d × 92dp × 92rdp(2p−1),

kr =
nd

r

94rdp2
= 4d × 94rdp2

,

Kr =
nr

k
1/d
r

= 94rp2

,

ǫr =
Lr × Kd

r

nd
r

=
Lr

kr
=

92dp

2d × 92rdp
.Le leteur pourra véri�er que si on pose α = (2p + 1)−1 ∈]0, 1[, on a pour tout réel

r ≥ 1,
ǫr =

Lαr

nd
αr

. (5)7



D'autre part, les suites (nr)r≥1, (kr)r≥1, (Lr)r≥1, (Lr/2)r≥1, (L
1/d
r )r≥1 et (Kr)r≥1 sontdes suites roissantes d'entiers positifs tandis que (ǫr)r≥1 est une suite de réels strite-ment positifs qui déroît vers zéro.De plus, on peut véri�er que pour tout entier r ≥ 2,

n
d/2
r

Lr
≥ 2

r−1∑

s=1

n
d/2
s

Ls
. (6)Soit (δr)r≥1 une suite de réels stritement positifs telle que

lim
r→+∞

Lr δr = 0. (7)Puisque (Ω, C, µ, T ) est apériodique, la version multidimensionnelle du lemme de Rokhlin ([5℄,[12℄, 1972) assure que pour tout entier r ≥ 1, il existe Fr ∈ C tel que les éléments de
{T−uFr}u∈{0,...,Kr−1}d soient deux à deux disjoints et

µ

(
Kr−1⋃

u1=0

...
Kr−1⋃

ud=0

T−(u1,...,ud) Fr

)
≥ 1 − δr. (8)Pour tout entier r ≥ 1, posons

fr =
n

d/2
r

Lr
g 11Fr .Notons

f =
+∞∑

r=1

fr.Ainsi, f est une appliation réelle non bornée dé�nie sur Ω.De plus, pour tout entier r ≥ 1,
||fr||pp ≤ µ(Fr) ×

(
n

d/2
r

Lr

)p

≤ 1

Kd
r

×
(

n
d/2
r

Lr

)p

= 9−2(r+1)dp2

.On en déduit
||f ||p ≤

+∞∑

r=1

9−2(r+1)dp < +∞.Par onséquent, f ∈ Lp(Ω).Soit k ∈ Z
d, on pose Fk = σ(g ◦ T i ; i 6= k)

∨
C ⊃ σ(f ◦ T i ; i 6= k). En utilisantl'indépendane des tribus B et C, on montre que E(f ◦ T k | Fk) = 0. Autrement dit, lehamp aléatoire réel (f ◦ T k)k∈Zd est du type AMF.8



3.2 Constrution de la lasse APour tout entier r ≥ 1, on note Ar l'ensemble des Boréliens A de [0, 1]d satisfaisant lapropriété suivante : il existe (u1, ..., ud) dans {0, ..., Kr − 1}d tel que pour tout l dans
{1, ..., Lr/2}, il existe un veteur (al,s)s∈{1,...,d} dans {0, ..., L1/d

r − 1}d tel que
il,s = us + al,sKret

A =

Lr/2⋃

l=1

] il,1 − 1

nr
,
il,1
nr

]
× ... ×

]il,d − 1

nr
,
il,d
nr

]
.Notons

A =

+∞⋃

r=1

Ar.Pour montrer que la olletion A satisfait la ondition (3), on a besoin d'estimer pourtout entier r ≥ 2, les nombres d'entropie métrique H(A, d, ǫr).Soient r ≥ 2 et 1 ≤ j ≤ r − 1 deux entiers. Puisque le ardinal |Aj| de Aj est égal à
Kd

j C
Lj/2
Lj

, on a la grossière majoration suivante :
exp (H(Aj , d, ǫr)) ≤ Kd

j C
Lj/2
Lj

. (9)Cependant, si Lj ≤ ǫrn
d
j , on peut obtenir une estimation meilleure, à savoir,

exp (H(Aj , d, ǫr)) ≤ Kd
j + 1. (10)De plus, puisque ∪j≥rAj est inlus dans le ube Br = [0, ǫ

1/d
r ]d de mesure ǫr, on a

exp (H(∪j≥rAj, d, ǫr)) ≤ 2. (11)D'autre part, d'après la dé�nition de l'entropie métrique ave inlusion, on a
exp (H(A, d, ǫr)) ≤

r−1∑

j=1

exp (H(Aj , d, ǫr)) + exp (H(∪j≥rAj, d, ǫr)). (12)On déduit des inégalités (9), (10), (11) et (12), la majoration suivante :
exp (H(A, d, ǫr)) ≤ 2 +

r−1∑

j=1

(Kd
j + 1) 11{Lj≤ǫr nd

j}
+ Kd

j C
Lj/2
Lj

11{Lj>ǫr nd
j}

. (13)9



Finalement, d'après (5), (13) et le fait que la suite (Lj/n
d
j )j≥1 soit déroissante, onobtient

exp (H(A, d, ǫr)) ≤ 2 +

[αr]∑

j=1

Kd
j C

Lj/2
Lj

+

r−1∑

j=[αr]+1

(Kd
j + 1) (14)où [ . ] symbolise la fontion partie entière.Pour montrer la ondition (3) d'entropie métrique ave inlusion, il su�t de s'assurerde la onvergene de la série

Σ =

+∞∑

r=2

ǫr−1

(
H(A, d, ǫr)

ǫr

)1/2

.Or
Σ ≤

+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr



log



2 +

[αr]∑

j=1

Kd
j C

Lj/2
Lj

+

r−1∑

j=[αr]+1

(Kd
j + 1)








1/2 d'après (14)

≤
+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr

√
log (2 + Lαr! [αr] Kd

r + (r − 1 − [αr]) (Kd
r + 1))

≤
+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr

√
log (3 r Kd

r (Lαr!))

≤
+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr

√
log (3 r)

︸ ︷︷ ︸
Σ1

+

+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr

√
log (Kd

r )

︸ ︷︷ ︸
Σ2

+

+∞∑

r=2

ǫr−1√
ǫr

√
Lαr log (Lαr)

︸ ︷︷ ︸
Σ3

.Le leteur pourra véri�er que les séries Σ1 et Σ2 sont onvergentes. Véri�ons que Σ3onverge également. En e�et,
Σ3 ∼

+∞∑

r=2

ǫ1/2
r

√
Lαrlog (Lαr)

=
+∞∑

r=2

Lαr

n
d/2
αr

√
log (Lαr) d'après (5)

∼
+∞∑

r=2

Lαr

n
d/2
αr

√
r

=
+∞∑

r=2

√
r

92(αr−1)dp
< +∞.Finalement, la série Σ est onvergente et par suite, la lasse A véri�e bien la ondition(3). 10



3.3 Le proessus de sommes partielles n'est pas tenduÀ présent, montrons que le proessus {n−d/2Sn(f, A) ; A ∈ A} ne peut pas être tendudans C(A).Pour ela, il su�t (voir par exemple, [16℄, 1990) de montrer qu'il existe β > 0 tel que
lim
δ→0

lim sup
n→+∞

µ

(
sup

d(A,B)<δ

n−d/2

∣∣∣∣Sn(f, A) − Sn(f, B)

∣∣∣∣ > β

)
> 0.Soit r ≥ 1 �xé. Notons Wr l'ensemble des ω ∈ Ω satisfaisant la propriété suivante :il existe u = u(ω) = (u1, ..., ud) ∈ {0, ..., Kr − 1}d tel que pour tout l = (l1, ..., ld) ∈

{0, ..., L1/d
r − 1}d et tout s ≥ r + 1, on ait T u+l Krω ∈ Fr et T u+l Krω /∈ Fs.Remarquons que

µ



⋃

s≥r+1

⋃

l∈{0,...,L
1/d
r −1}d

T−(u+lKr) Fs


 ≤ Lr

∑

s≥r+1

1

Kd
s

∼ 9−2rdp.Par onséquent
lim

r→+∞
µ



⋂

s≥r+1

⋂

l∈{0,...,L
1/d
r −1}d

T−(u+lKr) F c
s


 = 1. (15)De (7), (8) et (15), on déduit

lim
r→+∞

µ(Wr) = 1. (16)Soient ǫ > 0, u ∈ {0, ..., Kr − 1}d et ω ∈ Ω.Notons
Γ∗

r(u) =
{
u + l Kr | l ∈ {0, ..., L1/d

r − 1}d
}
,

Γ+
r (u, ω) =

{
k ∈ Γ∗

r(u) | g(T kω) = 1
}
,et

Eu
r = Eu

r (ǫ) =

{
ω ∈ Ω

∣∣
∣∣∣∣
|Γ+

r (u, ω)|
Lr

− 1

2

∣∣∣∣ < ǫ

}
.Comme Γ∗

r(u) = u + Γ∗
r(0), on a

|Γ+
r (u, ω)| = |u +

{
k ∈ Γ∗

r(0) | g(T u+kω) = 1
}
|

= |u + Γ+
r (0, T uω)|

= |Γ+
r (0, T uω)|.11



Ainsi
µ(Eu

r ) = µ(T−uE0
r ) = µ(E0

r ). (17)De plus, d'après la loi faible des grands nombres,
lim

r→+∞
µ(E0

r ) = 1. (18)On dé�nit également Γr(u, ω) omme étant le sous ensemble de Γ∗
r(u) véri�anta ) |Γr(u, ω)| = Lr

2
,b ) Γ+

r (u, ω) ⊂ Γr(u, ω) si |Γ+
r (u, ω)| ≤ Lr

2
, ) Γr(u, ω) ⊂ Γ+

r (u, ω) si |Γ+
r (u, ω)| > Lr

2
.En�n, pour ω ∈ Wr, on pose

Γr(ω) = Γr(u(ω), ω) et Γ+
r (ω) = Γ+

r (u(ω), ω).Lemma 2 Soient r ≥ 1 et ǫ > 0. Il existe un sous ensemble Vr = Vr(ǫ) de Wr tel quepour tout ω ∈ Vr, ∣∣∣∣
1

Lr

∑

i∈Γr(ω)

g(T iω) − 1

2

∣∣∣∣ < 2ǫ (19)et
lim

r→+∞
µ(Vr) = 1. (20)Preuve du lemme 2. Il su�t de onsidérer l'ensemble

Vr = Vr(ǫ) =

{
ω ∈ Wr

∣∣
∣∣∣∣
|Γ+

r (ω)|
Lr

− 1

2

∣∣∣∣ < ǫ

}
.Ave ette dé�nition de Vr, on véri�e que l'inégalité (19) est satisfaite.De plus, omme

Vr =
⋃

u∈{0,...,Kr−1}d

Wr ∩ T−uFr ∩ Eu
r ,12



on a
µ(Vr) =

∑

u∈{0,...,Kr−1}d

µ(Wr ∩ T−uFr ∩ Eu
r )

=
∑

u∈{0,...,Kr−1}d

µ(Wr ∩ T−uFr) µ(Eu
r ) (ar B et C sont indépendantes)

= µ(E0
r ) µ(Wr ∩

⋃

u∈{0,...,Kr−1}d

T−uFr) d'après (17)
= µ(E0

r ) µ(Wr).Par onséquent, (16) et (18) entraînent (20).Ce qui ahève la démonstration du lemme 2.Pour tout ω ∈ Wr, on pose
Ar(ω) =

⋃

(i1,...,id)∈Γr(ω)

]
i1 − 1

nr
,
i1
nr

]
× ... ×

]
id − 1

nr
,
id
nr

]
∈ Ar ⊂ A.

Remarquons que pour tout i dans Z
d et tout ω dans Wr, on a l'égalité λ(nrAr(ω)∩Ri) =11Γr(ω)(i). Dorénavant, on suppose 0 < ǫ < 1/16 et r ≥ 2. Si ω ∈ Wr, on a

∣∣∣∣n
−d/2
r Snr

(
r−1∑

s=1

fs, Ar(ω)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n
−d/2
r

∑

i∈{1,...,nr}d

λ(nrAr(ω) ∩ Ri)
r−1∑

s=1

fs(T
iω)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣n

−d/2
r

∑

i∈Γr(ω)

r−1∑

s=1

n
d/2
s

Ls

g(T iω) 11Fs(T
iω)

∣∣∣∣

≤ n−d/2
r

∑

i∈Γr(ω)

r−1∑

s=1

n
d/2
s

Ls

≤ n−d/2
r |Γr(ω)| n

d/2
r

2 Lr
d'après (6)

=
1

4
. 13



D'autre part, si ω ∈ Vr ⊂ Wr, on a
∣∣∣∣n

−d/2
r Snr (fr, Ar(ω))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n
−d/2
r

∑

i∈{1,...,nr}d

λ(nrAr(ω) ∩ Ri) fr(T
iω)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣n
−d/2
r

∑

i∈Γr(ω)

n
d/2
r

Lr

g(T iω) 11Fr(T
iω)

∣∣∣∣

=
1

Lr

∣∣∣∣
∑

i∈Γr(ω)

g(T iω)

∣∣∣∣

>
1

2
− 2 ǫ d'après (19).Ainsi, pour tout ω ∈ Vr ⊂ Wr, on a

∣∣∣∣n
−d/2
r Snr (f, Ar(ω))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n
−d/2
r Snr

(
r−1∑

s=1

fs, Ar(ω)

)
+ n−d/2

r Snr (fr, Ar(ω))

∣∣∣∣

> (
1

2
− 2 ǫ) − 1

4

=
1

4
− 2 ǫ > 0.Où on a utilisé le fait que pour tout s ≥ r + 1, tout ω dans Wr et tout i dans Γr(ω),on a fs(T

iω) = 0. Notons β = 1/4 − 2 ǫ > 0. Pour tout r ≥ 1 et tout ω dans Vr, on a
λ(Ar(ω)) = Lr/2nd

r . Soit δ > 0 �xé. Il existe rδ ≥ 1 tel que pour tout r ≥ rδ, on ait
Lr/2nd

r < δ.Par onséquent, pour tout r ≥ rδ, on a
µ

(
sup

d(A,B)<δ

∣∣∣∣n
−d/2
r Snr(f, A) − n−d/2

r Snr(f, B)

∣∣∣∣ > β

)

≥ µ

(
sup

λ(A)<δ

∣∣∣∣n
−d/2
r Snr(f, A)

∣∣∣∣ > β

)

≥ µ

({
ω ∈ Vr

∣∣
∣∣∣∣n

−d/2
r Snr(f, Ar(ω))

∣∣∣∣ > β

})

= µ(Vr) −→ 1 quand r → +∞.On a don montré que pour tout δ > 0,
lim sup
n→+∞

µ

(
sup

d(A,B)<δ

∣∣∣∣n
−d/2Sn(f, A) − n−d/2Sn(f, B)

∣∣∣∣ > β

)
= 1.Ce qui ahève la démonstration du théorème.14
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