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Estimation des dimensions de certainesatas de Kisin

Xavier Caruso

Mai 2010

Résune
Dans cet article, nous nous intéressons aux dimensionsrtlnes variétés qui ont été introduites
recemment par Kisin pour demontrer la modularité deadees représentations galoisiennes. Nous étudions

plus spécialement un cas particulier pour lequel nous alasnne estimation de la dimension en question,
puis, en nous basant sur ce résultat, nous énoncons ojeetoe dans le cas général.

Abstract

In this paper, we study dimensions of some varieties, thag weroduced recently by Kisin in order
to prove modularity of some Galois representations. In faetmainly consider a special case for which
we obtain an estimation of the dimension we are interestedhen, based on this result, we state a
conjecture for the general case.
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Motivé par I'étude de certains problemes de modulattpoursuivant des travaux de Breuil, Kisin a
introduit et étudie dang][7] une certain nombre de vasghotees Zv,, 4 %v. o et GRY, °0° dansloc.
cit., paramétrant certains types de schémas en groupessd&fiffanneau des entiers d'un corps lo&al
d'inégale caractéristiqu@, p). Dans ce qui précede, I'indidé: désigne une représentation du groupe de
Galois absolu dé( a coefficients dans un corps fifiide caractéristiqug. S'inspirant de cette construc-
tion, Pappas et Rapoport ont ensuite défini danls [15] un pran?Z, dont certaines fibres s'interprétent
comme les variétés que Kisin avait définies, et en ont{@rpfiur nommer ces dernierearietes de Kisin
Comprendre la géométrie des variétés de Kisin, et notam calculer leurs dimensions, est d'une grande



importance pour les applications. Toutefois, en dehorsadoai est de dimensiof considéré dans cer-
tains travaux de Kisin (voif[7]), Hellmann[[[5]](6]) et Imé®], [£0], [L1])), pratiquement rien n’est connu.
Dans cet article, nous entamons I'étude de la dimensisrvdeétés de Kisin lorsque la représentation ga-
loisiennelk est de dimension supérieur@ aPlus précisément, dans un premier temps, nous donnsns de
estimations de ces dimensions dans I'exemple (déja dqo@)lou le corps des coefficierifsest le corps
premierF, et ou le groupe de Galois agit trivialement 3gret, forts de cela, dans un second temps, nous
formulons un certain nombre de conjectures généralefasient croire que le cas particulier étudié est
plutdt représentatif.

Afin de décrire plus en détails le contenu de cet articlestl nécessaire de commencer par rappeler
la définition des variétés de Kisin. Sgitun nombre premier €t un corps de caractéristique On pose
K = k((u)) et on appellep I'unique morphisme dé:-algebresp : K — K qui est continu pour la
topologieu-adique et qui envoie suru?. Pour tout 'article, on fixe un nombre entiéisupérieur ou égal
aletonposeM = K¢ Le Frobeniusy s’étend naturellement en un opérateur &fiy encore not&, en
agissant coordonnée par coordorfhégnréseaul de M est, par définition, un sous{u]]-modulel, ¢ M
engendré par uni((u))-base deélf. On noteL <. I'ensemble des réseauxde M vérifiant la condition

u¢L C (k[[u'/?]] @k L) C L @

ol ¢ est étendu &|[u'/?]] ®r[u)) L de fagon évidente. Kisin démontre qdg.. apparait naturellement
comme lesk-points d'une variété algébrique noté& .. Dans cet article, nous démontrons le théoreme
suivant.

Théoreme 1. Avec les notations gedentes, on a :

2 _ 2 -1 2
Elfezpt2] g v, <MD A e
4 p+1 = 2 41 p+1

ou [z] désigne la partie endéire du Eelzx.

On insiste sur le fait que le theoréme n’affirme en aucugerfajue les variétésim; X<, sont équidimen-
sionnelles, ni méme que l'inégalité annoncée vaut goutes les composantes irréductibles. Le nombre
dimy, X<, désigne bien uniquement la plus grande dimension d’ungosante irréductible.

En réalité, a la place du théorerje 1, nous allons déreonn résultat legeérement plus général que
nous énongons maintenant. On se donne deux eritiers avech > 2, et on remplace par I'application
o : k((u)) — k((u)) donnée par la formule suivante :

. h .
c:K— K, Z a;u’ — Z a? ub. @)
>>—00 > —00

Lorsqueh = 0 etb = p, on retrouve I'opérateup. Un autre cas qui semble intéressant est celui eti 1

etb = p. En effet, un théoréme de Breuil (voft [1]) dit alors que Eéments d&'<.(k) sont en bijection
avec I'ensemble des classes d’isomorphisme de modeliessedt schéma en groupgs/pZ)% ol K est
une extension totalement ramifiée fixée de degié FraclW (k) (ou W (k) désigne I'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dank). Le casb = 1 est, a vrai dire, lui aussi trés intéressant. Nous avoatepe
I'eécarter dans cet article simplement car il conduit &aiees variétés de Deligne-Lusztig affines qui ont
déja été largement étudiées et, en particulier, demtimensions ont déja été déterminées (dans urse plu
grande généralité) dans les articIEs [4]|§| [16].

Théoreme 2.Sih # 0,0na:

d? e—b+2 d? e
| gd' X eg - | .
{4} { b+ 1 } ik A< [4] b+ 1

Sih=0,0ona:

d? e—b+2 d(d—1) d? e
— |/ <dimp Xee < —— 4 | — |- :
{4} { bt1 } kA< 2 +[4] bt 1

1. C'estle choix de cette action particuliere gleur M qui correspond au fait que I'on se restreint a I'actioniafiy de Galois sur
I'espaceVy.



Dans leurs articles respectifs, Kisin d’'une part et Papp&apoport d’autre part définissent également
des variantes des variét&,. qui ne sont plus paramétrées par un unique eatieais par uni-uplet d’'en-
tiers relatifs(us1, . . ., ua) tels queuy > - -+ > pg. Dans la généralité considérée ici — c’est-a-dirsdmueb
eth peuvent étre quelconques — ces variantes ont encore unF@essément, $i = (1, ..., 4q) €St un
d-uplet comme précédemment, on peut construire dest&arg et X¢,, dont les points;-rationnels sont
respectivement :

3 il existe une basenq, ..., deL telle que
L, = « réseaux. de M oo d 1/ a
wimy, . .., utmy soit une base de(k[[u'/t]] @y L)
et
Ly = U Ly
wEp

ou I'on convient ques’ = (uf, - -, ;) est plus petit ou égal asi pf + -+ + pp < pg + -+ + e pour
toutt € {1,...,d} avec égalité st = d. Dans cet article, nous nous intéressons égalementignkndion

de ces variétés. Pour énoncer les résultats obtenest, dommode de muni? du produit scalaire usuel
(-]-), et d'introduire le vecteur

d—1d—3 1-d
7= R
P ( 2 "2 g )E

(lai-ieme coordonnée est donnée par la fornﬂijé — ).

Définition 3. On dit qu'und-uplety = (p1, ..., pq) € R% est:
— b-réguliersi u; — piv1 < b(fta—; — a—it1) pourtouti € {1,...,d — 1};
— intégralemenb-réguliers’il estb-régulier, si tous leg; sont entiers et — 1 divise g + - - - + g,
— fortement inégralemenb-réguliers’il est intégralemeni-régulier et vérifie en plus :

fra—1 — pa < b(p1 — p2) — d(b* —1).

Les définitions d’élémentsréguliers et intégralemeniréguliers semblent s'imposer dans ce contexte.
Par contre, I'inégalité renforcée qui apparait danddfinition de fortement intégralemettrégulier n’est
probablement pas optimale et devra sans doute étre eertilgerieurement. On remarque néanmoins que
siu = (u1,...,uq) €stb-régulier, alorsu; > --- > pg. Réciproguement si leg; sont rangés par ordre
décroissant edeuxa deux distinctsle d-upletu estb-régulier poub suffisamment grand.

Théoréme 4. Soity = (u1, . . ., a) € Z tel queu; > po > - -+ > pg. Sib— 1 ne divise pagi; +- - - + 4,
alors la variete X, est vide. On suppose donc tout au long dectkme que — 1 divisep; + - - - + pq.

On pose = 1sih = 0 ete = 0 dans le cas contraire. Alors, il existe un entdee {0,1,..., ¢ d(dgl)}
tel que I'on ait la congruence :

dimy, X, E(S*Zi'ﬂi (mod b —1).

=1
En particulier, sih > 0,0n a:

d
dimy, X E—Zi~m (mod b —1).

=1

On suppose maintenant en plug 1 + [%]. Alorson a:

d oo . .
) d(d-1) ) d+1—1i—w"(q)
dimy &, <e- —5 +(b—1) -minges, gl EZIM . m

ou, bien entendus,; désigne le groupe des permutations{de. .., d} etw” = wo --- o w (n fois). En

outre, siy estb-régulier, alors le minimum @cedent est atteint pouw = wg : ¢ — d + 1 — i et vaut

7 - (20]1) , (e produit de ce minimum pab — 1) est doneégala 335 - (271u).,).




On suppose toujouris > 1 + [@]. Il existe des constantes positivgset co (qui ne cependent que
ded etb) telles que si leg; vérifient en plug:; > w11 + ¢1 pour touti, alors :

LS dtl—i—w(d)
dimp X, > —co + (b—1) - minweGdZZNz" m .

=1 n=1

Encore une fois, on ne dit rien quant a I'équidimensioit@akes variétes’,. Cependant, lorsque# 0, on
peut se demander s'il est vrai que toutes les composankesigtibles det), ont des dimensions congrues
a— Zlez' - 1 modulo (b — 1). A part cela, il est clair que les sommes infinies qui appagaisdans
la formule du théoreme précédent convergé&tant donné que toute permutatianest d’ordre fini, on
peut méme facilement calculer leur limite qui s’exprimajturs comme le produit deg; par un nombre
rationnel, ce dernier étant méme la valeubetiune fraction rationnelle a coefficients entiers.

On en vient maintenant aux varietés,.

Théoreme 5. Soity = (1, .., pua) € R4 tel queu; > po > -+ = pg. Onposes = 1sih = 0ete =0
dans le cas contraire. Alors :

d—2) (201 dd—1) (2w
P TR k) U LS PR T VO d
(d—=1) T e bt T T
' fi. b-rég.

Si, en outrep > 1 + max(d, [(d_j)z]), alors la majoration peuétre renforée comme suit :

d(d—-1 20\’
dimy Xé# <€ 7( ) + sup 7< P_1N >d.
2 W< b+1
' b-reg.

Il est utile de commenter un peu le théoreme. Pour la perassertion, on remarque queusést lui-
méme fortement intégralemetrégulier, alors la borne supérieure qui apparait @strdae poury’ = p.

Ainsi le théoréme dit, dans ce cas, que la quaﬁﬁ,fé?—d est une bonne approximation de la dimension
de X¢,,. La deuxiéme assertion mérite, quant a elle, une dismugdus approfondie. Tout d’abord, il est
facile de prouver que la borne supérieure qui apparafilastpetite ou égale — et en général strictement

. . Lo, LA , . 25| L PR P
plus petite, du moins gi n’est pas lui-mémeé-régulier — que% ; ainsi, comme cela est déja précisé
dans I'énoncé du théoréme, la majoration écrite edtenee que la précédente. Par ailleurs, on a clairement
X<p = U,pc,, X<, d'0U ON déduit que

dimk Xgﬂ = Sup dlmk Xgﬂl.
IBENT

Linégalité du théoreme dit doren substancque, sib > 1+max(d, [%]), les variétést,,/, poury’ <
w nonb-régulier, n’apportent pratiguement pas de nouvellesdsions &'¢,,. Notamment, contrairement
a ce qui se passe dans le cas des variétés de Deligneag affiries, il n’est pas clair — et ce n’est d'ailleurs
en général pas vrai — que I'essentiel de la dimensioA'dg est concentré dans la varigtg. Du fait que
X, estun ouvert dan&’¢,,, il suit queX¢,, n’est généralement pas équidimensionnelle lorggntest pas
b-régulier.

Finalement, la borne supérieure qui apparait dans laatermégalité du théoreme est aussi égale au
minimum d’un nombre fini de formes linéaires S&¥, ce qui permet de la calculer efficacement. Malgré
tout, bien que ces formes linéaires soient définies denfatutdt explicite, leur nombre et leur complexité
croit trés rapidement lorsquieaugmenteA titre d’exemple, le tableal 2 (pafid 46) les donne pbur4.

Il est vrai que les théoremes précédents peuvent sembleaiment intéressants, ni faciles a appliquer
car ils énoncent finalement, sous des hypothéses phuttst des résultats a la fois techniques et imprécis.
Ce point de vue convient toutefois d’étre nuancé (voioensidéré) pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, en ce qui concerne les hypothéses, il ne fasitvpir les résultats de cet article comme
une fin en soi, mais bel et bien comme un premier pas versdéutés d’un probleme plus général. Mieux
encore, le theoren|¢ 4 semble directement donner lesleléstte vaste généralisation. Généralisation tout
d’'abord au cas d'un opératear: M — M n’agissant pas nécessairement coordonnée par co@édonn’



(c’est-a-dire d'une représentatidf quelconque avec encofe= F,) pour lequel I'auteur pense que le
th'eor‘em5[|4 s’étend simplement en modifiant certainestaates (voir conjectu@.S, pa@ 51, pour plus
de précisions). Mais généralisation également au easvdriétés de Kisin associés a un groupe réductif
connexe déployé quelconque (le cas présenté ici est @delGL,), ce qui englobe notamment le cas des
variétés de Kisin associées a des représentalipres coefficients dans une extension finie arbitraire de
F,. Pour un énoncé précis dans cette direction, on se centEnrenvoyer le lecteur , et plus
particulierement & la conjectufe j.7. De surcroit, téam pense que les méthodes développées dans cet
article sont de nature a s’étendre a la situation gila&les groupes réductifs, et y reviendra sans doute dans
un travail ultérieur.

Au sujet, ensuite, de la technicité des résultats, esiter que, sil'on se restreint a gestégralement
b-réguliers, tous les théoremes de cet article devierpaticulierement simples puisqu’alors, a une constant
pres, tous les minorants et majorants sont égatgi—lé- (2p]p) 4- I est vrai, enfin, que le probleme de
'imprécision reste, quant & lui, non résolu méme conjealement. Il est toutefois intéressant de comparer
la forme générale des formules du théore 4 avec lesuless connues pour les dimensions des variétés
de Deligne-Lusztig, démontrées daﬂs [4]|et [16]. Un ragidup d’ceil & ces références montre que cette
dimension s’écrit comme le somme d’une contributiondin@ (qui s’exprime en terme de produit sca-
laire avec le vecteus comme dans cet article) et d’une contribution bornée. itde donc que I'on ait
découvert, ici, 'analogue de la partie linéaire et, ersems, le theorémg 4 apparait & nouveau comme un
premier pas incontournable pour le calcul de la dimensianvdeétés de Kisin en toute généralité.

Présentation sommaire de la rathode et du plan de 'article De fagon générale, la méthode suivie est
largementinspirée de I'articl§ [[16] de Viehmann : I'idést de définir une stratification plus fine des variétés
de Kisin pour laquelle on sait calculer précisément laatision des strates. Le probleme du calcul de la di-
mension des variétés de Kisin se métamorphose alorslétangent en un nouveau probleme combinatoire
que I'on parvient a résoudre ensuite, au moins de fagprogpée. Si la premiére partie du cheminement suit
d’'assez pres les arguments de Viehmann, les chemins aesépettement pour la résolution du probleme
combinatoire qui s’avéere &étre bien plus délicat dansikedes variétés de Kisin.

De fagon plus détaillee, on commence dangfld.] par associer & chaque réséaa M une donnée
combinatoirep(L) constituée del fonctions. Il résulte des travaux de Viehmann que ces desitom-
binatoires sont soumises & des nombreuses contraintésigosent une forte rigidite. Dans KL.2, on
etudie plus en détails ces contraintes, et on en dédeitpamameétrisation des données combinatoires
admissibles- par les points d'un réseau a l'intérieur d’un convexeavivdans un espace vectoriel réel
de dimension@. D'un point de vue géomeétrique, la construction prés#d définit une stratification
des variétés de Kisin par des sous-espaces localemari#dgi,. On démontre alors le théorerhe 1.18 qui
donne une estimation (et méme une formule exacte dansrsecas) pour la dimension des variétés,
qui s’exprime de fagcon completement explicite en fonttio point du réseau paramétrant

A ce stable, le probléeme du calcul des variétés de Kisiref@mule complétement en termes de pro-
grammation linéaire. Dans @ on introduit les outils nécessaires (qui sont plus ounmaiassiques) a
sa résolution et, a titre d’exemple, on fait fonctionreeniéthode dans un cas simple, aboutissant ainsi a
une demonstration de la majoration du theor§ne 2 soypdthese supplementaibe> d. Dans le§fd, la
machine se met enfin véritablement en route avec pour dtijeaddémontrer complétementles théorérﬂes 2,
E etﬁ. Cela devient alors assez vite tres technique etst pas vraiment envisageable d’en dire beaucoup
plus dans cette introduction, sauf peut-étre que I'egseié la démonstration consiste a donner des des-
criptions précises de certaines parties convexékidet ne fait intervenir que des arguments éléementaires
(mais parfois subtils).

Dans Ie§E finalement sont examinées plusieurs perspectives edfedr les résultats des théorérﬂes 2,
E et[$, et notamment les généralisations éventuellesa dgissant sul/ pas nécessairement coordonnée
par coordonnée (voit.2.]) et d'autres groupes réductifs (vifiz2.8) qui ont été évoquées précédemment.
On discute également, danﬁ@, de la possibilité d’obtenir une formule exacte poutitaensionA part
un calcul explcite en dimensidhdont la conclusion reste mystérieuse, il faut bien direrggrede vraiment
précis ne se dégage pour l'instant.
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1 Une stratification utile

On commence par rappeler trés brievement que les gatiét,, X, et X¢,, sont définies par I'in-
termédiaire de leuk foncteur des points. PourX¢. par exemple, étant dondéunek-algebre, on définit
I'ensembleX<.(R) comme I'ensemble deB[[u]]-sous-modules, de M @y () R((u)) = R((w))?* qui
sont tels que :

i) Lestunréseau del @) R((u)) = R((u))?, c'est-a-dire que. est unk[[u]]-module localement

libre de type fini (pour la topologie de Sp&Y et le morphisme naturdl @ gy, R((u)) — M est
un isomorphisme;

i) la condition ﬂ) est satisfaite ofi est remplacé par (et ouo opere encore par — 2”" surR,

envoieu suru® et s'étend & @y, () R((v)) = R((u))? en agissant coordonnée par coordonnée).
On montre ensuite que le fonctelr — X<.(R) ainsi défini est représentable par un schéma de type
fini sur k qui apparait naturellement comme un sous-schéma feenfé& grassmanienne affine surDes
considérations analogues conduisent & une définitjmureuse der, et X,,.

Le but de ce premier chapitre est de montrer que les vargirécédentes sont stratifiees par des sous-
variétésX,, (ou ¢ est une donnée combinatoire qui dépend%ﬂ entiers) dont on sait calculer la
dimension.

1.1 Donree combinatoire asso@&ea un réseau

Dans cette partie, on associe & chaque régede M/ la donnée combinatoire évoquée précédemment
qui s’avere étre un ensemble ddonctions soumises a un certain nombre de contraintes. @rirmen-
suite que ces contraintes imposent une rigidité tellelpseéduisent la donnée ddgonctions a celle de
seulemen(i(dQ—“) nombres.

1.1.1 DCefinitions

Soit val la valuation naturelle sif(«)) : la valuation d'une sommg_ . a;u’ estle plus petit entier
v tel quea, # 0 et on convient que v&)) = +oco. La valuation s’étend de maniére unique a I'extension
totalement ramifieé((u'/?)), et on note encore val ce prolongement; on a don@wél) = 3.

On poseM;, (,1/vy) = k((u'/?)) @)y M = k((u/?))? et on note(ey, . . ., eq) la base canonique de
M = k((u))?. Les vecteurs ® e; forment une base d®l},((,,1/vy) SU € corps((u!/?)). La valuation val
définit une application va} : My, ((,1/0))\{0} = $Z x {1,...,d} par laformule :

valy (x1,...,24) = (v,i) ou v=min{val(zy),...,val(zq)}
et ¢=min{j|v=val(z;)}

On prolonge val; & My, (,1/+)) tout entier en convenant que yal0) = oo ol le symbolexo désigne un
nouvel élément que I'on ajoute au prodyi x {1, ..., d}. On vérifie immédiatement que sic E((ut/?))
etz € My((,1/vy)), On avals(Az) = val(\) + valy (x) avec la convention évidente que + ¢t = oo
lorsquet est un nombre rationnel ou un cougte i) € ;Z x {1,...,d}. De plus, si 'on munit I'ensemble
%Z x{1,...,d} del'ordre Iexicographiqtﬂeet gue I'on convient queo est strictement plus grand que tous
les couplegu, 7), alors, pour tous ety dansM, on a val; (z + y) > min{valy;(z), valy (y)} et I'égalité
alieu dés que va} (x) # valy (y).

2. Cela signifie quév, i) < (v, ') si, et seulement si soit < v/, soitv = v’ eti < 7/.



Définition 1.1. Soit L un réseau dé/. Pour touw € ;Z ettouti € {1,...,d}, on pose

&i(L)(v) = sup (sup {neZ]|o(x)eu"l }) (1.1)
Iek[[ul/b]]®k[[u]]L
valys (z)=(v,7)

ou, par convention, la borne supérieure d’'un ensemblamajoré esttoc et celle de I'ensemble vide est
—0OQ.

La définition ci-dessus n’est en fait rien d’autre qu’'unegidtion de la définition des fonctiopsqui
apparaissent danﬂlG]. On a choisi de conserver la formanldeloc. cit. mais il est sans doute bon de
garder al'esprit que I'on peut interpréter les nomlgsgd. ) (v) de fagon plus parlante en termes de distance.
Pour ce faire, on munit I'espadd(u)) de la norme|z|| = a*®(*) pour un certain réel fixé dango, 1[. Le
choix du résead définit une norme)| - ||, surM comme suit : s{ f1,. .., f4) est unek[[u]]-base d€_, on
pose|| Zle Aifill. = max|\;||. La norme obtenue ne dépend alors pas du choixfded®ar ailleurs, un
examen direct des définitions montre que, pour la distasseciée J - ||1,, le nombre réek?: (1)) est
égal a la distance de I'origine au sous espa@e) ol B est I'ensemble des élementsidu'/?]] @y L
de valuation(v, i) (ensemble que I'on peut voir aussi comme la boule unité poarautre norme). Comme
0 ¢ o(B) (puisqueo est injectif et qued n'est pas dand), il suit de la description précédente que la
fonctiong; (L) ne prend jamais la valedroo.

Proposition 1.2. SoitL un réseau de\/. Les fonctionsp; (L) : $Z — Z U {—oo},v — ;(L)(v) vérifient
les proprétés suivantes.

1. Pour touti, la fonctiong; (L) est strictement croissant@ippar un Bger abus ccriture, I'on entend
par |aﬁ quey; (L) est croissante et qu’elle est strictement croissante smsémble v elle prend des
valeurs finies.

2. Pour touti, il existe un entier;; (L) tel que
— la fonctiong; (L) prend des valeurs finies exactement sur l'intervj}éL), +oo|, et
— pourv suffisamment grand, ong; (L)(v) = bv — ¢;(L).

3. Pourj € {1,...,d}, il existe des fonctions croissantgs(L) : Z — $ZU{—oc} telles quep; (L) <
V(L) < -++ < a(L) et pour tout couplév, 1) € +7Z x Z, il y a autant d'indices € {1,...,d}
tels quey = ¢, (L)(v) que d'indicesi € {1,...,d} tels quev = 9;(L)(p).

Ces fonctions sont en outre uniquemegitdmirées.

4. Sium (B oyl Javecu (L) > --- = pq(L), sont les diviseurglementaires dik[[u]]-module
engende paro (L) par rapporta L, alors, pour tout, la fonctiony; prend des valeurs finies exacte-
ment sur l'intervalle]u; (L), +o0ol.

Démonstration.C’est simplement une transposition du lemme 4.1@ [16]. O

Si L est un réseau d/, on définit aussi des fonctiogs (L), ..., ¢a(L) : $Z — ZU{—oc0} en conve-
nantque pourtout € 37, lesnombreg: (L)(v), ..., ¢a(L)(v) sontles mémes que (L) (v), ..., @a(L)(v)
mais triés par ordre décroissant. Les fonctions préctss vérifient donc tautologiquement I'inégalité
w1(L) = p2(L) > --- = @q(L) et on montre sans peine qu’elles satisfont encore aux qakt@as
de la propositiof 1]2 : les entietis (L) restent inchangés tandis que fg6l) sonta priori permutés. Dans
la suite, I'entier correspondant & la fonctippn(L) sera noté&y; (L).

1.1.2 Un exemple en dimensiof

En guise d'illustration de la propositidn [L.2 et pour faaniiser le lecteur avec la définitign JL.1, on
examine un exemple en dimensidfi.e. avecd = 2). Si L est un réseau d&/, il existe des entiers relatifs
a,d etun élément € k((u)) de valuationy tels queL soit engendré suk[[u]] par les vecteurg; = (u®,0)
et fo = (c,u’). De plus, quitte & retirer &un multiple deu®, on peut supposer que seit= 0, Soity < a.

Lemme 1.3. Soitz = (z1, z2) € k((u/?)) @k M. Le plus granch tel quez € u"k[[u'/?]] @y L
est le plus petit des deux nombres(z;) — § etval(z; — z2cu™) — a.

3. Etce sera aussile cas dans tout 'article.



Démonstration.Le vecteur(z, z2) se décompose sur la basg, f») sous la forme :
(x1,22) = (0™ — $QCU7(Q+6))f1 + $2U76f2.

Ainsi il appartient aM si, et seulement si les deux coefficients que I'on voit agparaans I'écriture
précédente sont de valuation positive ou nulle, c’egdira si, et seulement si V@, — z2cu™%) > o et
val(zz) > 6. Le lemme en découle. O

A partir de maintenant, on suppose que u” avecy < ¢ < « (les autres cas se traitent au moyen de
calculs analogues). On détermine tout d’abord la foncfipfl.). Soientv € ;Z etz € E[[u'/*]] Q) L
tel que valx) = (v, 1). Quitte & multiplierz par un élément inversible dé[«'/*]], ce qui ne change pas la
valeur de la deuxieme borne inférieure dans la forn@e)(ibn peut supposer ques’écritu’ ®e; +u’yRes
oly € k[[u!/?]]. Par le lemmé¢ 1]3, le fait queappartienne & se traduit par les inégalités val'y) > &
etvalu’ — u*+7~%) > a, ce qui se réécrit encore :

valiy) > 6 —v et y=u®"" (mod ud~7F(@=v) (1.2)
On suppose pour commencer que «. Dans ce cas, la derniere congruence impliqueycest de valuation
0 — v, d’otu on déduiy — v > § — v, C'est-a-direv > ~. Autrement dit, siv < ~, aucunz ne satisfait aux
conditions requises et on a alaps(L)(v) = —oo. Si, au contrairey < v < «, il existe desc convenables
qui sont précisement les vecteurs de la forme

r=u"®e + u””‘”(l +u"7"2) ®ey

pour un certain élemente k[[u'/?]]. Le lemmd 13 appliqué au vectetifr) donne ainsi :

o1 (L)(v) = sup  (min{b(v+6—~) =4, bv — o+ val(l — w01 4 b=V 5(2))) H
z€k([[ul/?]]
= sup  (min{b(v+6—~) =6, bv—a}) card —y>0
z€k[[ul/b]]

= min{b(v+J—7)—9, bv—a}

Or,b(6 — ) > 0 > ¢§ — «, d’otr on obtient finalemeng, (L)(v) = bv — a pourv € [y, al.

On suppose désormais que> «. Dans ce cas, la premiére condition de la Iig@ (1.2) estraatique
vérifiee (on rappelle qug est dans:[[«'/?]]) tandis que la congruence qui suit se réduit &yak 6 — v +
a — v. On est ainsi amené a calculer

sup (min{ b(v + val(y)) — 8, bv — a + val(1 — o (y)) })

ou la borne supérieure est prise sur tousyletont la valuation est a la fois supérieure ou égaleai a
0 — v+ «a — v. Pour lesy de valuation strictement plus petite (resp. strictemens grande) qué;—”, la
valuation de la differenceé — u” %o (y) vauty — & + bval(y) (resp.0), et un calcul simple montre que le
minimum qui apparait dans la formule précédente esrti@fir ou égal (resp. est égaly@a— «. Par contre,
pour lesy qui ont la valuation critiqué;—”, la borne supérieure est atteinte lorsqueu” % (y) s'annule,
etelle est égale & v + val(y)) — § = bv — ~. Du fait quey < «, on déduit que la valeur dg, (L)(v) est
bv — ~ dés que I'on peut choisiy de vaIuation‘s%, c'est-a-dire des qué;—7 >0 — v+ a — v ouencore
apres simplification > o + b*Tl((S — ), et quelle esbv — o dans le cas contraire.

En résumé, la fonctio; (L) prend la forme simple suivante :

/(L) : v » —o0 Siv <y
v o b—a siy<v< a+ L (5-7)
v +— bv—+ sinon

On en vient & la fonctiop, (L). Soitx € L tel que vals(z) = (v,2). Comme dans le cas précédent,
quitte & multiplierz par un élément inversible de[u'/%]], on peut supposer qu'il est de la forme=
u’y ® e; +u’ ® ez 0Uy € k((u'/?)) est un élement de valuation strictement positive. Cormoredait
quex est élement dé, le lemme 1]3 implique que V@ — u?~%) > a — v, soit encorey — § > o — v car



v —6 < 0 < val(y). Ainsi la valuation de la differencg— v ~? esty — 6. En particulier, sb < a4 — 7,
aucun élémenj ne satisfait aux conditions requises, et dga¢L)(v) = —oo. Par contre, sé > a+ 46—,
tous lesy de valuation strictement positive conviennent et un cadaidlogue a celui mené pows (L)
conduit dans ce cas@ (L)(v) = bv — a4+ v — §. Enrésumé, on adonc :

P2(L): v = —0 siv<a+6—vy
v +— bv—a+vy—4§ sinon
On observe sans difficulté gy (L)(v) > ¢2(L)(v) pour toutv € 7 ; ainsigr (L) = ¢1(L) etpa(L) =

@2(L). Il est maintenant facile de vérifier la propositipn] 1.2 set exemple et en particulier de décrire les
fonctionsy (L) etys(L). On trouve :

(L) : p — —o0 Sip<bla+0—7v)—06
po— b+ ) sinon
(L) : p +— —o0 Sip <by—a«
po—= b Hu+a) sity—a<pu<(b-1)(a+6—7)

pw o= b Ypu+a+d—~) sinon.

Les entiergui; (L) etuq(L) valent donc respectivemeliioc + 6 — ) — 0 etby — «, et I'on peut vérifier par
un calcul indépendant que ce sont bien les exposants desutis lémentaires dt[u]]-module engendré
paro(L) par rapport &.

1.1.3 Prolongement des fonctiong;

Pour la suite, il sera commode, afin de mieux visualiser lestfonsy; (L) de les prolonger a tolt en
posant
¢i(q) = ¢i(v) +b(qg —v) pourtouty € [v, v+ g

avec la convention queco + x = —oo pour tout nombre réet. On prolonge de la méme facon les
fonctionsg; (L). Il est alors clair que pour tout régles nombres; (L)(q), - - ., va(L)(q) sontles mémes
quep1(L)(q),...,24(L)(q) mais tries par ordre décroissant. |l est €galementemtidue les fonctions

©;(L) ety (L) sont continues a droite, affines par morceaux, et que lérig&ds valent partout ou elles
sont définies. Les fonctiong; (L) données par la propositi.2 se prolongent elles auRdicaut entier
en convenant qu’elles valertoo sur l'intervalle] — oo, 11;(L)[ et qu'elles sont affines de penfesur tout
intervalle de la forméy, 1 + 1[ ol p est un nombre entier supérieur ou égal;aL). Ces fonctions ainsi
prolongées vérifient encore la condition de I'alinéa 3adpropositior] 1]2 lorsque et 1 sont des élements
deR.

La méthode que I'on a employée pour prolonger les fonstigrets); a toutR peut sembler artificielle,
mais en fait il n’en est rien comme le montre la propositionaute.

Proposition 1.4. On notek[[u!/>]] = U, k[[u'/"]] (resp.k((u/**)) = U, >, k((u'/™))) l'anneau

(resp. le corps) destsies de Puiseua coefficients dank. Alors pour touti € {1,...,d} et tout nombre
rationnelg, ona:
G = sw  (swp{neQ]| o) e klu/>) @ L) })

zek([[u'/ Y@ ppuy L
vals, g (2)=(g,%)

ouvaly, o désigne le prolongement naturel daly; a k((u'/>)) Pr((w)) M-
Remarqud..5. En d’autres termes, la proposition dit que la fonction
q— sup (sup { neQ|olx)e u"(kz[[ul/oo” k() L) })

zek[[u'/*]|®p ) L
valyr,q(z)=(q,i)

est entierement déterminée par ses valeurs sur I’ede%ﬁ’bet que, de surcroit, pour calculer les valeurs
en ces points, on peut se contenter d’étendre les scadsiifgs'/")) (sans aller, donc, jusqu’aux séries de
Puiseux).



Démonstration.Etant donné gue la proposition ne sera pas utilisée dasstl on se contente de donner
guelques indications sur sa preuve. Lidée directricedestomprendre comment I'on peut calculer de
facon algorithmique la borne supérieure qui apparaisd@noncé de la proposition, notég L)(q) dans

le restant de la preuve. Dans la suite, on notera égalefagnt ., e;) la base canonique d¥. L'entier

i restant fixé, on explique tout d’abord comment calculerdenk inférieure deg tels qu'il existe dans
k[[u'/ )@y L des éléments de valuatién ). Soitg; cette borne inférieure. Dire quig{u!/ )] @y L
contient un élément de valuatidg, ) signifie exactement qu'il existe un nombre rationnet 0 tel que

i d
ule; € L + Zuﬁeejk[[ul/oo]] + Z uqejk[[ul/oo]].
J=1 j=i+1

Sil'on fixe mq, ..., mg une base dé et que I'on noteM; (resp.FE;) le vecteur colonne des coordonnées
dem; (resp.e;) dans la base canonique, la condition précédente signifide vecteur colonne?E; est
dans I'image de la matrice par blocs

(My | Mo oo Mo By | - | B | - [t By,

c’est-a-dire dans le module engendré par les vecteuosioelde cette matrice. On peut a présent effectuer
des opérations sur les colonnes de la matrice précé@antgii ne modifie pas son image) pour se ramener
a permutation des lignes pres a une matrice de la forme

pour certains nombres rationnels (1 < j < d) rangés par ordre croissant. En outre, un examen de
I'algorithme classique de calcul de la forme précédertengt d’'établir la dépendance grete (pourvu
que ce dernier reste suffisamment petit) des on trouve gqu’il existe degntiersv; < --- < v, et
coj < -+ < cp,j tels que, en posant = —oo etv,1 = 400, On ait pour touy, et sur chaque intervalle
[vs, Usy1[, SOItn,; = ¢ 4, SOitn; = q + ¢4, SOitn; = g + € + ¢, ;. Il est enfin possible d’exprimey;
en fonction des;_;, a partir de quoi I'on déduit qug est entier. Il résulte également de ces considérations
qu'il existe dansl (sans tensoriser paf[u'/>°]]) un élément de valuatiofy;, i) puisque dans le cas au
est un nombre entier, toutes les opérations effectuassepese faire dans|[u]].
Pourg < ¢;, la proposition est clairement vraie puisque les deux nes\qui apparaissent dans I'égalité
a établir valent tous deuxocc. D'autre part, dans tous les cas, le nomfid.)(¢) s'interpréte aussi comme
la borne inférieure des nombres rationnekels que I'implication suivante soit vraie :

(x € k[[u"/>]] @up L etvalz) = (¢,9) = o(x) & u"(k[[u"/ ] @y L)- (1.3)

Or, siz; € L est un élément fixé de valuatidn;, ) et si 'on suppose > ¢;, un élément: vérifie la
prémisse de 'implication si, et seulement si

%

d
x—ul" %z e (k[[ut/>]] Q) L) N <Zuq+aej + Z uqej>

j=1 j=it+1

pour un certaire > 0. On conclut alors de maniére semblable a ce qui a étéfd#j: on commence par
calculer I'intersection qui apparait dans la formulegé@ente en effectuant des opérations sur les lignes
d’'une matrice, et réinjectant cela dans I’implicati@olon trouve qu'il existe des entiers < --- < v,

etey < --- < ¢, tel que sur chaque intervallg=, =5, on ait f;(L)(¢q) = bq — c. Ce faisant, on obtient
également qug;(L)(q) = @:(L)(q) siq € +Z, d'ol il résulte la proposition. O

En s’autorisant & travailler dans des corps encore plus guek((u'/>)), on peut aussi interpréter
les nombres; (L)(¢q) pourg € R comme des bornes supérieures du type précédent. Papkxem peut

considérer I'anneak|[u® ]| forme des séries formellés,_, a;u’ ol I C R* est un monoide de type fini.
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Celui-ci est encore muni d’'une valuation naturelle qui petrde définir val; g surk[[u® ] Qg[fu)) M. ON
a alors pour tout nombre régt

aD@= sw (sw{neR|o) ew kv @y L)})
zek[[u®" |®g(ruy L
valy k ()=(q,1)

la démonstration étant en tout point analogue a cell@ @edposition précédente.

1.2 Paranttrisation de I'espace des fonctions

L'objectif de ce numéro est de décrire completementilepletsy = (¢1,. .., pq) OU lesy; sont des
fonctions deR dansR U {—oco} qui satisfont aux conditions suivantes :

l.onapy 2 @2 > 2 wq;

2. les fonctionsp; sont strictement croissanfgst continues a droite ;

3. pour tout, il existe un nombre réej; (nécessairement unique) tel que
— la fonctiony; prend des valeurs finies exactement sur l'intervigliet+oo,
— la fonctiony; est affine par morceaux sf4;, +oo[ et pour presque toytdans cet intervalle, on a

vi(q) =0, et
— pourg suffisamment grand, ong; (¢) = bq — ¢; ;
4. pourjy € {1,...,d}, il existe des fonctions strictement croissantes et cartira droiteg); : R —

R U {—oc} telles quey; < 12 < -+ < 1b4 €t pour tout coupléq, 1) € R?, il y a autant d’'indices
ie{l,...,d} tels queu = ¢;(q) que d’indicesj € {1,...,d} tels queg = ¥, ().
A partir de maintenant, on note I'ensemble desi-uplets de fonctionsy = (@1, ,pa) verifiant les
conditions precédentes. La proposit[or] 1.2, dit quedds) = (p1(L),...,pq(L)) provenant d’'un réseau
L C M définissent des éléments die Par contre, il n’est pas vrai que, réciproquement, ttermént ded
s’obtient de cette maniére. En effetysprovient d’un réseau, il vérifie en outre au moins les deoppétés
supplémentaires suivantes :

5. pour touti, le réelg; est un nombre entier;
6. pour tout;, les réels en lesquels est discontinue appartiennen%%.

Ces deux derniers conditions seront appet@eglitions d’inégrité dans la suite de cet article, tandis que
I'ensemble des éléements dequi les satisfont sera note;.

1.2.1 Les éG'Squ et Wi 5

Soienty = (¢1,...,94) € ® ety = (Y1, ...,1q) le d-uplet de fonctions correspondant.

On suppose pour commencer — et il s’agit d’'une hypothésévyjtera bien des problémes techniques
—quep; > --- > g oU, étant donné deux fonctiorfsg : R — R U {—oco}, on convient quef > g si
f(q) = g(q) pour tout réel; et que 'inégalité est stricte des qyiég) # —oo. On prolonge les fonctions
w; ety; AR U {—oo0} en posanty;(—oo) = 1;(—o0) = —oo. Pour tout coupléi, j) d’entiers vérifiant
1 <1< 7 <d,ondéfinit:

— le nombrey; ; comme la borne inférieure des nombres rgdksls quey; o ¢;(q) > ¢;

— le nombrey; ; comme la borne inférieure des nombres réglsls quep; o ¥; (1) > p.

L'ordre dans lequel sont classés lgset lesiy; impose que les fonctions; et; sont inverses I'une de
I'autre sur des voisinages dexo; il s’ensuit qu'il existe toujours deg et desy, satisfaisant les inégalités
précédentes. Par ailleursgsfresp..) est suffisamment petit, ong (¢) = —oo pour tout; (resp.yp; (i) =
—oo pour touty). On en déduit que leg; ; et u; ; sont bien des nombres réels. Enfin, il est clair que
Qij < Qit1gs Gij = Gij+1, Pij < Mit1,j €L = pi 541 pour tout couple(, j) pour lequel cela a un
sens. Dans la suite, pour des raisons pratiques, on pogaleneenty; ;1 = p;y1; = 400 pour tous
indicesi et ;.

4. On rappelle que I'on entend par la que {gssont croissantes et strictement croissantes sur l'interea elles prennent des
valeurs finies
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FIGURE 1 — Un exemple d€-uplet(¢1, . . ., ¢q) appartenant & avecd = 4

Les pointsR; ; qui apparaissent sur le graphique sont ceux de coordofpées:; ;).

Les valeursy; = ¢; 4 indiquées sur I'axe des abscisses correspondent auxitnanpartir
desquels les fonctions; prennent des valeurs finies.

Les valeurg:; = p,; indiquées sur I'axe des ordonnées correspondent, guelhes, aux
endroits a partir desquels les fonctiansprennent des valeurs finies et aussi, dans le cas ou
le d-uplet(¢1,...,@q) provient d'un résealil, aux exposants des diviseurs élémentaires de
o (k[[u'/*]] @y L) par rapport &.
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Lemme 1.6. Pour tout entierg et j tels quel <i < j < d,ona
pig <@ilgi;) et gy <¥i(pag)-

De plus ces iagalites sont deggalitées si, et seulement s'il exisgael que; o p;(g) = ¢ Si, et seulement
s'il existey tel quey; o ; (1) = .

Démonstration.La croissance et la continuité a droite des fonctipnet ¢»; impliquent quey; o ¢; est
aussi continue a droite. On en déduit qieo ¢;(gi,;) > ¢i,;- A partir de 13, en appliquant;, on obtient
w; o, (u) = pavecy = ¢;(g; ;). Par définition de la borne inférieure, il vient; < 1 comme annoncé.
On démontre de méme l'autre inégalité.

Il est clair que si les inégalités sont des égalitésxidte ¢ et i1 satisfaisant a la condition du lemme : il
suffit de prendre = ¢; ; et = p; ;. On suppose maintenant qu'il existeel quey; o p;(¢) = ¢. Du fait
que la fonctiony; o ¢; — id est en escalier (puisqu’elle est affine par morceaux esqu¥erivée s’annule
partout ou elle est définie), on déduit facilement gue ¢;(q; ;) = ¢; ;. En appliquant maintenagt; a la
premiéere égalité du lemme, on trouve gug; ;) < g¢;; et donc finalement que; (1; ;) = ¢;,;. Lautre
égalité se demontre de méme analogue en appliguaatla deuxieme inégalité du lemme. Le cas ou il
existey tel queyp; o ¢ (1) = p se traite pareillement. (]

Dans le cas ou I'une des inégalités du lemme est strictéjra que le coupléi, j) estdegereré. 1l est
a noter que les couples de la forifiei) ne sont jamais dégénérés puisque I'on a dit que sur demages
de T'infini les fonctionsp; ety; étaient inverses I'une de I'autre. En particulier, on §aowsy; (¢;.;) = i
ety (i) = i
Proposition 1.7. Soity = (¢1,...,¢4) € ® tel quep; > --- > 4. Alors, pour tout coupléi, j) avec
1 <9< j <d, lesfonctionsy; ety; définissent par restriction des bijections

Pillas, ;5,511 ° (@ij, Qi j—1] = (1, iv1,;[ et Uil i gopsia sl (i j> 1,50 = 005> i1l

inverses l'une de l'autre. (On notera qu’il est possible dgeintervalles pecédents soient vides.)
De plus, pour tout (resp. toutj), la fonctiony; (resp.y;) vaut—oo sur l'intervalle] — oo, g; 4[ (resp.
lintervalle | — oo, p1 ;).

Remarquel.8. Telle quelle, la proposition est fausse sans I'hypothgse> --- > ¢4. On expliquera
rapidement a@ comment modifier la définition des; et y; ; pour que la proposition s'étende sans
cette hypothese.

Démonstration.On raisonne par récurrence guen commencant par traiter le cas= 1. Puisquey); est
strictement croissante, il est clair qu’elle prend deswadinies exactement sur un intervalle de la forme
[u1,+oo[ pour iy € R. Du fait quet); est la plus petite des fonction’s, on déduit que la réunion des
graphes deg; n’intersecte pas la région du plan suivante :

Dy ={(q,p) €R? | ¢ < 1 (p)}.

Soitp un réel plus grand ou égaja. On pose; = 1 (u) et et on considére un réel strictement supérieur

a .. Etant donné que; est croissante, le couple, ;') est dansD;, ce qui signifie quep;(q) # 1/ pour
touti. Comme ceci est vrai pour tout > u, on obtientp;(q) < u, i.e v; o1 () < p. Par ailleurs,

on sait que cette inégalité doit étre une égalité paummins uni. Si iy est cet indice privilegié, on a
= @i, o1 (p) < @1 0vr(p) < pcarlesy; sont triés par ordre décroissant. Ainsi o ¢ (1) = p,

et ce pour toufr > 1. On en déduit quer; ; < p1. Mais commey; vaut—oo sur lesp < gy, il vient

p1a = p1 etdoncg, 1 = 41 (1) par le lemmg 1]6. En outre, sur l'intervalje, ;, +oc| la fonctions; est
inversible & gauche, et son inverse a gauche est la tastrite; a[q1,1, +oo[. Du fait que ces fonctions
sont en outre affines par morceaux et strictement croissasmesn déduit facilement ce qui est énoncé dans
la proposition.

Plutbt que de traiter I'hérédité de la récurrence dansas général — ce qui multiplierait encore les
notations —, on se contente d’expliquer comment le<€as= 2 > se déduit de ce que I'on vient de faire,
les arguments pour lessupérieurs étant similaires. Comme précédemmentpomtence par remarquer
que la fonctionys prend des valeurs finies exactement sur un intervalle dertaeffus, +oo[ pour un
certain nombre régly. De s (p1,1) = ¥1(u1,1) > —oo, ontireus < pq 1. Onintroduit le domaine :

Dy ={(q,p) €R* | ¢ < tpa(p)}.
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Des résultats de I'etude menée pgus 1, on déduit queD, intersecte la réunion des graphesdewu plus
selon le graphe de la restriction ge a l'intervalle g1 1, +00]. Soienty > us etq = ¢2(1). On considére
un nombre réel’ > p. Le couple(q, 1) appartenant &, il en résulte que :

— Sig < q11, alorsp;(q) # w/ pourtouti € {1,...,d};

— Sig > q11, alorsy;(q) # 1’ pourtouti € {2,...,d}.
Les conclusions précédentes étant valables pourtautu, on peut remplacer dans leurs énoneés (q) #
' > par< ¢;(¢) < p>. En utilisant le fait que les fonctions; sont triées par ordre décroissant, et que la
fonctiony; est connue su 1, +oc[, on obtient pour toug > s :

— Sita(p) < q1.1,alorsey o Yo (p) = u;

= sita(p) = qu,1, Alorsps o 9o (p) = p, etdoncpr o o (u) = p.
On déduit déja de cela queg 2 = u2 puisquep; o Pa(p) vaut —oo Si u < o et est supérieur ou égal
ap sinon. On a également (uz22) = 2,2 €tpa(ge2) = p2,2 €tant donné que le couplg, 2) n'est pas
dégénéré. Sojt’ I'infimum des nombres réelg tels queyq (i) > ¢1,1. La restriction deyps & [u1 2, 1]
admet alors pour inversge; tandis que sa restriction[a’, +oco[ admet pour inverse.. Pour conclure, il
suffit donc de montrer que' = 122 €t que Siuy o < po,2 AlOrsYa (i 2) = q1,2. Dufait queps o (') =
w', on déduit queuz » < p’. Mais si I'inégalité était stricte, on auraity, = 2 sur l'intervalle de la forme
[¢1,1 — &, q1,1[ (poure > 0), ce que I'on a exclu au départ. L'autre point résulte rexiant des descriptions
que I'on vient d’obtenir. O

Etant donné gu’une fonction définie sur un intervalle kewes dans un autre intervalle, qui est a la fois
affine par morceaux et bijective est affine, on déduit facéat de la proposition la description suivante des
fonctionsy; ety; :

Y g = —0 Siqg < gia
q = bla—qj)+tpm;  Sig;<qg<g, -1, etcepourtoufe {i,...,d}
(1.4)
Yj o g -0 Sip < pa,j
o= b= pig) F gy Sipiy < p < pipy, etcepourtout € {1,...,5}

Il résulte en particulier de cette écriture que les fantdip; sont entierement déterminées par la donnée des
i,j €L ;-
1.2.2 Relations entre leg; ; et u; ;

On sait déja que les nombres; et p; ; ne peuvent &tre quelconques puisque ceux-ci vérifient les
inégalitésy; ; < Git1,5, Gij = i j+1, Hij < Mit+1,; €L 5 > 1a j41. Dans ce paragraphe, on détermine un
certain nombres d’autres contraintes auxquelles ils dbwatisfaire.

Relations égalitaires On considerer = (¢1,...,p4) € ® et on suppose encotg, > --- > @q4. Par
définition, au voisinage de oo, la fonctiony; est donnée pay — bg — ¢;.4 (puisque la fonctiorp; prend
des valeurs finis & partir dg 4). En comparant avec la forme ge obtenu ci-dessus, on trouve :

Wiyi = bGii — id (1.5)

pour touti € {1,...,d}. Dautre part, par la propositi.?, la fonctign réalise une bijection de I'in-
tervalle [¢; ;, ¢i,j—1[ sur l'intervalle [u; ;, wit1,;[- Comme on sait que cette fonction dilate la mesure de
Lebesgue d'un facteur, il vient :

Mit1,j = Hig = 0(dij—1 = Qi) (1.6)

pourtouti,j € {1,...,d} telsquel < i < j < d. A partir des ces deux relations, on voit facilement que
les; ; s’expriment en fonction deg ; :

j—1

pig =baj; = Qa+b- > (Gsj —dsj1) 1.7)

s=1
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pour tout couplés, j) tel quel < ¢ < j < d. Enfait, laformule 7) implique réciproquement lestores
(B) et ). Ainsi, on peut décider d’oublier ces deurniisres relations et de ne travailler qu’avec les
gi,;- On peut également inverser les formu@(l.?) et exprieses; ; en fonction deg; ; ; on obtient pour
I<i<j<d

1 4 4 Mi,s — Hi+1,s
Gij =51 (Mz’,i D e S e £ (1.8)

s=i+1 s=j+1

Il est donc également possible d’'oublier lgs; et de travailler uniquement avec les ;. L'avantage,
néanmoins, de continuer & considérer simultanémeigt leet lesy; ; réside dans le fait que les formules
qui apparaitront dans la suite pourront souvent s’écnaeiére plus agréable.

Relations inégalitaires On rappelle que I'on a déja vu les inégalités

i+1,5 (1.9
i1 (1.10)

qij

qi,j

Zqij+1 ; Mij S P
S Qit1y 5 Wi 2 p
pour tout coupléi, j) pour lequel cela a un sens.

Lemme 1.9. Avec les notations giedentes, on a les relations suppientaires :

Qij S Qit1ger €U i 2> iyl g (1.11)
pour tout coupl€i, j) tel quel < i < j < d.

Démonstration.On démontre seulement la premiére inégalité, la sezétaht completement analogue. Si
Qij = Gi,j+1 OUQit1,j+1 = ¢i+1,5, 'inégalité résulte de(1.10). On peut donc supposerg@y > ¢; j+1 et
gi+1,j+1 < ¢i+1,;- Dans ce cas, on applique la proposifion) 1.7 qui nous asseréadonctiony,; réalise
une bijection croissante dg; jt1, fti+1,j+1[ dans(g; j+1, i ;[, et également dgu; 41 j+1, fite,j+1[ dans
[¢i+1,j+1, ¢i+1,;[. Parhypothése, tous ces intervalles sont non vides. Oiadm'tmuelimu_w;+1 i Vit () =

i; et quey;i1(it1j+1) = Git1,54+1. En utilisant la croissance dgj;1, on obtient finalemeny; ; <
¢i+1,j+1 comme voulu. O

En fait, les inégalitéd (1.10) résultent de [1.9)[et §).. En outre, en vertu de I'egalitf (]L.6), les deux
inégalités de la ligng (1.9) se déduisent mutuellemiantl de 'autre. Ainsi, les six jeux d’'inégalités obte-
nues précédemment se résument finalement aux troissiiva

Qij 2 Gig+1 5 Qg < Qirlg+1 ;5 Hig = Hirlj+1- (1.12)

ou (4, j) parcourt I'ensemble des couples d’entiers tels gue i < j < d. Bien entendu, par ailleurs,
les inégalités portant sur lgs ; peuvent se réécrire en termes glg en utilisant la formule [@)7), et
réciproquement en utilisant la formule (1.8).

1.2.3 Un mot sur la gestion des multiplicies

Dans ce qui précéde, on a toujours supposé pour simpifierp; > --- > g4, c'est-a-dire si I'on
préfere qu’il N’y a aucun poing, 1) qui appartient simultanément aux graphes du plusieurstifoms ;.
Dans le cas ou cette condition n'est pas réalisée, deplaations techniques apparaissent. En particulier,
la définition desy; ; et u; ; n’est plus correcte et doit étre remplacée par :

— le nombrey; ; estlaborne inférieure des nombres rédkls que soit); o, (q) > ¢, Soity,0p;(q) =

q et
Card{i' <i|@i(q) =p} < Card{j <j|vy(p)=q} (1.13)

ol on a posg = ¢;(q) ;
— le nombrey; ; est la borne inférieure des nombres rgelels que soitp; o ¢; (1) > p, SOity; o
¥, (1) = p et linégalité [1.1B) est veérifiee avec= 1, ().
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Dans le cas otp; > --- > ¢4, ON retrouve bien la définition donnée auparavant. Ert,&ffg a alors un
unique indicei’ (resp.j’) tel quep = i (q) (resp.qg = ¥ (u)) & savoiri’ = i (resp.;j’ = j), et donc la
condition supplémentaire est toujours vérifiee. Ladfans cette définition est que si, étant donné un couple
(g, 1), onnotei; <is < --- < igetj < ja < --- < ji les entiers tels que :

0i (@) = iy (@) = =i (@) = et Y (u) =P, (p) = =5, (1) = ¢,

alors on a bien);, o ¢; (q) = ¢ mais, sit < s le nombrey;, o ¢;, (¢) doit &tre considéré comme infi-
nitésimalement plus petit quget, en tout cas, ne doit pas &tre pris en compte dans latit#fidieg;, ;,.

En formalisant cette vision des choses et en reprenantdesrants développés précédemment, on peut
montrer avec un peu de présévérance (exercice laiss&ctur) que la propositioEi.? est encore vraie
pour tous lesp € ® a condition de prendre la définition modifiee précédebe méme, la formulmA)

demeure, ainsi que les relatiops [1.5),](1.6] et [1.12).

1.2.4 Une bijection

A partir de maintenant, on va faire varier les élementdans®. C’est pourquoi, afin de lever tout
risque d’ambiguité, on notera dans la suite(y) et u; ;(¢) respectivement a la place dg; ety ;. Soit
I 'ensemble des couplés, j) tels quel < i < j < d. On considere I'espace vectori@?)! des suites
indicées par les élements AeSoit K le sous-ensemble convexe (@ )! définis par les relations

(i i)
&3, () etl@T2)

Théoreme 1.10.L'application

® = K, o (qi(0) 1 (0))ager
est une bijection et son inverse est demar la formule(fL.4).

Démonstration.ll s’agit de démontrer qu'étant donrté; ;, w; ;) € K, la formule (1) définit unl-uplet

v = (p1,-..,%q) qui appartient 8 et qui est tel que; ;(p) = ¢;; etu, ;j(p) = p;,; pour tout(s, j) € I.

Les conditions 2 et 3 qui définissent I'ensemidevoir pag) ne posent aucun probleme a part peut-
etre en ce qui concerne la croissance ggsnais celle-ci résulte directement des égalités et niegalites
supposées sur lgs; ety; ;. On a en outre les inégalités suivantes qui seront utdes th suite :

Vg < qij, vi(q) < b(q — qij) + pivr1j41 (1.14)
Vg >dqij,  wil@) =b(q—qij) + (1.15)
On montre a présent la condition 1, c’est-a-dire que pawtrindicei € {1,...,d—1},0nap; > @;41. Soit
q € R.Siq < giy1,4, On abienp;(q) = piy1(q) = —oo. Sinon, il existej tel queg; 11,5 < ¢ < Giy1,5-1-

On aalorsp;1(q) = b(q — qi+1,5) + pit1; < b(q — qij—1) + pij—1 < wi(q) la premiere inégalité
résultant des hypothéses.: ; > gij—1 €tpit1,; < pij—1, €t la seconde résultant @.15) apres avoir
remarqué que > git1,j = Gi,j—1-

On en vient a la condition 4. Bien sir, on prend les fondign définies par la formule@A). Les
inégalités supposées impliquent de méme que prec@dst qu’elles sont strictement croissantes et rangées
par ordre croissant. Say, 1) un couple de nombres réels. Par définition, un indiee{1, ..., d} vérifie
u = i(q) si, et seulement s'il existge {1,...,d} tel que

Gij <q<@qj-1 et p—p;=>blqg—q;) (1.16)

De plus, si un tel indicg existe, il est clair qu'il est unique. Ainsi, il existe autatiindices: satisfaisant
1 = i(q) que de coupleéi, 7) satisfaisant[(1.16). De méme, on démontre qu'’il existarsd’indices;j
satisfaisant = ¢;(x) que de couple§, j) satisfaisant :

pig < p<piti; €t p—pig=0(qg—qij;)- (1.17)
II suffit donc de montrer que les conditiofs (1.16)[et (1. BfHtequivalentes, ce qui résulte sans peine de
legalite (1.§).

Il reste enfin & démontrer qug;(¢) = ¢; et u; j(v) = p, ;. Grace ala relation[(1.7), il suffit de
démontrer I'égalité pour leg; ;. Comme précédemment, on n'écrit la preuve que dans l®tgs >
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- > q. |l faut alors montrer que pour tolt, j) € I, on ay; o v;(¢i;) = ¢; €t o vi(q) < ¢
pour toutg < g; ;. La formule ) montre que;(g; ;) > wi ;. tandis que, de maniére analogue, on
démontre quey; (1;,;) > ¢ ;- Il en résulte, en utilisant la croissance, abieo ©;(q; ;) = ¥, (i) = Gij-
Soitq < ¢ ;. Si;(q) = —oo, il N’y arien & démontrer; on suppose donc que ce n'est pass. La
formule (1.14) implique que; (q) < fti11,5+1 < pi,;. Comme, par ailleurs, sur l'intervalle- oo, 1; ;[, on
at;(pn) < b~ — piy) + gi-1,;-1, On obtient :

Hig — Hit1,j+1

Yiowi(q) <q—(gi; — qi—1,j-1) — 5

Si l'inégalité est stricte, la démonstration est tere@nSinon, cela signifie que toutes les inégalités aebs
sont des égalités, et donc en particulier gu@y) = b(q — ¢; ;) + fi+1,j+1 €t QUeg; ; — Gi—1,j—1 = ftij —
witi1j+1 = 0 puisque ces deux différences sont toujours positives dasiOn applique alors 'inégalité
(.14) au coupléi — 1, j — 1) : cela donnep;_1 (q) < b(q — Gi—1,j—1) + frij = b(q— qij) + pij = i(q),
ce qui contredit I'hypothese. O

On rappelle que I'on avait défini un sous-ensenibjede ® caractérisé par certaines conditions dites
d’intégrité (les conditions 5 et 6, pa@ 11). La propaositsuivante montre que ce sous-ensemble est facile-
ment caractérisable & I'aide de la bijection du théar@mécédent.

Proposition 1.11. Pour touty € ®, les trois conditions suivantes saquivalentes :
) pedy
i) pourtout (i, j) € I, ¢;;(¢) € +7Z, etpourtouti € {1,...,d}, gi.a(p) € Z;
i) pourtout(i,j) € I, p; ;(v) € Zetpourtout € {1,...,d}, lasommeu, ;(¢) + piit1(p) +-- -+
i d(p) est divisible pab — 1.

Démonstration.L'équivalence entre les conditiofi etiii) résulte directement des formulds [1.7)[et](1.8)
qui permettentd’exprimer lgs; ; en fonction des; ; et réciproquement. Reste donc a montrer 'eéquivalence
entrei) etii). A partir de la propositio@.?, on déduit giigimpliquei). Si I'on suppose maintenant que

¢ € &y, alors toutes les composégso ¢, sont constantes sur les intervalles de la fofme + %[ pour

v E %Z etde 14, en revenant a la définition, on déduit quelesy) appartiennenttous?Z. Finalement, il

est clair quey; () est entier pour tout, puisque celui-ci est égalg qui est justement supposé entiet]

1.3 Les varietes X, et leurs dimensions

Etant donné ud-uplet@ = (@1, ..., @q), 0N définitX; (k) comme I'ensemble des résealixc M tels
queg, (L) = ¢; pour touti. Si I'on notey le d-uplet de fonctions; : R — RU{—oc} obtenu a partir dg
apres reordonnement et prolongement, les propos@et@ montrent ensemble qkf’@(k) estinclus
dansX, (k) pourp = (u1,1(9), p1,2()s - - -, 1,4()). De fagon plus précise, on démontre comme dans le
lemme 4.2 de[[16] que I'on obtient ce faisant une sous-t@Ag de X, qui est localement fermée.

De facon similaire, étant donng € &z, on noteX,, (k) I'ensemble des réseaux C M tels que
¢(L) = ¢; cet ensemble s’écrit manifestement comme une unioAgé). Le lemme suivant montre
qu'il s’agit méme d’une union finie et, par voie de consémes quet, (k) est aussi I'ensemble dés
points d’une sous-variété algébrique localement FmieY,, pour le méme: que précédemment.

Lemme 1.12. On fixe unélementy € ®y. Alors, il n'existe qu’'un nombre fini dé-uplets de fonctions
(p1,. .., Pa) qui satisfont aux conditions de la propositi 1.2 et quiaedent led-uplety apres €ordon-
nement.

Démonstration.Si (¢4, . .., pq) est un teld-uplet, alors il existe une permutatianc S, telle que, pour
toutd, on aitg;(v) = —oo POUrv < gy (;),a(¢) et@i(v) = bv — qu(:),q(w) pourv suffisamment grand. Du
fait que les fonctiong; doivent en outre étre croissantes, on déduit que I'&gali(v) = bv — g, (;),a(¢)
vaut pour toub > gq,4(). Aprés cela, il ne reste plus qu’'un nombre finiidet donc gu’un nombre fini de
possibilités pour attribuer les valeurs manquantesaypuisque pour chague on ne peut que permuter
les nombreg; (v) et on a donc au maximuri possibilités. O
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1.3.1 Lafonction dimension sur®

Définition 1.13. Soit Leb la mesure de Lebesgue BurSip = (¢1,...,pq4) € ®, On pose :

dim() = ) Leb(pi(R)\@;(R))

1<i<i'<d

ou, siE et E’ sont des ensembles, on nd&E’ 'ensemble des éléments qui appartiennehtr@ais pas a
E.

Remarquel.14 Poury = (p1,...,04) € P, il est clair qu'il existe des constanteset B telles que
[A, +oo[ C ¢;(R) C [B,+oo[ pour touti. On en déduit que les differences (R)\¢;(R) sont toutes
incluses dans l'intervallgA, B] et donc, en particulier, qu’elles ont une mesure finie. Aitisi(yp) est
toujours fini.

Via la bijection de la propositioh 3.2, un élementc ® est entierement déterminé par la donnée des
i, (p) etu; i (v). Ainsi, le nombrelim () que I'on vient de définir doit s’exprimer en fonction dgs ()
etyu; ;(¢). On a plusieurs possibilités pour cela, comme le montrerterie suivant.

Lemme 1.15. Pour touty € ¢, ona:

d
dim(p) = D (d+1—=j)-mi(e) = > wij(®)
=1 (i)l
d
= b ) qi(e)+ D> (2i—1—d—bi) gialp)

(i,9)el =1

Remarquel.16 On constate en particulier — et ce sera crucial dans la suitguedim(y) dépend de
facon linéaire deg; ;(v) etq; ;(p).

Démonstration.Comme d’habitude, on ne donne la démonstration que darEslelity; > -+ > ¢q. On
fixe unindicei € {1,...,d}. D'aprés la propositio[ill.?, I'image de la fonctigns’écrit :

0i(R) = || [miy» pizr sl
i<y<d

Commeonaenouty 1 +1 < fi,;, lesintervalles qui apparaissent dans I'union préctsgmt<« rangés
par ordre décroissast On en déduit que le ré@l n’est pas dans I'image dg; si, et seulement s'il existe
j e {i,....d}tel quep;y1 j+1 < o < g ; OU ON @ posé par conventigni, 4+1 = —oo. Pour un tel
i, on se propose de compter le nombre d’indides ¢ tels quen appartienne a I'image dg;;. Comme
les fonctionsp; sont injectives sur I'intervalle ou elles prennent desuad finies et que I'on a supposé
©1 > -+ > g4, cela revient encore a compter le nombregdpour lesquels il existé’ > i tel que

u = @i (q). Cette condition se réécrit encore :

' e{l,....d}, p=pi(q)etpiri(q) =p
puis, d'apres la définition deg; :
3]/6{1,,d}, q:w]’(ﬂ) etSO’H*l(Q)}:u‘

En remplagany par;: (1), la derniére inégalité deviert; 11 o v (1) > p, ce qui équivaut encore a
i = pit1,5- Au final, on cherche donc & dénombrer les régedsécrivant sous la forme;. (1) pour un
indice ;' tel quep > p;y1,5. De 'hypothése supplémentaigg > --- > ¢4, on déduit facilement que
Y < --- < 1hg, d’ou il suit que le nombre cherché est aussi le nombredites;’ tels quey > 41 ;-
Or, commey a été pris dans l'intervallge; 11 j+1, i ;[ €t donca fortiori dans[i;+1,j+1, ti+1,;[, on déduit
de la décroissance de la sujte— 1,11 ;- que lesj’ convenables sont ceux de 'ensembjet 1, ..., d}.
En particulier,ily en al — j.
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En résumé, on vient de montrer que le complémentaireigedie desp; est la réunion disjointe des
intervalles|u; 1 ;+1, fi,;| pourj variant dangs, . . ., d}, et que Siw € [pit1,5+1, i4,5[ POUr un certairy, il
y a exactement — j indices:i’ > i tels queu € ¢, (R). Il en résulte que

SH

d —1
> Leb(es (R)\@i(R)) = > (d —5) - (pij — pis1,41)-

i =i+1 %

<.
I

En sommant ces égalités pour tou vient :

dim(p) = Y (d—35) - (pij — pirr41):

1<igg<d

Les formules annoncées dans la proposition s’en dédujaeec un peu de calcul) a partir de la relation

(TP O

Corollaire 1.17. Pour touty € ®z, on a la congruence :

d
dim(p) == 325 s lp) (mod b—1).

Démonstration.C’est une conséquence immédiate de la premiere éghita proposition précédente et de

la propositior{ 1.11. O

Le corollaire est intéressant notamment car, dans lewcagpoovientd'un réseail, les nombreg ; ()
s'interpretent comme les exposants des diviseurs &l@ites du module engendré pg(iL) par rapport a
L. Par ailleurs, comme on peut s’y attendre, la fonctian que I'on vient de définir est liée de pres a la
dimension des variétés,. Plus précisement, on a le theéoreme suivant.

Théoreme 1.18.Soity = (¢1,...,¢q4) € Pz. Alors
— sih # 0, on adimy, X, = dim(yp);
— sih =0, on adim(y) < dimy, X, < dim(p) + @.

1.3.2 Demonstration du theoreme[1.1B

On fixe un élemenp = (¢1,...,¢q) € Pz. PuisqueX,, s’écrit comme ['union finie deé?;, sur lesd-
upletsp = (¢1,. .., @q) Verifiant les conditions de la propositi1.2 et redongaapres réordonnement,
il suffit de deémontrer

— d'une part, que la dimension de toutes les variété®st majorée patim(y) dans le cas ot # 0

et pardim(p) + @ dans le cas contraire, et

— d'autre part, qu'il existe ud-uplety particulier pour lequedlimy, &, > dim(yp).

Pour cela, on suit la méthode de][16].

Notion de famille correcte On fixe desi-uplety et comme précédemment, et on définit les ensembles
suivants :

Q=1Zx{1,....d} ; Vu={(¢0)€Q| @i(g) =pn} (ournecZ) ; V=U,Vu

A={(g,1,¢,") € Q* [ (¢,7) > (q,7) et@i(q — 3) < ¢ (¢') < @ilq) }

et, enfin, pour toutq,i) € V :

A={(q.i,q,i") € Q*| (¢,i") > (q.9) etwi(g — 3) < ¢ir(d) < pi(q) }
%

Alg,1) ={(¢,7") € Q| (¢,7) > (g.1) eti(g— ) < w(q') < Pi(q) }.

Lemme 1.19.0n aCardA < CardA = dim(yp).
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Démonstration.On remarque dans un premier temps quéysi, ¢, ') est un élément del, alors on a
nécessairemerit< i'. En effet, on déduit déq,,q’,i") € A quep;(q) > vi(qd') = vir(q), ce qui ne
peut se produire gi < 7 étant donné que; > --- > ¢4 par hypothése. On déduit en particulier de cette
propriété que, dans la définition dg on peut remplacer 'inégalitéy’,i’) > (¢,4) par la condition plus
simpleq’ > q.

Pour toutg € %Z, il existe une permutation, € &, telle quep;(q) = -, (i)(¢q) pour toutindice. Pour
démontrer que Card < CardA, il suffit donc de montrer que, pour tout triplet, ¢, i) € %Z x () avec
¢’ > ¢, il n'y a pas plus d'indices tels que(q, i, ¢',7') € A que d’indices tels que(q,i,q’, 7, (i')) € A.
D’apres le résultat du premier alinéa de la démonstnatl suffit pour cela de démontrer que, si on a posé
1= ¢#(qd) = ¢r,u)(d), les deux ensembles suivants :

B:{i|@i(q—%)<ﬂ<@i(@} et B={i|pi(qg—3)<p<eilq)}
ont méme cardinal. Or, on peut écrire
B=DB\B;, avec Bi={ilu<@i(q)} et By={i|p<pilg—12)}

et de mémeB = B;\B; ol B; et By sont définis de maniére analogue en remplagargar ;. On a
alors les inclusion®3;, C By et By C B alors que, par ailleurs, la permutati@,p(resp.rq,%) induit une

bijection deB; dansB; (resp. deB, dansB,). La conclusion s’ensuit.

Il reste & demontrer que Cafd= dim(yp). Pour cela, on fixe deux entiersti’ aveci < ’. Lensemble
differencep,; (R)\p;(R) s'écrit comme une union disjointe d’intervalles de la ferm, ..+ 1] pour certains
entiersy. De plus, siu est un tel entierie.si u € pi (R)\:(R)), il existeq, ¢’ € %Z tels quep:/ (¢') = 1
et(q,i,q',i') € A (onrappelle que, dans la définition de 'ensemtijeon peut remplaceiy’, ') > (q,1)
parq’ > ¢). En outre, les rationnetset ¢’ sont uniquement déterminés partir de la définition delim(yp)
(voir définition[I.1B), on en déduit quim(¢) compte le nombre de quadruplétsi,¢',i’) € A tels que
i < ¢, c'est-a-dire le nombre d’éléments depuisque I'on a démontré que tolit, ¢, ¢, i') € A vérifie la
condition supplémentaire< i’ O

On définitg; comme le nombre associé aux fonctigh®t on notgey, . . ., e4) la base canonique de .
La premiére étape de la preuve consiste a démontretant'donné un résedude M tel queg; (L) = @;
pour touts, il existe des éléments, ; € M (urrvy) pour (q,7) € V et des élements, ; , i+ € k pour
(¢,i,q',7") € A qui verifient :

i) pourtout(q,i) € V,onavalv,;) = (q,4) et valvy; — ule;) > (q,4);

ii) pour tout(q, i) € V, on avg,; € k[[u'/*)] @) L etwy,; = u=#@o(vy;) € L;

iii)y pour tout nombre entiex, les &léementsw, ; modu) pour (¢, 7) parcourany,, forment une famille

libre surk dansL/uL;
iv) pourtout(q,i) € V tel que(q — +,i) € V, ona

1/b
Vi =uPvg 1t Y agig Vg (1.18)
(¢',i")€A(q,9)

V) pour tout(q, i) € V tel qued;(q) = bg — ¢; (ou de fagon équivalente pour un tel i), on a

h h ~
JUR— . p . Lo p TIPS
Vgi = Wai T Y ab g Do ab g uten (1.19)
(q',3") € A(gs 1) (q’yi')lGA(qyi)
q =q

olw, ; = u~ %D (v, ;) comme ci-dessus.

Une famille (v,,;, aq,i,¢,i7) €St ditecorrectepour L si elle vérifie les conditions précédentes et, étant
donné un entien, elle est diten-correctesi elle vérifie i), ii), iii) et si les égalités iv) et v) sowraies
respectivement modulo?t% etuZ%*%. On va construire une famille correcte en procédant parcpp
mations successives. Pour amorcer la construction, onregedtes éléments, ; vérifiant simplement les
conditions i), ii) et iii) ; leur existence résulte de lafidion des fonctionsp;(L) et, en ce qui concerne
iii), d'une analyse de la démonstration du lemme 4.1@9. (@8] choisit également, ; o, = 0 pour tout
(q,i,¢',7) € A. Lafamille (vq,i» aq,i,q i) €St @lOrY-correcte. L'étape d'itération est donnée par le lemme
suivant duquel il résulte directement I'existence sot@®aapres un passage a la limite.
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Lemme 1.20. Soit (vq;, aq,i,q' ) une famillen-correcte pourl pour un certain entier: > 0. On pose
=n+ 1. Alors, il existe(vy ;, ar, ; . ») une famillem-correcte pourL telle que

— onaitv; ; = v,; (mod u?"%) pour tout(q, i) € v, ~
— sin est suffisamment grand, on ait aussi, ./ ;» = aq,i,,q,ir POUr tout(g, o, ¢, i) € A.

Démonstration.On construit lesy;, ; par récurrence suy et aq fixé par récurrence descendante sur
Autrement dit, on considergy,i) € V, on suppose que tous le§ ;, € V avecq’ < gouq = g et
i’ > 1 sont construits et on cherche a construife. On suppose d’abord queg — %, i) appartient & et
on regarde dans ce cas I’équati.18) modglo? , i.e.la congruence

/ ,ul/b.v

!/
Yq,i = g—1,i

+ > Ay Vs (moduttH) (1.20)
(¢',i")€A(g,9)
qui doit etre satisfaite par I'elemenf ; que I'on veut construire. Dans I'expression preceddam/ y
b

ont déja été construits de méme quedgs, pourg = ¢’ car on a alors nécessairement- i. Si¢’ > ¢,
en revanche, on n'a pas encore constifjit, mais on souhaite le faire de facon a ce aye, = vy
(mod u4't%) et donca fortiori Vor i1 = Vgl (mod u?*%). On cherche donc a ce qué ,, satisfasse la
congruencc-O) ouona remplar;e pourq’ > q parv, ;. En fait, on va chercher;, ;, de sorte que
cette nouvelle congruence soit une égalité, c’estra-ae sorte que

o =ul 4 Z abiorir  Tqrir (1.21)

@i q—1,i @i i
(q',i")€A(qyi)

ou, pour unifier les écritures, on a posé, payri’) € A(q, i), = it = Uy 4 Siq = qetay = vy
sinon. Par ailleurs, en plus de cela, on doit avdir, ;) € u%(‘”L En reportant la valeur désirée dg,

donnée par I'egalitd (1.P1), on est amené a demoqtrdremsteaq i € ktelsque:

S CETETID s P 1.22)
)

(q',i")€A(q,i

Par définition dep;(¢), on sait qu'il existe dang un élément: de valuation(q, i) tel queo(z) € u?:(9.
Quitte & multiplierz par une constante dahson peut en outre supposer que(yak u'/’y ;7_ ) > (g,9).
b

On en déduit, en utilisant la condition i), que- u'/%v ’7 1;S 'écrit comme une somme infinie, portant sur

tous les couplegy’, i) strictement supérieurs(a, 4), de termes de Iaforrméq ing i1V aveCaq g €K
Puisqueo (x4 i) € u?(@) L, on peut, quitte & changeren un autre &élément de valuation ¢) tel que
o(x) € u?i@, retirer de la somme précédente les contributions appsmar les coupldg’, ') tels que
2 (¢") = ¢i(q). La somme restante est alors finie, car il n'existe de touterfaqu’un nombre fini de
couples¢/,i') € V tels quepy (¢') < @;(q). Pour conclure, il ne reste plus qu’a demontrer queles,

sont nécessairement nuls dés guyéq’) < i(q — ). On part pour cela de la relation

olz)=u-o(v _,.)+ Z (afl,m,,i,)ph o(xqg i) € uP DL (1.23)

(¢ z’)>(q i)
@y (a")<pi(a)

obtenue simplement en développant. On définit égalefaewaluation L-adique val (v) d’un élément
v € M comme le plus grand entiertel quev € w"L. La valuationL-adique d'un élément de la forme
o(vy i) oua(vy, ;) estalors égale @, (¢') : en effet, elle est supérieure ou égale a cette valepréida
condition ii) et I megalité ne peut étre stricte parfidiion de @,/ (¢'). Par ailleurs, a partir de la condition
iii), il est facile de montrer que la valuatiob-adique d’'une somme de termes de la forme o (x4 i)
(avecey v € k) est toujours égale au minimum des valuatidnradiques des, ;.o (x4 ;). Ainsi aucun
terme de la somme qui apparait da@l 23) ne peut avoiraloationL-adique strictement inférieure a
valy, (u - a(vq%_i)) 1+ @i(q — 1), ce quiimplique finalement ce qu'il fallait demontrer.

Si maintenant, au contrair¢g — %,z’) ¢ V, on raisonne de maniére similaire sauf que I'on part
déesormais de I'équatior (1]19) et comme précedemmememplacew! ; = u=? Do (v) ;) parw,,; =
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u=?@g(v,;). Apres cela, il nest plus difficile de vérifier qug ; = v,; (mod u*%) pour tout(q, i) €
V etque la famille(v ;, a;, ; ) quUe nous avons construite est biercorrecte. |l re~ste a montrer que si
n est suffisamment grand, ong; /.» = ay ; . pour tout quadruplety, i, ¢’,i') € A. Mai~s cela résulte
directement du fait que, en vertu des congruemges= v,,; (mod u?*# ) pourtout(q,i) € V, lassertion

(L22), de méme que son analogue dans le cdg oii}, i) ¢ V, est vraie avea, ; . . = aqiq . Sin est

suffisamment grand. O

Remarquél.21 En reprenant 'argument de la demonstration de I'existetesa, ; ., ;,, ON Voit que ceux-

ci sont en fait uniquement déterminés. Il résulte descetinarque, par passage a la limite, que les élements
aq,i,q,+ dans une famille correcte poirsont, entierement déterminés dar

Il est également possible a partir d’une famille correetg;, aq,i,4,i) de retrouver le réseall : en
effet, & partir des conditions i) et ii), on démontre disgnent quel est le module engendré par leg;
pour (g, i) parcourant’. Le lemme suivant montre qu’en fait est déja engendré par lésrecteursug, ;
(qui en forment donc une base).

Lemme 1.22.S0it(v, i, aq.i. i) Une famille correcte pouk. Pour tout(q, i) € V, il existe des\, € k[[u]]
(1< s<d)telsque:

d
J— 4= s gy
Uq,l—E As - ut™Tvg, o
s=1

et\s =0Sig < §s OUSiqg = s ets < i.

Démonstration.Si (¢ — %,i) ¢ V, alorsq = §; et le résultat est clair. Dans le cas contraire, la relation
(L.18) assure que,; s'exprime en termes de, 1 ; et desvy i pour (¢',i') € A(g,i). Or, les nombres
¢i(q — 1) etyy(¢') sont tous strictement plus petits qugq). Une récurrence sur le nombiie= 3;(q)
permet donc de terminer la démonstration (on remarque’imitéalisation ne pose pas de probléme car si
i est suffisamment petit, aucun coufde:) ne convient). O

Remarquel.23 Un examen de la démonstration précédente indique, ea,@ue les\; s’expriment uni-
guement en fonction des, ; .. €t des proprietés combinatoires des fonctigns

L'espace des familles correctes Dans ce paragraphe, on explique comment l'invariafémille cor-
rectes permet de paramétrer les reseduxA partir de maintenant, nous ne fixe donc plus un réskau
mais, au contraire, on considére I'ensembi&) des familles(v, ;, aq..,4 /) Satisfaisant les conditions i),
iv) et v) précédemment énoncées. Manifesten@it) est I'ensemble defs-points d’une variété algébrique
définie surk que I'on noteC.

Lemme 1.24. On suppose queug.i,aq,iq i) €t (Vg ;,aq,iq i) (AVEC les ramesa,,; ./ v) Verifient les
conditions i), iv) et v), et que pour toute {1,...,d}, onavg, ; = v}, ; (mod w3, Alorsu, ; = vy
pour tout(g,i) € V.

Démonstration.On pose, pour simplifier les écrituras, = u=%vg, ; et de méme), = u*‘iivéiyi. L'hy-

pothése s’écrit alorg; = v/ (mod »'/?). En utilisant 'egalité [1.19), le lemn]e 1]22 ainsi quedanarque
[..23, on voit qu'il existe des matrices et H & coefficients dank[[«]] de taille respectivement x d et
1 x d telles que

(0(v1),...,0(vq)) = (v1,...,v0)G+H et (o(v)),...,o()))=(v],...,v})G+ H.

De plus, on vérifie que la matric& s'écritI; + G’ ou G’ est topologiquement nilpotente ; en particulier
est inversible. En posant; = v; — v/, on a par hypothése; = 0 (mod «!/®) et, d’aprés ce qui précede,

(o(wy),...,o0(wq)) = (w1,...,ws)G. CommeG est inversible, cela implique que; = 0 (mod ). En
répétant 'argument, on obtieat = 0 (mod u?") pour toutn, c’est-a-direw; = 0. Finalementy; = v} et
une nouvelle application du lemnfie 1.22 permet de conclure. O

Remarqud..25 Le lemme précédent reste vraiksest remplacé par uriealgébre quelconque.
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Soit A = A{! l'espace affine standard skidont les coordonnées sont indicées par 'ensemble’est
une variété algébrique de dimension CArdOn dispose par ailleurs d’'un morphisme natytelC — A
qui & une famille(v, ;, aq., i) @SSOCie le vecteur de, ; . ;. Le lemme précédent et la remarque qui le
suit montrent que les fibres ¢esont de dimension inférieure ou égaléu(gz’—l). En outre, lorsqué # 0,
un examen de la preuve du Iem@.% montre mémef qst étale. Ainsi, sil'on pose=1sih =0et
¢ = 0 dans le cas contraire, on obtient :

d(d d(d—1)

T_l):CardA_i_g. (2 M

dimy C < dimy A+ ¢ - 5

< dim(p) + ¢ - (1.24)
Par ailleurs, I'application qui & une famille,,;,aq. 4 .#) € C(k) associe le réseau engendré pardgs
définit un morphisme algébriqug de C dans la grassmanienne affine gurLe fait que tout réseal
appartenant &;(k) admette une famille correcte signifie que I'imagegdeontientX;. Ainsi on obtient

dimy X5 < dimy, C et la majoration que I'on voulait suit alors de (1.24).

Démonstration de la minoration On se place ici dans le cas g > @2 > --- > ¢4 €t on souhaite
montrer qu'alorslim; Xz > dim(p). Dans ce cas particulier, les ensembfest A coincident et, d’apres
le lemmd 1.19, leur cardinal vadtm(y).

Lemme 1.26.Le morphism¢ : C — A défini precedemment est un isomorphisme.

Démonstration.Soit R unek-algébre. Il s’agit de montrer que pour tdd, ; i) € A(R). Il existe une
unique famille(vg,) , ey d'eléments deV @y () R((u!/?)) telle que(vy i, ag.iq.ir) € C(R).
On construit lesy, ; et on démontre leur unicité par récurrence descendamté €£n reprenant la

démonstration du Iem24, on voit que I'element «~%v;, ; doit satisfaire une équation de la forme

d
o(v;) =v; + Z AsUs

s=1+1

ou les )\, sont de valuationi-adique strictement positive (les éventuels termes deatiain0 s’annulent

h - -
avec le terme_ .1\ c A(4i). o' a::;,i,q.,i/ -udiey de laformule[(1.19)). Comme les pours > i sont déja
connus, on a a résoudre une équation de la farfeg) = v; — ¢ ou ¢ est un élément connu de valuation
strictement positive d&[[u!/%]]. Une telle équation a bien une unique solution, & sayoir "> 0™ (c).
Lesw,,; pourg > ¢; s'obtiennent alors & partir d’une variante du lenjme]1.22.

A présent, il est aisé de conclure. La remarfjue]1.21 maptede morphisme : ¢~ '(X;) — X; est
également un isomorphisme. Il suffit donc de démontrergqug.X;;) est un ouvert non vide dg, ce qui
se fait comme dans la preuve Glaim 3 de [Zf].

2 Mise en place de la rathode

Les théoremef 1]10 Bt 1] 18 permettent de reformuler lel@me de calculer — ou disons, plutot d’es-
timer — la dimension d&’<. en un probléme de programmation linéaire. Dans cettésectous mettons
en place les outils nécessaires a la résolution de ceedgmobléme puis, en guise d’exemple, nous illus-
trons la méthode proposée en demontrant le theofpred'mttoduction sous une hypothése additionnelle.
La demonstration compléte de ce theoréme est reparesection suivantéB.3.3.

2.1 Préliminaires de programmation linéaire

On considére un espace euclidiérdont on notg-|-) ,, le produit scalaire. On se donne :

— un cbne convexé) C E, c’est-a-dire un sous-ensemble non videHiestable par addition et par
multiplication par les nombres réels positifs ou nuls ;

— une application linéair¢ : E — R™ oun est un certain entier naturel;

— une forme linéairé : £ — R.

23



Etant donné queZ est un espace euclidien, il existe des vectéurs, . . ., f,, tels quel(z) = <x|Z>E
et f(z) = ((z|f1)g....,{(z|fn)p) pour toutz € E. On souhaite étudier la fonctiory s, : R* —
R U {%o00} définie par:

—

aQ.re(y) = sup L(x)= sup (z[l)p oy = (y1,---,¥n)
TEQ zEQ
fz)=y (z|fi) g=vi

en convenant, comme d’habitude, que la borne supériedi@demble vide est oo et celle d’'un ensemble
non majorée estoco. SoitQ* le cone dual dé) :

Q' ={zecE| (zl2); =20, Va'eQ}.

Si @ est défini par les inégalités|v;) , > 0 (1 < 7 < N), alorsQ* est le cone convexe engendré par les
vecteurs;, c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs de la fodm& +- - -+ Ay 0y pour des scalaire; € RT.
OnintroduitAg, r.» 'ensemble convexe défini par :

Le théoreme suivant établit un lien de dualité entre imésation surQ) et minimisation surdg ¢ ..

Théoreme 2.1.Avec les notations pedentes, ona :

ag,re(y) = aeiAanf ) (aly),

ou (-|-),, désigne le produit scalaire usuel SR.

Démonstration.ll s'agit un résultat classique de dualité en programamatinéaire. On rappelle quand
méme briévement comment on I'établit. On remarque téatvard que la fonctiorg r . est concave. Le
théoreme de Hahn Banach assure qu’elle s’écrit commenaebinférieure des fonctions affines qui la
majorent. Or un calcul immédiat montre que la fonction &ffR?* — R, (y1,...,yn) — a1y1 + -+ +
anyn + B (ou, B € R) majoreag, ¢ Si, et seulement si

VeeQ, (@l —(arfi+ - +anfn))p < B

Comme( est un cone convexe, ceci est encore équivalghtal et (aq fi + - + anfn) — £ € Q*. Le
théoréme en résulte. O

Pour ce que l'on veut faire, on aura besoin de travailler damessituation légérement plus générale
gue celle qui vient d’étre étudiée. Précisement, ars ple, f et ¢, on se donne maintenant deux cones
convexeg et D inclus danR™, et on considére la fonctidn, 7.¢,c,p : R — R U {£o0} définie par :

bo.re.c.p(y) = SUDeq fayey—cl(x) SiyeD
= —00 sinon

ou par définitiony — C' est 'ensemble des vecteuysc R” pour lesquels il existe € C tel quey — ¢ = ¢/,
ou autrement dify — ¢’ € C. Dans la suite, lorsquP = R"™, on s’autorisera a ne pas le noter en indice. On
noteC* et D* les cones duaux respectifs @eet D. On pose :

Bg,f.e,0,0 = (Ag, e NC*) + D*

ou la notation précédente signifie que les élémentBde , o, p sont ceux qui s’écrivent sous la forme
y1 +y2 avecy; € Ag,re N C* etys € D*.

Proposition 2.2. Avec les notations pédentes, on a :

bq,1.e,0,0(y) = aeBéﬂff[ s (aly),, -
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Démonstration.On commence par traiter le cas Bu= R". Alors D* = {0} etBg fr.c,p = Ag,r,¢NC*.

La demonstration suit les mémes idées que celle dud&gP.[L. On commence par montrer que la fonction
bo.t.e,c,p €st concave. Par le theoréme de Hahn Banach, elle st comme la borne inférieure des
fonctions affines qui la majorent. Or, la fonction affiRé — R, (y1,...,yn) = @191 + - + Qnyn + B

(o, B € R) majorebg ¢¢.c,p Si, et seulement si

VwEQ, VCEC, <$|F_ (a1f1+"'+anfn)>E<ﬁ+<a|c>n' (22)

Sia € C*, le produit scalairga|c),, est par définition toujours positif ou nul. La valeur minimau'’il
prend lorsque décritC' est dond). Ainsi, la condition précédente est équivalente aecgllii apparaissait
dans la demonstration du théoréfnd 2.1, soit encaresa eta € Ag. ;. Si, au contraireq ¢ C*, alors
il existe un vecteur, € C' tel que(alcy),, < 0. CommeC est supposé stable par multiplication par les
élements d&R ™, la quantité(c|c),, est non minorée lorsquedécritC et la condition |(2. -2) n'est jamais
satisfaite dans ce cas. La proposition, dans le cas pagtidal= R", résulte de ces considérations.

On en vient maintenant au cas général. D'aprées ce quevigort de faire, il suffit d’établir que :

infaeBg jocp (@y), = infaca,,;.nc+(aly), siyeD
—00 sinon

On suppose d’'abord que € D. Alors, sia est un éléement d8g ¢,.c.p, il S'écrit a = a1 + a» avec
a; € Ag,5eNC* etag € D*, d'ouil suit (aly),, = (a1ly),, + (az2ly),, = (a1ly),. En passant a la borne
inférieure, on obtient l'inégaliténf.cp, ; , ., (@ly), = infaca, ,,nc+ (aly),. Mais l'inégalité dans
l'autre sens est évidente puisgBe . ¢¢,c,p contientdg ¢ ,NC*. Simaintenany ¢ D, le théoréme d’Hahn
Banach assure qu'il existee D* tel que(z|y), < 0. Les vecteurs\z, pourA € R* appartiennent alors
tous aBg f.¢,c,p, C& qui assure que la quantii@|y), est non minorée lorsque parcourt cet ensemble.
On a donc bien démontré ce que I'on voulait dans tous les cas O

Un cas important est celui ou le cone convéxest défini comme l'intersection d’'un nombfiai de
demi-espaces, ce qui est la situation que I'on considélana la suite. L'ensemblBg ¢ ¢, p est alors un
polytope (éventuellement non borné) qui n'a, en tout gagin nombre fini de sommets. En outre, si on

noteas, ..., ay ceux quirestent a distance finie, il découle de la profmsfirécédente que :
bg.fecp(y) = inficicn (aily), siye DN(f(Q)+C) 2.3)
= —o0 sinon '

Ainsi, déterminer la fonctiohg f ¢, ¢, p revient a déterminer les;.

Un peu de réseaux pour pimenter

On conserve les notations introduites précédemment, &t @onne en out® un réseau dé&/, c’est-a-
dire un sous-groupe additif d@engendré par une base eOn définit une nouvelle fonctid;b_’R_’fyeycyD :
R™ — R par

b/Q,R,f,l,C,D(y) = SUPzeQnR, f(z)ey—C {(x) siye D
= —0 sinon

De méme que précédemment, lorsdue= R™, on I'omettra dans la notation. Il est évident que la foorti
b/Q_.,R.,f,é,C,D est majorée palig, ¢,¢.c,p puisque la borne supérieure pour définir cette dernigmetion est
prise sur un ensemble plus gros.

Proposition 2.3. On suppose qué& engendrel en tant qu’espace vectoriel, que I'applicatighest sur-
jective, et finalementque N f~1(C) et f~1(C) engendrent le @me espace vectoriel dahs
Alors, il existe un vecteuy, € R™ et une constante € R tels que, pour touy € f(R) + C, on ait :

bq.re.c(y —yo) —c <bg g roc(y) <bg.feco(y)

ou, bien €ir, on convient que-co — ¢ = —oo et+o00 — ¢ = +o0.
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Remarque.4. Le fait queQ engendrer n’est évidemment pas vraiment contraignant puisque, ldaces

ou cela ne serait pas veérifig, il suffit de remplagepar le sous-espace vector@k engendré paf) et le
réseauR par R N Qg. On attire toutefois I'attention du lecteur sur le fait qw® peut quek N Qg ne soit
pas un réseau d@y ; il s’agit donc d’'une question qu'il ne faudra pas oubliersgéeposer le cas échéant.
Toutefois, dans le cas ou le réseBuet le cone( sont tous les deux définis sur le corps des nombres
rationnels, il est facile de vérifier quB N Qr est toujours un réseau dafs il N’y a donc dans cette
situation particuliere pas de vérification supplémeata faire. De la méme facgon, la troisieme hypothese
de la proposition (a savoir que N f~1(C) et f~1(C) engendrent le méme espace vectoriel dehest
automatiquement satisfaite des gideC' et f sont définis sufQ. Dans les applications a suivre, ce sera
toujours le cas, et il ne sera donc pas nécessaire de vé&ifieisieme hypothése, de méme que I'on pourra
appliquer la proposition méme @ n’engendre pag.

Un mot enfin en rapport avec I'’hypothese de surjectivité d@en entendu, elle n’est pas véritablement
contraignante car on peut toujours appliquer la propos#ioremplacariR™ par I'image def. La conclu-
sion du théoreme n’est alors bien sir plus valable qué [esu qui appartiennent a l'intersection de
f(R) + C avec I'image def.

Démonstration.On définitC’ = f~1(C) et de fagon générale, & est un sous-ensemble deou deR™,

on noteXy le sous-espace vectoriel qu’il engendre. SditC Cy une maille du réseati; N R. C'est un
ensemble compact qui vérifie la propriété suivante : poutrz € Cy, il existem € M tel quez +m € R.
Du fait queC” est d'intérieur non vide dars;, et qu'il est stable par multiplication par les réels pdsjtn
déduit gu'il existe un translaté de entiérementinclus darfs-C”). Soit K un tel translaté. C’est encore un
ensemble compact qui vérifie une propriété analogudé satisfaite panl/. De méme que précédemment,
étantdonné qué&’ est compact et qu@ est un cdne convexe d’intérieur non vide déhs il existexy € Qr

tel quezy + K C Q. On définityy = f(xo).

Soity € f(R)+ C.Siy—yo & f(Q)+ C,onabg sec(y —yo) = —oo et la proposition est
évidente dans ce cas. On suppose doncyaueyy € f(Q) + C. Alorsbg. re.c(y — yo) est fini, et pour
toute > 0, il existex; € Q tel quef(x1) € (y —yo) — C etl(x1) > bg,re,c(y — yo) — €. On a alors
flxo+z1) € y—C C f(R) + Cr, d'ob on déduit quey + z1 € R + Cj et, de 1a, qu'il exister, € K
tel quexr = xp + x1 + x2 soit éléement d&k. Commer; € Q etzy + K C Q, I'Elémentz appartient aussi
aQ. Parailleursf(z) = yo + f(z1) + f(z2) €yo+ (y —yo) — C + f(K) =y — C car f(K) estinclus
dans(—C) par construction d& . Ainsi, trouve-t-on :

o gc(®) > Ux) > Uao) +ba.gecly—yo) — = inf ()

et la borne inférieure est finie étant donné glaest compact. O

La minoration dans la proposition précédente fait int@ivla valeur de la fonctiobg s ¢.c eny — o,
alors qu'’il aurait été sans doute plus agréable d’avoipementq 7 ¢, (y). En général, malheureusement,
on ne peut pas remplacgr yo pary, méme en modifiant la constanteNéanmoins dans le cas 6liest
défini comme l'intersection d’'un nombre fini d’hyperplans, peut &tre plus précis : il résulte alors de la
formule (2.B) que la fonctiong ;¢ - est uniformément continue sur I'ensemifl&)) + C et donc, en
particulier, qu'il existe une constante réallgelle que :

bo.5.e,0(y) — ¢ < bo,fe.c(y — o)

pour touty € (f(Q) + C) N (yo + f(Q) + C). En fait, I'inégalité précédente estencore satisfaity ¢
f(Q) + C puisque dans ce cas, le minorant vaub. Enfin, en posant’ = ¢+ ¢, il vient :

bq.f.e.00(y) =" <bg g tecpWy) <bgrecny) (2.4)

pour touty sauf éventuellement ceux qui appartienneft & (f(Q) + C) mais pas &, + f(Q) + C. Il
existe donc, si I'on veut, une zone de trouble autour de latigce def (Q) + C sur laguelle on ne sait pas
controler le comportement de la fonctity » ¢, o p-

2.2 Etude du cdne convexeb
On reprend la situation du théoréfne 1.10 : on nbtensemble des couples d’entiefs ;) tels que

1 < i < j < d, etK le sous-ensemble convexe (&?)” défini par les egalited (1.5) €t ([L.6) et les
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inégalites [[1.112). En fait, comme cela a déja étéldiformule (1.Jr) permet de se passer ges ce que
nous allons faire a partir de maintenant. On considére ghutot I'espace vectoriel = R formé des
suitesq = (qi,5)i,j)er iINdexées par les éléements feet a l'intérieur de celui-ci, le cone convegedéfini
par les jeux d’'inégalités suivants :

Qeul): sil<i<j<d gj=> g+
(Jeu ”) osil<i< 7 < d, qi,j < Qi+1,5+1
Jeulll): sil<i<j<d,
j=1 J
b4 — G+ Y (dsg = sg-1) Z bjrger — Grra Tb- D (dsjet — ds)
s=1i s=i+1

qui correspondent aux inégalit.12) dans lesqueties remplacé chaque apparition d’uy); par son
expression en fonction des ;. Le theorem¢ 1.0 dit alors que l'application— (g; ;()) i j)er définit
une bijection entr@ et Q.

On munitE du produit scalaire usuel : si= (v; ;) etw = (w; ;) sont deux éléments d&, on pose

Wlwyy = > wvijwi;.

(i.g)el

Les inégalites définissai se réécrivent alors sous la forig, |¢) , > 0 pour certains vecteurs explicites
Um € E (1 < m < M). Une étude attentive des formules montre en outre quelésusecteurss,,
appartiennent a I'’hyperplansomme des coordonnées égale.

On note comme précédemmeptt le cone dual d€) (par rapport au produit scalaite-) ;) ; c’est sim-
plement le cdne convexe engendré par les vec@gur&n particulier, il est lui aussi inclus dans I'hyperplan
< somme des coordonnées égale Malheureusement, la présentation a I'aide@gs’est pas adaptée au
calcul des convexedg ¢ ¢ qui apparaissent @.1, et qui joueront un rdle centrad tkasuite de l'article.
Pour calculer ces ensembles, il serait plus commode desdisplune présentation dg* comme l'inter-
section d'un certain nombre de demi-espaces. Hélas, dsa@omplexité, le jeu Il d’'inégalités rend la
chose difficile a réaliser. Pour contourner le probléhiige consiste a travailler avec certaines approxima-
tions@. Les deux plus simples d’entre elles sont les cones cosvgxg et Qmax définis comme suit@max
est le cone convexe défini par les jeux d’inégalité | etdhdisQmin est celui défini par le jeu | et le jeu I’
gue voici :

Qeull): sil<i<j<d ¢j=qit1,j41

Il est clair que? C Qmax €t un calcul aisé montre qugmnin C Q. Ainsi on a des inclusions renversées au
niveau des duaux, d'ou on déduit que, pour toute dofifige C, D), I'encadrement

bQuin, £,6,C,D < bQ,1,6,0,0 < bQpuas, f,0,0,D (2.5)

*

est vrai. Il est maintenant temps de donner les présensagiononcées des cones du@ify, et Qr..,. Pour
cela, on introduit la définition suivante.

Définition 2.5. Une partieJ de I est diteadmissiblesi pour tout coupldi, j) € J, les deux couples
(i,7+1)et(i — 1,5 — 1) sont dans/, des gu’ils appartiennenta

On peut remarquer que les parties admissibles dans le sec&dent sont naturellement en bijection
avec les parties dfl, . . ., d} : a une telle partid, on fait correspondre I'ensemidledes nombres non nuls
qui sont de la forme :

Card{j > | (i,j) € J }

pour uni € {1,...,d}. Réciproquement, sI' est un sous-ensemble ¢e, ..., d}, on notet; > --- >
tcarar S€S €léments et on lui associe 'ensemble I formé des couple§, j) tels quei < CardT et

j > d — t;. On vérifie que les deux applications précédentes sabijections inverses I'une de I'autre
entre 'ensemble des parties admissibled @t 'ensemble des parties dé, ..., d}. Par exemple, st €
{1,...,d}, la partie admissible correspondanitia. .., s} estls = {(i,j) € I |j —i > d — s}.
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Proposition 2.6. Une suitev = (v; ;) de E appartienta Q};, Si, et seulement si :

min

Z vi,j:() et VSE{l,...,d}, Z Uingo.

(i)l (1,5)€ls

Une suitev = (v; ;) de E appartienta Q. Si, et seulement si :

3 v, =0 et VJcCIadmissible Y v, <O0.

(i,5)el (i,j)eJ
En utilisant I'identification décrite précédemmentrerparties admissibles deet parties d€1, ..., d}, on
peut réécrire la condition d’appartenar®a,, comme suit :
CardT  ts
Z ;5 =0 et VTC{l,...,d}, Z Z Vj—s,j—1 g() (26)
(iaj)el s=1 j=s+1

out, est les-ieme plus petit element di.

Déemonstration de la proposition[2.p : un peu de tkorie des flots

Il est possible de donner une démonstratioa la mains de la propositi06 mais, comme me I'a
signalé Bodo Lass, la proposition peut également seidedu théoréme Flot-Maximal-Coupe-Minimale,
classique en théorie des graphes. J'ai choisi ici de ptéseette derniére approche qui est a la fois plus
générale et plus conceptuelle.

Quelques rappels pour commencer au sujet du théoreméviaikitmal-Coupe-Maximale. Soif? un
graphe fini orienté dans lequel on a privilégié deux sotsrie(comme départ) el (comme arrivée) et on
a attribué a chaque aréteun nombre positif ou nul, éventuellement égaf &, appelécapacie dea, et
notéc(a). Sia est une aréte dars, on notes; (a) (resp.s2(a)) le sommet duquel elle part (resp. auquel
elle aboutit). Un flot d&D vers A est une fonctiory & valeurs réelles définie sur les arétegdgatisfaisant
les propriétés suivantes :

— pour toute aréte, on a0 < f(a) < ¢(a);

— pour tout sommet differentdeD et A, ona}_, . =5 [(@) = 245, )=s f(a)-

La derniére propriété implique que :

o fla)- D fla= > fla- > f).
al|s1(a)=D al|s2(a)=D als2(a)=A alsi(a)=A

Cette valeur commune s’appellevaleurdu flot f et est notéef|. UnecoupeC deG est la donnée d'une
partition de I'ensemble des sommets@en deux partie® et .4 telles queD € D et A € A. Lacapacié
de la coupe”, que I'on note|C|, est la somme dega) étendue & toutes les arétesjui ont leur origine
dansD et leur arrivée dangl.

Il est facile de voir que sf est un flot etC' est une coupe sur le grapbieprécédemment fixé, alors
|f| < |C]. Ainsi, en passant aux bornes supérieures et inferigaresbtientsup ;g | f| < MiNG coupd C|
(notez gu’il N’y a qu’'un nombre fini de coupes possibles).

Théoreme 2.7(Flot-Maximal-Coupe-Minimale) Avec les notations giedentes, on a :

SUP £ fiot |.f| = MINc coupd C
et la borne suprieure pécdente est atteinte.

Démonstration.\oir par exemple|E3]. O

On se place a présent dans une situation un peu difféei@nteonsidere toujours un graphe fini orienté
G mais on ne se donne plus de décoration : on ne suppose pldeguée ses sommets sont privilegiés, ni
que les arétes d& sont munies d’une capacité. On nétéensemble des sommets Ge A un tel graphe, on
associe I'espace euclidigiy; = R® muni du produit scalaire usuél-) , etQ le cone convexe regroupant
les éléements = (z;)ses € Eq Veérifiant

Ty (a) < Ly (a)

pour toute aréte deG.
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Définition 2.8. Un sous-ensemblg’ de S est ditadmissiblesi toute aréte d& ayant son origine dans’
a aussi son but darfs.

On a alors la proposition suivante, de laquelle il réeswd@iément la propositio@.&

Proposition 2.9. On conserve les notationsguédentes, et on not@y, le cdne dual de&l)¢ par rapport au
produit scalaire(:|-) .. Alors unélementr = (z,).cs € Eg appartienta QF, si, et seulement si :

> 2,=0 et VS C Sadmissible Yz, <0.

ses seSs’

Démonstration.De la définition del)¢, il résulte quel)7. est un cbne convexe engendré par des vecteurs
de I'hyperplan< somme des coordonnées égale Ainsi QF; est inclus dans cet hyperplan. Par ailleurs, si
S’ C S estun ensemble admissible de sommets, 'opposé de ladaneticatrice deS” définit un vecteur
—1s € Q¢. Onen déduit que le produit scalaitg 1s-) ., est négatif ou nul dés quec Q.. Les éléements
de Q¢ vérifient donc bien les conditions de la proposition.

Réciproquement, on considére un vecteut (z;) € E¢ vérifiant ces conditions. Soit/ un nombre
réel positif assez grand pour que toutes les sommesM (pours décrivantS) soient positives ou nulles.
On introduit le graph€& obtenu & ajoutant & deux nouveaux sommets notBset A et, pour tout sommet
s deG, une aréte d® verss et une aréte de versA. On définit une capacit@sur G comme suit :

— sia est une aréte d@, on pose:(a) = +oo;

— sia partdeD et arrive & un sommetdeG, on pose:(a) = =5 + M ;

— sia partd’'un sommet deG et arrive a4, on pose:(a) = M.

SoitC = (D, .A) une coupe dé€. LensembleS’ = D\{D} estinclus dans. Si S’ n’est pas admissible,
cela signifie qu’il existe une aréte reliant un sommesta un sommet dg\ S’. Autrement dit, il existe une
aréte dans- (donc de capacité infinie) reliant un sommetd@ un sommet del. Dans ce cas, la capacité
de la coup&” est donc infinie. Si, au contraire, 'ensemble des somisiest admissible, la capacité de la
coupeC vérifie :

ICl=Y M+ > (ze+M)=nM-> z,>nM

seS’ seS\S’ seS’

ou on a noté: le nombre de sommets d@ Ainsi la capacité minimale d’une coupe, not&g, est, elle
aussi, supérieure ou égalexd/. D'apres le theoreme Flot-Maximal-Coupe-Minimaleexiste un flotf
sur G, de valeurcyi,. Comme la somme des capacités des arétes sortabtet#n M/, la capacité de ce
flot est inférieure ou égaleal . On en déduit qu'elle est égalend/ (et donc qu'il en est de méme de
cmin) €t que toute aréte partant de est saturée, c’est-a-dire que pour toute aréfmartant deD, on a
f(a) = c(a) = M + z4,(,). De méme, on démontre que, pour toute argpartant d’'un sommet € S et
aboutissant ed, on af(a) = ¢(a) = M. Par la condition de flot, on a pour tout somraet S :

S f@- Y ) =u,
al|si(a)=s alsz(a)=s

ou, dans les sommes précédentedésigne une aréte de Ainsi, pour touty = (ys) € Qg,ona:

<$|y>E = Zys ' ( Z f(a’) - Z f(a)> = Z(ym(a) - y52(a))f(a) >0

ses al|si(a)=s als2(a)=s a

d’ou on déduit finalement que € Q7 comme voulu. O

2.3 Un premier exemple d’application

A titre d’exemple, et afin de familiariser le lecteur avecnesthodes de cet article, j'aimerais montrer
comment la machinerie qui vient d’étre introduite permetd@montrer la majoration du théoréﬂ1e 2 sous
I'hypotheése supplémentaite > d — 1. Ce cas est intéressant car de nombreuses difficulténitpes
s’évanouissent, mais il permet tout de méme de donnedéeeorrecte de la nature des raisonnements qui
apparaitront dans la section suivante.

Pour ne pas avoir, dans la suite, a distinguer systénetiqut les cas selon qéesoit ou non égal &,
on se restreint a partir de maintenarit & 0, le cas contraire se traitant de fagon complétement gnalo
en ajoutant@ a tous les majorants.
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2.3.1 Positionnement du probéme

Un réseaul de M définit unk-point de la variétét¢, si, et seulement si les exposants des diviseurs
élémentaires di[[u]]-module engendré par(L) par rapport & sont tous compris entfeete. Si on note
ceux-Cipy (L) > --- > pa(L) comme dans la propositidn 1.2, cela se rééeritl) < e et jug(L) >
0. Par ailleurs, si on note; ;(L) et u; ;(L) les nombres réels associés @&uplet de fonctionsp(L) =
(¢1(L), p2(L), ..., pa(L)), lassertion 4 de la proposition 1.2 combinée & la prajms{L.7 assure que
w;i(L) = p1;(L) pour toutindicej € {1,...,d}. Ces observations conduisent & une décomposition de la
variétéXc. en union disjointe de parties localement fermées commte sui

] x

<P€‘I><e

ou I'ensembled . réunitlesp € @y tels queus 1(¢) < e etug 4(¢) = 0. On déduit directement de cette
écriture, une formule au niveau des dimensions :

dimy X¢. = sup dimg X,.
<P€‘I><e

Comme précédemment, on ndid’espace des suites indicées par I'ensenihlet Q le cdne convexe
défini par les jeux d'inégalités I, Il et lll. Sojf : E — R? I'application linéaire qui a une familléy; ;)
associe le coupléu; 1, p1.4) OU ces réels sont définis comme d’habitude par la forn@(Par ailleurs,
par le lemmd 1.15, la fonctiodim s’étend en une forme linéai® — R, notéel. On pose encore’ =
RT x R™, D = R? et on noteR le réseau formé des élémertts ;) € F tels queg; ; € 7 pour tout
(i,j) € T etqgiq € Z pourtouti € {1,...,d}. Les theoremc.o Bt 18, couplés & la propoditiof, 1.
fournissent alors I'égalité (on rappelle que I'on suppbst 0) :

dlmk; Xge = bIQ,R,fZC(e7 0) (27)

et donc en particuliedim;, X¢. < R, t.0,c(e,0). Pour estimer ce dernier nombre, on utilise I'encadre-
ment (2.5), et les proposmo. 2 6 pour evaluerdestfonstmlm £.0.0 €thou fo.C

2.3.2 Lesvecteursiy,...,jiq etsy

Pour pouvoir suivre la méthode indiquée ci-dessus, il Cammencer par exprimer les coordonnées de
la fonction f ainsi que la forme linéairécomme des produits scalaires contre certains vecteuts @&st
I'objet de ce numéro.

Pour un indice compris entre etd, on appellgi; le vecteur deF tel que pour toute suite = (¢; ;) €
E,onaitp,; = (g|f;); O p1; est, comme précédemment, le réel calculé par la foriuldfl. Si I'on
décide de représenter les élémentsfdeomme des matrices triangulaires supérieures (le terindidé
(i, 7) étant placé a l'intersection deddeme ligne et de Ig-ieme colonne), on a ainsi :

0 ....... 0 7b b 0 ............ 0

} b0
o b 0-0 —1
0 ............ 0

.

ou leb sur la diagonale est a I'intersection dei{&me ligne et de la-ieme colonne. De méme, on définit

5. Pour le calcul de la dimension déc., seuls les vecteurg; et fiy seront utiles. Cependant, les autres vectelrserviront
dans la suite pour estimer la dimension d’autres vari@esous avons pensé qu'il était préféerable de les dhire tous en méme
temps.
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le vecteurs par<q|5>E = ((g) pour toutg € E. Le lemme[1.15 montre quies’exprime comme suit :

1 .................. 1 0 0 ................. 0 1 . d

0="b- RO N
1 2-d 0 d-3
1—d d—1

Si J C I est un sous-ensemble admissible (voir définifion) 2.5) et si (z;;) € E, on noteS,(z)

la somme des coordonnées; pour (i, j) parcourant/. Les fonctionsS; ainsi définies sont clairement
des formes linéaires sut. Si T est la partie dg1,...,d} correspondant a 'ensemble admissilileon
s’autorise a notefr a la place de5 ;. Pour les calculs a suivre, le lemme suivant nous sera fibet u

Lemme 2.10.SiT estun sous-ensemble{lg ... d},ona:
ST(ﬁz) =b- lT(d +1-— 2) — [(CardT) > ’L]

ou 17 est la fonction indicatrice d& et I'expressiori(CardT") > ] vautl si CardT" > i et0 sinon. On a
aussi :

2 CardT - (CardT + 1
sTw)b-<§:t ar (2w +)>CamT-(dCamT).
teT
Démonstration.C’est un simple calcul a partir des descriptions prénézie O

2.3.3 Calcul du majorant

On commence par calculer la fonctiog,,, ;..c en utilisant la propositiof 3.2. Il s’agit donc de
déterminer l'ensembldq,,, r.e.c = AQua.f¢ N C*. Il est facile de voir quec* = R x R~ ; reste
donc a calculerq,,, r... Commef = ({ji1, ")z, (fid, ") ) €tL = (3]-) , la formule [2.11) s'écrit :

Agun st = { (W1,y4) € R? | yafis + yafla — 8 € Qfoin }-

On cherche donc les couplég, yq) tels quey; > 0, ya < 0, ety fis + yafia — 5 e Qrin- D'apres la
propositior] 2}, la derniére condition se réécrit :

{ v S5, (1) + yaSr. (fla) < S1.(0) Vs € {1,....d} 28)

Y151, (fi1) + yaSt,(fa) = S1,(6)
ou on rappelle qué, désigne I'ensemble admissible formé des coufigp) € I telsquej —i > d — s.
Comme cet ensemble correspond & la péftie- {1, ..., s}, le lemme[2.]0 assure quesi< d, on a
S, @1) = —1,57,(iiq) = betS, (6) = —s(d—s), tandis que pous = d,on aSy, (i1) = Sy, (fiq) = b—1,
Sr,(5) = 0. Ainsi, le systeme[(2]8) est équivalent & :

s(d—s)

=0 et > 7
Y1+ Yd Y1 b1

Vse{l,...,d—1}.
Comme on voit aisément que le maximum €é — s) vaut [d;], 'ensembleBy,,,..r¢,c est formé des
couples(y, —y) avecy > [d;] . b% Ainsi, siy; > y4, On obtient :
b T i el L
Qmin, £,£,C (Y1, Yd 1 br1
On souhaite a présent montrer que I'expression ci-degssutsencore pour la fonctiob,. ., r,¢,c. Comme
on sait qUe Q... £.e,c < boma. £,¢,¢ 1l SUfit, pour établir ce que I'on veut, de montrer c(l{léli] L f[d—z] .

b+1° 4
1

771) € BQuaot.t,c, C'ESt-a-dire que pour toute parflee {1,....d},ona:

F?]'&%Uh)Sﬂﬁ@)é(b+1ysbw)
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(Notez que le cas d’égalité, qui doit étre obtenu pbue {1,...,d}, a déja été vérifie.) On commence
par éliminer les cas triviaux’ = @ etT = {1,...,d}. Ceci permet d'écrirer(ji;) = blr(d) — 1 et
Sr(jia) = 17(1). Par ailleurs, si" = {t1,...,t,} avect; < --- < t,, la formule du lemm¢ 2.}0 se réécrit

-

Sr(0) = —s(d—s)+bY (ti —i). (2.9)

On distingue a présent quatre cas selon que les entielrd appartiennent ou n'appariennent pag.eSi
leTetd ¢ T,alorsSr (i) — Sr(jig) = —b — 1 et l'inégalite & demontrer deviest (5) > —[d;]. Or
lest; — i &tant tous positifs ou nuls, la formule (2.9) montre G > —s(d — s) d’our il suit ce que I'on
veut. Pour les autres cas, il est important de remarqueriqug §°, alors tous les; — ¢ sont supérieurs ou
égaux al, alors que sil € T, on at, — s = d — s. En particulier, si I'on excepte le cas que I'on vient de
traiter, c’est-a-dire si I'on suppose qieZ T' ou qued € T, on a

-

St(8) = b-min(s,d — s) — s(d — s).

Comme on a suppo$e> d— 1, on en déduit quér(6) > 0, ce qui suffit & conclure dans le cas ou les deux
nombresl etd appartiennent (resp. n'appartiennent pa®)guisqu’alorsSrt (i) — St(fq) = —1 < 0. Si
finalementl ¢ T etd € T, la minoration de51 () est renforcée comme suit :

Sp(8) = b(s —1+d—s)—s(d—s)=b(d—1) —s(d—s) > b(d—1) — [dﬂ

Etant donné quér(fi1) — Sr(iia) = b — 1 dans ce cas, il suffit d’établir
d? d?
b 1(bd717 —)>b71~—,
o n(a-n- 5]y =0-0- 7]
ce qui se simplifie encore gh + 1)(d — 1) > 2[%2]. Finalement, la conditioh > d — 1 assure que cette
inégalité est bien satisfaite. On a ainsi demontré que

d*1 y1—ya
meax7f.,l,C(ylayd) - |:Z:| . b+ 1 poury1 2 Yd.-

a partir de quoi la majoration du théoréﬁhe 2 s'ensuitgues’on sait que la dimension dgéc. est majorée
parbg. ¢,¢.c (e, 0) lui méme majoré pabg,.. .¢.c(e,0).

3 Dimension des varetes X, X, et X,

Pour estimer les dimensions des variétés, X, et X¢,,, on suit la méthode introduite précédemment,
sauf que I'on remplace la fonctighpar la fonction

g:E=RY g (la) g, (H2ld)g - (Had) )

et que la lettre” fait désormais référence au nouveau cone ConYexe . .., vq) € R4 |y; > - > y4}
Toutes les autres notationQ( R, Qmin, Qmax £ i, 5, etc) sont conservées; on se contente donc de
renvoyer le lecteur au§§R.3 et{2.3.p s'il souhaite se remémorer les définitionsciee dual de” jouera

un rdle particulier dans la suite ; on remarque d'ores & dé&'il est engendré par les vecteurs de la forme
(0,...,0,1,—1,0,...,0). On en déduit facilement une description en termes daliés :

C*:{(zl,...,zd)eRd

Zl++zd:0
at 4z 20,Vie{l,...d} [

D’autre part, étant donné que les vectetirgorment trivialement une famille libre dars, I'application
linéaireg est surjective. On peut ainsi appliquer la proposi 2exdes données précédentes.

A partir de maintenant, on se restreint & nouveau au cas-60), le cas contraire se traitant exactement
de la méme facon sauf qu'il faut ajouté%;l) a tous les majorants. Par le théoré@l.l& pouE
(pe1, - .., pna) vérifiant les bonnes hypothéses, la dimensiortdgresp.X<,,) est majorée (et méme bien
approchée en vertu de la propositfor] 2.3) par le norbgre. o () (resp.bg.g.¢,c+ (1)). On est ainsi ramené
acalculetbg g ¢.0(p) €tbg g.0,c+ (1), €t pour cela, a étudier les ensemhieg ¢ o €t Bg g.0,0+ -
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3.1 Les points extemaux deAg, . q.¢

Soit &, I'ensemble des permutations de I'ensemfdle. . ., d}. Pour toutw € &4, on définit le vecteur
fw € R% par :

oo

ﬁw=<<b—1>-2d“]fn_wn(”> |
1<i<d

n=1 <i<
Il est clair que la somme infinie que I'on vient d’écrire cenye. En fait, la suite des™ (i) étant périodique,
elle converge méme vers un nombre rationnel (qui s’expdorame I'évaluation e d’une fraction ra-
tionnelle a coefficients entiers). De plus, lorsque= wq est la permutation — d + 1 — ¢, le vecteur
Pw, S'exprime facilement : il vautu%ﬁ1 ol on rappelle qug’ = (41,422 .. 1=4) Enfin, a partir de

5 1 9
(dfl)z]_

maintenant, on pose = 1 + [~—;

Proposition 3.1. On supposé > by. Les points exémaux dedg,..4,¢ SONt exactement les vecteyis
pourw parcourant&,.

La fin de cette partie est consacrée a la démonstraticmpl®position. On peut d’ores et déja présenter
le convexed,...q,c COMme une intersection de demi-espaces;; il suffit pour cielgater la description de
* axdonnée par la propositign 2.6 dans la form{ile](2.1). La imrdqui en découle s’exprime simplement
a l'aide des fonction$ introduites juste avant le lemnfie 2.10; elle dit qu’un &ty = (y1,...,ya) €
R¢ appartient 8, 5.¢ Si, et seulement si

-

y1S7(jir) + y2S7(fi2) + - - - + yaSt(fia) < ST(9)

pour toute partid” C {1,...,d} et I'égalité est atteinte lorsqu = {1,...,d}. Avec les expressions du
lemme[2.1]D, ceci se réécrit :

Yyr+y2+--+ya=0

fry) =0, VYT C{1,...,d} 3.1)

ou on aposé = CardT et :

fr@) =+ +ys) —b-> yari-t—s(d—s)+b- (Zt M) (3.2)

2
teT teT

Ceci étant dit, un point extrémal d&y,,,.¢,¢ N'est autre qu’'un pointdég,.. 4. ¢ qui se situe & l'intesection
ded — 1 hyperplans affines indépendants parmi ceux d’équgtidm) = 0 avecT C {1, ..., d}. Calculer
ces points revient donc a déterminer une condition rezdeset suffisante sur les partis ..., 7, 1 de
{1,...,d} pour que:

i) enposanf,; = {1,...,d}, les hyperplans affines d’équatigf (z) = 0 (1 < ¢ < d) aientun unique

point d’intersection, et

ii) ce point d'intersection appartiennefy,...q.¢-

On commence par deux lemmes.

Lemme 3.2. On consi@re des entiersn etn tels qued < m < n < d etunélementy = (y1,...,y4) €
AQra.g,¢- AlOrs :
—m(n —m) < Yms1 + Ymi2 + -+ Yo < (n—m)(d —n).

Démonstration.On commence par prouver la majoration. Dans le casiod 0, celle-ci provient directe-
ment de l'inégalitéfr(y) > 0ouT = {d+ 1 —n,...,d}. Dans le cas oun > 0, on considére la partie
T={d+1—-mn,...,d—m}. Linégalité fr(y) > 0 donne alors :

(Wi 4+ Ynom) = b(Gmss & +9a) = (0 —m)(d = n+m) — b(n — m)(d — ).

Or, on sait déja par ailleurs qug + - - + yYn—m < (n — m)(d — n + m). Le résultat s’ensuit. Pour la

minoration, le plus rapide est de remarquer que I'appbegtiy, . .., yq) — (—yd, ..., —y1) définit une
bijection deA,.,.¢,¢ dans lui-méme et queja cette bijection, la majoration qui vient d’étre établenthe
la minoration. O
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Lemme 3.3. On supposé > d. SoientT’ etT; deux parties d€1,...,d}, et soity € Ag,..q,¢- ONA:
le (y) + fT2 (y) > leﬁTg (y) + fT1UT2 (y)

et I'égalite a lieu si, et seulement®i C T, ouT, C T;.

Démonstration.Soientsy, sa, s1n2 €t s1us les cardinaux respectifs d&, Ts, 79 N Ty etT; U T5. On a
evidemmens; + so = s1n2 + S1u2 €ts = 81 — S1n2 = S1u2 — S2 = 0. Par allleurs, quitte a intervertir
etT,, on peut supposer < so. Un calcul immédiat conduit alors a

le (y) + sz (y) - fT1ﬂT2 (y) - fT1UT2 (y)
= YUsino+1 T Ysy) = Wsar1 + 0+ Ysyn) + % -5(b—2) - (s1u2 + s2 — 51 — S1M2)-

a partir de quoi, on trouve en utilisant le lemme précéden

le( )+ sz( ) - leﬁT2(y) - fT1UT2(y>
>s-[(b—1)(s2 — 51) +bs —d + 2(s1u2 — S1n2 — S2 + 51)]
> s ((b—l)(52—51)+bs—d).

Sis > 0, il est clair que la derniére expression est elle-aussitsinent positive. L'inégalité du lemme est
donc vraie, et méme stricte, dans ce cas. Si au contrai®, le majorants - ((b — 1)(s2 — s1) + bs — d)
s’annule et I'inégalité du lemme en résulte encore. Dandernier cas, I'égalité peut se produire, mais dire
gues = 0 revient & dire que’; N Ty, = T3, i.e. Ty C Ty. Comme il est clair que, réciproquement, si
T1 C Ts, l'inégalité du lemme est une égalité, on a bien dém@oe qui avait &été annoncé. O

On est maintenant prét a démontrer la propos 3.1s@pose donk > by. Sil'on excepte le cas
b = d = 2 que 'on vérifie a part a la main, onba> d et donc le lemme précédent s’applique. On considere
des partiedy, ..., T;—1 de{1,...,d} vérifiant les hypothéses i) et ii) Enoncées en amont eesrles.
On pose égalemefly; = {1,...,d} et on appelley 'unique point d’intersection des hyperplans affines
d’équationfr, (y) = 0 pouri variant entrel etd. Quitte & renuméroter |€5;, on peut supposer que leurs
cardinaux sont rangés par ordre croissant. CommgeAq,,,.q,¢ Par hypotheése, les nombrégs, ur, (y) et
Jr.nt; (y) sont positifs ou nuls pour tous indicégt j. Ainsi, on est nécessairement dans le cas d’égalité
du lemme précédent, ce qui signifie, dans le cas alyj, queT; C T; d’apres I'hypothése suppléementaire
que nous avons faite sur les cardinaux. Ainsi, on obtient

T'CTy C---CTy1 CTy=1{1,...,d}.

Par ailleurs, toutes les inclusions sont strictes car leeitplans d’équatioyfir, (y) = 0 ont un unique point
d’intersection et que deux d’entre eux ne peuvent étrearwhfs. On en déduit qu'il existe une permuta-
tion w* € &4 telle queT; = {w*(1),w*(2),...,w* ()} pour tout:. Il reste & calculer les coordonnées
(y1,---,ya) du pointy. Celles-ci sont solutions du systeme d’équations stivan

Y1 — byd-i—l—'w*(l) =d—-1- b(w*(1> - 1)
(yl + yz) - b(yd+1—w*(1) + yd+1—w*(2)) =d®—4- b(W*(U + U’*(2> - 3)
: (3.3)
(Y14 4+ Y1) = b(Yar1—wr(1) T+ Ydr1—w=(d—1))
* * d(d—1
=& — (d—1)2 = b(w*(1) + - -+ w*(d — 1) — L)
y1+---+ya=0

En retranchant chaque équation de sa précédente, tarsysdurnit les équations
Yi — Wap1—wry = d+1—2i —b(w*(i) —i), pourl <i<d.

En notantw la permutation inverse de— d + 1 — w* (i), et en posant; = y; — d — 1 + 2i pour touti,
celles-ci se réécrivent = w(i) — i + =4 et donnentdonc :
'w(z n+1 n(Z)

b

w?(i) —w(i) | zwzu _ i

zi=w(t) — i+ 2

=w(i)—i+

n=0
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Un calcul facile montre alors que= p,,. Réciproquement, pour montrer gdg est un point extrémal, si
I'on prend en considération ce que 'on a déja dit, il eestmontrer qu'il appartient 4, 4.¢. Or, pour

T ¢ {1,...,d}, un nouveau calcul conduit a I'egalité suivante :
fT(ﬁw) - 1 +1
= — w'H(d+1 - 3.4
- nz:;) o t; + Zw (3.4)

ou, comme d’habitudes est le cardinal d&'. Chaque facteud_, ., w™ ™' (d + 1 — ) — 37 w™(i)

est, en valeur absolue, inférieur ou égél — 1 — s), qui est lui-méme inférieur ou égal [é—] =

bo — 1. Ainsi, dans la somme infinie du membre de droite de I'égdf&d), la contribution des termes
pourn > 1 est majorée en valeur absolue é’ba_r— < 1. Par ailleurs, la contribution pour = 0 vaut
Sierw(d+1—t)— 37 | iquiestunnombre entier positif ou nul. S'il est strictemeasitif, il vaut au
moins1 et d’aprés ce qu’on a démontré précédemment, il ne @eeitcompensé par le reste de la somme;
ainsi on a bienfr(p,,) > 0 dans ce cas. Si, maintenadt, ., w(d + 1 —t) = >_7_, i, 'ensemble des
w(d + 1 — t) pourt parcouranfl’ est nécessairement égal a I'ensemfile . ., s}. Il en résulte que pour
toutn, onaaussh_, ., w"t(d+1 —t) = 377, w"(i), et donc quefr(p.,) est nul dans ce cas. Ainsi,
pour tout sous-ensemble C {1,...,d}, onafr(y) > 0. Comme on a égalemept + - - - + y4 = 0, on
trouve bieng,, € Ag,..4.¢, €t la propositiof 3|1 est demontrée.

Lemme 3.4.0n conserve les hypatkes de la propositi.l et les hypeths de sa&monstration. Alors,
si T n'est pas I'un des ensembl@s on a fr(py,) > 0.

En d’autres termes, le lemme dit qu'il ne concourt au sommeued — 1 faces correspondant aux
hyperplans d'équatioir, (y) = 0 pourl < y < d — 1. (Notez bien que I'équatiorir, (y) = 0 définit
I'hyperplan< somme des coordonnées égale @ans lequel tout est plongé.)

Demonstration.Il suffit de remarquer que dans la somme de la formflg (3.4)pkeribution du terme
correspondant & = d! est positive ou nulle puisque® est I'identite. On en déduit que la contribution
cumulée de tous les termes obtenus aveg 1 est en faitstrictementinférieure ébbf’_—*ll. Ainsi des que
'ensemble desv(d + 1 —t) (t € T) n'est pas égal &1, .. ., s}, c'est-a-dire des qué n’est pas égal &
avecs = CardT, la quantitéfr(p.,) est strictement positive. O

Un mot sur les points extémaux deAg,,.q.c + C*

On démontreradans la suite qdg 4 ¢ = AQuag,¢+C* (propositio) et, donc, plutdt que les points
extrémaux dedq,,.¢,¢, Ce sont ceux de la sommak,, . ..+ C* que I'on aimerait décrire. Ceux-ci forment
un sous-ensemble des points extréemauxde,, 4,0 qui, malheureusement, semble difficile & comprendre.
On peut, malgré tout, définir un ordre S8 qui permet de mieux appréhender la situation.

Voici comment on procéde. Tout d’abord, pour tout engier {1, ..., d}, on définit le préordre par:

S
w1 < Wo  SSI <Zw1 ) Slex <Zw§(l)>
n>1 =1 n>1

oU <ex désigne l'ordre lexicographique sur I'ensemble des sui@i donne le plus de poids aux petits
indices. On pose ensuite :

wy < we  SSI wiy s wo pour touts € {1,...,d}.

On vérifie facilement que est bien un ordre su®. A titre d’'exemple, la figur(ﬂz montre son diagramme
de Hasse pout = 4 (sur cette figure, la permutatianest notédw(1) w(2) w(3) w(4))). Il existe déja un
certain nombre d’ordres sur le groupe des permutatinérdre de Bruhat, ordre faibletc) mais I'ordre

< ne semble coincider avec aucun d’entre eux (en tout cagyveaseux qui sont connus de l'auteur). Pour
I'instant, il est encore assez mystérieux. La proposisioivante explique malgré tout comment il est relié
avec la problématique de cet article.

Proposition 3.5. On supposé > by. Pour toutes permutations; , ws € &4, 0naw; < ws Si, et seulement
Si fw, € Pu, +C.
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(4321) (3421) l4312)

(4132) (3241)

FIGURE 2 — Diagramme de Hasse de 'ordgesur S,

Les traits gris clairs sur la figure représentent, de la mfamon que les traits noirs, des arétes
dans le graphe de Hasse. Attention : afin de faciliter la te¢tuous avons dessiné en rouge
les arétes entre une permutation du troisieme étageeelwguatrieme guie sontpasdans

le diagramme de Hasse'!

Les permutations coloriées en bleu sont les élémentinaax.

Démonstration.Les coordonnées d&,, — g, sont
& n
— w3 (i)
b o 1 Z 1 2

avecl < i < d. Dire que ce vecteur est da@$ revient a dire que, pour toute {1,...,d},ona:

> o Sk ) — wh() > 0

et que I'égalité a lieu si = d. En fait, il est clair que I'égalité est toujours véerdipours = d ; on peut donc
oublier cette conditionA part cela, on remarque que la sompg_, w (i) — w} (i) est majorée en valeur
absolue paby — 1. Comme”g’jl1 < 1, le signe de la somme infinie ne dépend que du signe du premier
terme non nul. La proposition découle de cela. O

Il résulte de la proposition que si deux permutations isésw,; etws sont telles quev; < wo, alorsg,,
ne peut &tre un point extrémal di,,... ,.¢ + C* (toujours sous I'hypothéde> b). Ainsi, les seuls points
extrémaux envisageables correspondent aux permutatigps sont des €lements maximaux pegirPar
contre, il se peut que certains éléments maximaux neigédint pas des points extrémauxdlg, ., 4. +C* ;
lorsqued = 4 par exemple, c’est le cas des vecteurs correspondant amufzions(2431) et (4213)
(qui sont bien des éléments maximaux comme on le voit siiglae|2).
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3.2 LecalculdeAg,,
Le but de cette partie est de démontrer la proposition ateva
Proposition 3.6. On supposé > by. Alors Ag g.¢ = AQuag.e + C*-

Linclusion Ag,..q.c + C* C Aq g, est facile. En effet, il est clair déja qui,,,.,.,¢ est inclus dans
Ag.g.¢. SOient maintenan = (y1,...,%q) € AQ g €tz = (21,...,24) € C*. Il suffit de montrer que
Y+ z € Ag.g.. Par définition dedq 4.0, ON ay1 /iy + - - - + yajla — 0 € Q*, ce qui revient & dire que pour
toutq € Q, B

yilila) g+ +ya(fala)p = Olg)p - (3.5)
Par ailleurs, on sait que la suite dgg |q) , est décroissante gt autrement dit elle définit un vecteur de
R? qui appartient &'. On en déduit que

21 <ﬁ1|Q>E+"'+Zd <ﬁd|Q>E = 0. (3.6)

Finalement en additionnant les formul¢s]3.5) ef (3.6)younve bieny + » € A , , comme annoncé.

On se concentre désormais sur la démonstration de I§imhu'ecipr0queA partir de maintenant, on
suppose doné > by. La démarche générale est la suivante. Tout d’abord; fwai point extrémap,, de
AQmag.0» ON NOtED,, le cone convexe tel qu’'au voisinage gig, on aitAg, ..q.¢ = fw + Dw. Si g, €st
un point extremal delg,,,..s.¢ + C*, les ensembles convexds, .. 4.¢ + C* etg, + D, + C* coincident
encore au voisinage ¢&,. On en déduit que

AQmax-,g-,e + C* = ﬂ (ﬁw + DUJ + C*)
weSy

ou I'on a notéS, le sous-ensemble d&; correspondant aux points extrémaux4ig, ..q.c + C*. Ainsi, il
suffit de montrer que tout éléement de, , , appartient &, + D,, + C* pour toutw € S;. On va en fait
montrer que c’est le cas pour taute &,4. Pour ce faire, I'idée est d’interpréter la sompg+ D, + C*
comme desdg,, 4.¢ POUr certaines cones convexgs C FE. Il suffira alors pour conclure de montrer que
tous les@,, sontinclus dans).

3.2.1 Lesensemble®,,

On fixew une permutatiomw de I'ensemblg 1, ..., d}. En s’inspirant d@@, on définit la permutation
w* 1 i+ d+1—w~l(i) et, pour touts compris entre etd, on considére I'ensemble

Ts(w) = {w*(1),w*(2),...,w*(s)}.

Cet ensemble correspond a une partie admissiblerdgéel, (w). On rappelle ques étant fixé, si on note

t1,...,ts lesnombres*(1),...,w*(s) triés par ordre décroissami. t; > to > --- > t,), alors le couple
(i,7) estdand(w) si, et seulement $i< setj > d —t;. Lorsquew est la permutatiow : ¢ — d+1 —1,
on aw* = id et doncTs(w) = {1,..., s}; 'ensemble admissibl&;(w) est alors simplement 'ensemble

I, = {(i,j) € I|j —1i > d — s} qui a déja été considérée. De facon générale aifie facilement que
les ensemble; (w) définissent une partition croissantedelle quel;(w) = I. On considére la fonction
ord, : I — {1,...,d} qui aun coupléi, j) associe le plus petit entiertel que(i, j) € I;(w). De fagon
évidente, pour tout, I'ensemblel (w) regroupe les élémenisc I tels que org (z) < s.

Pour se représenter les constructions précédentest doenmode de considérer les élemefits)
comme les cases d’'un tableau triangulaire (voir figﬂlre 3)fdrection ord, correspond alors a un rem-
plissage des cases du tableau par les nombres entiers s@npel et d. Celui-ci s’obtient en fait trés
simplement a partir de la permutation comme suit. On place d’abord sur la ligne du haut et dans(&$
dernieres colonnes du tableau le nomhrEnsuite, on place le nombgedans lesv(2) dernieres colonnes
du tableau a chaque fois dans la case la plus haute qui @sst&a remplie. Ainsi, 3b(2) < w(1), tous
les nombreg se retrouvent sur la deuxieme ligne, tandis que(&i) > w(1), on écritw(1) nombre< sous
les1 déja écrits a I'étape précédente, et on metdé®) — w(1) nombreS restants sur la premiére ligne. On
continue ensuite avec I8s: on les place dans las(3) derniéres colonnes, toujours le plus haut possible.
Et ainsi de suite jusqu’d. La figureﬂs montre le remplissage obtenue pour la permutétie 4 5 1) (pour
d = 5 donc).
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FIGURE 3 — La fonction orgh 5 45 1)

On définit encore un graplg, comme suit : ses sommets sont les élémenfsad&on convientqu'ily a
une aréte entre ety dans ce graphe si oydx) > ord, (y). Finalement, on introduit 'ensemblg/, C E :
c'est le cone convex@,,, associé au graphk, par la recette donnée juste en dessous de la d’efin 2.8.
Pourwy : i — d + 1 — ¢, 'ensembleR),,, n'est autre que I'ensemb@nin.

Lemme 3.7. On supposé > by. Alors, on adq: g0 = puw + Daw-

Démonstration.Les parties admissibles du graphg(dans le sens de la d’efiniti.8) sont exactement les
I,(w) pourl < s < d. La propositior]| 2]9 assure donc que le cone d@l)* est défini dangZ par les
équations :

Z J}iJZO et VSE{L...,S}, Z xi7j<0.

(i,5)€I (4,5)€1s (w)

ol lesz; ; sont les coordonnées canoniquesBue R’. En injectant cela dans la formule (2.1) et en utili-
sant le IemmO, on trouve qu’un élement (yi,...,yq) € RY appartient Aq, 4.0 Si, et seulement
Siyr + ... +ya = 0etfr (y) = 0 pourtouts (ou la fonctionf;, (., est défini comme précédemment,
voir formule )).

Par ailleurs, étant donné qtie> by, le lemmd 3J4 s’applique et implique que le céibig est défini par
les équations et inéquations :

y1+--+yag=0 et gIS(w)(y):O

ou, siT est une partie dé1,...,d}, on a notégr la fonction linéaire associé @ : pour touty =
(y1,---,yn) dansR?, on agr(y) = y1 + -+ +ys — b+ > ,cp yar1—¢ avecs = Cardl. Commeg,, a
été justement construit pour verifigr, ) (7,) = 0 pour touts, 'egalité du lemme en découle. O

Soit D le cdne convexe d& défini parD = {(¢; ;) € E|p1 = p12 = -+ = p1.q ) oulesy; ;
sont définis & partir deg ; par la formule [1]7). On rappelle que I'on a défini dan§Re3.2 des vecteurs
fi; € R tels quew, ; = (jij|q) , ollg = (g;,;) € E. Ainsi D*, le cone dual d&, n’est autre que le cone
convexe engendré par les vecteflfs— ji; 1 pourj parcourant 'ensemble d’indicdg, ..., d — 1}. Par
ailleurs, I'applicatiory est définie pag — ((fi1]¢) g, - - -, (£1lqg) z) et donc envoieD™* sur I'ensemble des
y=(y1,...,9yq) € R tels quey; > --- > yq, C'est-a-direC. On pose enfi)),, = Q', N D C E. Le cone
dual de@., est alors égal &’ )* + D*. A partir de 1a et de ce qui a été dit préecédemment (etmotant
dulemmd 3]7), il suit, en déroulant les définitions, qeagembled,, . ¢ est égal &, + D,, +C* comme
souhaité. Il ne reste donc plus qu'a demontrer QuecC Q.

3.2.2 Intermede : la permutation des perdants

On constate sur I'exemple de la figL|]|e 3 que si I'on retiredadi du haut du damier triangulaire, et
gue I'on soustrait a tous les nombres restants, on obtient une numérotati@mogespond a une nouvelle
permutationw’, qui est ici égale §2341). Dans ce paragraphe, on montre que cela est vrai de fagon
générale et on expligue comment obtenir la permutatiba partir dew.

Définition 3.8. Soitw une permutation de I'ensembje, ..., d}.
Un recorddew est un entietw(:) tel quew(j) < w(4) pour toutj < 4. Siw(i) est un record de, on
dit qu'il apparait erpositions.
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La permutation des perdantie w est la permutation’ de{1,...,d — 1} définie par récurrence en
décrétant qua’ (i) est le plus petit elément de I'ensemble difference

{w(),w?),...,wi+1) }\{w'@),...,w'(E—1)}. (3.7)

La notion de record est classique : elle a déja été inited y a de nombreuses années da@s [14] et a depuis
fait 'objet de multiples études, notamment en ce qui comedeur distribution asymptotique. Par contre,
l'auteur n’a pas réussi a trouver une trace antérieuta germutation des perdants.

On montre immédiatement par récurrence que I’enser@(} €3t toujours de cardinal(i.e. que I'en-
semble que I'on dte est toujouts inclus dans le premierplet précisément qu'il contient exactement
I'elémentw(i+1), et le dernier record de apparaissant avantAinsi siw(i+ 1) n’est pas un record de,
on aw’(i) = w(i + 1), tandis que dans le cas contraité(:) est le record précédent de Dans le cas de
la permutationv = (32451), on voit que les records de sont les entier8, 4 et5 et que la permutation
est perdants de estw’ = (2341).

On peut donner une reformulation moins mathématique désitions précédentes qui donne tout son
sens a laterminologie. Il faut pour cela imaginer que leieendel ad sont des candidats qui prennent part
a une compétition, dans I'ordre indiqué par la permaotats : si I'on reprend notre exemple, cela signifie
que3 joue d’'abordp juste apréesetc. En outre un candidat est d’autant plus fort au jeu que Berfui lui
est attaché est grand. Les records correspondent alorsearxs au sens usuel : I'entigjoue en premier,
et donc décroche le record (il n'a pas grand mérite, maisipgorte) ; ensuite vient le tour de I'enti@r
dont la performance est moins bonne, il n’a donc pas le re@nduite, jouel qui fait un nouveau record ;
puis5 qui bat encore le record; et enfiqui n’améliore certainement pas le record. Les recordeessifs
sont donc biers, 4 et5.

La permutation des perdants, quand a elle, s'interprétence suit. Il faut imaginer qu'au fur et a
mesure que la compétition se déroule, on met a jour uteediss perdants. Au premier tour, I'entiejoue
et il n'y a pour l'instant aucun perdant; on écrit donc riem k& liste. Ensuite, c’est au tour de I'enti2r
de jouer; celui-ci fait un moins bon résultat et se retroaivsi étre le premier perdant. C’est maintenant
qui s’élance, et il subtilise le record3a I'entier 3 devient comme ceci un perdant et on l'inscrit sur la liste
en dessous de. Et ainsi de suite, on obtient la liste des perdants — ou lenptation des perdants pour
reprendre la terminologie mathématique — composée damsé des nombres, 3,4 et 1.

Dans la suite, et notamment lors des démonstrations, aimcena d’employer la terminologie imagée
issue de la métaphore de la compétition.

Lemme 3.9. Soientw € &, etw’ sa permutation des perdants. Soith,, : I’ — {1,...,d — 1} (avec
I'={(i,j) € N?|1 <i < j < d—1})lafonction asso&@eaw’. Alorsord,, (i, j) = ord, (i+1,j+1)—1.

Démonstration.On raisonne sur la représentation de la fonction,osdus forme de tableau triangulaire
(voir figure[B). Il s’agit alors de montrer qu’un entiep 2 apparait exactement(i) — w’ (i — 1) fois sur la
premiere ligne. Siv(¢) n'est pas un record, alors manifestemienfapparait pas sur la premiéere ligne et on
a déja dit qu'alorsu(i) = w'(i — 1). Dans ce cas, on a donc bien ce que I'on voulait. Si, au coetaf:)

est un record, soiw(j) le record dew qui apparait juste avanti.e. w(j) = max{w(l),...,w(i — 1)}.
Alors w'(i — 1) = w(yj) et I'entieri apparaitv(i) — w(j) sur la premiére ligne du tableau. On a donc, a
nouveau, bien vérifié ce que I'on avait annoncé. O

3.2.3 Lafin de la cemonstration

On en revient a la démonstration de la proposi 3.6edte & démontrer qug,, C @ pour toute
permutationw € &,4. On fixe & partir de maintenant € &, et un élément = (¢; ;) € Q.. On note
également; ; les nombres réels définis par la formJle|(1.7). Par hygssh, ; > 2 > -+ > paj; et en
examinant la définition d€,, on prouve qu'il existe des réefs < g2 < - - - < qq tels queg; j = Gord,, (i,5) -
On veut montrer qug € @, ce qui signifie que les inégalitgs ; < i1, €t pi; = pit1 41 sont
satisfaites pour dés que cela a un sens. La premiere@apiste a exprimer lgs_; en fonction deg;. Pour
cela, on considere, ..., wy les permutations définies par récurrence en convenanwgue w et que
w;+1 estla permutation des perdantsude ainsiw; est une permutation de 'ensemfle ..., d + 1 —i}.
On définit encore les permutations’ € G441—; parwy (j) = w; ' (d +2 —i — j) olw; ' désigne bien
sOr la permutation inverse de.
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Lemme 3.10. Avec les notations piedentes, on a pour tout couple j) € I :

Hig = waiV(jfiJrl)Jrifl —qj-

Démonstration.D’aprés le lemmé 3.9 et les expressions donnant les vadeyrs;, il suffit de traiter le cas
oui = 1. La formule a démontrer s'écrit alors simplement; = bq,,v ;) — q;. Par définition, on a:

J Jj—1
Py = —Gatboy gy —b-Y g
i=1 =0
j j-1
= —Yord, (j,d) T b- Z qord,, (i,5) — b- Z dord,, (4,5—1)"
i=1 =0

Or, si I'on se souvient de I'interprétation de la fonctiordg en termes de remplissage de tableau, il est
clair que org,(j,d) = j et que I'ensembldord, (1, 5),...,0rd,(j,j)} consiste en les entietstels que
w(s) = d+ 1 — j. Ainsi, trouve-t-on :

{Ordw(17j)7 .. -70rdw(jaj)} = {Ordw(lvj - 1)) .. -70rdw(j - 17] - 1)} U {wY(j)}
et la formule du lemme en découle. O

On est en mesure a présent de montrergue < po ; pour tout indicej € {2, ..., d}. Par définition
dewy, onaws owy (j — 1) =d + 1 — j; autrement dit, I'entied + 1 — j apparait en positiomy (; — 1)
dans la permutation des perdantswudell a donc forcément joué avant le tout/ ( — 1) + 1, ce qui se
traduit mathématiquement par I'inégalitd’ () < wy (j — 1) + 1. Ainsi, grace au lemmle 3]10, on obtient :

f15 = bquy () — 45 < bqwy (j-1)+1 — @ = K2,

ce qui est bien ce que 'on désirait. La démonstrationidédjalitér; ; > pe ;41 Suit une idée analogue. On
remarque d’abord que, d’'apres le lemne3.10, la diffézeamtre les deux nombres & comparer s’exprime
comme sulit :

B — H2+1 = 0(quy () — Quwy (j)+1) + Tj+1 — @5
Commeg;1 > ¢;, 'égalité que I'on souhaite demontrer est trivialemsatisfaite Sig,v ;) = quwy (j)+1
et donc des quey (j) > wy (j). On suppose donc a partir de maintenant gi/€;j) < wy (j). On pose
i1 = wy (j) etia = wy (j); onaalorsw;(i;) = d+ 1 — j etws(iz) = d — j. Selon la permutation,
I'entier d — j a donc forcément joué avant le tempst 1. Par ailleurs, il n’a pas pu jouer avant le temps
car sinon, il aurait été battu pdr+ 1 — 5 au tempsg; et donc aurait au pire rejoint la liste des perdants en
positioni; — 1. De méme, il n’a pas pu jouer én car c'était alors le tour dé + 1 — 7, ni entre les temps
i1+ 1 etio car il aurait &té alors perdant tout de suite (étant éaqued + 1 — ¢ aurait déja fait une meilleure
performance avant). On en déduit glie j a joué au temps, + 1, c’est-a-dire quev(is + 1) = d — j, soit
encorewy (j + 1) = iz + 1 = wy (4) + 1. En appliquant le lemmfe 310, on obtient

P1,5+1 = bquwy (j+1) — Gj+1 = blwy (j)+1 — G+1 = H2,j+1

et la conclusion résulte alors de I'hypothese > 11 j41.

A présent, des deux égalites que I'on vient de prouvesui Mo = pij; = M2j+1 pour toutj €
{2,...,d—1}.0n peutdonc reitérer I'argumentation précédentessratdint les indices (ou, si 'on préfere,
appliquer ce que I'on vient de démontrer a la permutatirafin d’obtenir les inégalitég, ; < s ; pour
3<j<d etus; > ps i+ pour2 < j < d— 1. En continuant ainsi, on démontre bien au final ce que
I'on voulait.

3.3 Demonstration des tteoremeqd R[4 ef]5

3.3.1 Le casdesvaétést),

On commence par demontrer le théorgine 4. Boit (111, . . ., uq) Und-uplet d’entiers vérifiang, >
-+ = ugq. En passant au déterminant, on démontre tout de suitel gue kne divise pagi; + - - - + g, la
variétéx,, est vide. On suppose désormais ger - - - + pq est un multiple dé — 1. On a

dimy, &, = maxdimy, &,
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ou le maximum est pris sur tous lesc &y tels queu; ;(¢) = u; pour touti. Les congruences énoncées
sont donc une conséquence immédiate du coroflairg 1 di7 #eoremé 1.18. Pour le reste, on rappelle que
'on se restreint au cas dii> 0. On a donelimy X}, = by, 5 . ,(1), €t, en vertu de la propositign P.3, on
est amené a justifier les deux assertions suivantes :

— Iimage deR N Qg (ou on rappelle qu&r est défini comme IR-espace vectoriel engendré gy

par la fonctiory contient I'ensemble desuplets(y., .. ., yq) tels queb — 1 divisey; + - - - + ya;

— le nombrébg,¢,0,0(1t) = ag,q,¢(11) €st égal au minimum qui apparait dans I'enoncé du éraefl.
Il est facile de construire un élemant= (¢; ;) telle que toutes les inégalités des jeux I, Il et Il désgaint
Q soient strictes ; on pourra pour cela s'inspirer de I'exentd la figunﬂl. Un tel point est dans l'intérieur
de @, ce qui assure qu€@ est d’intérieur non vide et donc qugr = E. Sil'on notedy, ..., 7y la base
canonique d&¢?, un calcul facile montre qu’étant donné un entieompris entrel etd, 'image parg de
Iélement(q; ;) € R définiparg; ; = 0(; 5),(s,4) (0 €tant le symbole de Kronecker) egt = bvy — vs. En
outre, un vecteuy de coordonnéeg, ..., yq) se décompose sur la familles de comme suit :

Y= &-(y1+---+yd)-wd—(y1lﬁ1+---+yd7ﬂd)-
Ainsi on trouve quey appartient (R) = g(R N Qr) dés que — 1 divise la somme de ses coordonnées
y1 + -+ - + ya4, C€ qui démontre la premiére assertion.

On en vient a la seconde. Comme I'on ne considére que éeseats, dansC, on aag g.¢(p) =
bQ.g.0,0,c(p) et de mémeng,,.q.0(1) = bQuag.e,0,c(1). D'aprés la propositiof 2.2 et la description
des points extremaux dé,, ., donnée par la propositidn B.1, il suffit de montrer q8@.,.¢.0.c =
BQuag £.0.011-€.Ag g0 + C* = Agag.e + C*, ce qui suit de la propositidn 3.6.

Remarque3.11 Bien entendug 4.¢(j¢) S'€crit aussi comme le minimum des produits scalafrgg) , ou

« décrit 'ensemble des points extrémaux dg , . Cela signifie que le theéoremip 4 reste vrai si I'on se
contente de prendre le minimum sur le sous-ensemble Jsfjotle G4, qui est défini au début d@.

En d’'autres termes, les permutations qui n’appartiennastys,; ne contribuent jamaid.€. pour aucun

w € C) au minimum.

Il reste encore a démontrer que lorsquestb-régulier, le minimum des produits scalairgs, 1),
(pourw décrivantS,) est atteint lorsquey = wq : 7 — d + 1 — 4, et qu'il vaut alorsbj%1 - (2p)p), (on
rappelle ques est défini pap = (%, %, ceey 1%1) € R9). On note pour cela Reg le sous-ensemble de
R? formé des éléements = (i1, - . ., 1q) qui sontb-réguliers ; il s’agit d’'un cone convexe dont le cone dual
est noté ReQ Avec la propositioZ, on voit aisément qu'il suffit dendontrer le lemme suivant.

Lemme 3.12. Soitw, la permutationi — d + 1 — . On a I'égalité :

—

2
AQwU;g,Z = AQmin,{],é = —p + Reg

b+1
Démonstration.On a déja dit que les convexds),, ¢ etAq,,, 4. €taient égaux. Podre {1,...,d—1},
on notew; € RY le vecteury; = (0,...,0,1,—1,0...,0) ol le 1 est eni-eme position. Ces vecteurs

forment une base de I'hyperplansomme des coordonnées égale, noté H. D’apres la définition des
points b-réguliers, le cone dual Régest le cone convexe engendré par les vectalyrs= b0y — U;
pourl < i < d — 1. Par ailleurs, comme dans la démonstration du lefinje 3.@ptiant qu’un élement
y=(y1,...,9y4) € R? appartient Aq,, .. S, et seulement si

yit+y2+--+ya=0
(y1+- - +Ys) —b(Yay1—s + - +ya) = s(d—s), Vse{l,...,d—1}

Commele vecteu;;%k”—1 n’est autre que I'intersection de cébyperplans (vérification immédiate), le convexe

—% + AQ.,,.g.¢ €St le cone défini danH_ par I_es inégalitééy; + - - + ys) — b(Yay1—s + - +ya) =0
pours € {1,...,d — 1}. Pour conclure, il suffit de montrer que ce cone est engepdrles vecteurs;.

Or, il est engendré par les intersectiqs— 2) a (d — 2) des(d — 1) hyperplans (ded) frontiere des
demi-espaces précédents. Un calcul direct montre enércgs intersections sont exactement les vecteurs

w;, ce qui conclut. O
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3.3.2 Lecasdesvaédtest¢,

On en vient maintenant aux variét&s ,, c'est-a-dire a la demonstration du théorgine 5. Petfaire,
on suit & nouveau la méme méthode : on donne une desarigitensemble convexBg 4 ¢, c+, a partir
de laquelle on déduit une formule pour la fonctieg, .. ¢+ d’ou résultera le théoréme.

Le calcul de Ag 5, N C  Le lemme[3.22 donne une description explicite de 'enserdlje, , .. Dans
ce paragraphe, on se propose de démontrer qu'il s’en tédeiautre description simple de l'intersection
Ag.qe N C, au moins sb est suffisamment grand. Plus précisément, on se propodérdentrer que, Si
b>bp,ona:
95

Angye NnNC = AQmin,g,é NnC = <—b _:)1 + Reg*) nc (3.8)
D’aprés la propositioh 3.6 (en fait, seule I'inclusionifasert), il suffit d’établir l'egalitq Ag,,, 4.0 +C*)N
C = AQun.g,c N C. On commence par un lemme concernant les points extréneadx g, ;...

Lemme 3.13.0n supposé > max(by, d + 1). Alors le seul point exémal deA,,..4.¢ Qui appartienta C
est 2.

Démonstration.Comme on a suppose > by, la propositiol s’applique et les points extrémaux de
AQma g, SONt de la formey,,. On est ainsi ramené & montrer que le vecfgun’'appartient pas &' des
quew n’est pas la permutation— d + 1 — 4. Or, par définition de” et d’apres la formule donnant les
coordonnées dg,, le fait quep;, soit éléement d&' implique que pour tout € {1,...,d — 1}, I'égalité
suivante est satisfaite :

n=1 b

Du fait queb > d + 1, ceci implique que le premier terme de la somie. pourn = 1) est lui-méme
positif ou nul. Ainsiw(i + 1) > w(i) — 1 pour tout indicel € {1,...,d — 1} et il est alors clair que ne
peut étre que la permutation— d + 1 — 4. O

Lemme 3.14.Soity = (y1, ..., yq) Unélémentdedg,,..4.¢ tel quey; < y;+1+1 pourtouti € {1,...,d—
1}. Alorsy € Aguag.e-

Démonstration.D’apres la descrition delg,,,.4,c donnée par le systémﬂs.l), il s'agit de montrer que
fr(y) > 0 pour toute partid’ de{1,...,d}. SoitT une telle partie. Si on notg < --- < t; ses éléments
(avecs = CardT"), l'inégalité f(y) > 0 devient

Y14+ Ys 7b.Zyd+17ti > s(de)er'Z(tifi). (3.9)
i=1 i=1

Par ailleurs, commg est pris dansig,,, 4,¢, ON a

S S
yib s =Y yaris = s(d—5) b (Yar1-i — Yari-r,)-
=1 i=1

Or, on at; > i pour touti d’oll, d’aprés I'hypothése, on ting;,1_; — yar1-+, < t; — i. Linégalité (3.9)
s’ensuit. O

On peut & présent demontrer I'egalifé [3.8) lorsgue max(by,d + 1). On rappelle qu'il suffit de
montrer que le polytop® = Ag...q.c N C estinclus dans le polytopB, = (AQua.g.c + C*) N C et,
pour cela, on peut se contenter de prouver que tous les sade¥ét (en incluant ceux a I'infini) sont dans
P,. On vérifie tout de suite que Reg C*; ainsiC' C Reg" et la description donnée par le Ieml@.lz
implique Ag,u.g.6 + C = AQua.g,¢ €t finalement?; + C' = P;. Comme en plu; C C, on en déduit
gue les sommets a l'infini d&, sont ceux d&”'. Mais du fait queC' C C* (vérification facile), il suit que
P, + C = P,. Ainsi les sommets a l'infini d€ sont bien dan$>.

Il reste donc a traiter le cas des sommetdd@ distance fini, c’est-a-dire des points extrémaux’de
Soientfy, ..., Fy—1 les facettes delg,,, ¢,¢; ce sont des cdnes simpliciaux de dimension 2 issus de

25 X ! . .
22 Le lemm¢ 3.1} assure que les conveses,, 4.+ C* etAq,, 4.0 SONt €gaux sur un voisinage ge; .
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On en déduit quélg,,..q,¢ +C* a exactement— 1 facettes issues c%éf’il et que I'on peut numéroter celles-
Ci Fy,...,F)_, de sorte qu&"; C F; pour touti. Pour chaque, les sommets dé7 a distance finie sont
des points extrémaux dég, .4, + C* et donca fortiori des points extrémaux déy,... 4.¢- En particulier,
d'apres la propositiolﬁ.l etle Iem@.l& ceux-ci ne pastdang’ & I'exception deﬁ%. Les sommets
a I'infini, quant a eux, correspondent aux directions dg*Re’est-a-dire aux vecteurs; introduits dans
la démonstration du Iem12. Comme aucundgshi de leurs opposés, n'est dafis on en déduit
finalementque”; N C = F/ N C.

Il est maintenant facile de conclure : tout point extremalltl = Ag,,..o.¢ N C appartient a 'une
des facesF; et bien sOr également @. Il appartient donc a la facé; correspondante, et par suite a
AQuaxg,¢ + C* puis abPs.

Obtention de la majoration On sait que la dimension de la variétg,, est majorée par la quantité
bQ.g,e,c+ (1) qui d'apres la propositioh 3.2 vaistfacp, , , .. (alu) oU, on rappelle qudg 4rcr =
Ag.g,e NC. Pour démontrer la premiere majoration :

(271,
b+1

il suffit donc de prouver que le vectegﬁ% estdansBg 4 ¢.c~. Il est déja évident qu’il appartient@. De
plus, le lemm¢ 3.12 montre qu'il appartienty, . 4., d’'ou il suit, grace au lemmie 3]14, qu'il est aussi dans
AQna.g.¢ €1 donca fortiori dansAg 4. On en vient finalement & la deuxieme majoration du teéer: on
supposé > max(bg, d + 1) et on veut montrer

dimk Xéu <

2 /
dimy Xep < sup 2P)a (3.10)
h wp O+
1’ €EReg

Si I'on définit la forme linéairel : RY — R, p — bﬁ% (2p]u) 4, on remarque que le majorant dans
() n'est autre quékegid,r,c+ (1t). Pour terminer la preuve, il suffit donc de montrer @Hgyid,r,cx =
bg,q.0,c+. Or, en déroulant les définitions, on troud@egid, . = li—”; + Regd" et donCAgegid,z. = AQmin,g.¢
d’apres le lemmd 3.J12. Légalitd (B.8) implique alofgegia,, N C = Ag4. N C & partir de quoi la
propositior{ 22 permet de conclure.

Obtention de la minoration 1l ne reste plus qu'a démontrer la minoratidftant donné que s’ < p,
on a tautologiqguementc,, C X, et doncdimy X¢,r < dimy X¢,,, il suffit de montrer que sit =
(1, ..., pq) estfortementintégralemebwrégulier, alors :

ks _ gy (@=2?,

dimg X<, >
e dse 2 777 4

. . L, « 27
Pour cela, il suffit de trouver un élemepte @ N R tel queg(q) € p — C* etd(q) > %’L—?d —(d -

1)2 — %. On pose, pour tout, ¢} = % La condition de divisibilité qui apparait dans la
définition d’'und-uplet fortement intégralemebtrégulier assure que gf + - - - + ¢/; est un entier alors que
les conditions d'inégalité se traduisent par< ¢, < --- < ¢, < ¢, — d. Pouri < d, on noteg; la
partie entiére supérieure gé(i.e. le plus petit entier plus grand ou égaj et on définitg; de sorte que
@ +---+qa=qi+---+ ¢} Tous lesy; sont alors des entiers, et on vérifie directement que la guiils
forment est croissante. Ainsi le vecteule coordonnéeg ; = ¢4+ (pour (s, j) € I) appartient &). En

outre, un calcul immédiat montre que pour teubn a :
(it +islg)y = blaa+ -+ gari-s) = (@ +-+4)
(g1 + -+ qa-s) = (@1 + -+ ¢s)
by +-+ag-y) — (@ +- - +ay)
bgg + -+ + qagr-s) = (dh+ -+ d0) = p+ -+ s
et I'egalité est atteinte lorsque= d. Autrement dit, on a biep(q) € 1 — C*. ll reste a minoref(q) :

- = 20000 o ,
Ug) = Bla)g =3 2i—d=Nai=3"" +> (2i—d=1)(a — )

i=1 i=1

/A
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Or g4 — ¢); est compris entré — d et0, tandis que leg; — ¢; pouri < d sont compris entré et1. On en
déduit que :

20lm)q
b+1

20lm)g

(d—2)?
b+1 '

(d=1)" =

U(q) >

d
(d—1)>=> max2i—d—1,0)>
=2

3.3.3 Lecasdes vaétésXc,

Preuve de la majoration Soite un nombre entier. La variétéc. s'écrit manifestement comme I'union
disjointe des variéte&'c,, pourp = (ui,--- ,puq) Vérifiante > gy > --- > pg > 0. Il suffit donc de

démontrer que, gi est tel qu’on vient de le décrire, la dimensionilg,, est majorée pa{ﬂ;] 47 Or, par
le theoremé]5, on sait que cette dimension est majorégiqar(Qﬁ]u)d etona

d . [d/2]
2y _ 1

d+1—1 d? e
= cu; < e- - - == .
b+1 & b+l fis e ; b+1 [4} b+1

La conclusion en résulte.

Preuve de la minoration Pour obtenir la minoration, on doit estimer la quantitgy, ; , (e, 0)fl. O, il
est évident par définition que gic Q N R vérifie f(q) € (e,0) + C, cette quantité est minorée pdy). Il
suffit donc, pour terminer la démonstration du th’eorﬂmﬁz:onstruire un élemeant= (¢, ;) € QN R tel
que:

rweeoso e - [5][557]

Soientn = [%] etm le reste de la division euclidienne den) parb — 1. On considere I'élément

défini comme suit :

I . d
G = ?fln Sij—i> 3.

Il est clair que”})ﬁ" > TTJT A partir de la et du fait que la valeur dg¢; ne dépend que de la difference
j — 1, il résulte quey appartient & min, et donca fortiori a Q. Comme, par ailleurs, il suit de la définition
dem que tous leg; ; sont entiers, on a biep € @ N R. D’autre part, un calcul direct donn@: |q) , =
m+nb+1)<b—2+e—b+2=cet(ialg)y =m >0, douilsuit f(g) € (e,0) + C. Finalement, &

nouveau un calcul facile conduit a la valeur souhaitée pay = (6|q) 5.

3.4 Points extemaux deAg . N C : quelques exemples

Jaimerais revenir un instant sur la démonstration de |pration du théoremf 5. Elle procédait ainsi.
Dans un premier temps, on a utilisé le théor 1.18 afimajerer la dimension d&¢,, par la quantité
bg,q.0,c+ (1), €t ensuite on a prouve I'egalite) 4 ¢ o+ (1) = bregid,r,c+ (1) €N Montrant que chacun de ces
deux nombres s’'égalisait avec :

. <o (20
M(U)*O}g;<a|“>d ou K= (H—1+Reg) NnC.

Ainsi, 'expressionM (1) est une nouvelle fagon d’exprimer le majorant obtenu. BEreoH est un polytope
qui n'a qu’un nombre fini de points extrémaux, et si on appklleur ensemble, on a:

M(u) = inf (Alu),

pour touty € Reg+ C* = C*, c’'est-a-dire dés quge; > --- > ug Si, comme d’habitude, on appelie
(1 €i < d)les coordonnées de

6. Remarquez que la propositi2.3 et la discussion quissuitémontration nous dit qu'elle differe dg 5, (e, 0) d'une
guantité bornée. Cependant, pour arriver a la minanaéimoncée dans le th’eoréﬂ1e 2, on a besoin d’'étre phesspie cela.
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Déterminer les points extrémaux #ieapparait donc comme une question naturelle et importifate.
heureusement, bien qué soit défini de fagon plutdt simple (c’est I'intersectida 2d — 2 demi-espaces
affines dans un espace de dimensienl), la combinatoire de ses points extrémaux parait corapéqPar
exemple, le nombre de ces points semble exploser treserapiat lorsque augmente. Ces deux derniéres
impressions se sont forgées a la suite de calculs numesigffectués grace au logicplymake [f]. La
deuxiéme ligne du tableﬂJ 1 donne, par exemple, le nomlpeidés extrémaux d& pour diverses valeurs
ded avech = 10000 (la valeur dé importe peu pour la complexité de 'ensemble des point€exdux de
K comme I'explique le théoré15 ci-apres). La craissaest apparemment exponentielle ; on notera
gu’elle ne peut, en tout cas, pas étre pire car, un poinémdt étant situé a I'intersection dehyperplans
parmi les2d définissant, leur nombre est trivialement majoré p@f ) < 4971

Dimensiond 21314]| 5 6 7 8 9 10
Nombre de points 1]3|6|15|33| 70| 136 | 347 | 667
extréemaux de{

Nombre de points

extremaux dek +C* 1/3|5| 9|17 | 31| 47 | 103 | 163

TABLE 1 — Nombre de points extrémaux éeet K + C* pourb = 10000

Cependant, les points extrémaux que I'on a trouvé gi&cénent ne sont pas vraiment tous pertinents.
En effet, comme I'on ne s’intéresse aux variétgs, que lorsque les coordonnéesydsont triés par ordre
décroissarfl, c’est-a-dire lorsque. € C, on peut, au lieu de considérer la fonctia s ¢ c-, travailler
plutdt avec la fonctiotg, ¢ ¢ o+ ¢ définie par :

bg.g.e.0rc(y) = bggecr(y) siyel
= —© sinon

Par la propositiof 212, on a

M'(p) = inf (alp), oo K'=K+C*
aceK’
Ainsi, plutdt que décrire les points extrémaux He on a plutdt envie de comprendre ceux Het+ C*
qui forment un sous-ensemble (en général strict) degpeitrémaux dd(. Si I'on reprend les exemples
précédentsi(= 10 000, d petit), on constate sur le tableﬂu 1, que I'on élimine eatefinsi un bon paquet
de points extrémaux, au moins pour les petites valeurs de
Il a été dit précédemment que la dépendancé est moins délicate a comprendre. En effet, on a le
théoreme suivant.

Théoreme 3.15.0n pose, comme peedemment,

95
K(b) = (pr1 + Reg*) NC et K'(b)=K(b)+C*
et on noteA(b) et A’(b) 'ensemble des points ekimaux deK (b) et K'(b) respectivement. Alors, pour
b suffisamment grand, le cardinal dgb) (resp.A’(b)) est constant et les coordoees de points de cet
ensemble s’expriment comme des fractions rationnellés en

Démonstration.Le théoreme résulte du fait que les méthodes de calcpbdds extrémaux de polytopes
s’appliquent dans n’'importe quel corps ordonné. Ici damgpeut voirK (b) et K’(b) comme des polytopes
définis sur le corps ré@k(b) muni de I'ordre qui fait deb un élément infiniment grand. Ces polytopes
ont alors bien siir un nombre de sommets qui ne dépend pastdes coordonnées de ces sommets sont
des élements dR(b), c’est-a-dire des fractions rationnelles kerll reste & justifier que ces expressions
redonnent bien les points extréemaux/déb) et K’ (b) lorsque I'on spécialisé en une valeur suffisamment
grande. Mais c’est évident car le calcul des sommets faitsiRi(b) est valable dés quesatisfait un certain
nombre fini d’inégalités, et donc en particulier dés g@st suffisamment grand. O

Le tableaL[|2 montre les fractions rationnelles que I'oneatitpour les petites valeurs de

7. Enfait, siy est quelconque, on montre qu'il exigié = (u} > - - - /), facilement explicitable a partir de, tel queXc,, =

Xy
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Dimensiond

Domaine de
validite

Points extréemaux d& + C*

b>2

20 (2,0,-2)
b+1  b+1
(—2,-2,4)
b+2
(4, -2, -2)
b+2

20 (3,1,—-1,-3)
b+1 b+1
(3,3,3,-9)
b+ 3
(9,-3,-3,-3)
b+3
(1,—-1,-1,1)
b—1
(-1,1,1,—1)
b—1

(4,0,0,—4)
b+1
(4,0,0,—4)
b+1

20 (4,2,0,—2,—4)
b+1 b+1
(4,4,4,4,-16)
b+ 4
(16, —4, —4, —4, —4)
b+4
(3,-2,-2,-2,3)

(77 07 07 07 77)

b—1
(—3,2,2,2,-3)
b1 b+ 1
(=2,2,0,0,0)  (6,0,0,0,—6)
b b+ 1
(0,0,0,—2,2)  (6,0,0,0,—6)
b b+ 1
(4,0,0,0,—4)  (0,2,2,—4,0)
b+ 1 b+ 2
(4,0,0,0,—4)  (0,4,—2,-2,0)
b+ 1 b+ 2

b+1
(77 01 07 0) _7)

TABLE 2 — Coordonnées des points extremauwtle- C*
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4 Perspectives et conjectures

4.1 Peut-on esprer une formule exacte pour la dimension ?

Sih > 0, le theoremé¢ 1.18 donne une formule exacte pour la dirogmigs variétes’,. On peut donc
raisonnablement penser que, dans ce cas, il est possibldé&drire une formule exacte pour la dimension
de X¢., X, et X¢,. Et de fait, on dispose d'une telle formule car on peut torgacrire (comme nous
I'avons déja fait plusieurs fois) :

dimy Xee = b/Q,R,f,é,]R+ «r-(0,€) = sup U(q) (4.1)
qEQNR
f(a)€(e,0)—(RT xR™)

ainsi que des expressions analogues pour les autresegali@ss notations dans la formule (4.1) sont celles
qui ont été utilisées dans les sections précédenteservoie le lecteur aux débuts dig.2 etf2.3 pour

un récapitulatif rapide des définitions. Lorsqué: 0, calculer la dimension d&'c. revient ainsi a calculer

le nombréy, . ;, g+ - (0,e). Comme ce dernier s’exprime comme le maximum d’une fornéslire sur

un ensemble fini on peut, en un certain sens, considérerquebléme est résolu; en tout cas, il est aisé
a partir de la d’écrire un algorithme qui répond a lasfien pour des entierg, b et und-uplet . donnés.
Toutefois, cela n'est pas entierement satisfaisant oardimerait comprendre par exemple le comportement
précis de la dimension déc. lorsque les paramétrdsb ete varient. Pour ce type de questions, I'approche
algorithmique naive, que I'on vient de présenter, savesuffisanteA I'opposé de cette approche algorith-
mique, il y a un théoréme général de logique qui pr&ddépendance %,R,MRWR, (0, e) en fonction
dee. Voici ce qu’il implique dans notre cas.

Théoreme 4.1.0n suppose quk # 0. Alors, il existe un entieN et une fonctiory : Z/NZ — Q tel que,
pour e suffisamment grand, on ait :

d2

. e
dlmk Xge = |:Z:| . ZH»—I + f(e mOdN)

Démonstration.D’apres la formule[(4]1), la differende) = dimy X<, — [dff] - 547 est définie par une
formule de I'arithmétique de Presburger ayant la varitibte . Par le theoréme d’élimination des quantifi-
cateurs dans I'arithmétique de Presburger, cette forestléquivalente a une formule sans quantificateurs.
Par ailleurs, le théorenj¢ 2 montre que la fonctione +— J(e) est bornée suK. On déduit facilement a
partir de la que, pour suffisamment grand, elle ne dépend que de la réductiemu®lulo un certain entier

N. C'est exactement ce qu'il fallait demontrer. O

On peut reformuler le théoreme précédent en disantajsérie génératrice

oo

> (dimy, Xe) - X©.
e=0

est, en fait, une fraction rationnelle. Ce théoreme esttg@hblemement intéressant sur le plan théorique mais,
d’une point de vue pratique, le théoré@ 4.1 est absoltmetile car il ne dit rien ni sur I'entie®V, ni sur
la fonction f, ni sur le moment a partir duquel la formule pour la dimensst correcte. On souligne en
outre, au cas ou I'énoncé n’était pas clair sur ce pojng ces données dépendarmtriori ded et deb. Un
élement positif malgré tout est qu'il existe des aldaries pour les calculer. Par contre, malheureusement,
au dela de la dimensidh(pour laguelle on peut encore faire les calculs & la mdin)est pas envisageable
d'utiliser de tels outils, ceux-ci étant (& I'heure adtejetrop peu efficaces.

Le théoréml admet, bien sdr, des analogues pour tégést), et XY¢,, qui sont peu ou prou
équivalents a la rationnalité des séries

D (dimy &X,) - X{UXE2 L XP et > (dimy Xep) - XEUXE - X B
HEND HENC

ou les entierg:; désignent les coordonnéesde
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4.1.1 Calcul en petites dimensions

En guise d'illustration du résultat du théor‘e@ 4.1 (bt de I'un de ses analogues qui viennent d'étre
évoqués), on se propose de calculer les dimensions exdesevariétést), lorsqued = 2 et également
lorsqued = 3 dans certains cas. Pour cela, plutdt que d'utiliserglgspour parameétrer leg-uplety =
(¢1,...,9qa) cOMme cela a été fait jusqu’a présent, on va plutdiitker ici avec lesy; ;, ce qui sera plus
commode. Les inégalités qui définissent I'ensenipEécrivent

j d
Mic1,5-1 < Hij < pi—1,5 €t by +0b Z (ti,s — Mig1,s) + Z (ti,s — Mit1,s)

s=i+1 s=j+1
j—1 d
<bui—yi-1+ bZ(Mi—l,s — is) + Z(Mz‘—l,s — [is)
s=1t s=j

pour tout couple d’entierg, j) avec2 < i < j < d, alors que les conditions d'intégrité, qui définissent |
réseauR, sont données par la propositipn 1.11 :

Vie{l,...,d}, pig+ piivr+--+pia =0 (modb—1).

On rappelle que sp est I'élement ded correspondant & une donnge; ;) satisfaisant les conditions
précédentes, alors pour tout résdauC M, les exposants des diviseurs élémentaireg:[fu]-module
engendré pas (L) par rapport & sont lesu; = p1; (voir propositiong 1]2 dt 1.7) et que :

d

d
dim(p Zdle*] N Z Mi,j:Z(dﬁLl*j)'ﬂj* Z i,
j=1

(i,5)el J=1 (i,5)el

(voir Iemme). Dans la suite, on supposera toujoursique 0 de sorte que la quantité précédente
s'égalise avec la dimension de la variétg. On note[z], la partie entiere supérieure du nombre réel
c’est-a-dire le plus petit entier supérieur ou égal ®n pose aussi def) = [z] — z; c’est a I'évidence un
nombre compris entr@et 1 qui ne dépend que de la congruencerdeoduloZ.

Endimension2 D’aprés ce que I'on vient de rappeler, étant donnés detgnes entierg; > uo tels que
b — 1 divise 1 + ueo, calculer la dimension de la vari'elﬂémm) revient & maximiser le nombyg — 1 2
sous les contraintes

1 S p12 S M2
b+ Dpr2 = buy + po
b— 1 divisep o

En écrivantu; 2 = (b — 1)z, on voit tout de suite que le maximum cherché est atteint poy (”“b;—ff?].
Ainsi, obtient-on :

b — b
it Xy gy = i1 — (b~ 1) - { f;; jfﬂ == <O} def<M> (4.2)

On constate immédiatement sur la derniere écriture gugirhension deY(,, ,,) s'exprime comme la
somme deé‘,1)+—1‘L2 (qui correspond au terme attendu) et d’'un terme correciifigdépend que des congruences
deps etus modulob? — 1. De surcroit, ce terme correctif varie dans l'intervalle- b, 0] ; la dimension de
X, 1) S€ Caractérise donc encore comme le plus grand e@t}gpi qui est congru @; modulob — 1

(en accord avec la congruence du theorEme 4).

La dimension de la variét&c., quant a elle, s’obtient en prenant le maximumddey, X, ,.,) sur
tous les couples d’entief$;, u2) verifiant0 < pe < up < eetu; + p2 = 0 (mod b — 1). Le calcul
devient alors pénible et conduit a distinguer de nombisg nous ne le faisons pas. Il est quand méme
possible a peu de frais d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 4.2. On supposé = 2 eth > 0. Alors pour tout entiee > 0,on a:

dimy, X<e+(b2—1) = dimy Xge + (b — 1)
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Remarquet.3. La proposition signifie exactement que, dans le théoeom peut choisitV = b% — 1
et que I'egalité énoncée vaut alors pour teut

Démonstration.On considere un couplg:, 112) pour lequel les varietés¢. etX|,,, .,y ontméme dimen-
sion. Alors par la formule[(4]2), ondimy, X{,,, 1421 ,) = dimy X(,, )+ (b—1). Il en résulte I'inégalité
dimy, X p2_1) = dimy X<+ (b—1). On pose a présent = e + (b* — 1) et on choisit(/}, 115) tel que

dimg Xcor = X1 ). Commee’ > 0> —1,0na:

py — o
bt

b—1= dimk X<b2,1 < dimk Xge/ <

d'ou pf — (b* — 1) > pb. La dimension de la variét(, _2—1),,,) peut donc encore se calculer par la
formule (4.2) et elle vautim;, Xt gy — (b=1). A partir de 13, on déduifim;, X<, > dimy, X<, —(b—1),
et la proposition est demontrée. O

En dimension3 On considéréy, uo, p3) un tripletd’entierstels quey > po > ps ety +pe+ps =0
(mod b — 1). De fagon similaire a ce qui se passait en dimen8iaralculer la dimension d&,,, ,., ..
revient & maximiser la quantitBm (u) = 2p1 + po — p2,2 — H2,3 — H3,3 SOUS les contraintes

M3 < p2,3 S p2 S H22 S U1 5 M23 K H33 K U232
(b+1)ps,3 = buz2 + p23

(b+ D22 +2p23 — paz = bur + p2 + p3

2bug,o 4+ (b+ 1)pa3 — bus s = bus + bus + pa
p2o+ pio3 =33 =0 (modb—1)

A 2.2 €t iy 3 fixés, le meilleurus 5 (i.e. le plus petit) est toujouréh — 1) - (”“Qbé%]. On peut ainsi
reformuler le probléme en éliminant la variablgs ; celui-ci est équivalent & maximiser la somme

bus 2 + M2,3—‘

2u1 + p2 — piz 2 — piz3 — (b—1) - [ b2 — 1

sous les nouvelles contraintes

p3 < p23 S p2 < 22 S

(b4 1)ps,3 = bug s + p23

(b+Dp22 +2u23 — (b—1)- szbg#w > but + po + p3
2bjiz,s + (b+ Dpazg = b(b—1) - [ 25312 > by + bps + s
p22+ o3 =0 (modb—1)

H2.2+p2 3

L'écriture se simplifie encore si I'on effectue le changeirde variables: = ety = 2722 —

(347 1- En effet, on a alors

buz,2+p2 3
b—1

dim(p) = 2p1 + p2 —2(b—1) - {bilw —(b=1)y

tandis que les contraintes deviennent :

x,y €Z
<—-z+b _r +by < <x-— x —y <
Set’d : I T I
M3 7 1 Y B2 7 1 yx m
bui + + buy + buo +
Tty > H1 ,u21 M3 — y > J751 ,lL21 U3

On laisse momentanément de coté les inégalités cqoisis de la seconde ligne pour se concentrer sur
celles de la troisieme. Sur la figLEle 4 est représenté@mian définie par celles-ci (en gris) et sont notées les
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L/ : | : : | : | : : | : : | : : | : : | :
0 by +ps T

b—1
FIGURE 4 — lllustration du probleme d’optimisation pobe= 4

valeurs de la fonction a maximiser (& une constante agdies). En étudiant cette figure — et notamment
en comparant les pentes des droites définissant le doraatetie de la droite oblique en pointillés qui
relie deux points de méme valeur — on démontre que le maximst nécessairement atteint au point de
coordonnéesr, y1) avec

buy + b+1 buy +
om0 [ ()]

ou au point de coordonnéés;, y-) avec

2 bu + 3

Plus précisément, le maximum est atteint(en, y:) si def%4F42) < 7o et en(zy,12) dans le cas

contraire. Dans la suite, on notgfay, yo) ce point. Au sujet de la valeur du maximum, un calcul montre
qu'il vaut :

2yt =200 - 1) | ] - [ = 1 @3)

1 bui + 3 bui + 3 b—1
=minq - -def{ ———— |, def — .
" {b ( -1 )’ b — 1 b1
On rappelle quand méme que certaines contraintes awtientises de coté. Il faut donc encore au moins

se demander a quelles conditions igset iy, précédents les satisfont. On remarque pour celabghd
divisez, de sorte qué;=% | = ;5% etque I'on a les encadrements suivants :

avec

b+1
buy + p3 but + 3 P2 P2
21« < == —1< <
b1 1<z < - +0b et P 1\yo\b_1+1
Ainsi il vient :
—buy +b(b+ Vpa — us b2 4 2b X0 —buy +b(b+ 1)ue — us b2 +b+1
- < - = <
1 pr1 S TTrb || s b2 —1 b+ 1
bz,ul—(b+1)u2+bu3_2b+1< HEE <b2u1—(b+1)u2+bu3 b2 +b+1
B2 —1 b+1 0 b+ = b2 —1 b+ 1
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a partir de quoi il suit que le couple, yo) est solution du probleme dés que le triglet, 12, 1) vérifie
p1 — pi2 < by — pz) — (B2 +b+1)(b—1) ety — pg < b(py — p2) — (b2 +b+1)(b— 1), ce qui revient
encore a dire que le tripléf; — b* — b — 1, po, p3 + b + b + 1) estb-régulier. On a ainsi demontré la
proposition suivante.

Proposition 4.4. On supposé > 0. Soit(u1, uz, 13) un triplet tel que(u; — v — b — 1, g, uz + b +
b + 1) soit integralemenb-régulier (voir oéfinition[:]'s de lintroduction). Alors la dimension de la ve#
X1 pa5) €St dONRe par la formule.3).

A partir de la formule3), onvoitque, dans le cagpu—b? —b—1, uz, uz +b*+b+1) est intégralement
b-régulier, la dimension d&,,, ., .,) est la somme du terme attena%‘ggf“” et d’'une quantité bornée
qui ne dépend que des congruencesde+ 13 modulob? — 1 et us modulob — 1.

4.2 Geréralisations envisageables
421 Aun opérateur o : M — M arbitraire

Dans tout cet article, on a supposé guagissait coordonnée par coordonnée &lrCeci est en fait
assez restrictif, et une situation plus générale que diomerait étudier (notamment car elle correspond a
certains problemes importants de déformation) est agllen se donne une applicatiensemi-linéaire
quelconquerys : M — M. Dans ce cas, les variét8s. (o), Xu(oamr) et X<, (oar) sont définies de
facon analogue. Par exemple, I'ensemble klgmints deXc. (o) est 'ensemble des résealixde M
satisfaisant

u°L C o}y (k[[u]] ®o, k() L) € L

oUo}; : k[[u]] @ ku) M — M estl'application linéarisée dey;. Si A désigne la matrice dey,; dans une
k((u))-base deMl (par exemple la base canonique), on s’autorisera & étgréA) a la place delc. (oar),

et de méme pour les deux autres variantes. L'auteur peresleqthéorémd} E 4@t 5 s’étendent sans grande
modification a ce cas plus général.

Conjecture 4.5. Il existe des constantés, ci, . .., c; et un vecteupy € R? tel que sib > b, alors
— pour tout entiete, on ait :

dimX(o)<c—i—d—2 c
kALe\OM) X €1 4 b+ 1

— pour tout entiele suffisamment grand, on ait :

e
b+1

d2
dimy X<e(onm) = —c2 + [ 1 ]

— pourtouty = (i1, ..., puq) € RUtelqueps = -+ = pg €tpy + -+ + pug = val(det opr) (mod b —
1P onait:

d oo
) d+1— —
dimy X, (oar) < ez +(b—1) E g - w(i)
1=1 n=1

— pour toutu comme pecedemment tel qu'en outtg > w11 + ¢4 pour touts, on ait sid > 3

d oo . .
. d+1—7—w" (1
dlka (U]p[) —C5+ b—l E E Wi - b ()
i=1 n=1

— pourtouty = (p1, ..., p1q) € R tel quep; > - > pg, ON ait :

2011’ 20|’
—cg+ sup M < dimg Xgp(om) < e+ sup M.
W<y b+1 wsp b1
' — o b-rég. u' b-rég.

8. Commeo ), est une application semi-linéaire, le déterminant de atwice peut varier lorsqu’on le calcule dans deux bases
differentes ; toutefois la congruence modtle- 1 de sa valuation reste, elle, fixe. Il fait donc bien sensritéque valdet o) est
congru a un certain entier modubo— 1. On notera également que dans le cag@Ut - - - + pq N'est pas congru a vialet oar)
modulob — 1, la variétéx), est vide.
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La conditiond > 3 peut paraitre étrange, mais certains calculs explietedimensior2 (voir par exemple

[E]) montrent que, dans ce cas, pour certains (précisément, ceux qui conduisent a des objets simples)
des congruences supplémentaires supjegoivent étre imposées afin que la varigig(o,,) résultante ne
soit pas vide. Néanmoins, l'auteur pense — et certainsitsaltumériques tendent a le confirmer — qu'il
s’agit Ia d’'un phénomene lié a la petite dimension gapdrait a partir de = 3.

4.2.2 A dautres propri étes geométriques

Pour l'instant, seule la dimension des variéles., X, et X¢, a été regardée. Toutefois, d’autres pro-
prietés géométriques revétent également unett@ftain. Il en est ainsi notamment du nombre de compo-
santes connexes de ces variéépart pour le casl = 2 qui peut &tre traité a la main par des méthaaie:s
hoc(voir [F] et [f]) et qui conduit déja & des énoncés naviaux, pratiquement rien n'est connu. De facon
générale, étudier la géométrie fine des variétesguéntes parait &tre une question tres difficile. Qn pe
néanmoins se demander dans quelle mesure les méthoddepfies dans cet article sont susceptibles
d’'apporter une aide dans I'accomplissement de cette t&itteut ce qui concerne I'optimisation linéaire
semble lié exclusivement au calcul de la dimension, il aisionnable de croire que la stratification par les
variétésX,, définie au§ﬂ ait encore un rdle a jouer pour d’autres questions, copanexemple le calcul
de la fonction zéta si le corps de bdsest fini ou de la caractéristique d’Euler-Poincaré.

En s’inspirant de la théorie de I'intégration motiviqo®, peut &tre encore plus précis. Shif(Var) le
groupe abélien présenté de la fagon suivante :

— les générateurs sont les symbdI&$ ou X est un schéma de type fini skir

— les relations sont

[X] = [Xred 0U Xeq st le réduit deX
(X]=1[Y] si X etY sontisomorphes
[X]=[U]+ [F] siU estunouvertd& etF estle fermé complémentaire.

La formule[X] - [Y] = [X X, Y] définit un produit surk(Var;) qui est fait un anneau commutatif.
L'élement neutre pour I'addition (resp. la multiplicari) est le symbole de la variété vide (resp. du point).
De méme que I'on a considéré dangfie] les séries génératrices des dimensionddg X, et X< ,, on
peut définir ici la série génératrice suivante :

S(X1,..., Xa) = > [Xulon)] - X[ X5 X
peENd

ol oy est un certain opératedrsemi-linéaire agissant s et lesyu; sont les coordonnées d@e Bien

sr, on peut également considérer les séries gaiwamnssociées aux variet€g,, (oar) et X< (o) mais
celles-ci se déduisent de la précédente a I'aide depméations algébriques élémentaires, et c’est pourquoi
on se contente de celle d&, (o).

Sil'on notelL = [A}] le symbole de la droite affine, des résultats ou conjectlassiques en intégration
motivique stipulent que les séries du typeS$isont en fait des fractions rationnelles lorsque leurs coeffi
cients sont vus dans le localigé,(Var,)[L~!] (ou parfois encore, un certain complété de cet anneau).
L'auteur pense qu'il est raisonnable d’énoncer une canjesimilaire dans la situation de cet article.

Conjecture 4.6. Il existe deux polydmesP, Q € Ky(Var,)[X1,..., X4 tels queQ(0, ..., 0) soit inver-
sible dansK (Var)[L.~!] et I'egalite

P(le"'de)

S(Xq, ..., Xy) = ——brood
Ha )= Q¥ Xa)
ait lieu dans I'anneaus (Var ) [L=1][[ X1, . . ., X4]].

Lintérét d’'un tel énoncé est qu'il peut étre spéala un certain nombres d’invariants géométriques ou
arithmétiques plus classiques. Plus précisément désaon dispose d’'un morphismgde K, (Vary) dans
un anneawd qui envoiell sur un élément inversible, sa véracité implique leorziité de la série :

Z F([(Xu(om)]) - Xt X4 - X B
peENd
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Or, il existe un certain nombre de tels morphisnféatéressants. Si est un corps fini, il y a par exemple
celui qui a un symbolgX| associe le cardinal d¥ (k), ou plus généralement la fonction zétaXiePour

un corpsk quelconque, on dispose également d’exemples constralitggie cohomologique comme les
nombres de Betti ou le polyndme de Poincaré virtdepartir de 12, on peut retrouver la dimension de

ou encore son nombre de composantes irréductibles de siomemaximale. La conjectu@ﬁ admet donc
pour conséquence la rationalité de la série généeatiés dimensions (qui a été démontrée directement dans
cet article), mais implique également la rationalitéudfes séries génératrices numeriques.

Finalement, pour étudier d’autres propriétés géoiméts qui ne proviennent pas ég (Vary), il pour-
rait &tre intéressant de comprendre comment les es#t’'s’agencent entre elles a l'intérieur dg.., X,
ou X¢,,. Notamment, une question qui parait importante est derihéer I'adhérence d&, a l'intérieur
de ces variétés. Par exemple, s’écrit-elle comme unenwhe certainst,,; ol ¢’ vérifie une condition qui
s’exprime facilement en fonction de?

4.2.3 A un groupe réductif connexe arbitraire

A linstar des variétés de Deligne-Lusztig, il est possitétendre la définition des variétds et X¢,,
a un groupe réductif connexe déployé quelconque (leqoas été considéré dans cet article étant celui
de Gly). Plus précisément, on considere un groupe réductihereG défini sur le corps: (qui, pour
simplifier, est encore supposé algébriguement clog) et G un tore maximal. SoitX, (T") le groupe
des caracteres dE. On fixe une chambre de Weyl daig (7)) ® R dont 'adhérence est not&g. Si
A € X,(T), on appelleu* I'mage deu € G,,(K) dansT(K) C G(K), ou K = k((u)). Si on pose
Ok = K[[u]], la décomposition de Cartan dit qG& K ) s’écrit comme I'union disjointe des doubles classes
G(Ok)u*G(Ok) ou u parcourt I'ensemble des copoids dominants. On définit fleues un opérateus
agissant suz(K) de la fagon suivante : on fixe un morphisme de groupes atg&so, : G — G qui
induit une bijection sur leg-points (on rappelle qui est supposé algébriquement clos) et on pose
G(u + ub) o 0o(K) oliog(K) désigne I'application induite par, sur lesK-points et olG (u +— u®) est
I'application deduite par fonctorialité du morphisme@dheauxs’ — K, > . a;ut — Y i oo a;ub.
Si p est un copoids dominant et di € G(K), on peut alors définir des vari’eté%G(A) dont lesk-points
sont:

XS (A)(k) = { g € G(K)/G(Ox) |g Aa(g) € G(Ox)u"G(Ox) }.

On définit égalemenn,’g#(A) comme la réunion de.sff(A) ou u/ décrit 'ensemble des copoids domi-
nants tels que. — p’ s'écrive comme une combinaison linéaire a coefficientsitifs des racines simples
correspondant au choix dé. Si G est le groupe linéaire G, on retrouve les variété¥), (A) et X<, (A).
De fagon générale, les vari'eté’g;(A) et Xgu(A) sont toujours de dimension finie, et on peut s’interroger
sur la valeur de cette dimension.

Dans cette optique, une premiére question est de saveilhniabrém(ﬂ4 a des chances de se généraliser
a cette nouvelle situation, et le cas échéant sous dfieeftes. Un premier coup d’ceil & I'expression

. . o d+1—i—w(i
(b—1) -minyes, (Pwl)q ou py = <Z b ( )> e R? (4.4)
n=1 1<i<d

qui apparait dans son énonceé (et qui constitue une prerapproximation de la dimensiondg) laisse bon
espoir. En effet, on voit d’emblée apparaitre un minimuis gur le groupe des permutations{de. . ., d},
c'est-a-dire exactement sur le groupe de Weyl de;.GEn outre si I'on fait agir ce groupe de maniére
naturelle suR? — c’est-a-dire paw - (y1,...,yq) = (Yw-1(1)s - - -» Yw—1(q)) — l& VECtEurs,, s'exprime

en fonction dey = (£ — i)1<;<q COMMe sUit :

—_n =

Fo=0-1) 3 T s o 1) w17 7)

au moins lorsquéest assez grand pour que I'endomorphisme 1 deR? soit inversible. Sil'on se rappelle
finalement quey est égal a la demi-somme des racines positives du systemecinesd,;, on voit que la
formule (4.4) s’exprime uniquement en termes du systtmeadees du groupe GL Ces considérations
conduisent a la conjecture suivante.
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Conjecture 4.7. Soit G un groupe éductif connexe suk. Soit7" un tore maximal de5. On notelV le
groupe de Weyl assdxiet on fixe une fois pour toutes le choix d’'une chambre de \Bejénts la demi-
somme des racines positives@et A € G(K). Alors, il existe des constantégetc, telles que pour tout
b > by, on ait :

dimg X (A) < co + wigv (Pwlp) OO fy =g+ (b—1)- (bw—1)"*(p)

pour tout copoids dominant.

Remarquet.8. Lorsquew est le mot le plus longy, de W, le vecteurp,,, se calcule facilement. En effet,

wo échange les racines positives avec les racines négdimgmarticulier, on avy(p) = —p, d’ou il résulte
que(bwy — 1)(p) = —(b + 1)p, et par suite qu@.,,, = bi—”l ; on retrouve donc encore une fois ce vecteur
particulier.

Il parait aussi raisonnable de croire qu’une minoratiotedéimension de’(f(A) par une expression du
méme type soit valable, au moins lorsqueérifie une certaine condition d’intégrité et reste safnment
lors de la frontiere d&'. Malgré tout, gardant & I'esprit le comportement singuties variétést, (o)
lorsqueo,, représente uar-module simple en dimensidy nous préférons rester prudent et évasif a ce
sujet.

La conjecture donne également une indication sur la fdgtendre la définition de copoidisréguliers :
un copoids dominant est ditb-régulierlorsque le minimum des produits scalaifgs, |) (w € W) est
atteint lorsquew est le mot le plus longyy, ce qui s’écrit en déroulant les définitions :

(F+ (b +1)- (bw—1)" (@) >0 (4.5)

pour toutw € W. Cette définition s'étend a tous lgse X, (T) ® R. On peut démontrer que, siest
assez grand, un copoigsestb-régulier si, et seulement s'il vérifie les in’egalit pour toutw € W de
longueur!(wg) — 1. Par ailleurs, pour suffisamment grand, la suite des copdidgguliers est croissante en
b (i.e.si u estb-régulier, alors il est’-régulier pour toud’ > b) et tout copoid$-régulier est dominant, dans
le sens ou il appartient@. Réciproquement, gi est un élément deititérieurdeC (c’est-a-dire un élément
de la chambre de Weyl choisie), il éstégulier poum suffisamment grand (le suffisamment dépendant
bien shr deu).

On a également une conjecture pour les variaigg,(A) :

Conjecture 4.9. Soit G un groupe éductif connexe suk. Soit7" un tore maximal de5. On notelV le
groupe de Weyl assdziet on fixe une fois pour toutes le choix d’'une chambre de \Beignts la demi-
somme des racines positives @eet A € G(K). Alors, il existe des constantes et co et unélement
po € X« (T) @ Rtels que:

2011 201
—co + sup M < dlmk XSM(A) <c + sup M
W<y b+1 h wp b0l
' —po b-rég. ' b-rég.

ou /' déesigne, ici, un copoidseel.

Un cas particulierement intéressant, qui appara#t déns 'article de Kisir[|7], est celui ou I'on suppose
le corpsk parfait (par exemplé = F,), ou I'on se donne une extension firfiele & et ot I'on considére
le groupeG défini comme la restriction des scalaires a la Weil @ek de GL,. Les variétés obtenues ont
alors encore une interprétation arithmeétique puisdgsedpparaissent comme certaines espaces de modules
de schémas en groupes définis sur des corps locaux. Ladsgu® le calcul de leur dimension a déja été
accompli par Imai danﬂlll] et, dans ce cas, les résultaisotptient sont en accord avec les conjectures
précédentes.
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