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Estimation des dimensions de certainesatas de Kisin

Xavier Caruso
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Résune

Dans cet article, nous nous intéressons aux dimensionsrtlnes variétés qui ont été introduites
recemment par Kisin pour demontrer la modularité deadees représentations galoisiennes. Nous étudions
plus spécialement un cas particulier pour lequel nousnaloi® une estimation de la dimension qui nous
intéresse, puis, en nous basant sur ce résultat, nong@moune conjecture dans le cas général.

Abstract

In this paper, we study dimensions of some varieties, thag weroduced recently by Kisin in order
to prove modularity of some Galois representations. In faetmainly consider a special case for which
we obtain an estimation of the dimension we are interestedhen, based on this result, we state a
conjecture for the general case.
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Motivé par I'étude de certains problemes de modulattpoursuivant des travaux de Breuil, Kisin a
introduit et étudié dand][6] une certain nombre de vasghotees Zv,, 4%y, o et %%’V/j'(’oc dansloc.
cit., paramétrant certains types de schémas en groupessd&ifini’anneau des entiers d’'un corps local.
S'inspirant de cela, Pappas et Rapoport ont ensuite dé&firs @3] un champ s, dont certaines fibres
s'interprétent comme les variétés que Kisin avait définet en ont profité pour nommer ces derniéres
variétes de KisinLe fil directeur de cet article est le calcul de la dimensiertdrtaines de ces variétés.

Commencons par rappeler la définition des variétés deKjue nous allons considérer. On considére
p un nombre premier et un corps de caractéristigge On poseK = k((u)) et on appellep I'unique
morphisme dé-algébres : K — K qui est continu pour la topologieadique et qui envoie suru?. Pour



tout I'article, on fixed un nombre entier supérieur ou égal at on posé\/ = K¢. Le Frobeniug) s'étend
naturellement en un opérateur surque I'on note encoré en agissant coordonnée par coordorﬂném
réseaul de M est, par définition, un sous{u]]-moduleL C M engendré par unk((u))-base del/. On
noteL . 'ensemble des réseauxde )M satisfaisant la condition

uL C $(k[[u!P]] @y L) C L €Y

ol ¢ est étendue &[[u'/?]| Q[ L de fagon évidente. Kisin démontre qde. apparait naturellement
comme legc-points d’une variété algébrique que nous noteronsigimenttc. dans la suite de cet article.
Lorsqued = 2, la géométrie de&¥’<.. (et de certains de ses analogues) a déja été étudiéégimlui-méme
(1B]), Hellmann ([}]) et Imai (][|9],], [2lL)). Par contr@our lesd plus grands, peu de choses sont connues.
Dans cet article, nous démontrons le theoréme suivant.

Théoreme 1. Avec les notations gedentes, on a :

2 _ 2 -1 2
El o fezpt2] g v, <MD [ e
4 p+1 = 2 4] p+1

Remarquez que la difference entre le majorant et le minagaa nous obtenons n'excéde jamadfs
Insistons quand méme sur le fait que I'on n'affirme en auciagen que les variétédim; X¢. sont
équidimensionnelles, ni méme que l'inégalité du tié@oe vaut pour toutes les composantes irréductibles.
Le nombredim;, X<. désigne bien uniquement la plus grande dimension d’'ungosante irréductible.

En réalité, nous allons démontrer un théoréme &gent plus général que celui que nous venons de
décrire. Plus précisément, nous nous donnoaosge puissance entiere du Frobenius agissant tb un
entier supérieur ou égaldet on considere l'opérateyr : k((u)) — k((u)) plus général donné par la
formule que voici :

¢: K — K, Z agu’ Z o(a;)u’. (2)

i>>—00 i>>—00

Lorsques = id etb = p, on retrouve la situation précédente. Un autre cas qubkemtéressant est celui
oub = p eto est I'elévation a la puissangec’est-a-dire si I'on préfére celui ofilui-méme est I'élévation
ala puissance. En effet, un théoréme de Breuif|([1]) dit alors que léméénts det<,. (k) sont en bijection
avec 'ensemble des classes d’isomorphisme de modeliessedt schéma en groupgs/pZ)4% ol K est
une extension totalement ramifiée fixée de deglé FraclW (k) (ou W (k) désigne I'anneau des vecteurs
de Witt a coefficients dank). Quoi qu'il en soit, dans la situation générale que nowssérons, nous
démontrons le théoréme suivant.

Théoreme 2. Sio #id, ona:

d> e—b+2 d> e
S cdimg e, < |2 .
{4} { b+ 1 } dimy X< [4] b+ 1

Sioc =id,ona:

d? e—b+2 d(d—-1) d? e
ST cdimp e, < D2 2 :
{4} { b+ 1 } dimy: X< SR Y R

Notons que, dans ce qui précede, nous avons exclu leeds mais celui-ci conduit en fait & une classe
importante de variétés qui ont déja été largemandiées, a savoir un cas particulier simple de varié&s d
Deligne-Lusztig affines. En particulier, leurs dimensiom$ déja été determinées (dans une plus grande
généralité) dans les articleﬂ [4] 14]. Soulignortegropos que la méthode que nous allons suivre dans
cet article pour démontrer le théoreme précédentetment inspirée dec. cit.

Dans leurs articles respectifs, Kisin d’'une part et Papp&apoport d’autre part définissent également
des variantes des variét&s. qui ne sont plus paramétrées par un unique eatieais par uni-uplet d’en-
tiers relatifs(uy, . .., uq) tels queu; > --- > ugq. Dans la généralité que nous considérons — c’est@-di
lorsqueb eto peut étre quelconques — ces variantes ont encore un séussément, sic = (p1, . . ., f4d)

1. L'auteur est conscient qu'il s'agit la d’une restrictiamportante, le cas général que_l'on aimerait etudtantecelui ou¢ :
M — M est une application semi-linéaire quelconque. Nous tksons rapidement dans§ de ce que I'on peut attendre dans
cette généralité.



est und-uplet comme précédemment, on peut construire destéast et X'¢,, dontles pointg-rationnels
sont respectivement :

) il existe une basenq, ..., deL telle que
L, = 4 réseaux. de M boen M g
uttmy, ..., ut4my soit une base de(L)
et
Loy = U Ly
WEp

ou l'on convientquey’ = () > --- > ) est plus petit ou égal asi pf + - - - + py < pg + - - - + p¢ pour
toutt € {1,...,d} avec égalité st = d. Nous nous intéresserons également a la dimension deadétes.
Pour énoncer les résultats obtenus, il est commode derRéiiu produit scalaire usuél|-) ;, d’introduire

le vecteur d-1d-3 L4
i=(— = R
P ( 2 ' 2 g ) <
(lai-ieme coordonnée est donnée par la fornﬂijé — 1) ainsi que la définition suivante.

Définition 3. On dit qu'und-uplety = (p1, ..., pq) € R% est:
— b-réguliersi u; — piv1 < b(fta—; — a—it1) pourtouti € {1,...,d — 1};
— integralemenb-réguliers’il estb-régulier, si tous leg,; sont entiers et — 1 diviseuq + - - + 4,
— fortement inégralemenb-réguliers’il est intégralemeni-régulier et vérifie en plus :

fta—1 — pta < b(p1 — p2) — d(b* = 1).

Les définitions d’élémentsréguliers et intégralemebtréguliers semblent s'imposer dans notre contexte.
Par contre, I'inégalité renforcée qui apparait dandéfinition de fortement intégralemettrégulier n’est
probablement pas optimale et devra sans doute &étre eertitiérieurement. Remarquons néanmoins que
siu = (u1,...,uq) €stb-régulier, alorsu; > --- > pg. Réciproquement si leg; sont rangés par ordre
décroissant edeuxa deux distinctsle d-upletu estb-régulier pou suffisamment grand.

Théoreme 4. Supposons > 1 + d;. Soity = (1, ..., pa) € Z4 tel quepy > pg > --- > pg. Sib—1ne
divise pasu: + - - - + g, alors la varete X, est vide. Supposomspartir de maintenant qué — 1 divise
p1 4+ e

Posons = 1 sio = id ete = 0 dans le cas contraire. Alors pour toute permutatiorde I'ensemble
{1,...,d},ona:

d oo . .
) d(d-1) d+1—1i—w"(q)
dimy &, <&+ S+ (b 1) ;:1 n§:1ﬂi' o

ou, bien entenduwy™ = w o --- o w (n fois). En outre, si, estb-régulier, alors le minimum @oédent est
atteint pourw = wo : i — d + 1 — i et vautyg - (2]u) .-

Il existe des constantes positivgset co (qui ne cependent que déetb) telles que si leg,; vérifient en
plusy; > w1 + ¢1 pour touts, alors :

d oo

. : d+1—1i—w"(q)
dimy X, > —ca+(b—1) ~m|nw€6d;;ui~ m
ou, bien entendus,; désigne le groupe des permutations{de. . ., d}.
Finalement, il existe un entiére {0,1,..., 5~@} tel que I'on ait la congruence :

d
dimy X, = 6—Zi-ui (mod b —1).
i=1

En particulier, sic # id, ona:

d
dimy, &, E—Zi-ui (mod b — 1).

i=1



Encore une fois, on ne dit rien qu’'a I'équidimensionréaties variétéd’,. Cependant, lorsque # id, on
peut se demander s'il est vrai que toutes les composankesigtibles det,, ont des dimensions congrues

N

a-— Zlez' - p; modulo (b — 1). A part cela, il est clair que les sommes infinies qui appagaisdans
la formule du théoreme précédent convergé&tant donné que toute permutatianest d’ordre fini, on
peut méme facilement calculer leur limite qui s’exprimajturs comme le produit de; par un nombre
rationnel, ce dernier étant méme la valeubatiune fraction rationnelle a coefficients entiers. On eamvi
maintenant aux variéetése .

Théoréme 5. Soity = (u1,...,pq) € R tel queps > ps > -+ > pg. Posons = 1sic = id ete = 0
dans le cas contraire. Alors :
(d - 2) @20y _ . dd—1) (27,
—(d—1)2 - —— —2d X, < e~ .
(d=1) TR A e T
w' f.i. b-rég.

. 2 . . ., .
Si,enoutrep > 1+ %, alors la majoration peuétre renforée comme suit :

did—1 2011
dimy, X§u <e- g + sup M.
2 W' <p b+1
' b-rég.

Commentons un peu le théoreme. Pour la premiére assemimarquons que gi est lui-méme fortement
intégralemenb-regulier, alors la borne supérieure qui apparait ésetrae pour’ = . Ainsi le theoreme

dit, dans ce cas, que la quant@i“% est une bonne approximation de la dimensiotkdg . La deuxieme
assertion mérite, quant a elle, une discussion plus &mpadce. Tout d’abord, signalons qu'il est facile de
prouver que la borne supérieure qui apparait est plusepmiiégale — et en général strictement plus petite,
du moins siu n'est pas lui-mémé-régulier — que@f'T"fd ; ainsi, comme nous le disions déja dans I'énoncé
du théoreme, la majoration écrite est meilleure que &@dente. Notons également qu’on a clairement
X<p = U<, X<y, d'ot on déduit que :

dimk Xgﬂ = Sup dlmk Xgﬂl.
AT

Linégalité du théoreme dit donen substanceue, sib > 1 + d;, les variétéstc,,,, poury’ < p non
b-régulier, n'apportent pratiguement pas de nouvellesdisions atc,,. Notamment, contrairement & ce
qui se passe dans le cas des variétés de Deligne-Ludntigsafil n’est pas clair — et ce n’est d’ailleurs en
général pas vrai — que I'essentiel de la dimensiomtdg est concentré dans la variétg,. Commex),
est un ouvert dan&’¢,,, ceci semble indiquer un défaut de connexité de la v@#Agt, au moins lorsqug
n'est pas-régulier.

Signalons enfin que la borne supérieure qui apparait @adsrhiére inégalité du théoreme est aussi
egale au minimum d’un nombre fini de formes linéairesRtrce qui permet de la calculer efficacement.
Malgré tout, bien que ces formes linéaires soient dé&fidie facon plutdt explicite, leur nombre et leur
complexité croit trés rapidement lorsq@i@ugmenteA titre d’exemple, le tableaﬂ 2 (pa@ 43) les donne
pourd < 4.

Détaillons a présent sommairement le plan de l'artiBlans un premier temps, en s'inspirant de la
méthode de|E4], nous associons a chaque réseauV/ und-uplet de fonctions. Nous montrons en outre
gue ces fonctions satisfont un certain nombre de contmgodmbinatoires qui imposent une rigidité telle
gu’elle nous permet de les paramétrer par les points d'serable convexe dans un espace de dimension
@. Nous en venons a la géométrie : a I'aide de la constngiiécédente, nous définissons une stratifi-
cation des variétés de Kisin et démontrons une formuderggelle pour notre propos donnant une estimation
de la dimension des strates. Ceci nous permet de reformuigplétement le probleme qui nous intéresse
en termes de programmation linéaire. Les sect[pns[? et Bcamsacrées a la résolution de ce nouveau
probleme dans chacun des cas que nous considérons. Comnofiaire, nous obtienons les th'eorénﬂss 2
(duquel découle directement, comme nous I'avons déjaediheoremé]|1]] 4 ¢} 5. Enfin, dans une derniére
section, nous analysons succintement la méthode et distguelques autres situations auxquelles il est

envisageable de I'étendre.
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1 Une stratification utile

Commencons par rappeler brievement quétearietés¥c ., X, et X, sontdéfinies par I'intermédiaire
de leur< foncteur des points. Par exemple, pour ce qui concerfig., étant donné& unek-algébre, on
noteX<.(R) I'ensemble des?[[u]]-sous-modules de M ®j(()) R((u)) = R((u))? qui sont tels que :

i) Lestunréseau del @) R((u)) = R((u))?, c'est-a-dire que. est unk[[u]]-module localement

libre de type fini (pour la topologie de Sp&Y et le morphisme naturdl @ gy, R((u)) — M est
un isomorphisme;
i) la condition []) est satisfaite (apiopére encore par sur R et envoieu suru® et s'étend M @p((u))
R((u)) = R((u))? en agissant coordonnée par coordonnée).
On montre ensuite que le foncteBr— X<.(R) ainsi défini est représentable par un schéma de type fini
surk. Des considérations analogues conduisent & une défimioureuse d&, et X¢,,.

Le but de ce premier chapitre est de montrer que les varifat on souhaite estimer la dimension sont
stratifiees par des variété$, (ol ¢ est une donnée combinatoire qui d'ependl—@gi) entiers) dont on sait
calculer la dimension.

1.1 Donrée combinatoire assoé&ea un réseau

Dans cette partie, on associons a chaque résedeiM la donnée combinatoire que nous évoquions
précédemment et qui S'avere &tre un ensembléfdactions soumises a un certain nombre de contraintes.
Nous montrons ensuite que ces contraintes imposent urtitéigelle qu’elles réduisent la donnée dés
fonctions a celle de seulemeﬁfij—l) nombres.

1.1.1 Cefinitions

Notons val la valuation naturelle skf(u)) : la valuation d’'une sommg_, ___ a;u’ est le plus petit
entierv tel quea, # 0. On convient également que ¥ = +oo. Dans la suite, nous aurons besoin de
travailler avec I'extension totalement ramifiegw'/)). La valuation s’étend de maniére unique a ce corps,
et nous notons encore val cette extension ; on a doreVa) = 3.

On poseM;, (,1/vy) = k((u'?)) @)y M = k((u/?))? et on note(ey, . . ., eq) la base canonique de
M = k((u))?. Les vecteurs ® e; forment alors une base dé,(,1/+, sur le corps:((u'/")). La valuation
val définit une application va} : M;,(,1/4))\{0} = $Z x {1,...,d} par la formule :

valy (z1,...,24) = (v,4) oU v =min{val(zy),...,val(zs)}
et i=min{j|q=val(z;)}

On prolonge val; a M;,(,1/+y, tout entier en convenant que yal0) = oo ot oo est nouvel élement que
I'on ajoute au produi Z x {1, .. ., d}. On vérifie immédiatement que sie k((u'/?)) et M € My (170,
on aval,(Azx) = val(\) 4 valys (z) avec la convention évidente que + 2 = oo lorsquex est un nombre
rationnel ou un couplév,i) € $Z x {1,...,d}. De plus, si 'on munit 'ensembleZ x {1,...,d} de
I'ordre IexicographiquE et que I'on convient queo est strictement plus grand que tous les coufiles),
alors, pour tous: ety dansM, on a val(z + y) > min{valy;(z),valy (y)} et I'égalité a lieu des que
valy, (z) # valy (y).

2. Cela signifie quév, i) < (v, ') si, et seulement si soit < o', soitv = v’ eti < 7'.




Définition 1.1. Soit L un réseau dé/. Pour touw € ;Z ettouti € {1,...,d}, on pose

&i(L)(v) = sup (inf {nez|¢()ecu"L }) (1.1)
w€k[[u?]|®k(pun L
Va|]\/] (I):(U,’L)

ou, par convention, la borne supérieure de I'ensemble g&l—oc.

La définition ci-dessus n’est en fait rien d’autre qu’'unagidtion de la définition des fonctiopsqui
apparaissent danE[14]. Le lemme 4.lake cit. s’adapte également a notre situation et donne le thé®re
suivant.

Théoréme 1.2.Soit L un réseau deV/. Les fonctions; (L) : 17 — R U {—oo},v — ¢;(L)(v) vérifient
les proprites suivantes.

1. Pour touti, la fonctiong; (L) est strictement croissante.

2. Pour touti, il existe un entierj; (L) tel que
— lafonctiong; (L) prend des valeurs finis exactement sur l'intervadig L), +oo|, et
— pourwv suffisamment grand, ong (L) (v) = bv — G (L).

3. Pourj € {1,...,d}, il existe des fonctions croissantgs(L) : Z — $ZU{—oc} telles quep; (L) <
Yo (L) < -+ < 1pa(L) et pour tout couplév, 1) € +7Z x Z, il y a autant d'indices € {1,...,d}
tels quey = ¢, (L)(v) que d'indicesi € {1,...,d} tels quev = 9;(L)(p).

Ces fonctions sont en outre uniquemegitdmirées.

4. Sium(B) |yl Javecu (L) > --- = pq(L), sont les diviseurglementaires dik[[u]]-module
engende par¢(L) par rapporta L, alors, pour tout, la fonctiony; prend des valeurs finies exacte-
ment sur l'intervalle]u; (L), +o0].

Si L est un réseau d#&/, on définit aussi des fonctions; (L), ...,¢a(L) : 1Z — Z U {—cc} en
convenant simplement que pour taute ;Z, les nombresy; (L)(v), ..., ¢a(L)(v) sont les mémes que
¢1(L)(v), ..., ¢qa(L)(v) mais triés par ordre décroissant. Les fonctions préocéss vérifient donc tautolo-
giquement 'inégalitép, (L) > p2(L) > --- > q(L) et on montre sans peine qu’elles satisfont encore
aux quatre alinéas du théoreing 1.2 : les enfigtd.) restent inchangés tandis que ig6L) sonta priori
permutés. Dans la suite, nous noterons simpleménd I'entier correspondant a la fonctias (L).

1.1.2 Unexemple en dimensiof

Pour illustrer le theéoremg 1.2, examinons un exemple eredsion2 (i.e. avecd = 2). Si L est un
réseau deV/, il existe des entiers relatifs, § et un éléement € k((u)) de valuationy tels queL soit
engendré suk([u]] par les vecteurg; = (u®,0) et fo = (c,u®). Par ailleurs, quitte a retirer aun
multiple deu®, on peut supposer que seit= 0, soity < «. Remarquons tout de suite qu’un vecteur
(21, 22) € M @p(u)) k((u/?)) se decompose sur la basg, f») sous la forme :

(x1,22) = (x1u™% — wgcu_(o‘+5))f1 + zou0 fo.

Ainsi il appartient aM si, et seulement si les deux coefficients que I'on voit agparaans I'eécriture
précédente sont de valuation positive ou nulle, c'edird si, et seulement si V@al; — z2cu™%) > a et
val(zz) > 6. On en déduit notamment que le plus pettel que(z1, z2) € u"k[[ul/*]] @y L est le plus
petit des deux nombres Vah) — § et valz; — zacu™0) — a.

A partir de maintenant, nous supposons que u” avecy < § < «, les autres cas se traitent au
moyen de calculs analogues que nous laissons au lectgarni®@ons tout d’abord la fonctiop; (). Soit
v € $Z. Considérons un vecteure k[[u'/®]] @, L tel que valz) = (v, 1). Quitte & multiplierz par un
element inversible dé[[u'/"]], ce qui ne change pas la valeur de la borne inférieure deostaile (1.1),
on peut supposer ques’écritu’ ® e; + u'y @ e; oly € k[[u!/’]]. Comme nous I'avons déja expliqué, le
fait quex appartienne pak se traduit par les inégalités val'y) > § et valu’ — u’T7~%) > «, ce qui se
réécrit encore :

vally) > 6 —v et y=u®"" (mod ud~7F(@=v) (1.2)

Supposons pour commencer< v. Dans ce cas, la derniere congruence impliquezgast de valuation
0 —~, d'ot on déduity — v > § — v, c'est-a-direv > ~. Autrement dit, siv < , aucunz ne satisfait les



conditions requises et on a alaps(L)(v) = —oo. Si, au contrairey < v < «, il existe desc convenables
qui sont précisément les vecteurs de la forme

r=u"®e + u“”fv(l +u"7"2) @ ey

pour un certain élementc k[[u'/?]]. On obtient ainsi :

o1 (L)(v) = sup  (min{b(v+6—7) — 6, bv — a+ val(l — uwPDO=N (1 4 P @) () }
z€Ek[[ut/?]]
= sup  (Min{b(v+06—7) =6, bv—a}) card —y >0
2ek([ul/"]

= min{blv+J—7)—9, bv—a}

Or,b(6 — ) > 0 > ¢§ — «, d’otr on obtient finalemeng, (L)(v) = bv — a pourv € [y, al.

Supposons désormais> «. Dans ce cas, la premiére condition de la lidnd (1.2) estaatique vérifiee
(on rappelle qug est dans:[[«'/?]]) tandis que la congruence qui suit se réduit &yak 6 — v + o — v.
On est ainsi amené a calculer

sup (min{ b(v + val(y)) — 4, bv — a + val(1 — u0p(y)) H

ou la borne supérieure est prise sur tousyaiont la valuation est a la fois supérieure ou égafleei a
0 — v + a — v. Pour lesy de valuation strictement plus petite (resp. strictemeus grande) qué;—”, la
valuation de la difference — u"~°¢(y) vauty — & + bval(y) (resp.0), et un calcul simple montre que le
minimum qui apparait dans la formule précédente vauwiiveaubv — «.. Par contre, pour leg qui ont la
valuation critique‘LT”, la borne supérieure est clairement atteinte lorsquen” ~2¢(y) s’annule, et il est
égal ab(v + val(y)) — 6 = bv — ~. Du fait quey < «, on déduit que la valeur dg, (L)(v) estbv —
deés que I'on peut choisiy de valuation®=2, c'est-a-dire dés qué— > § — v+ a — v ou encore apres
simplificationv > o + bbl (6 —~v),etqu eIIe esbv — o dans le cas contraire.

En résumé, la fonctiop; (L) prend la forme simple suivante :

(L) : v » —o0 Siv <y
v o= b—a siy<v< a+ 5 (5—7)
v +— bv—+ sinon

Déterminons a présent la fonctign(L). Soitx € L tel que val,s(z) = (v,2). Comme dans le cas
précédent, quitte & multiplier par un élément inversible dé[«'/?]], on peut supposer qu'il est de la forme
r=u"y® e +u’ @ey0ly € k((u/?)) est un élement de valuation strictement positive. Dudaéz
est élement dé, on déduit valy — %) > a — v, soitencorey — § > a — v cary — 4§ < 0 < val(y),
et donc la valuation de la differenge— ©Y~° esty — 4. Ainsi siv < a + § — v, aucun élemeny ne
satisfait aux conditions requises, et dahy(L)(v) = —oo. Par contre, sb > « + d — v, tous lesy de
valuation strictement positive conviennent et un calca@lague & celui mené pour (L) conduit dans ce
cas apa(L)(v) = bv — a + vy — 6. Enrésumé, on a donc :

P2(L) : v = —o0 siv<a+6—ry
v — bv—a+y—4§ sinon

On observe sans difficulté qya (L)(v) > @2(L)(v) pour toutv € L7 ; ainsi obtient-onp; (L) = ¢, (L)
ety2(L) = @2(L). Il est maintenant facile de vérifier le théore 1.2 firaxemple et en particulier de
décrire les fonctiong (L) etz (L). On trouve :

(L) : p — —o0 Sip<bla+0—7v)—06
po— b+ ) sinon
(L) : p = —o0 Sip <by—a«
po—= b Hu+a) sity—a<pu<(b-1)(a+6—7)

pw = b Y u+a+d—7) sinon.

Les entiergui; (L) etuq(L) valent donc respectivemeliioc + 6 — ) — 0 etby — «, et I'on peut vérifier par
un calcul indépendant que ce sont bien les exposants desutis &lémentaires dt[u]]-module engendré
par¢(L) par rapport &..



1.1.3 Prolongement des fonctiong;

Pour la suite, il sera commode, afin de mieux visualiser Iestfonsy; (L) de les prolonger a tol en

posant
vi(q) = wi(v) +b(qg —v) pourtouty € [v, v+ ]

et en convenant quecc + x = —oo pour tout nombre réel. On prolonge de la méme facon les fonctions
@i(L). Il est alors clair que pour tout réelles nombresp; (L)(q), ..., ¢4(L)(g) sont les mémes que
21(L)(q), ..., pa(L)(¢) mais tries par ordre décroissant. Il est égalementeatidue les fonctiong; (L)
et ¢;(L) sont continues a droite et affines par morceaux, et que tingées valend partout ou elles
sont définies. Les fonctiong; (L) données par le théorér@l.Z se prolongent elles auksioat entier
en convenant qu’elles valertoo sur l'intervalle] — oo, 11;(L)[ et qu'elles sont affines de penfesur tout
intervalle de la forméy, 1 + 1[ ol p est un nombre entier supérieur ou égal;aL). Ces fonctions ainsi
prolongées vérifient encore la condition de I'alinéa Rfueoremd 1]2 lorsqueet ;. sont des éléments de
R.

La méthode que nous avons employée pour prolonger lesidoscy; et ¢; & toutR peut sembler
artificielle, mais en fait il n’en est rien comme le montre fagosition suivante.

Proposition 1.3. On notek([u'/>]] = (>, k[[u'/"]] (resp.k((u'/>)) = U, k((u!/"))) l'anneau

(resp. le corps) desesies de Puiseua coefficients dank. Alors pour tout; € {1,...,d} et tout nombre
rationnelg, on a:
a@= sw  (f{neQ]| o) eu®u/*] @xp L) })

wek[[u/ @ ruy L
valar,o(z)=(q,%)

ouvaly, o désigne le prolongement naturel daly; a k((u'/>)) ®k[[[u)) M-
Remarqud.4. En d’autres termes, la proposition dit que la fonction

q sup (inf {neQ| ¢ e u™ (k[[u/>] Q[ L) })
zek[[ul )@ kruy L
valas,g(2)=(g,%)
est entierement déterminée par ses valeurs sur I’edee’brm)et que, de surcroit, pour calculer les valeurs
en ces points, on peut se contenter d’étendre les scadsiifgs'/")) (sans aller, donc, jusqu’aux séries de
Puiseux).

Démonstration.Etant donné que la proposition nous sera pas utiliséeldangte, nous nous contentons de
donner quelques indications sur sa preuve. L'idée digest de comprendre comment I'on peut calculer
de facon algorithmique la borne supérieure qui appéeais I'enoncé de la proposition et que nous noterons
fi(L)(q) dans le restant de la preuve. Dans la suite, on notera égatém, . . ., ¢;) la base canonique de
M. Lentier i restant fixé, concentrons-nous tout d’abord sur le caleuladborne inférieure deg tels
qu'il existe dansk[[u'/>]] @y, L des éléments de valuatign, i). Nous noterons cettg cette borne
inferieure. Dire quek[[u'/>]| ®g[p) L contient un élement de valuati@n, i) signifie exactement qu'il
existe un nombre rationnel> 0 tel que

i d
ule; € L + Zu‘”aej + Z ule;.

j=1 j=i+1
Sil'on fixe m1,...,mg une base dé et que I'on noteM; (resp.FE;) le vecteur colonne des coordonnées
dem; (resp.e;) dans la base canonique, la condition précédente signifiele vecteur colonne?F; est
dans I'image de la matrice par blocs
(My| My |- | Mg |ut™Ey | - |u™E; |u'Eiyq | - |ulEq).

On peut a présent effectuer des opérations sur les cetote la matrice précédente (ce qui ne modifie pas
son image) pour se ramener a permutation des lignes pnés gnatrice de la forme



pour certains nombres rationnels (1 < j < d) rangés par ordre croissant. En outre, un examen de
I'algorithme classique de calcul de la forme normale pdegite permet d’établir la dépendance;est
(pourvu que ce dernier reste suffisamment petit):deson trouve qu'il existe deentiersv; < ... < vy,
etcy < ... < ¢y, tels que, en posant = —oo etwv, 11 = +00, 0N ait sur chaque intervalle,, v, [, Soit
n; = cs, SOitn; = q + cs, SOitn; = g + ¢ + c,. Il est enfin possible d’exprimey; en fonction des:,
a partir de quoi I'on déduit que; est entier. Il résulte également de ces considératidheyiste dansL
(sans tensoriser paf[u!/>]]) un élement de valuatiofy;, i) puisque dans le cas qiest un nombre entier,
toutes les opérations que nous avons effectuées pele/eaites également darksg|u]].

Pourg < ¢;, la proposition est clairement vraie puisque les deux nesqui apparaissent dans I'égalité
a établir valent tous deuxoo. D'autre part, dans tous les cas, dire que f;(q) signifie que I'implication
suivante est vraie :

(z € k[[u"*]] @up L etvalz) = (q,1) = ¢(x) € u"(k[[u"/>]] @y L)- (1.3)

Or, siz; € L est un élément fixé de valuatidn;, ) et si 'on suppose > ¢;, un éléement: vérifie la
prémisse de I'implication si, et seulement si

z—uT %z e (k[[ut/* Q[ L) N (Zuq“e + Z uqej>

Jj=i+1

pour un certaire > 0. On conclut alors de maniére semblable a ce qui a étefd#j: on commence par
calculer I'intersection qui apparait dans la formulegé@ente en effectuant des opérations sur les lignes
d’'une matrice, et réinjectant cela dans I’implicati@()lon trouve qu'il existe des entiers < --- < v,

etey < --- < ¢, tel que sur chaque intervall&s, =5+, on ait f;(L)(¢q) = bq — ¢. Ce faisant, on obtient
également qué;(L)(q) = ¢i(L)(q) siq € +Z, d'ou il résulte la proposition. O

En s’autorisant & travailler dans des corps encore plus guek((u'/>)), on peut aussi interpréter
les nombres; (L)(¢) pourg € R comme des bornes supérieures du type précédent. Papkxem peut
considérer 'anneal[u® ' ]] formé des séries formellés, ., a;u’ oUI C R* est un monoide de type fini.

Celui-ci est encore muni d’une valuation naturelle qui perrde définir val; r surk[[u®"]] R[] M. ON
a alors pour tout nombre régt

aD@= s (inf{neR| @) eu k) Ou L)})
2€k[[W® |®k(uy L
valys r(x)=(q,1)

la démonstration étant en tout point analogue a celle gedposition précédente.

1.2 Paranttrisation de I'espace des fonction

Nous nous proposons désormais de décrire completermiruiplets dep = (p; > -+ > ¢q) OU les
; sont des fonctions dR dansR U {—oc} qui satisfont aux conditions suivantes :
l.onapr =22 >+ = a;
2. les fonctionsp; sont strictement croissantes et continues a droite ;
3. pour tout, il existe un nombre réej; (nécessairement unique) tel que
— la fonctiony; prend des valeurs finis exactement sur l'intervajle+oo|,
— la fonctionyp; est affine par morceaux sfy;, +o0o[ et pour presque toutdans cet intervalle, on a

pi(q) = b, et
— pourg suffisamment grand, ong; (¢) = bq — ¢; ;
4. pourj € {1,...,d}, il existe des fonctions strictement croissantes et carra droiteg); : R —

R U {—oc} telles quey; < 12 < -+ < 1by €t pour tout couplég, 1) € R?, il y a autant d’'indices

i e{l,...,d} tels quex = v;(q) que d’indicesj € {1,...,d} tels queg = 1, ().
A partir de maintenant, nous notothd’ensemble deg-uplets de fonctions = (p1 = -+ = q) vérifiant
les conditions précédentes. Notons que si, par le émadiL.R, leso(L) = (¢1(L), . .., ¢q(L)) provenant
d'unrésead. C M définissent bien des élémentsdgil n'est pas vrai que, réciproquement, tout €lément
de ® s'obtient de cette maniere. En effet,siprovient d'un réseau, il vérifie en outre au moins les deux
propriétés supplémentaires suivantes :
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5. pour tout, le réelg; est un nombre entier;
6. pour tout;, les réels en lesquels est discontinue appartiennen%%.

Nous appelonsonditions d'inégrité les deux conditions que I'on vient d’écrire, et hous notd@asl’en-
semble des éléments dequi les satisfont.

1.2.1 Leskelsy ; etpy; ;

Soienty = (p1 = -+ = pq) € P ety = (Y1 < -+ < Yq) le d-uplet de fonctions correspondant.

On suppose pour commencer — et il s'agit d’une hypothéséyjtéra bien des problemes techniques
— quey; < --- < @q OU, étant donné deux fonctiorfsg : R — R U {—oc}, on convient quef < g Si
f(q) < g(q) pour tout réel; et que I'inégalité est stricte des qyé;) # —oo. Prolongeons les fonctions
@, ety; aR U {—oo} en posanty;(—oo) = 9;(—o0) = —oo. Pour tout coupléds, j) d’entiers vérifiant
1 << j <d,définissons :

— le nombrey; ; comme la borne inférieure des nombres rgekls quey; o ¢;(q) > ¢;

— le nombreu; ; comme la borne inférieure des nombres réglsls queyp; o ¥ (u) > p.
Remarquons tout de suite que I'ordre dans lequel sonteddesp; et lesy; impose que les fonctions;
ety; sontinverses I'une de 'autre sur des voisinages-de. On en déduit qu'il existe toujours de®t des
u satisfaisant les inégalités précédentes. Par adlisigr(resp.u) est suffisamment petit, ong(q) = —oo
pour touti (resp.y;(u) = —oo pour touts). On en déduit que leg; ; et 1; ; sont bien des nombres
réels. Par aiIIeurS, il est clair qug ; < Qi+1,5, 93,5 > Qi j+1, i 5 < Hit1,5 et i, 5 > i j+1 pour tout
couple(i, j) pour lequel cela a un sens. Dans la suite, pour des raisotigyas, nous poserons également
Qii—1 = Mj j+1 = +00.

Lemme 1.5. Pour tout entierg et j tels quel <i < j < d,ona
tij < ilgig) et iy < vi(pig).

De plus ces iggalites sont deggalites si, et seulement s'il exisieel que; o ¢;(q) = ¢ Si, et seulement
s'il existey tel quey; o (1) = p.

Démonstration.La croissance et la continuité & droite des fonctiph®t ¢»; impliquent quey; o ¢; est
aussi continue a droite. On en déduit qieo ©;(gi ;) > ¢i,;- A partir de 1, en appliquant;, on obtient
w; o, (u) = pavecy = ¢;(g; ;). Par définition de la borne inférieure, il vient ; < 1 comme annoncé.
On démontre de méme l'autre inégalité.

Il est clair que si les inégalités sont des égalitégsalaxisteqg et i satisfaisant la condition du lemme :
il suffit de prendrey = ¢; ; ety = p; ;. Supposons maintenant qu'’il exigtéel quey; o ¢;(g) = ¢. Du fait
que la fonctiory; o ¢; — id est en escalier (puisqu’elle est affine par morceaux esqu¥erivée s'annule
partout ou elle est définie), on déduit facilement gqye> ¢;(¢; ;) = ¢;,;. Appliqguons maintenang; a la
premiéere égalité du lemme : cela donpgu; ;) < ¢;,; et donc finalemeny; (u; ;) = ¢;,;. L'autre égalité
se démontre de méme analogue en appliquaatla deuxieme inégalité du lemme. Le cas ou il existel
quey; o ;(p) = p se traite pareillement. O

Dans le cas ou I'une des inégalités du lemme est strictes dirons que le couplg, j) estdegeréreé.
Notons que les couples de la forrfiei) ne sont jamais dégénérés puisque I'on a dit que sur dsmages
de l'infini les fonctionsp; ety); étaient inverses I'une de 'autre. En particulier, on §aawsp;(q; ;) = i
et;(tii) = i
Proposition 1.6. Soity = (¢1,...,04) € ® tel quep; < --- < pq. Alors, pour tout coupléi, j), les
fonctionsy; etwy; définissent par restriction des bijections

Pillgi,;,qi5-1[ * (Gi.j> Qi j—1[— [1i g, iv1 5] €t Uil i gopsia sl (13,55 Hit1,5(— (G055 @i i—1(

inverses l'une de l'autre. (On notera qu’il est possible dgeintervalles pecedents soient vides.)
De plus, pour tout (resp. toutj), la fonctiony; (resp.y;) vaut—oo sur l'intervalle] — oo, g; 4[ (resp.
lintervalle | — oo, p1 ;).

Remarquel.7. Telle quelle, la proposition est fausse sans I'hypothése - -- < 4. Nous expliquerons
sommairement e|n 1. |Z.3 comment modifier la définitiongle®t 11; ; pour que la proposition s'étende sans
cette hypothese.
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Démonstration.On raisonne par récurrence guen commencant par traiter le cas= 1. Puisquey; est
strictement croissante, il est clair qu’elle prend deswaldinies exactement sur un intervalle de la forme
[u1,+oo pour iy € R. Du fait quet); est la plus petite des fonction’s, on déduit que la réunion des
graphes deg; n'intersecte pas la région du plan suivante :

Dy ={(q,p) €R* | ¢ <1 (p)}.

Si p est un réel plus grand ou égaj@, considérong = 1 (u) ety un réel strictement supérieuria
Alors, étant donné que est croissante, le couple, ') est dansD;, ce qui signifie quep;(q) # p’ pour
tout ;. Comme ceci est vrai pour toyt > p, on obtientp;(q) < p, i.e @; o 1 () < p. Par ailleurs,
on sait que cette inégalité doit &tre une inégalitérpaumoins un. Siig est cet indice priviligié, on a
=i, o1 (p) < 1o (p) < pcarlesy; sonttriés par ordre décroissant. Aigsio ¢ (1) = u, et ce
pour touty > p1. On en déduitqug, 1 < p1. Mais commae); vaut—oo sur lesy < g, ilvient ug 1 = pg

et doncg; 1 = ¢1(u1). En outre, sur l'intervallgu, 1, +oo[ la fonctiony est inversible & gauche, et son
inverse & gauche est la restriction ge a [¢1,1, +oo[. Du fait que ces fonctions sont en outre affines par
morceaux et strictement croissantes, on déduit faciléoegui est énoncé dans la proposition.

Plutbt que de traiter I'hérédité de la récurrence dansas général — ce qui multiplierait encore les
notations —, nous allons nous contenter d’expliquer comesras< j = 2 » se déduit de ce que I'on vient
de faire, les arguments pour Igssupérieurs étant similaires. Comme précédemmentoamence par
remarquer que la fonction, prend des valeurs finies exactement sur un intervalle dertaef@us, +o0o]
pour un certain nombre régk. De o(p11) = ¢¥1(p1,1) > —oo, on tire us < 1. Considérons le
domaine :

Dy ={(q,p) € R? | q < tpa()}.

Des résultats de I'eétude menée pgue 1, on déduit queD, intersecte la réunion des graphesyeau
plus selon le graphe de la restriction gde a l'intervalle [q; 1, +00o[. Soitp > po. Posonsy = a(u) et
considérons un nombre réel > . Le couple(q, 1) appartenant &-, il en résulte que :

— Sig < qu,1, alorsp;(q) # w/ pourtouti € {1,...,d};

— Sig > q11, alorsy;(q) # 1’ pourtouti € {2,...,d}.
Les conclusions précédentes étant valables pouptautu, on peut remplacer dans leurs énoneés (¢) #
' > par< ¢;(¢) < p>. En utilisant le fait que les fonctions; sont triées par ordre décroissant, et que la
fonctiony; est connue suy 1, +oc[, on obtient pour toug > s :

— Sita(p) < q1.1, a@lorsey o Yo (p) = u;

= siya(p) = qu,1, alorsps o 9o (u) = p, etdoncp; o o (u) = p.
On déduit déja de cela queg 2 = u2 puisquep; o o) vaut —oo Si u < o et est supérieur ou égal
ap sinon. On a également (uz22) = ga2,2 €tpa(ge2) = p2,2 €tant donné que le couplg, 2) n'est pas
dégénéré. Soji’ le plus petit nombre réel tel qui (') < ¢1,1. Larestriction des a[u1,2, /[ admet alors
pour inversep; tandis que sa restriction[a’, +oo[ admet pour inverse,. Pour conclure, il suffit donc de
montrer quey’ = g o et que Siug 2 < g2 alorsys(ui 2) = ¢i1,2. Du fait queps o 1o (1) = 1/, on déduit
quepus 2 < p'. Mais si l'inégalité était stricte, on aurait = 2 sur l'intervalle de la formég; 1 — &, q1.1]
(poure > 0), ce que I'on a exclu au départ. L'autre point résulte rfeiant aiséement des descriptions que
I'on vient d’obtenir. O

Etant donné gu’une fonction définie sur un intervalle Eewes dans un autre intervalle, qui est a la fois
affine par morceaux et bijective est affine, on déduit facéat de la proposition la description suivante des
fonctionsy; ety :

Y g = —0 Siqg < gia
= b(g = gij) + pay Sigij <q<gij-1, etcepourtouye {i,...,d}
(1.4)
Vi1 g —00 Sty <
poo= b pig) F gy Sipi < p < pipay, etcepourtout € {1,..., 5}

Il résulte en particulier de cette écriture que les fantdip; sont entierement déterminées par la donnée des
Gi,j €4 ;-
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1.2.2 Relations entre leg; ; et u; ;

On sait déja que les nombresg; et 11; ; ne peuvent &tre quelconques puisque ceux-ci vérifient les
inégaliteésy; ; < qit1,5y Gij = Qij+1s iy < Mit1,5 €Lps 5 = 1 541. En réalité, ces nombres sont soumis
a un certain nombres d’autres contraintes que nous nopsgoas d'étudier maintenant.

Relationségalitaires On considéere encore = (¢1,...,¢q4) € ¢ et on suppose encog < --- < pg.
Par définition, au voisinage deco, la fonctiony; est donnée pay — bg — ¢; 4 (puisque la fonctiorp;
prend des valeurs finis a partir gg;). En comparant avec la forme ¢ que nous avons obtenu ci-dessus,
on trouve :

Mii = bGii — Gia (1.5)
pour touti € {1,...,d}. D'autre part, par la propositi.6, la fonctign réalise une bijection de I'in-
tervalle [¢; ;, ¢i,j—1[ sur l'intervalle [u; ;, uit1,;[- Comme on sait que cette fonction dilate la mesure de
Lebesgue d’'un facteur, il vient :

Hit1,5 — Mij = b(%‘,jq - qz‘,j) (1.6)

pourtouti,j € {1,...,d} telsquel < i< j <d. A partir des deux relations que nous venons d’écrire, on
voit facilement que leg; ; S’expriment en fonction deg ; :

Jj—1
pig = baj5 — aja+b- Y (45— dsj-1) (1.7)

s=1t

pour tout coupléi, j) tel quel < i < j < d. Enfait, la formule[1]7) implique réciproquement lestfres
(E) et ). Ainsi, on peut décider d'oublier ces deurnigres relations et de ne travailler qu'avec les
gi,;- On peut également inverser les formu@(l.?) et exprieses; ; en fonction deg; ; ; on obtient pour
1<i<j<d

d

1 ! Mis — Hi s
%j =3 -71" <Mu + Z (fis — pit1,s) + Z T“) (1.8)

s=1+1 s=j+1

Il est donc également possible de décider d’oubliegleset de travailler uniquement avec lgs;. L'avan-
tage, néanmoins, de continuer & considérer simultanéfasg; ; et lesy; ; est que les formules qui ap-
paraitront pourront s’écrire maniére plus agréable.

Relations inégalitaires Rappelons que nous avons déja vu les inégalités

i+1,5 (1.9)
ij+1 (1.10)

95 Z 4ij+1 5 Hij
¢

qij

AN\
A\VARV/AN

W
i+l 5 Hig Z M
pour tout coupléi, j) pour lequel cela a un sens.

Lemme 1.8. Avec les notations giedentes, on a les relations suppientaires :

Gij < Gyt €U pig > figa (1.11)
pour tout coupl€i, j) tel quel < i < j < d.

Démonstration.On démontre seulement la premiére inégalité, la sezétaht completement analogue. Si
Gij = Gij+1 OUQit1j+1 = qi+1,5, l'inégalité résulte de|(1.10). On peut donc suppgse < ¢; j+1 et
gi+1,j+1 < ¢i+1,;. Dans ce cas, on applique la proposifior) 1.6 qui nous assieréadfonctior), , réalise
une bijection croissante dg; jt1, fti+1,j+1[ dans(q; j+1, 4 [, et également dgu; 41 j+1, fite,j+1[ dans
[9i+1,j+1, ¢i+1,5[- Notons que d’aprés notre hypothése, tous ces intesvsdiet non vides. On en déduit que
limuﬁu;ﬂw Yit1(p) = gi; et quey,ri(pivi,j+1) = ¢i+1,541. EN utilisant la croissance dgj;, on
obtient finalemeny; ; < ¢i+1,j+1 comme voulu. O
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Remarquons que les inégalits (].10) resultenf de ¢t @) 11). En outre, en vertu de I'egalifé {1.6), les
deux inégalites de la ligng (3.9) se déduisent mutuedlertiune de I'autre. Ainsi, les six jeux d’'inégalités

gue nous avons obtenues se résument finalement aux treasui

TGij 2 Gyl 5 Qg < Qirlge1 5 Mig = Mitl el (1.12)

ou (i, j) parcourt 'ensemble des couples d’entiers tels huei < j < d. Signalons finalement que, bien
entendu, les inégalités portant sur lgs peuvent se réécrire en termesgge en utilisant la formule?),
et réciproquement en utilisant la formuE[lB).

1.2.3 Un mot sur la gestion des multiplicies

Dans ce qui précede, on a supposé pour simplifiergue - - - < g4, c'est-a-dire si I'on préfere qu'il
n'y a aucun poin{g, 1) qui appartient simultanément aux graphes du plusieurstifors ;. Dans le cas
ou cette condition n’est pas réalisée, des complicatiechniques apparaissent. En particulier, la définition
desg; ; etu; ; n'est plus correcte et doit étre remplacée par exemple par

— le nombrey; ; estlaborne inférieure des nombres rédkls que soit); o, (q) < ¢, SOty 0p;(q) =

q et
Card{i' <i|@i(q) =p} < Card{j <j|vy(p)=q} (1.13)

ol on a posé = p;(q).
— le nombrey; ; est la borne inférieure des nombres réells que soitp; o 1; (1) < w, SOitp; o
¥;(u) = p et linegalité [1.1B) est verifiee avec= 1; (u).
Dans le cas oip; < --- < g4, On retrouve bien la définition donnée auparavant. Ert,éffe a alors un
unique indicei’ (resp.j’) tel quep = ./ (q) (resp.g = ¥, (1)) & savoiri’ = i (resp.j’ = j), et donc la
condition supplémentaire est toujours vérifiee. Ladfans cette définition est que si, étant donné un couple
(g, 1), onnotei; <is < --- < igetj < ja < --- < ji les entiers tels que :

i (@) = i (@) = =i (@) =p et Y (n) =, (p) = = (1) =g,

alors on a bien);, o ¢; (q) = ¢ mais, sit < s le nombrey;, o ¢;, (¢) doit &tre considéré comme infi-
nitésimalement plus petit queet, en tout cas, ne doit pas &tre pris en compte dans latit#fidieg;, ;, .

Quoi qu’il en soit, on peut montrer en reprenant les arguseaveloppés préecédemment que la propo-
sition[L.§ est encore vraie pour tous le€ @ a condition de prendre la définition modifiee precédebe

méme, la formule[(1}4) demeure, ainsi que les relatipri,({1.) et [1.12).

1.2.4 Une bijection

A partir de maintenant, nous allons faire varier les éléime dans®. C'est pourquoi, afin de lever tout
risque d’ambiguité, nous noterons dans la sgitéy) etu; ; () respectivement a la place dg; ety ;.

NotonsI I'ensemble des couplés, j) tels quel < i < j < d et considérons I'espace vector{@?)!
des suitegq; ;, 11;, ;) indicées par les élements deSoit K le sous-ensemble convexe @?)” définis par

les relations|(1]5)[ (1} 6) €ft (1]12).

Théoreme 1.9.L'application

= K, o (qi(0) 1j(0))ger
est une bijection et son inverse est dempar la formule(E)

Démonstration.ll s'agit de démontrer qu'étant donrg; ;, i; ;) € K, la formule (1) définit uni-uplet

v = (¢1,...,pq) quiappartient @ et tel que pour touti, j) € I,onag; ;(¢) = ¢i; etpi j(p) = pi ;. Les
conditions 2 et 3 qui définissent 'ensemidlgvoir page[p) ne posent aucun probléeme a part peut-étce en
qui concerne la croissance des mais celle-ci résulte directement des égalités et nfsgalités supposées
sur lesg; ; ety; ;. Notons en outre que 'on a :

(¢ = Gi,j) + Hit1,51 (1.14)
(9 = qij) + Hij (1.15)

Vg < qij, vi(q)

<b
Vg = g5, ©vi(q) = b



Montrons a présent la condition 1, c’est-a-dire que poutindicei € {1,...,d—1},0nay; > ¢;+1. Soit
q € R. Siq < giy1,4, 0nabienp;(q) > pi1(q) = —oo. Sinon, il existej tel queg; 1,; < 4 < git1,5-1-
On a alorspi1(g) = b(g — Gir1) + fie1; < b(g — gijo1) + pij1 < @i(g) la premiére inégalite
résultant des hypotheses 1 ; > ¢;j—1 etuit1,; < ui;-1, et la seconde résultant de (J.15) aprés avoir
remarqué que > gi+1,; = ¢ j—1-

Vérifions maintenant la condition 4. Bien sir, on prendftesctionsy; définies par la formuldﬂA).
Les inégalités supposées impliqguent de méme queegegument qu’elles sont strictement croissantes et

rangées par ordre croissant. Saitx:) un couple de nombres réels. Par définition, un indiee{1, .. ., d}
verifie u = ;(q) si, et seulement s'il existge {1, ...,d} tel que
Gij <q<dgij-1 € p—pi;=>blqg—q) (1.16)

De plus, si un tel indicg existe, il est clair qu'il est unique. Ainsi, il existe autatindices: satisfaisant
1t = ¢i(q) que de couplesi, j) satisfaisant[(1.16). De méme, on démontre qu'il existarud’indices;
satisfaisanty = ¢;(1) que de couple§, j) satisfaisant :

fig S p<priv; € p—pi;=0b(q— ;) (1.17)

II suffit donc de montrer que les conditiofs (3.16)[et (L. BHtequivalentes, ce qui résulte sans peine de
regalite (L.§).

Montrons a présent que ;(») = qi; €t ;(p) = pij. La relation [L]7) nous dit qu'il suffit de
démontrer I'egalité pour leg ;. Comme précédemment, nous ne restreignons apcas- - - > ¢4 pour
écrire la preuve. Il faut alors montrer que pour toutj) € I, on ay; o v;(gi;) > ¢i; €ty; o vi(q) < ¢
pour toutg < g; ;. La formule ) montre que;(g; ;) > i ;. tandis que, de maniére analogue, on
démontrey; (i ;) > ¢ ;. Il en résulte, en utilisant la croissance, gueo ©;(g; ;) = ¥;(pi ;) = gi ;. Soit
q < gi,j- Sipi(g) = —oo, il N’y a rien & démontrer; on suppose donc que ce n'estpaas A partir de
() et d’'une formule analogue donnant une majoration dgur l'intervalle] — co, u; ;[, on obtient

Hi 5 — Hi41,54+1

—

Ainsi, le résultat est acquis dés lors que — g;—1,;—1 > 00U, ; — pit+1,5+1 > 0 puisque, par hypotheése,
les deux difféerences sont positives ou nulles, ce qui neaspt de supposer que ce n'est pas le cas. Mais

alors en appliquani (1.[14) au cougfe— 1,5 — 1), on trouveyp; _1(q) < b(q — gi—1,j—1) + ti; = b(qg —
¢i;) + i, puis, avec|(1.15)p;—1(q) < ¥i(q), ce qui contredit notre hypothése. O

Yiowi(q) <q—(¢ij —qi-1,-1) —

Rappelons que I'on avait défini un sous-ensendblede ® caractérisées par certaines conditions dites
d’intégrité (les conditions 5 et 6, paﬂe 9). La propositiuivante montre que ce sous-ensemble est facile-
ment caractérisable a I'aide de la bijection du the@@mécédent.

Proposition 1.10. Pour touty € ®, les trois conditions suivantes satuivalentes :
) p€Py
ii) pourtout(i,j) € I, q;;(p) € +Z, etpour touti € {1,...,d}, g;,a(p) € Z;
i) pourtout(i,j) € I, u; () € Zetpourtouti € {1,...,d}, lasommeu; ;(¢) + wiit1(p)+-- -+
i q(p) est divisible pab — 1.

Démonstration.L'équivalence entre les conditiori¥ etiii) résulte directement des formull.?)(1.8)
qui permettentd’exprimer lgs; ; en fonction des; ; et réciproquement. Reste donc a montrer 'eéquivalence
entrei) etii). A partir de la propositio@.G, on déduit giigimpliquei). Si I'on suppose maintenant que

¢ € &y, alors toutes les composégso ¢, sont constantes sur les intervalles de la fofme + %[ pour

v E %Z etde 14, en revenant a la définition, on déduit quelesy) appartiennenttous?Z. Finalement, il

est clair quey; () est entier pour tout, puisque celui-ci est égalg qui est justement supposé entiet]

1.3 Les varietes X, et leurs dimensions

Etant donné um-uplety = (1, ..., p4) définissons d'abord’;(k) comme I'ensemble des réseaux
L C M telsquep;(L) = @; pour touti. SiI'on noteyp le d-uplet de fonction; : R — RN{—oc} obtenua
partir deg apres réordonnement et prolongement, le th’eoet IaZ)eopositio6 montrent ensemble
que X;(k) est inclus danst, (k) pour i = (u1.1(), t1.2(), - - -, p1.a()). De fagon plus précise, on
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démontre comme dans le lemme 4.2 @ [14] que I'on obtiendisarit une sous-variét\'é;> de X, qui est
localement fermée.

De facon similaire & ce que I'on vient de faire, étant dapne @z, on noteX, (k) I'ensemble des
réseaux. C M tels quep(L) = ¢ ; il s’écrit manifestement comme une uniondlg(k). Le lemme suivant
montre qu’il s’agit méme d’une union finie et, par voie de s@quence, qu&, (k) est aussi 'ensemble des
k-points d’'une sous-variété algébrique localement &smet,, pour le méme: que précédemment.

Lemme 1.11. Fixons unélementy € ®z. Alors, il n'existe qu’un nombre fini dé-uplets de fonctions
(#1,- .., Paq) quisatisfontles conditions duébrém et qui redonnentdeuplety apres ordonnement.

Démonstration.Si (¢4, . .., P4) est un teld-uplet, alors il existe une permutatianc &, telle que, pour
toutd, on aitg; (v) = —oo POUry < Gy (;),a(¢) et@i(v) = bv — qu(:),q(w) pourv suffisamment grand. Du
fait que les fonctiong; doivent en outre étre croissantes, on déduit que I'&gali(v) = bv — g, (;),a(¢)
vaut pour toub > qq.4(). Aprés cela, il ne reste plus qu’un nombre finiidet donc qu’un nombre fini de
possibilités pour attribuer les valeurs manquantesaypuisque pour chague on ne peut que permuter
les nombres; (v) et on a donc au maximuri possibilités. O

1.3.1 Lafonction dimension sur®

Définition 1.12. Notons Leb la mesure de LebesgueRuSip = (1, -+ ,p4) € ®, On pose :
dim(p) = Y Leb(p;(R)\@ (R))
1<i<i’ <d

ou, siF et E’ sont des ensembles, on ndi& E’ 'ensemble des éléments qui appartiennehtr@ais pas a
£

Remarquel.13 Pourp = (¢1, -+ ,94) € @, il est clair qu'il existe des constanteset B telles que
[A, +oo[C ¢;(R) C [B,+oo[ pour touti. On en déduit que les differences(R)\¢; (R) sont toutes
incluses dans l'intervallgA, B] et donc, en particulier, qu’elles ont une mesure finie. Aitisi(yp) est
toujours fini.

Via la bijection du théorén@.z, un éléement @ est entierement déterminé par la donnéeglegp)
et u; i (v). Ainsi, le nombredim(y) que I'on vient de définir doit s’exprimer en fonction dgs;(¢) et
i, (). On a plusieurs possibilités pour cela, comme le montredagsition suivante.

Proposition 1.14. Pour touty € &, on a:

d

dim(p) = D (d+1—45) pmle) = D pij(e)

J=1 (i.5)el

d
= b Y qi(e) =) (2i—1—d—bi) galp).

(i.5)el i=1

Remarquel.15 On constate en particulier — et ce sera crucial dans la suiguedim(y) dépend de
fagon linéaire deg,; ; () etg; ;(v).

Démonstration.Comme d’habitude, nous ne donnons la démonstration quelda@as o, > - - > 4.
Fixons unindice € {1,...,d}. D'aprésla propositio@.G, I'image de la fonctigps’écrit :

0iR) = || [miyo priz sl
i<j<d

Commeonaenouty 1 +1 < fi,;, lesintervalles qui apparaissent dans I'union préctsmt<« rangés
par ordre décroissast On en déduit que le régl n'est pas dans I'image dg; si, et seulement s'il existe
jed{i,...,d} tel quep, 11541 < p < p;; OU ON a posé par conventigny; -1 = —oo. Comptons a
présent le nombre d’indices > < tel quey appartienne a I'image dg;; pour un indice’ > i. Comme les
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fonctionsy;s sont injectives et que I'on a suppogé > - - - > ¢4, Cela revient encore & compter le nombre
deq pour lesquels il exist& > i tel queu = ¢,/ (g). Cette condition se réécrit encore :

Fi'e{l,....d}, p=vi(q)etpiri(q) > n
puis, d’aprés la définition des; :
' e{l,....d}, q=1y(p)etpiri(q) = p

En remplagany par; (1), la derniére inégalité deviert; 11 o v (1) > p, ce qui équivaut encore a
w = pit1,5- Au final, on cherche donc a dénombrer les rgedsecrivant sous la forme,. (u) pour un
indicej’ tel quew > pi4+1,;-- De notre hypothése supplémentagre> - - - > ¢4, on déduit facilement que
Y < --- < 1hg, d’ou il suit que le nombre cherché est aussi le nombredites;’ tels quey > 41 ;-
Or, rappelons quge a été pris dans l'intervallge; 1 11, ii, ;[ et donca fortiori dans{gi1,j41, ti+1,5]- A
partir de la décroissance de la sujte— p;1 7, on déduit tout de suite que lgsconvenables sont ceux
de I'ensembldj + 1, ...,d}. En particulier, il y en al — j.

Récapitulons : nous avons montré que le complémenteifindage desp; est la réunion disjointe des
intervalles|u;+1 j+1, i ;[ pourj variant dangsi, . . ., d}, et que S € [pit1,j+1, 14,;[ POUr un certairy, il
y a exactement — j indicesi’ > i tels queu € ¢, (R). Il en résulte que

-1

d
> Leb(ei(R)\@i (R) = > (d —5) - (pij — pis1,41)-
i=it1

U

%

<.
Il

En sommant ces égalités pour tou vient :

dim(p) = > (d =) (ij — pis1j41).

1<i<j<d

Les formules annoncées dans la proposition s’en dédujaeec un peu de calcul) a partir de la relation
@D O

Corollaire 1.16. Pour touty € ®z, on a la congruence :

d
dim(y) = — Zj ~p1j(p)  (mod b—1).

Démonstration.C’est une conséquence immédiate de la premiere éghita proposition précédente et de

la propositior{ 1.70. O

Le corollaire est intéressant car nous avons vu que darsletg provient d'un réseatl, les nombres
w1, () sinterprétent comme les exposants des diviseurs &l&aites du module engendré pa(L) par
rapport aL. Par ailleurs, comme on peut s’y attendre, la fonctlan que nous avons défini est liée de pres
a la dimension des variétés,. Plus précisément, nous allons démontrer le théostrivant.

Théoreme 1.17.Soity = (1, ..., pq) € Pz. Alors
— sic # id, on adimy, X, = dim(y) ;
— sic =id, on adim(y) < dimy, X, < dim(p) + @.

1.3.2 Demonstration du théoréme[L.1f

Fixons un élemenyp € ®z. PuisqueX,, s'écrit comme |'union finie des’a{; sur lesd-upletsg =
(¢1,...,5q) verifiant les conditions du théorénhe]1.2 et redonnarstprés réordonnement, il suffit de
démontrer

— d'une part, que la dimension de toutes les variéljgsast majorée patim(y) dans le cas ou # id

et pardim(p) + @ dans le cas contraire, et
— d'autre part, qu'il existe ud-uplet particulier pour lequedimy, Xp > dim(¢p).

Pour cela nous allons suivre, encore une fois, la méthodefle
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Notion de famille correcte Fixons und-uplety = (¢4, ..., ¢4) comme précédemment et notons :
V= {q, EZXZ‘% ;éoo}
Posons aussi :

A={(q,1,¢,7) € FLXLXx L XL | (i) > (,7) €ti(qg — 3) < pir(¢') < wi(q) }

et, pour tout(q,i) € V :

Alq,i) ={(¢,7) € Z X Z | (¢',7') > (g,7) etwi(qg — 3) < pir(¢) < wi(q) }-

On montre facilement que le cardinal desst toujours majoré paim (). Soient enfir; le nombre associé
aux fonctionsp; et (ey, ..., eq) la base canonique de.

La premiére étape de la preuve consiste & démontretant' donné un réseduun réseau dé/ tel
quep;(L) = ¢; pour touti. Alors, il existe des élements ; € My, (,1/v)), pour(q,i) € V, des élements
aqiq . € kpour(q,i,q,i') € Aquiveérifient:

i) pourtout(q,i) € V,onavalvg,;) = (g,%) et valvg; — ule;) > (q, ),

ii) pour tout(q,i) € V,onav,,; € k[[ /b]] i) L €twy,i = u=?Dg(v,;) € L;

iii) pourtout(q,i) € V tel que(q — 3,i) € V,ona

Vgi = U "Vg_ 1+ E Qq,i,q i’ * V' ,i! (1.18)
(a",7)€A(q,9)

iv) pourtout(q,i) € V tel queg;(q) = bg — ¢; (ou de fagon équivalente pour un tel:)), on a

R ) ) _ ) ybdip,
Vg;,i = Wq,i + Z Qgi g i' * Vg’ i Z 0 (ag,iq,ir) - u” €y (1.19)
(¢',i") € A(gi %) (d',i")€A(q,9)
/
a'=q

ollw, ; = u~ %D ¢(v, ;) comme ci-dessus.

Nous dirons qu’une famillév, ;, aq.4.4.i) €Stcorrectepour L si elle vérifie les conditions précédentes
et, étant donné un entier, qu’'elle estn-correctepour L si elle vérifie i), ii) et si les égalités iii) et iv)
sont vraies respectivement moduto™ ¥ etu% % . Notre but est de construire une famille correcte, et pour
cela nous allons procéder par approximations succes$toes amorcer la construction, on se donne des
élementsy, ; vérifiant simplement les conditions i) et i) (leur existerrésulte de la définition des fonctions
©;(L)) eton prendy, ; o+ = 0 pour tout(q,i,q’,¢") € A. La famille (vq,i, aq,i,q i) €St alord-correcte.
L'étape d'itération est donnée par le lemme suivant @liguésulte directement I'existence souhaitée aprés
un passage a la limite.

Lemme 1.18. Soit (vq,i, Gq,i,q',i7 ) une famillen-correcte pourL pour un certain entiem > 0. Posons
=n + 1. Alors, il existe(v; ;, q i.q.iv) une famillem-correcte pourL telle que
— onaitv; ; = v, (mod u"%) pour tout(q,i) € V;
— sin est suffisamment grand, on ait ausgi; ./ ;» = aq,i,,q,ir POUT tout(g, o, ¢, i) € A.

Démonstration.On construit lesy;, ; par récurrence suy et aq fixé par récurrence descendante sur
Autrement dit, on considénrg, i) € 1, on suppose que tous Ie§7i/ € Vavecqy < qouq =qeti’ >i
sont construits et on cherche a construjyg. Supposons d’abord qye— %, i) appartienne & . On regarde
dans ce cas I"equatiol8) modul™ %, i.e.la congruence

/1 _— . 1/b,1 / / g+
vy = u / v,_1,;t Z Qg iq it Vg (modud™e) (1.20)
(a',#)€A(qy9)

S

qui doit étre satisfaite par 'elemenf ; que I'on veut construire. Dans I'expression preceddam/ L

52

ont déja été construits de méme quedﬁ;sl pourg = ¢’ car on a alors nécessairement- i. Si¢’ > g,
en revanche, on n'a pas encore constifjit, mais on souhaite le faire de facon a ce aye, = vy

(mod u4't%) et donca fortiori Vs o = vy (mod u?t%). On cherche donc & ce qug , satisfasse la
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congruence[(1.20) ol on a remplagg,, pourq’ > ¢ parv,,. Nous allons en fait trouver;, ;, de sorte
que cette nouvelle congruence soit une égalité, c'elitedde sorte que :

ro_ o 1/b, / / / )
Ugi =W Vg1 ;T § : g ig it Vg § : Qg iy it " V' i (1.21)
(¢',i")€A(q,9) (¢',i")€A(g,9)
q'=q q'>q

Notons qu’en plus de cela, nous devons avgir, ;) € uw?i @ L. En reportant la valeur désirée de,
donnée par I'égalité précédente, on souhaite maamtetemontrer qu'il existe;_’iyq,yi, € k tels que
AR oo olah i) 0+ Y olal ) Sugs) € uP DL (1.22)

(¢',i")€A(gy%) (q/J’)leA(q,i)
q'=q q'>q

Or, par définition de I'ensemblé(q, i), il ne fait aucun doute que c’est le cas et méme que]es, .
sont uniquement déterminés. Nous choisissons dongces ;, -ci et 'élémentv; ; donné par I'expression
(E2D).

Si maintenant, au contrair¢g — %,z’) ¢ V, on raisonne de maniere similaire sauf que I'on part
desormais de Iequatior (1]19) et comme précédemmememplacew! ; = u~?(D¢(v! ;) parwy,; =
u=? @ ¢(vy;). Apres cela, il n'est plus difficile de vérifier qug ; = v,; (mod u* %) pour tout(q, i) €
V et que la famille(vy ;, a;, ; . ) que nous avons construite est biercorrecte. Il reste a montrer que si
n est suffisamment grand, orug; ¢ i = ay; ., ,» Pour tout quadrupley, i, ¢',i') € A. Mais cela résulte
directement du fait que, en vertu des congrueng¢es= v,; (mod u*7%) pour tout(q, i) € V, 'assertion
(), de méme que son analogue dans le cdsg elly, i) ¢ V, est vraie aveay ; . i = Qqi,q i Sin est
suffisamment grand. O

Remarquel.19 Comme nous I'avons déja dit, il résulte du lemme I'existe d’'une famille correcte pour
L, mais la démonstration que nous en avons faite prouveggait que les élements ; .-~ dans une
famille correcte poul. sont entierement déterminés gar

Il est également possible a partir d’une famille correetg;, aq,i,o,/) de retrouver le réseal : en
effet, & partir des conditions i) et ii), on démontre diegoent quel est le module engendré par les;
pour (g, i) parcourant/. Le lemme suivant montre qu’en fait est déja engendré par lésrecteursvg, ;
(qui en forment donc une base).

Lemme 1.20.Soit(vq,i, aq,i,¢,i) Une famille correcte pouk. Pour tout(g, i) € V. Il existe des\, € k[[u]]
(1 <s<d)telsque:

d
Vg,i = E As - ul g,
s=1

etA; =0sig < ¢ 0USig =g, ets < i.

Démonstration.Si (¢ — %,z‘) ¢ V,alorsq = ¢; et le résultat est clair. Dans le cas contraire, la relation
(L.18) nous dit que, ; s'exprime en termes de,_1 ; etdesvy  pour(q',i') € A(g, 7). Or, les nombres
¢i(q — 1) ety (q') sont tous strictement plus petit que(q). Une récurrence sur le nombfie= 3;(q)
permet donc de terminer la démonstration (on remarque’igit@alisation ne pose pas de probleme car si
& est suffisamment petit, aucun coupdei) ne convient). O

Remarquel.21l De la demonstration précédente, il suit en outre que\les’expriment uniquement en
fonction desu, ;o i/ (et pas desy ;).

L'espace des familles correctes Nous souhaitons a présent montrer comment I'invariafamille cor-
rectes permet de paramétrer les réseduxA partir de maintenant, nous ne fixons donc plus un réseau
L. Au contraire, considérons I'ensemlilék) des famillev, s, aq.:,4,i7) Satisfaisant les conditions i), iii)

et iv) precédemment énoncées. Manifestem@fit) est 'ensemble dek-points d’'une variété algébrique
définie surk que nous noteror.
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Lemme 1.22. On suppose queug,i,aq,iq i) € (Vg ;,aq,i,q,ir) (AVEC les ramesag ;) Verifient les
conditions i), iii) et iv), et que pour toute {1,...,d}, onaitvg, ; = v;, ; (mod udits), Alorsvg; = v
pour tout(q,i) € V.

/
q,t

Démonstration.Posons, pour simplifier les écritures, = u~% vy, ; et de mémey, = u~%v} ;. Lhy-
potheése s'écrit alors; = v} (mod «!/?). En utilisant I'egalite[(1.19) et le lemnfe 1] 20, on voitigexiste
des matricess et H a coefficients dank[[u]] de taille respectivementx d et1 x d telles que

(p(v1)y-..,0(q)) = (v1,...,v0)G+ H et (pv)),...,65) = (vi,...,v5)G+ H.

De plus, on vérifie que la matric& s'écritI; + G’ ou G’ est topologiquement nilpotente ; en particulier
est inversible. En posant; = v; — v}, on a par hypothése; = 0 (mod u'/?) et, d’aprés ce qui précede,
(p(wr), ..., d(wq)) = (w1,...,wqs)G. CommeG est inversible, cela implique que; = 0 (mod ). En
répétant 'argument, on obtieat = 0 (mod u?") pour toutn, c’est-a-direw; = 0. Finalementy; = v} et
une nouvelle application du Iemr@.ZO permet de conclure. O

Remarqud..23 Le lemme précédent reste vraiksest remplacé par uriealgébre quelconque.

Notons.A = A I'espace affine standard skrdont les coordonnées sont indicées par I'ensemble
c'est a I'évidence une variété algébrique de dimem&ardA. On dispose par ailleurs d’'un morphisme
naturelf : C — A quia une famillv, ;, aq ;4 i-) @ssocie le vecteur dg, ; , . Le lemme précédentet la
remarque qui le suit montrent que les fibresfdeont de dimension inférieure ou égal&@;—l). En outre,
lorsques # id, un examen de la preuve du lemme montre mémefoest étale. Ainsi, sil'on pose= 1
sio = id ete = 0 dans le cas contraire, on obtient :

d(d—1) d(d—1)

2

d(d—-1)

= CardA4 + ¢ - 5

dimy C < dimg A+ € - < dim(yp) + ¢ - (1.23)
Par ailleurs, I'application qui & une famille,,;, aq..4.#) € C(k) associe le réseau engendré pardgs
définit un morphisme algébrique de C dans la grassmanienne affine gurLe fait que tout réseai
appartenant & (k) admette une famille correcte signifie que I'imagegdmntientX;. Ainsi trouve-t-on

dimy, X5 < dimy, C et la majoration que I'on voulait suit alors de (3.23).

Démonstration de la minoration On se place ici dans le cas g > @2 > --- > ¢4 et on souhaite
montrer qu’alorslimy, Xz > dim(y). Tout d’abord, on remarque que dans ce cas, I'enserhlojae nous
avons introduit précédemment est exactement de cardiimalp).

Lemme 1.24.Le morphism¢ : C — A défini precedemment est un isomorphisme.

Démonstration.Considérons? unek-algébre. |l s’agit de montrer que pour tqat, ; o /) € A(R). Alors
il existe une unique famillév, ;). cv d’€léments deVl @y ((y)) R((u!/?)) telle que(vy,i, aqiq.ir) €
C(R).

On construit lesy, ; et on démontre leur unicité par récurrence descendamté €£n reprenant la
démonstration du lemmle_1]20, on voit que I'élement= u~% - v;, ; doit satisfaire une équation de la
forme

d
¢(vz) = + Z )\565
s=i+1
ou les )\, sont de valuationi-adique strictement positive (les éventuels termes deatiain0 s’annulent
avec e terme” . e a(g.i).g'—q O (Gaiq.ir) - ul ey de la formule [1.49)). Comme les pours > i sont
déja connus, on a a résoudre une équation de la fo(me = v; — c ol c est un éléement connu de valuation

strictement positive d&[[u!/%]]. Une telle équation a bien une unique solution, & sayoit ">, ¢™(c).
Lesuv,,; pourq > ¢; S'obtiennent alors & partir d’une variante du lemine {1.20)

A présent, il est aisé de conclure. La remarfjue]1.19 maptede morphisme : g~'(X;) — X; est
egalement un isomorphisme. Il suffit donc de démontrergqu¢.X;s) est un ouvert non vide d@, ce qui
se fait comme dans la preuve Glaim 3 de [14].
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2 Dimension des vargtes X,

Dans cette section, nous montrons comment les théorrdest fil.17 permettent de reformuler le
probleme de calculer — ou disons, plutdt d’estimer — laehision deY¢. en un probleme d'optima-
tion linéaire, puis nous résolvons ce dernier. Nous aimerainsi une demonstration du théordthe 2 de
l'introduction.

Nous commencons par énoncer quelques résultats dé&dealprogrammation linéaire qui nous seront
utiles par la suite.

2.1 Préliminaires de programmation linéaire

Pour ces préliminaires, on considére un espace euclilidant on notg(-|-)  le produit scalaire. On
se donne:

— un cdne convex€) C FE, c'est-a-dire un sous-ensemble non videHatable par addition et par

multiplication par les nombres réels positifs ou nuls ;

— une application linéair¢ : E — R™ oun est un certain entier naturel;

— une forme linéairé : £ — R.
Etant donné qué® est un espace euclidien, il existe des vectéuys, .. ., f,, tels que/(z) = (|0}, et
flx) = (<m|f1>E,...,<x|fn>E) pour toutz € E. Nous souhaitons étudier la fonctiag 7, : R" —
R U {+00} définie par:

—

aqQ.re(y) = sup L(x)= sup (z[l)p oy = (y1,---,¥n)
TEQ zEQ
flz)=y (z|fi) g=vi

en convenant, comme d’habitude, que la borne supériediedemble vide est oo et celle d’'un ensemble
non majorée estoo. Notons@Q* le cone dual d€) :

Q ={zcE| (zl2); =20, Va'eQ}.

Remarquons que §) est défini par les inégalités:|v;) , > 0 (1 < i < N), alorsQ* est le cone convexe
engendré par les vecteurs c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs de la form&, + - - - + Ay Uy pour des
scalaires\; € R*. Introduisonsd, ¢ I'ensemble convexe défini par :

Agre={y=W1, ..,un) ER" | (nfr+ -+ ynfn) — L€ Q" }. (2.1)
Le théoreme suivant établit un lien de dualité entre imé&sation surQ) et minimisation sutdg ¢ ..

Théoreme 2.1.Avec les notations pedentes, ona :

ag,re(y) = aeiAanf ) (aly),

ou (-|-),, désigne le produit scalaire usuel sR.

Démonstration.ll s'agit un résultat classique de dualité en programardinéaire. Rappelons quand méme
briévement comment on I'établit. On remarque tout d’alapre la fonctiorg, ¢, est concave. Le theoreme
de Hahn Banach assure gqu’elle s’écrit comme la borneieféz des fonctions affines qui la majorent. Or un
calcul immédiat montre que la fonction affilR& — R, (y1,...,Yn) = @1y1+- -+ anyn+6 (o, B € R)
majorea i ¢ Si, et seulement si

VeeQ, (@l —(arfi+ - +anfn))y < B

Comme( est un cone convexe, ceci est encore équivalghtal et (aq fi + - + anfn) — £ € Q*. Le
théoréme en résulte. O

Pour ce que I'on veut faire, on aura besoin de travailler dawessituation légérement plus générale que
celle que nous venons d'étudier. Précisement, en plug,dget ¢, on se donne maintenant deux cones
convexeg et D inclus danR™, et on considére la fonctidi, f.¢,c,p : R — R U {£o0} définie par :

bq.fecp(y) = Supzerf(I)ey,cﬁ(x) siye D
= —x© sinon
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ou par définitiony — C' est 'ensemble des vecteuysc R” pour lesquels il existe € C tel quey — ¢ = ¢/,
ou autrement diy — 3’ € C. Dans la suite, lorsqu® = R", on s'autorisera a ne pas le noter en indice.
Comme pour), on noteC* et D* les cdnes duaux respectifs @est D. On pose :

Bg,f.e,0.0 = (Ag, e NC*) + D*

ou la notation précédente signifie que les élementBde (¢, p sont ceux qui s’écrivent sous la forme
y1 +y2avecy; € Ag re N C* etys € D*.

Proposition 2.2. Avec les notations gredentes, on a :

bq,1.e,0,0(y) = inf — A(aly), .
a€BQq, f,0,c,D
Démonstration.On commence par traiter le cas D= R™. Alors D* = {0} etBg f.¢e.c,p0 = Ag,f¢NC*.
La démonstration suit les mémes idées que celle dugn@gP.[L. On commence par montrer que la fonction
bg.f.¢,c,p €st concave. Par le théoréme de Hahn Banach, elle sthurit comme la borne inférieure des

fonctions affines qui la majorent. Or, la fonction affiRé — R, (y1,...,yn) = @191 + - + Qnyn + B
(cvi, B € R) majorebg . ¢4.c,p Si, et seulement si
VeeQ, Vee O,  (z/l — (arfi+ -+ anfn))p < B+ (ale), . (2.2)

Sia € C*, le produit scalairga|c),, est par définition toujours positif ou nul. La valeur minismau’il
prend lorsque décritC' est dond). Ainsi, la condition précédente est équivalente aecgllii apparaissait
dans la demonstration du théoréfng 2.1, soit encgrea eta € Ag_ ;. Si, au contraire ¢ C*, alors
il existe un vecteur, € C' tel que(alcy),, < 0. CommeC est supposé stable par multiplication par les
élements d&R ™, la quantité(a|c),, est non minorée lorsquedécritC et la condition 2) n'est jamais
satisfaite dans ce cas. La proposition, dans le cas pagtidil= R", résulte de ces considérations.

On retourne maintenant au cas général. D’apres ce queikmt de faire, il suffit d’établir que :

infaeBg jocp (@y), = infaca,,;,nc+(aly), siyeD
= -0 sinon

Supposons d’aborg € D. Alors, si« est un élement d8q ¢.c.p, il Sécrita = a1 + ay aveca; €
Ag,re N C* etay € D*, douil suit (aly),, = (auly), + (a2ly),, = (a1]y),. En passant a la borne
inférieure, on obtient l'inégaliténf.cp, ; , o » (@ly), = infaca, ,,nc+ (aly),. Mais l'inégalite dans
I'autre sens est évidente puisgBe . ¢,¢,c,p contientdg ¢ ,NC*. Simaintenany ¢ D, le théoréme d’Hahn
Banach assure qu'il existee D* tel que(z|y),, < 0. Les vecteurs\z, pour) € RT appartiennent alors
tous aBg f.¢.c,p, C& qui assure que la quantii@|y), est non minorée lorsque parcourt cet ensemble.
On a donc bien demontré ce que I'on voulait dans tous les cas O

Un cas important est celui ou le cone convéxest défini comme l'intersection d’'un nombfiai de
demi-espaces, ce qui est la situation que I'on considélana la suite. L'ensemblBg ¢, ¢ p est alors un
polytope (éventuellement non borné) qui n'a, en tout ga&in nombre fini de sommets. En outre, si on

noteas, ..., ay ceux quirestent a distance finie, il découle de la profmrsfirécédente que :
bo.recp(y) = inficicn (aily), siyeDNf(Q) 2.3)
= —x sinon '

Ainsi, déterminer la fonctiohg, f ¢, ¢, p revient a déterminer les;.

Un peu de réseaux pour pimenter

On conserve les notations introduites précédemment, &t @onne en out® un réseau dé&/, c’est-a-
dire un sous-groupe additif d@engendré par une base eOn définit une nouvelle fonctid;b_’R_’fyeycyD :
R™ — R par

Yo rrecpU) = SUDcqnr, fa)ey—c t(T) Sty €D
= - sinon
De méme que précédemment, lorsdue- R™, on I'omettra dans la notation. Il est évident que la fooreti
b/Q_.,R.,f,E,C,D est majorée pérg r ¢,c,p PUisque la borne supérieure pour définir cette dernigmetion est
prise sur un ensemble plus gros.
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Proposition 2.3. NotonsQr le sous-espace vectoriel deengende parQ. Posong’’ = f~1(C) N Qr et
définissong”}, comme le sous-espace vectorielg@leengende parC’. On suppose qu@r N R etCr N R
restent desé@seaux respectivement dafig et Cy.
Alors, il existe un vecteuy, € R" et une constante € R tels que, pour touy € f(RNQr) + C, On
ait :
bq.re.c(y —yo) —c <bg r roc(y) <bg.fec(y)

ou, bien €ir, on convient que-co — ¢ = —oo et+o00 — ¢ = +00.

Remarque2.4. On notera que I'on a pri® = R™ pour la proposition précédente, ce qui a I'avantage de
faciliter I'enoncé sans évidemment nuire a la géli&rde notre propos.

Remarque2.5. L'hypothése faite dans la proposition est automatiquemerifiee des que les objef, R
et f sont définis su€). Dans les applications que nous avons en vue, ce sera telgaas, et nous pourrons
donc omettre de la vérifier.

Démonstration.Quitte a remplaceE par Qg, on peut supposer qué = Q. Soit M C C% une maille
du réseau’; N R. C’est un ensemble compact qui vérifie la propriété sutwa pour toutr € Cg, |l
existem € M tel quex + m € R. Du fait queC”’ est d’intérieur non vide danSy et qu'il est stable par
multiplication par les réels positifs, on déduit facilent qu'il existe un translaté d&/ entierement inclus
dansC’. NotonsK un tel translaté. C’est encore un ensemble compact gifievéne propriété analogue a
celle satisfaite pai/. De méme que précédemment, étant donnékjuest compact et qu@ est un cone
convexe d'intérieur non vide dagg, il existex, € Qg tel quexy + K C Q. Posongy = f(xo).

Siy—yo & f(Q),onabg,r.c(y —yo) = —oc et la proposition est évidente dans ce cas. On suppose
donc quey — yo € f(Q). Alorsbg rec(y — yo) estfini, et pour tout > 0, il existez; € @ tel que
flz1) € (y—yo)+Cetl(xy) > bQ_’fygyc(y —yo)—ce.Def(xog+x1) € y+C C f(R)+ C, on déduit que
zo+x1 € R+ C' C R+ Cg et, de la, gu'il existery € K tel quex = zg + 21 + x2 Soit €lément deg.
Commer; € Qetzg+ K C Q, 'elementz appartientaussi@. Par ailleursf(z) = yo+ f(x1)+ f(z2) €
Yo+ (y—yo)+C+ f(K) =y+ C carf(K) estinclus dan§’ par construction dé&. Ainsi, trouve-t-on :

bo.rs.ecly) 2 4(x) 2 bq.recly —yo) —e+ lwo) + int €(a')

et la borne inférieure est finie étant donné gaest compact. O

La minoration dans la proposition précédente fait ine@ivla valeur de la fonctiobg ¢ ¢.c eny — yo,
alors gu'’il aurait été sans doute plus agréable d’avoipgementg 7 ¢.c(y). En général, malheureusement,
on ne peut pas remplacgr yo pary, méme en modifiant la constanteNéanmoins dans le cas que nous
avons déja discuté preceédemmentp@st défini comme l'intersection d’'un nombre fini d’hypemsdaon
peut &tre plus précis. Ainsi, il résulte de la formyle§j2jue la fonctiorbg, ;¢ est uniformément continue
sur 'ensemblef (Q). En particulier, il existe une constante réefleelle que :

bq.r.e.c(y) — ¢ < b 1.e.c(y — o)

pourtouty € f(Q) N (yo + f(Q))- En fait, 'inégalité est encore satisfaiteys¢ f(Q) puisque dans ce cas,
le minorant vaut-oo. Enfin, en posant” = ¢ + ¢, il vient :

bq.f.e.00(Y) — " <y g tecpy) <bg o) (2.4)

pour touty sauf éventuellement ceux qui appartiennefta f(Q) mais pas &o + f(Q). Il existe donc,
si 'on veut, une zone de trouble autour de la frontierefd@) sur laquelle on ne sait pas contrdler le
comportement de la fonctidi, » ¢, o p-

2.2 Etude du cdne convexeb

A partir de maintenant, on reprend la situation du th’e@r : on notel 'ensemble des couples
d’entiers(i, j) tels quel < i < j < d, et K le sous-ensemble convexe (&%)’ définis par les égalites
(L3) et [Lp) et les inégalitef (1]12). En fait, commesibavons déja dit, la formule (1.7) nous permet
de nous passer des ; ce que nous allons faire a partir de maintenant. On coresidiénc plutot I'espace
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vectoriel E = R’ formés des suiteg = (¢;;)(;,;e; indexées par les éléments deet a I'intérieur de
celui-ci, le cone convex@ défini par les inégalités

(Jeul): sil<i<j<dgij=qij+

<
Qeull): sil<i<j<d ¢ij<git1j+1
Jeulll): sil1<i<j<d,
-1 J
baj; — Gja T+ Y (Gsj — Gojo1) 2 bgjr1 41 — Gra + 0 D (Gejir — )
s=1t s=i+1

qui correspondent aux inégalit.12) dans lesqueties remplacé chaque apparition d'uy); par son
expression en fonction des;. Le theorem¢ 1]9 dit alors que I'applicatign— (45, (0)) i,5)er définitune
bijection entred et Q.

MunissonsE du produit scalaire usuel : si= (v; ;) etw = (w;,;) sont deux éléments d&, on pose

(Wlw)g = > vijwi;.

(i.g)el

Les inégalités définissant se réécrivent alors sous la forr(ig, |¢) > 0 pour certains vecteurs explicites
Um € F (1 < m < M). Une étude attentive des formules montre en outre quelésusecteurs,,
appartiennent a I'hyperplansomme des coordonnées égale.

Notons comme précédemme@t le cone dual de&) (par rapport au produit scalairg|-) ;) ; c'est
simplement le cone convexe engendré par les vectgyr&n particulier, il est lui aussi inclus dans I'hy-
perplan< somme des coordonnées égale. Cependant, la présentation & I'aide dgsne nous permet
pas vraiment d’exprimer simplement les ensembles; , qui apparaissent .1, et que nous aurons a
manipuler dans la suite. Pour ce faire, nous aurons pletib d’écrirel)* comme l'intersection d’un cer-
tain nombre de demi-espaces. Malheureusement, de pantrgaecdté, le jeu Il d'inégalités rend la chose
difficile a réaliser. C'est pourquoi, nous allons approgr ) a I'aide de deux autres cones conveias, et
Qmax pour lequel nous saurons obtenir des descriptions simpkfi@ces des cones dua@¥,;, et Qnax
Précisément, définissofiknax comme le cdne convexe défini par les jeux d’'inégalitéll, et Qmin comme
le cdne convexe défini par le jeu | et le jeu II' ci-dessous :

(Jeu ”,) : sil <15 < d, Qi,j = Qi+1,5+1

Il est clair que) C Qmax €t un calcul aisé montre qugmin C Q. Ainsi on a des inclusions renversées au
niveau des duau®@r,., C Q* C Q. d’ou on déduit que, pour toute donngk/, C, D), 'encadrement

bQuin, £,6,C,D < bQ,£,6,0,D < DQuuax, f,£,C,D (2.5)

est vrai. Il est maintenant temps de donner les présensationoncées des cones du@fx, etQr.,. Pour
cela, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 2.6. Une partieJ de I est diteadmissiblesi pour tout couplgi,j) € J, les deux couples
(i,j+1)et(i — 1,5 — 1) sont dans/, pour peu qu'ils appartiennent encoré.a

On peut remarquer que les parties admissibles dans le seci&dent sont naturellement en bijection
avec les parties dfl, . . ., d} : a une telle partid, on fait correspondre I'ensemidledes nombres non nuls
qui se mettent sous la forme :

Card{j > | (i,§) € J }
pouri € {1,...,d}. Réciproquement, & est un sous-ensemble ¢&, ..., d}, on notet; > - - > tcadr
ses élements et on lui associe I'ensemble I formé des couple§, j) tels quei < CardT etj > t¢;.
Il n'est alors pas difficile de vérifier qué ainsi défini est admissible et que les deux applicationd’qne
vient de définir sont des bijections inverses I'une de faentre 'ensemble des parties admissibleg de
'ensemble des parties dd, . ..,d}. Par exemple, si € {1,...,d}, la partie admissible correspondant &
'ensemble(l,..., s} estl'ensembld, = {(i,j) € I |j —i > d — s}.

Proposition 2.7. Une suitev = (v; ;) de E appartienta Q7. si, et seulement si :
> wiy=0 et ¥se{l,....d}, > ;<0

(i.9)el (i,4)€ls
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Une suitev = (v; ;) de E appartienta Q. Si, et seulement si :

Z v,; =0 et VJC Iadmissible Z v, < 0.
(i,9)el (i,5)ed

En utilisant I'identification décrite précédemmentrerparties admissibles deet parties d€1, ..., d}, on
peut réécrire la condition d’appartenar®a,, comme suit :

d ts
Z Vi, j =0 et VT C {1,...,d}, Z Z Vj—s,5—1 <0 (26)
(iaj)el s=1 j=s+1

out, est les-ieme plus petit elément dé si s < CardT ett, = d + 1 sinon.

Démonstration de la proposition : un peu de tkorie des flots

Il est possible de donner une démonstratioa la mains de la propositio? mais, comme me I'a
signalé Bodo Lass, la proposition peut également seidedu théoreme Flot-Maximal-Coupe-Minimale,
classique en théorie des graphes. Nous avons choisi derjiez cette derniere approche qui est a la fois
plus générale et plus conceptuelle.

Rappelons tout d’abord I'énoncé du théoreme Flot-MetiCoupe-Maximale. Soiff un graphe fini
orienté dans lequel on a privilegié deux sommetcomme départ) el (comme arrivée) et on a attribué a
chaque aréte un nombre positif ou nul, eventuellement égat &, appelécapacié dea, et notéc(a). Si
a est une aréte dargs, on noteras; (a) (resp.sz2(a)) le sommet duquel elle part (resp. auquel elle aboutit).
Un flot de D vers A est une fonctiorf a valeurs réelles définie sur les arétegdgatisfaisant les propriétés
suivantes :

— pour toute aréte, on a0 < f(a) < c(a);

— pour tout sommet differentdeD et A, ona}_, . )—s f(@) = 245, (a)=s f(a)-

La derniére propriété implique que :

Yo fla- Y fla= > fla- > fl)
als1(a)=D al|s2(a)=D als2(a)=A alsi(a)=A

Cette valeur commune s’appellevaleurdu flot f et est notéef|. UnecoupeC deG est la donnée d'une
partition de I'ensemble des sommets@en deux partie® et A telles queD € D et A € A. Lacapacie
de la coupe”, que I'on noterdC|, est la somme dega) étendue & toutes les arétequi ont leur origine
dansD et leur arrivée dandl.

Il est facile de voir que sf est un flot etC' est une coupe sur le grapbieprécédemment fixé, alors
|f] < |C|. Ainsi, en passant aux bornes supérieures et infériearesbtientsup; 4o, | f| < MiNc coupd C|
(notez qu'il N’y a qu’'un nombre fini de coupes possibles).

Théoreme 2.8(Flot-Maximal-Coupe-Minimale) Avec les notations @edentes, on a :

SUp f fiot |f| = minCcoupéC|
et la borne suprieure pécdente est atteinte.
Démonstration.\Voir par exemple []. O

On se place a présent dans une situation un peu difféei@nteonsidere toujours un graphe fini orienté
G mais on ne se donne plus de décoration : on ne suppose pldegueée ses sommets sont privilegiés, ni
que les arétes d& sont munies d’une capacité. On nétéensemble des sommets deAuntel graphe, on
associe I'espace euclidigfy; = R® muni du produit scalaire usuél-) , etQ le cone convexe regroupant
les élements = (x5)scs € E¢ vérifiant

Tsy(a) < Tsy(a)

pour toute aréte deG.
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Définition 2.9. Un sous-ensemblg’ de S est ditadmissiblesi toute aréte dé& ayant son origine dans’
a aussi son but darfs.

On a alors la proposition suivante, de laquelle il réeswd@iément la propositio@.?.

Proposition 2.10. On conserve les notationsguédentes, et on no@; le cdne dual del)¢ par rapport
au produit scalaire(-|-) .. Alors unélementr = (z,).cs € Eg appartienta QF, si, et seulement si :

> z,=0 et VS C Sadmissible Y . <O0.
seS ses’

Démonstration.De la définition del), il résulte queRy, est un cdne convexe engendré par des vecteurs
de I'hyperplan< somme des coordonnées égale. Ainsi Q7 est inclus dans cet hyperplan. Par ailleurs,
si.§’ C S un ensemble admissible de sommets, I'opposé de la fonictiicatrice deS’ définit un vecteur
—1s € Qg, d’ou on déduit que le produit scalaife|1s ) est négatif ou nul dés que € Q. Les
élements de&)¢, vérifient donc bien les conditions de la proposition.

Réciproguement, considérons un vecteut (x;) € E¢ vérifiant ces conditions. Soit/ un nombre
réel positif assez grand pour que toutes les somipesM (pours décrivantS) soient positives ou nulles.
Introduisons le graph@ obtenu & ajoutant& deux nouveaux sommets notBset A et, pour tout sommet
sde@, une aréte d® verss et une aréte de vers A. On définit une capacit@surG comme suit :

— Sia est une aréte d&, on pose:(a) = +00;

— Sia partdeD et arrive & un sommetdeG, on pose:(a) = x5 + M ;

— sia partd’'un sommet deG et arrive a4, on pose:(a) = M.

Soit C' = (P,.A) une coupe d&. PosonsS’ = P\{P}; c’est un sous-ensemble d& Si S’ n'est pas
admissible, cela signifie qu’il existe une aréte reliansommet de5” & un sommet d&\ S’. Autrement
dit, il existe une aréte reliant un sommetBea un sommet del qui est dans7, c'est-a-dire qui est de
capacité infinie. Dans ce cas, la capacité de la caust donc infinie. Si, au contraire, 'ensemble des
sommetsS’ est admissible, la capacité de la codpeérifie :

ICl=> M+ > (w.+M)=nM-> z.>nM
ses’ seS\S’ seSs’

ou on a noté le nombre de sommets de. Ainsi la capacité minimale d’'une coupe, notgg, est, elle
aussi, supérieure ou égalexd/. D'apres le theoreme Flot-Maximal-Coupe-Minimaleexiste un flotf
sur G, de valeuremi,. Comme la somme des capacités des arétes sortabtetgn M, la capacité de ce
flot est inférieure ou égale @M. On en déduit qu’elle est égalerd/ (et donc qu'il en est de méme
de cmin) et que toute aréte partant d& est saturée, c’est-a-dire que pour toute argpartant deD, on
f(a) = c(a) = M + x,,(,). De méme, on démontre que, pour toute argpartant d'un sommet € S et
aboutissant e®, on af(a) = c¢(a) = M. Par la condition de flot, on a pour tout somrmaet S :

Yo flay- Y fla)=g,
al|si(a)=s alsz(a)=s

ou, dans les sommes précédentedésigne une aréte de Ainsi, pour touty = (ys) € Qg,ona:

<$|y>E = Zys ' ( f(a’) - Z f(a)> = Z(ym(a) - y52(a))f(a) >0
alsi(a)=s

ses al|sz(a)=s a

d’oli on déduit finalement que € Q7 comme voulu. O

2.3 Demonstration du théoreme[2

On est maintenant prét & demontrer le theorfime 2 dedtiiction. Pour ne pas avoir, dans la suite, &
distinguer systématiquement les cas selon«qualle ou non I'identité, on se restreint a partir de mamant
ao #id, le cas contraire se traitant de fagon complétemeribgna en ajoutan‘-{@ atousles majorants.

Un réseaul de M définit unk-point de la variété¥¢. si, et seulement si exposants des diviseurs
élémentaires di[[u]]-module engendré paf(L) par rapport &L sont tous compris entre et e. Si on
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note ceux-Ciu1 (L) > --- > pq(L) comme dans le théorérpel]l.2, cela se régerit) < e etpq(L) >
0. Par ailleurs, si on note; ;(L) et u; ;(L) les nombres réels associés @&uplet de fonctionsp(L) =
(p1(L), p2(L), -+ = pa(L)), lassertion 4 du théorénfe [L.2 combinée a la proposftig nous dit que
wi(L) = pa,;(L) pour toutindicej € {1,...,d}. Ces observations nous donnent une décomposition de la
variétéX¢. en union disjointe comme suit :

Xee= || X,

<P€‘I><e

ou 'ensembled . réunitlesy € ® tels queus 1(p) < e etuq qa(p) = 0. On déduit directement de cette
écriture, une formule au niveau des dimensions :
dimy X¢. = sup dimg X,.
pEP <.

Comme précédemment, notoRs’espace des suites indicées par I'ensemblet @) le cbne convexe
défini par les jeux I, Il et Il d’inégalités. Soif : £ — R? I'application linéaire qui a une familléy; ;)
associe le coupléu; 1, p1.4) ou ces réels sont définis comme d’habitude par la forn@(Par ailleurs,
par la propositior] 1.34, la fonctiodim définit une forme linéairé : £ — R. Définissons enfilC' =
RT x R™, D = R? et notonsR le réseau formé des élémerits ;) € F tels queg;; € 37 pour tout
(i,§) € I etgiq € Z pour touti € {1,...,d}. Les theoremef 1.9 gt 1}17, couplés a la propositiod, 1.1
fournissent alors I'eégalité (on rappelle que I'on suppes id) :

dimk Xge = b/Q,R,f,Z,C(ev 0) (2.7)

et donc en particuliedimy X<. < bg,r.r,¢,c(e,0). Pour estimer ce dernier nombre, nous allons utiliser
I'encadrement|(2]5), et évaluer les fonctidns,, f.¢.c €tbo,.. s.r.c a I'aide d’'une part de la proposition
P.3 et d'autre part de la description des cones dégixet Q. donnée dans la propositipn .7. Cependant,
pour pouvoir ce faire, nous devons préalablement expriesecoordonnées de la fonctighainsi que la
forme linéaire/ comme des produits scalaires contre certains vecteufs @gest ce que nous allons faire
tout de suite.

2.3.1 Lesvecteurgiy,...,jiq ets

Pour un indice compris entrd etd, introduisons le vecteui; € E tel que pour une suite= (¢; ;) €
E, on aitu; 1 = (ql|fi;), ol u; 1 est, comme précédemment, le réel calculé par la forfiufl. SiI'on
décide de représenter les éléementssdeomme des matrices triangulaires supérieures (le termdidé
(i,7) étant placé a l'intersection ded@éme ligne et de Ig-ieme colonne), on a ainsi :

0 ....... 0 7b b 0 ............ 0

} b 0
= b 0-0 —1
0 ............ 0

.

ou leb sur la diagonale est a I'intersection de{&me ligne et de la-ieme colonne. De méme, définissons
le vecteun par(q|d) , = £(q) pour toutg € E. La propositior] 1.4 montre ques’exprime comme suit :

1 ................. 1 0 0 ................. 0 1 _ d

5=b- |+
1 2-d 0 d-3
1-d d—1

3. Pour le calcul de la dimension dec., seuls les vecteurg; et ji; seront utiles. Cependant, les autres vectgljrserviront
dans la suite pour estimer la dimension d’autres vari@esous avons pensé qu'il était préféerable de les dhire tous en méme
temps.
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Si J C I estun sous-ensemble admissible (voir définifioh 2.6) et si (v, ;) € F, on noteraS,(z)
la somme des coordonnées; pour (¢, j) parcourant/. Les fonctionsS; ainsi définies sur clairement
des formes linéaires sut. Si T est la partie d€1,...,d} correspondant a 'ensemble admissilileon
s’autorise a notef a la place de5;. Pour les calculs a suivre, le lemme suivant nous sera fibet u

Lemme 2.11.SiT estun sous-ensemble {lg ... d},ona:
Sr(fi;) =b-1r(d+1—1i) — [(CardT) > ]

ou 17 est la fonction indicatrice d& et I'expressiori(CardT") > ] vautl si CardT" > i et0 sinon. On a
aussi:

N p. (Zt_ CardT - (CardT" + 1)

Sr(d) = 5 ) — CardT - (d — CardT).

teT

Démonstration.C’est un simple calcul a partir des descriptions prénéaie O

2.3.2 Calcul du majorant

Commencgons par calculer la fonctidp,,, r.¢.c. Pour ce faire, on utilise la propositign 2.2, et on en
ainsi amené a déterminer 'ensemilg,,;, r.¢.c = AQ,.r.¢NC*. Il est facile de voir qu&™* = RT xR~ ;
reste donc a calculetq,,,. ... Commef = ({({1, ) g, (a4, ") ) €1 = (5] ) 5, la formule [2.1) s’écrit :

AQunst = {y = (y1,ya) € R* | y1fir + yafla — 6 € Qpin }-

On cherche donc les couplég , yq) tels quey; > 0, yq < 0, etyifiys + yajia — §e Qrin- D'apres la
propositio] 2.J7, la derniére condition se réécrit :

PSS 28)

~—

{y1SI (1) + yaSr, (fa) (_? Vse{l,...,d}
i1

ou on rappelle qué, désigne I'ensemble admissible formé des coufief) € I telsquej —i > d — s.
Comme cet ensemble correspond a la pdftie= {1,...,s}, le lemme[2.11 nous dit qu&;, (ji1) =
S1,(fia) = b—1, 57, (8) = 0 tandis que pous < d,onaS;, (1) = —1, S, (fla) = betS, () = —s(d—s).
Ainsi, le systeme[(2]8) est équivalent a :

s(d—s)
=0 et > 2 vyse{l,...,d—1}.
Y1+ Yd V12 s € }
Comme on voit aisement que le maximum ’5) vaut[4- ] 'ensembleBg,...f.¢,c €stformé des couples

(y, —y) avecy > [%2] b+1 Ainsi, siy; > yq, On obtient :

1y —ya
mem,f,é,C(yhyd) = I : b+ 1 N

On souhaite a présent montrer que I'expression ci-dessutsencore pour la fonctiohfzgrnax i c Comme

on sait qUe Q... £.6,c < boma. £,¢,¢ 1l SUTit, pour établir ce que I'on veut, de montrerc(l{lé; b+1 , 7[%2]~
b+1) € BQua.f,¢,c, C'€St-a-dire que pour toute parflee {1,...,d},ona:
d? S
T] e = e < 04 1) 5:6)
(Notez que le cas d’'égalité, qui doit étre obtenu pBue {1,...,d} a déja été vérifie.) Remarquons pour

cela, que la somme desdansT' qui apparait dans la formule du Iemr@.ll surpasse cemaint la
quantitel - CardT - (CardT + 1). Ainsi :

2
St(0) > —CardTl" - (d — CardT’) > — {dz} .
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Il suffit donc de montrer que la differencg-(fi;) — Sr(iis) ne peut excéddr + 1, mais c’est évident &
partir encore une fois du lemnje 2.11. On a ainsi montré que

1 y1—va
meamf,Z,C(ylg yd) = Z . b m 1

poury: = ya.

a partir de quoi il résulte la majoration du théorgine Bgue I'on sait que la dimension dé. . est majorée
parbg. ¢,¢,c (e, 0) lui méme majoré pabg,.. .e.c(e,0).

2.3.3 Estimation du minorant

Pour obtenir la minoration, nous devons estimer la qmbggkyf_’e_’c(e,o)ﬂ. Or, il est évident par
définition que siy € Q N R vérifie f(q) € (e,0) + C, cette quantité est minorée pdy). Il suffit donc,
pour terminer la demonstration du théordine 2, de coinstan élément = (¢; ;) € Q N R tel que :

flg) €(e,0)+C et (q) = {d;] ' {%} '

C’est ce que nous allons faire de facon explicite. Posoﬁs[egff] et définissonsn comme le reste de

la division euclidienne dé—n) parb — 1. On considere I'élémertdéfini comme suit :

Gj = Tt Si0<j-i<y
. . d
G = 72:” Sij—i>§.

Il est clair que”})ﬁ" > TTJT A partir de la et du fait que la valeur dg¢; ne dépend que de la difference
j — 1, il résulte que; appartient & min, et donca fortiori a Q. Comme, par ailleurs, il suit de la définition
dem que tous leg; ; sont entiers, on a biep € @ N R. D’autre part, un calcul direct donn@: |q) ; =
m+nb+1)<b—2+e—b+2=cet(ialg)y =m >0, douilsuit f(g) € (e,0) + C. Finalement, &

nouveau un calcul facile conduit a la valeur souhaitée pay = (6|q) 5.

3 Dimension des vargtes X, et X,

Nous nous intéressons maintenant aux varigigst X¢,,. Pour estimer leurs dimensions, nous re-
prenons la méme méthode que précédemment, sauf queeraptacons désormais la fonctighpar la
fonction

g:E—=RY g0 (la) g (Fld) g, - - (i) g)-

Toutes les autres notation@( R, Qmin, @max & (i, 5, etc) sont conservées; nous nous contentons donc
de renvoyer le lecteur auséR.2 et[2.3]1 s'il souhaite se remémorer les définitionsirRies raisons de
commodité, on introduit également le cone conv@xe {(y1,...,y4) € R?|y; > --- > yq}. Le cOne dual
deC jouera un rdle particulier dans la suite. Remarquons d'etaléja qu'il est engendré par les vecteurs
de la forme(0,...,0,1,—1,0,...,0). On en déduit facilement une description en termes dahéss :

C* = ,oey2d) €RY
{(2’1 Za) 2442 20,Vie{l,...,d}

z214+-+24=0 }

A partir de maintenant, on se restreint & nouveau au cas-0id, le cas opposé se traitant exactement de la
méme facon sauf qu'il faut ajoutgfdQ;l) atous les majorants. Par le theorgdme]1.17, pour(uy, - -, pta)
vérifiant les bonnes hypothéses, la dimensiortdgresp.X,,) est majorée (et méme bien approchée en
vertu de la propositioh 4.3) par le nombirg,, ¢(12) (resp.bg.q.c.c+ (). On est ainsi ramené a calculer
bg.g.e.0(1t) €80 g.0.c+ (1), €t pour cela, & étudier les ensemhl®gg ; , et By 4¢.c+. C'est ce que nous
allons faire dans un premier temps.

4. Remarquez que la propositi2.3 et la discussion quissuitémontration nous dit qu’elle differe dg r ¢ c (e, 0) d’'une
quantité bornée. Cependant, pour arriver a la minaneéimoncée dans le théoréﬂ1e 2, nous avons besoin digg@recis que cela.
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3.1 Les points extemaux deAg, . q.¢

Notons&, I'ensemble des permutations de I'ensemfile. . ., d}. Pour toutw € &,, définissons le
vecteurs,, € R? par:

oo

ﬁw=<<b—1>-2d“]fn_wn(”> |
1<i<d

n=1 i
Il est clair que la somme infinie que I'on vient d’écrire cenye. En fait, la suite des™ (i) étant périodique,
elle converge méme vers un nombre rationnel (qui s’expdomeme I'évaluation eh d’une fraction ration-
nelle coefficients entiers). Remarquons également gequew = wy est la permutation— d + 1 — 4, le

o p 220 An = _ (d—1 d—3 1-d
vecteurg,, est égal §=-; ot onrappelle qug' = (5=, 5=, ..., 3%).

.y 2 .
Proposition 3.1. On supposé > 1 + L. Les points exémaux dedq,,, 4. SONt exactement les vecteurs

pw POUrw parcourant le groupe des permutationsfe.. . ., d}.

Nous consacrons la fin de cette partie a la démonstratida geoposition. On peut d'ores et déja
présenter le convexdg,..q.c COMmMe une intersection de demi-espaces; il suffit pour celgedter la
description deR},,, donnée par la propositidn P.7 dans la formyle](2.1). Oneibtainsi qu’un éléement
y = (y1,...,y4) € R? appartient 8, 4.¢ Si, et seulement si

-

y1ST(f1) + y2ST (i) + - - - + yaSt(fiq) < St(d)

pour toute partid’ C {1,...,d} et I'égalité est atteinte lorsqué = {1,...,d}. Avec les expressions du
lemme[2.1]1, ceci se réécrit :
yity2+---+ya=0

fr(y) >0, VT c{1,...,d} (3.1)

ol on a posé :

frly) = (yl+"'+ys)_b'zyd+1—t_5(d_5)+b' <Zt— M) 3.2)

2
teT teT

Ceci étant dit, un point extréemal dég,,.,¢ N'est autre qu'un point delg,,. 4,¢ qui Se trouve étre a
l'intesection ded hyperplans affines indépendants parmi ceux d’équatidn:) = 0. Calculer ces points

revient donc a déterminer une condition nécessairefésante sur les parti€s,, ..., T, de{l,...,d}
pour que :
i) enposanfy = {1,...,d}, les hyperplans affines d’équatigp, () = 0 (1 < ¢ < d) aientun unique

point d’intersection, et
ii) ce point d'intersection appartiennefy,...q.¢-
On commence par deux lemmes.

Lemme 3.2. Consictrons des entiers: etn tels qued < m < n < d. Soitégalement: = (z1,...,z4) €
AQnax.g,¢- AlOrs :

—mn—m) < Tmi1 + Tmiz + -+ 2, < (n—m)(d—n).

Démonstration.Commencgons par prouver la majoration. Dans le cagot 0, celle-ci provient directe-
ment de l'inégalitéfr(y) > 0ouT = {d+ 1 —n,...,d}. Dans le cas own > 0, on considére la partie
T={d+1-—mn,...,d—m}. Linégalité fr(y) > 0 donne alors :

1+ +Yn—m) = bUmt1+ - +yn) = (n —m)(d —n+m) —b(n—m)(d —n).

Mais par ailleurs, on sait déja que + - - - + yn—m < (n — m)(d — n + m). Le résultat s’ensuit. Pour la

minoration, le plus rapide est sans doute de remarquer gpplication(ys, ..., vd) — (=Yd,.--,—y1)
définit une bijection dedg,..q,c dans lui-mémeVia cette bijection, la majoration que nous venons de
démontrer donne la minoration. O
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Lemme 3.3. On supposé > d. SoientT’ etT; deux parties d€1,...,d}, et soity € Ag,..q,¢- ONA:

le (y) + fT2 (y) > leﬁTg (y) + fT1UT2 (y)
et I'égalite a lieu si, et seulement®i C T, ouT, C T;.

Démonstration.Notonss, so, s1n2 €t sius les cardinaux respectifs dg, T, 71 N Ts etT; UT,. On a
évidemment; + sy = s1n2 + S1u2 €ts = s1 — s1n2 = s1u2 — s2 = 0. Par allleurs, quitte a intervertir;
etT,, on peut supposer < so. Un calcul immédiat conduit alors a

le (y) + fT2 (y) - leﬁT2 (y) - leUTz (y)
= (y81m2+1 +oo y81) - (y82+1 +eee y81u2) + % : S(b - 2) : (SlUQ +82 — 81— 8102)'

a partir de quoi, on trouve en utilisant le lemme précéden

I () + fr(y) = frinn () — frion (y) = s - ((b—d)(s2 — s1) + bs — d).

Il est clair que cette derniere expression est positiveudie et, qu’en outre, elle est strictement positive dés
ques > 1. Le cas d’égalité ne peut donc se produire que lorsgue), mais dire ques = 0 revient a dire
queTy NTy =T4,i.e.Ty C Ts. O

On est maintenant préta déemontrer la proposn 3.1suppose donk > 1+dj2. Sil'on excepte le cas
b = d = 2 que I'on vérifie a part & la main, onba> d et donc le lemme précédent s’applique. Considérons
Ti,...,T;—1 des parties d€1, . .., d} vérifiant les hypothéeses i) et i) Enoncées en amontefesies. On
pose égalemerff; = {1,...,d}. Quitte & renuméroter I€F;, on peut supposer que leurs cardinaux sont
rangés par ordre croissant. Puisque les hyperplans affieggationf, (v) = 0 (1 < ¢ < d) ont un unique
point d'intersection, que I'on noteradans la suite, il est clair que 8% sont deux a deux distincts. Comme
Y € AQuag,¢ PAr hypothese, les nombrés, U7, (y) et fr,nr; (y) sont positifs ou nuls pour tous indicés
et j. Ainsi, on est nécessairement dans le cas d'égaliterdmie précédent, ce qui signifie, dans le cas ou
i < j, queT; C T; d'aprés I'hypothése supplémentaire que nous avons $ait les cardinaux. Ainsi, on
obtient

hClyC - CTyq CTd:{l,...,d}

et toutes les inclusions sont strictes car nous avonsdigfaie lesT; étaient nécessairement deux a deux

distincts. On en déduit qu'il existe une permutatioh € &, telle queT; = {w*(1),w*(2),...,w*(i)}
pour touti. Il reste a calculer les coordonnées, . . ., y4) du pointy. Celles-ci sont solutions du systeme

d’équations suivant :

Y1 — byd-i—l—'w*(l) =d—-1- b(w*(l) - 1)
(yl + yz) - b(yd+1—w*(1) + yd+1—w*(2)) =d®?—4- b(W*(U + U’*(Q) - 3)
: (3.3)
(Y14 4+ Y1) = b(Yar1—wr1) T T Ydr1—w=(d—1))
=d® — (d—1)2 = b(w*(1) + -+ w*(d — 1) — L)
y1+--+yq=0

En retranchant chaque équation de sa précédente, tamsyse réécrit
Yi — Wap1—wr) = d+1—2i —b(w*(i) —i), pourl <i<d.

En notantw la permutation inverse de— d + 1 — w*(4), et en posant; = y; — d — 1 + 2i pour touts,
ceci se réécrit encorg = w(i) — i + =22 et donne donc :

Zw (i)
b

W w(i) —w(i)  Zw2( = wt(3) — w™ (i)
—w(i)— it ()b @ . b2<>:m: %
n=0

zi=w(i) —i+

Un calcul facile montre alors qug = p,,. Réciproquement, pour montrer ggg est un point extrémal,
si I'on prend en considération ce que I'on a déja dit, dteed montrer qu’il appartientag,.,, 4.¢. Posons

31



y = pw €tnotongys, . .., yq) ses coordonnées. PdlirC {1,...,d}, un nouveau calcul conduit a I'égalité

suivante : )
.iT_(yl) _ Z%(an+l(d+1t);w”(i)> (3.4)

n=0 teT

ou, comme d’habitude; est le cardinal d&". Chaque facteuy_, ., w™t'(d +1 —t) — 37 w" (i) est,
en valeur absolue, inférieur ou égall — s), qui est lui-méme inférieur ou égaldﬁ. Ainsi, dans la somme

infinie du membre de droite de I'égali .4), la conttibo des termes pour > 1 est majorée en valeur
absolue pal;wjl—il) < 1. Par ailleurs, la contribution pour = 0 vauty_, ,w(d +1—1t) — .7, i qui

est un nombre entier positif ou nul. S'il est strictementififps vaut au moins1 et d’aprés ce qu'on a
démontré préecédemment, il ne peut &étre compensépesie de la somme ; ainsi on a bjgr(y) > 0 dans
ce cas. Si, maintenant,, ., w(d+1—t) = >_7_, i, 'ensemble des)(d + 1 — ) pourt parcouranf’ est
nécessairement égal a 'ensemple. . ., s}. Il en résulte que pour tout, on a aussp, ., w" ™! (d +1 —
t) = > i_, w"(i), et donc quefr(y) est nul dans ce cas. Ainsi, pour tout sous-ensethble {1,...,d},
on afr(y) > 0. Comme on a égalemept + ... 4+ yq = 0, on trouve bierp,, = y € AQ,a.q,¢: €t 12
propositio{ 3]L est démontrée.

2 . . . . .
Lorsqueb > 1 + 4, on a un leger raffinement qui nous sera utile par la suite.

Lemme 3.4. On conserve les notations de l&monstration de la proposition et on suppose 1 + dff.
Alors, siT n’est pas I'un des ensembl&s on a f7(p.,) > 0.

En d’autres termes, le lemme dit que, sous I'hypothesel + d;, il ne concourt au sommet, qued — 1
faces correspondant aux hyperplans d’équafiefy) = 0 pourl < y < d — 1. (Notez bien que I'équation
fr,(y) = 0 définit 'hyperplan< somme des coordonnées égale @ans lequel tout est plongé.)

Démonstration.ll suffit de remarquer que dans la somme de la for (3.4)ptdribution des termes
obtenus pour > 1 est maintenant strictement inférieuré, &t que le fait que 'ensemble degd + 1 —¢)
(t € T) s'égalise aved1, ..., s} signifie exactement quE = 7. O

Un mot sur les points extémaux deAgq,.,.q.c + C*

On déemontrera dans la suite que) g» = Aguu.g.c + C* (proposition[3J6) et, donc, plutdt que les
points extréemaux dé ., 4., Ce sont ceux de la somm,, ., .« + C* que nous aimerions décrire. Ceux-
ci forment un sous-ensemble des points extrémaudgle, ;. mais, malheureusement, celui-il ne semble
pas facile a décrire. On peut, malgré tout, définir ureslir&, qui permet de comprendre un peu mieux
ce qui se passe.

Voici comment on procéde. Tout d’abord, pour tout engier {1, ..., d}, on définit le préordre par:

S S
wy <g Wy SSi <Zw?(z)> Slex <Zw§(l)>
i=1 n>1 i=1 n>1

= =

oU <ex désigne l'ordre lexicographique sur I'ensemble des sui@i donne le plus de poids aux petits
indices. On pose enfin :

w; K wy  SSI wy < wo pourtouts € {1,...,d}.

On vérifie facilement que est bien un ordre su® ;. A ftitre d’exemple, la figur(ﬂZ montre son diagramme
de Hasse pout = 4 (sur cette figure, la permutatianest notédw(1) w(2) w(3) w(4))). Il existe déja un
certain nombre d’ordre sur le groupe des permutat®pgordre de Bruhat, ordre faibletc) mais celui

que nous venons de définir ne semble coincider avec auentré’eux (en tout cas, pas avec ceux qui sont
connus de l'auteur). Pour I'instant, I'ordeg est donc encore assez mystérieux. Quoi qu'il en soit, on a la
proposition suivante qui explique le lien avec la problémqee de cet article.

Proposition 3.5. On supposé > 1 + d;. Pour toutes permutations;, ws € G4, On aw; < wy Si, et
seulement s, € P, + C*.
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(4321) (3421) l4312)

(4132) (3241)

FIGURE 2 — Diagramme de Hasse de 'ordgesur S,

Les traits gris clairs sur la figure représentent, de la mé&amgon que les traits noirs, des
arétes dans le graphe de Hasse. Attention : afin de faddifecture, nous avons dessiné en
rouge entre une permutation du troisieme étage et une awiéune quine sontpasdans le
diagramme de Hasse!

Les permutations coloriées en bleu sont les élémentinaax.

Démonstration.Les coordonnées d&,, — g, sont
& n
— w3 (i)
b o 1 Z 1 2

avecl < i < d. Dire que ce vecteur est da@$ revient donc a dire que, pour tosie {1,...,d},ona:

> o S wh ) — wh() > 0

et que I'égalité a lieu si = d. En fait, il est clair que I'égalité est toujours véerdipours = d ; on peut donc
oublier cette conditionA part cela, on remarque que la differenc@(i) — w4 (i) est toujours majorée en
valeur absolue pat — 1. Ainsi, pour toutn, la somme)_;_, w (i) — w4 (i) est majorée en valeur absolue
parél(,f—il) < 1. Le signe de la somme infinie dépend donc seulement du sigpeetnier terme non nul.
La proposition découle de cela. O

Il résulte de la proposition que si deux permutatiansetw, sont telles quev; < ws, alorspy,, ne peut
étre un point extrémal ddg,,, 4.¢ + C* (toujours sous I'hypothede > 1 + df). Ainsi, les seuls points
extrémaux envisageables correspondent aux permutatiopus sont des €lements maximaux pegirPar
contre, il se peut que certains éléments maximaux neigédint pas des points extrémauxdlg, ., 5. +C* ;
lorsqued = 4 par exemple, c’est le cas des vecteurs correspondant amufsions(243 1) et (4213)
(qui sont bien des élements maximaux comme on le voit siiglae ).
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3.2 LecalculdeAg,,

Le but de cette partie est de démontrer la proposition ateva
Proposition 3.6. On supposé > 1 + d{. Alors Ag g0 = AQuacg.t + C*.

Linclusion Ag,..¢,c + C* C Ag 4, est facile. En effet, notons déja quk,,..q,¢ €st inclus dans
Ag.q.¢. SOient maintenant = (y1,...,Y4) € Ag ge €tz = (21,...,24) € C*. Il suffit de montrer que
y+ 2z € Ag,g,. Par définition dedg ¢ ¢, ON ay1fin + - - - + yaila — § € Q*, ce qui revient a dire que pour
toutqg € Q, -

yi(iala) g + -+ + ya (fialg) g = (0lg) s - (3.5)
Par ailleurs, on sait que la suite dgg |q) , est décroissante gt autrement dit elle définit un vecteur de
R? qui appartient &. On en déduit que

21 <ﬁ1|Q>E+"'+2d <ﬁd|Q>E 2 0. (3.6)
Finalement en additionnant les formul¢s]3.5) ef (3.6)ronve bieny + » € A , , comme annoncé.

On se concentre désormais sur la démonstration de I§imhu'ecipr0queA partir de maintenant, on
suppose doné > 1 + dff. Commencons par expliquer la démarche générale. Batipbint extrémap,,
de Ag,...g., NOtONSD,, le cone convexe tel qu’au voisinage @g, on aitAg,,..q.¢ = Pw + Dw. Sipw est
un point extrémal delg,.,. 4.¢ + C*, les ensembles convexds,, .. ..« + C* etp,, + D, + C* coincident
encore au voisinage gg,. On en déduit que

AQmax-,g-,e + C* = ﬂ (ﬁw + DUJ + C*)
wESy

ou I'on a notéS, le sous-ensemble d&; correspondant aux points extrémaux4ig, ..q.¢« + C*. Ainsi, il

suffit de montrer que tout éléement dg, , . appartient &, + D.,, + C* pour toutw € Sy. Nous allons

en fait montrer que c’est le cas pour taute &, et pour cela nous allons construire des cones convexes
Quw C Etels quedq, ¢¢ = pw + Dw + C*. Il suffira alors pour conclure de montrer que tousdgis
contiennent).

3.2.1 Lesensemble®,,

Fixonsw une permutation de I'ensemb{@, ..., d}. En s’inspirant d@@, notonsaw* la permutation
i+ d+1—w1(i) et, pour touts compris entrd etd, définissons I'ensemble

Ts(w) = {w*(1),w*(2),...,w*(s)}.

Cet ensemble correspond & une partie admissiblegiee nous notons (w). Rappelons que, étant fixé,

si on notety, ..., ts les nombresv*(1),...,w*(s) triés par ordre décroissante(. t; > to > -+ > t4),
alors le couplg(i, j) est dand/;(w) si, et seulement si < s etj > ¢;. Lorsquew est la permutation
w:i—d+1—14,0naw* =idetdoncTy(w) = {1,...,s}; 'ensemble admissibl&;(w) est alors

simplementl'ensemblg& = {(i,j) € I | j—i > d—s} que nous avons déja considéré. On vérifie facilement
que les ensemblek (w) définissent une partition croissante Heelle quel;(w) = I. Considérons la
fonctionord, : I — {1,...,d} qui a un coupldi, j) associe le plus petit entiertel que(i, j) € I;(w).

De facon évidente, pour tout 'ensemblel, (w) regroupe les élémenise I tels que org (z) < s.

Pour se représenter les constructions que nous venonsajd fsst commode de considérer les éléements
(i,7) comme les cases d’un tableau triangulaire (voir fid]lre 3)fdrection ord, correspond alors & un
remplissage des cases du tableau par les nombres entiqguasentrel etd. Celui-ci s'obtient en fait trés
simplement a partir de la permutation comme suit. On place d’abord sur la ligne du haut et dans(&$
derniéres colonnes du tableau le nomhrEnsuite, on place le nombgedans lesv(2) dernieres colonnes
du tableau a chaque fois dans la case la plus haute qui @est&a remplie. Ainsi, 3b(2) < w(1), tous
les nombreg se retrouvent sur la deuxieme ligne, tandis que(&i) > w(1), on écritw(1) nombres2 sur
les1 déja écrits a I'étape précédente, et on metdé®) — w(1) nombreS restants sur la premiére ligne. On
continue ensuite avec I8s: on les place dans las(3) derniéres colonnes, toujours le plus haut possible.
Et ainsi de suite jusqu’d. La figureﬂs montre le remplissage obtenue pour la permutétie 4 5 1) (pour
d = 5 donc).
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FIGURE 3 — La fonction orgh 5 45 1)

Définissons encore un graplig comme suit : ses sommets sont les élémentg del'on convient
qu’ily a une aréte entre ety dans ce graphe si opdz) > ord, (y). Finalement, introduisons I'ensemble
Q., C E :c'estle cOne convex@;, associé au graphg, par la recette donnée juste en dessous de la

définition[2.9.
Lemme 3.7.0n supposé > 1+ 4. Alors, on adq: 4.0 = puw + D

Démonstration.On voit immédiatement que les parties admissibles du grdph(dans le sens de la
définition[2.9) sont exactement Iés(w) pourl < s < d. La proposition 2.J0 nous assure donc que le
cone dual@),)* est défini dan&’ par les équations :

Z J}iJZO et VSE{L...,S}, Z xi7j<0.

(i,5)€I (4,5)€1s (w)

ou lesz; ; sont les coordonnées canoniquesBue R’. En injectant cela dans la formule (2.1) et en utili-
sant le lemm¢ 2.11, on trouve qu'un éléement (y1,...,yq) € R? appartient Aq: 4.0 Si, et seulement
Siyr + ... +ya = 0etfr ) (y) = 0 pourtouts (ou la fonctionf;, (., est défini comme précédemment,
voir formule (3.2)). .

Par ailleurs, étant donné qéeest supposé strictement supérieur & %, le lemme[3}4 s’applique et
implique que le cond,, est défini par les équations et inéquations :

y1+--+yag=0 et gIS(w)(y):O

ou, siT est une partie dé1,...,d}, on a notégr la fonction linéaire associé #- : pour touty =
(y1,--.,yn) dansR?, on agr(y) = y1 + -+ ys — b+ > ,cp Ya+1—¢ avecs = Cardl. Commeg,, a
été justement construit pour verifigr, ., (7.,) = 0 pour touts, 'egalité du lemme en découle. O

Soit D le cone convexe d& définiparD = {¢ = (¢;;) € E|p11 = 1,2 = -+ = pa,q y oU lesy,; ;
sont définis a partir deg ; par la formule 7). On rappelle que I'on a défini dan§ des vecteurs
fi; € R tels quepy,; = (fi;lq), oUq = (g;;) € E. Ainsi D*, le cdne dual d&D, n’est autre que le
cdne convexe engendré par les vectgyrs- [i;+1 pour;j parcourant’ensemble d’indicds,...,d — 1}.
Par ailleurs, on se souvient que I'applicatipest définie pag — ((f1]q) - - -, (f1]q) ) et donc qu’elle
envoieD* sur 'ensemble deg = (y1, ..., yq4) € R? tels quey; > --- > yq4, C'est-a-direC. On pose enfin
Qu = Q\,N D C E. Le cone dual d€),, est alors égal &’,)* + D*. A partir de 1a et de ce qui a été dit
préecédemment (et notamment du lemjmé 3.7), il suit, enudént les définitions, que 'ensembil,,, 4
est égal &, + D,, + C* comme nous le souhaitons. Il ne reste donc plus qu’a dé&eraieq., contient

Q.

3.2.2 Intermede : la permutation des perdants

On constate sur 'exemple de la figLI]e 3 que si I'on retiredadi du haut du damier triangulaire, et
gue I'on soustrait a tous les nombres restants, on obtient une numérotati@mogespond a une nouvelle
permutationw’, qui est ici égale & 34 1). Dans ce paragraphe, nous montrons que cela est vrai de faco
générale et expliquons comment obtenir la permutatioa partir dew.

Définition 3.8. Soitw une permutation de I'ensembje, ..., d}.
Un recorddew est un entietw(:) tel quew(j) < w(4) pour toutj < 4. Siw(i) est un record de, on
dit qu’il apparait erpositions.
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La permutation des perdantie w est la permutation’ de{1,...,d — 1} définie par récurrence en
décrétant qua’ (i) est le plus petit elément de I'ensemble difference

{w(),w?),...,wi+1) }\{w'@),...,w'(E—1)}. (3.7)

La notion de record est maintenant classique : elle aatéjanfroduite il y a de nombreuses années @s [12]
et a depuis fait I'objet de multiples études, notammentequ concerne leur distribution asymptotique.
Par contre, I'auteur n'a pas réussi a trouver une traderi@ore de la permutation des perdants.

On montre immédiatement par récurrence que I’enser@(} €3t toujours de cardingl(i.e. que I'en-
semble que I'on dte est toujouts inclus dans le premierplet précisément qu'il contient exactement
I'elémentw(i+1), et le dernier record de apparaissant avantAinsi siw(i+ 1) n’est pas un record de,
on aw’(i) = w(i + 1), tandis que dans le cas contraité(:) est le record précédent de Dans le cas de
la permutationv = (3245 1) que nous avons déja considéré, on voit que les recordssimt les entiers
3,4 et5 et que la permutation est perdantsdestw’ = (2341).

On peut donner une reformulation moins mathématique désitions précédentes qui donne tout son
sens a laterminologie. Il faut pour cela imaginer que leeendel ad sont des candidats qui prennent part
a une compétition, dans I'ordre indiqué par la permatats : si I'on reprend notre exemple, cela signifie
que3 joue d’'abordp juste apresetc. En outre un candidat est d’autant plus fort au jeu que Berfui lui
est attaché est grand. Les records correspondent alorseards au sens usuel : I'entigjoue en premier,
et donc décroche le record (il n'a pas grand mérite, maisipgporte) ; ensuite vient le tour de I'enti@r
dont la performance est moins bonne, il n’a donc pas le re@nduite, jouel qui fait un nouveau record;
puis5 qui bat encore le record; et enfiqui n’améliore certainement pas le record. Les recordeessifs
sont donc biers, 4 et5.

La permutation des perdants, quand a elle, s’interpatente suit. Il fautimaginer qu’au fur et a mesure
que la compétition se déroule, on met & jour une liste éedgnts. Au premier tour, I'entigrjoue et il n'y
a pour l'instant aucun perdant; on écrit donc rien sur nb$te. Ensuite, c’est au tour de I'enti@rde
jouer; celui-ci fait un moins bon résultat et se retrouvesagtre le premier perdant. C'est maintenant
qui s’élance, et il subtilise le record3a I'entier 3 devient comme ceci un perdant et on l'inscrit sur la liste
en dessous d& C’est ensuités qui joue, et qui par sa performance exceptionnelle, envdii détenait
jusgu’'a présent le record) rejoindre la liste des persladiest enfin autour dé qui, de par sa médiocrite,
s’en va tout de suite compléter la liste des perdants. tadiss perdants — ou la permutation des perdants
pour reprendre la terminologie mathématique — est dons Hardre2, 3, 4 puis1.

Dans la suite, et notamment lors des démonstrations, mmitnaerons d’employer la terminologie
imageée issue de la métaphore de la compétition que nowsgal’expliquer.

Lemme 3.9. Soientw € &, etw’ sa permutation des perdants. Soitd,. : I’ — {1,...,d — 1} (avec
I' ={(i,j) € N?|1 <i < j < d—1})lafonction asso&eaw’. Alorsord,, (i, j) = ord, (i+1,j+1)—1.

Démonstration.On raisonne sur la représentation de la fonction,osdus forme de tableau triangulaire
(voir figure[B). Il s’agit alors de montrer qu’un entiep 2 apparait exactement(i) — w’ (i — 1) fois sur la
premiére ligne. Siv(i) n’est pas un record, alors manifestemenapparait pas sur la premiére ligne et on
a déja dit qu'alorsu(i) = w'(i — 1). Dans ce cas, on a donc bien ce que I'on voulait. Si, au coetaf:)

est un record, notons(j) le record dew qui apparait juste avanti.e. w(j) = max{w(1),...,w( — 1)}.
Alors w'(i — 1) = w(yj) et I'entieri apparaitw(i) — w(j) sur la premiére ligne du tableau. On a donc, a
nouveau, bien vérifié ce que I'on avait annoncé. O

3.2.3 Lafin de la cemonstration

On en revient a la démonstration de la proposi 3.6. @emmous le disions, il suffit de montrer
que®., C @ pour toute permutation € &,. On fixe a partir de maintenant € S, et un élément
q = (¢i;) € Qu. On note également, ; les nombres réels définis par la formufe(1.7). Par hygssh®
W1 = peg = -+ = pay et en examinant la définition d@;,, on prouve gu'il existe des réels <
q2 < --- < qq tels queg; ; = qord, (i,5)- NOUS voulons montrer que € @, ce qui signifie les inégalites
Wi < fit1,; €ty = pagr,j+1 Sont satisfaites pour tout, j) pour lequel cela a un sens. La premiéere
étape consiste a exprimer Igs; en fonction degy;. Pour cela, considérons, . .., wq les permutations
définies par récurrence en convenant gyue= w et quew;y; est la permutation des perdants dg
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Notons quew; est une permutation de I'ensemHlg, ..., d + 1 — ¢}. Définissons aussi les permutation
wy € Sgpq—i parw (j) = w; '(d+2 —i— j) otw; ' désigne bien sir la permutation inversede

Lemme 3.10. Avec les notations piedentes, on a pour tout couple j) € I :

Pij = bqwy (j—it1)+i-1 — -

Démonstration.D’aprés le lemmé 3|9 et les expressions donnant les vateyrs;, il suffit de demontrer
le lemme lorsque = 1, la formule s’écrivant alors simplement ; = bq,,v ;) — ¢;. Or, par définition, on
a:

J Jj—1
P = —g¢jat+b- ZQi,j —b- ZQi,j—l
i=1 =0
J Jj—1
= —Yord, (j,d) T b- Z qord,, (i,5) — b- Z dord,, (4,5—1)
i=1 =0

Or, si I'on se souvient de I'interprétation que nous avoosriee de la fonction orden termes de remplis-
sage de tableau, il est clair que gid, d) = j et que 'ensembléord,, (1, j),...,ord,(j, )} consiste en
les entierss tels quew(s) > d + 1 — j. Ainsi, trouve-t-on :

{Ordlu(17j)7 <. -70rdw(jaj)} = {Ordw(lvj - 1)) .. -70rdw(j - 17] - 1)} U {wY(j)}
et la formule du lemme en découle. O

Montrons a présent que, ; < po,; pour tout indicej € {2,...,d}. Par définition devy, on aw, o
wy (j—1) = d+1—j; autrementdit, 'entied + 1 — j apparait en positiomy (j — 1) dans la permutation
des perdants de. Il a donc forcement joué avant le tous (5 — 1) + 1, ce qui se traduit mathématiquement
par l'inégalitewy (j) < wy (j — 1) + 1. Ainsi, grace au lemmle 3}10, on obtient :

f15 = bquy () — 45 < bGwy (j-1)+1 — @ = M2,

ce qui est bien ce que I'on désirait. La démonstration i@djalité; ; > pe ;41 Suit une idée analogue.
Remarquons d’abord que, d'aprésle Ie3.10, la diff&rentre les deux nombres a comparer s’exprime
comme sulit :

B, = B2,5+1 = b(quy (j) = Gwy (G)+1) + Gi+1 — Gj-
Commeg;1 > ¢;, 'égalité que I'on souhaite demontrer est trivialemsatisfaite sig,,v ;) > quwy (j)+1
et donc dés quey (j) > wy(j). On suppose donc a partir de maintenant gué;) < wy (j). Posons
in = wy(j) etia = wy(j); onaalorsw;(iy) = d+ 1 — j etws(iz) = d — j. Selon la permutation,
I'entier d — j a donc forcément joué avant le tempst 1. Par ailleurs, il n’a pas pu jouer avant le temps
car sinon, il aurait été battu pdr+ 1 — 5 au tempg; et donc aurait au pire rejoint la liste des perdants en
positioni; — 1. De méme, il n’a pas pu jouer én car c’'était alors le tour dé + 1 — j, ni entre les temps
i1+ 1 etio car il aurait &té alors perdant tout de suite (étant éaqued + 1 — ¢ aurait déja fait une meilleure
performance avant). On en déduit glie j a joué au temps, + 1, c’est-a-dire quev(is + 1) = d — j, soit
encorewy (j + 1) = i> + 1 = wy (4) + 1. En appliquant le lemmje 3]10, on obtient

H1,54+1 = walv(j-H) —gj+1 = wa;(j)Jrl —gj+1 = H2541

et la conclusion résulte alors de I'hypothese > 111 ;1.

A présent, des deux égalites que I'on vient de prouvesuil Hoj = M1, = M2,+1 POUrtoutj €
{2,...,d—1}.0n peut donc reitérer 'argumentation précédenteszraldint les indices (ou, si 'on préfere,
appliquer ce que I'on vient de démontrer a la permutatirafin d’obtenir les inégalitégs ; < ps ; pour
3<j<d etus; > ps 1 pour2 < j < d— 1. En continuant ainsi, on démontre bien au final ce que
I'on voulait.
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3.3 Démonstration des tleoremedq |4 efp
3.3.1 Lecasdesvaétést),

Commencons par démontrer le théoréﬂne 4. Considémdsuplety = (p1, - . ., 1q) OU lesy; sont des
nombres entiers vérifiapt; > - - - > pg. En passant au déterminant, on démontre tout de suitei gue 5
ne divise pag,; + - - - + pq, la varietéX, est vide. On a

dimy, &), = maxdimy, &,

ou le maximum est pris sur tous lese @ tels quewu, ;(¢) = p; pour touti. Les congruences énoncées
sont donc une conséquence immédiate du coroflairg 1.d6 #teorem§ 1.17. Pour le reste, rappelons que
I'on se restreint au cas o&i n'est pas lidentité. On a dondimy X, = by, g, 4 o(1), €L, en vertu de la
propositio, on est amené a justifier les deux assesrsaivantes :

— Iimage deRNQx par la fonctiory contient 'ensemble desuplets(ys, . . ., yq) tels queb — 1 divise

yi+-tyd;

— le nombrebg 4.0,0(11) = ag,q.¢(11) €st égal au minimum qui apparait dans I'enoncé du géraeft.
Commencons par la premiere. Rappelons Queest défini comme I®-espace vectoriel engendré gar
Dans notre cas, il est facile de construire un élemgent(q; ;) telle que toutes les inégalités des jeux I, Il
et I définissant) soient strictes; on pourra pour cela s'inspirer de I'exengsd la figure[ll. Un tel point
est dans l'intérieur d€), ce qui assure qu@ est d'intérieur non vide et donc qugr = E. Si I'on note
71, ..., 74 la base canonique d&¢, un calcul facile montre que, étant donné un entieompris entrel
etd, l'image parg de I'élement(q; ;) € R défini parg; ; = d(; j),(s,a) (0 €tant le symbole de Kronecker)
estw, = by — ¥s. En outre, un vectew de coordonnéegyy, . .., yq) Se décompose sur la familles de
comme sulit :

y (y1 4+ ya) - Wa — (YW + - - - + YyaWa).

b—1
Ainsi on trouve bien queg appartient@(R) = g(RNQr) dés qué—1 divise la somme de ses coordonnées
Y1+ -+ Ya

On envient maintenant a la seconde assertion. Comme I'oamsdére que des élémeptdansC, ona
aQ,g,0(1t) = bg,g.0.0,c(1) etdonc, en utilisant la propositign .2, il viens g (1) = infacpy, , , 0.0 (/1) -
Or, par définition,Bg 4.¢,0,c est égal 84¢ 4, + C*, ce qui vaut encorelq,., 4« d'aprés la proposi-
tion [3.§. La description des points extrémauxdig, ., ,.» donnée par la propositidn B.1 conclut alors la
démonstration.

Il reste en fait encore & démontrer que lorsguestb-régulier, alors le minimum des produits scalaires
(Pwlp), (pourw décrivants ) est atteint lorsquey = wy : i — d+ 1 — 1, et qu'’il vaut alorsb%1 (2p|1) 4
(on rappelle que’ est défini pap’ = (%, %, ceey 1;—‘1) € R?). Notons pour cela Reg le sous-ensemble
deR? formé des éléements = (u1, .. ., uq) qui sontb-réguliers; il s’agit d’'un cdne convexe dont on note
Red" le cone dual. Avec la propositi@.z, on voit aisementlguiffit de démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.11. Soitw, la permutationi — d + 1 — . On a I'égalité :

—

2p
AQU,O,g,é = ZH’—l + Reg

Remarque3.12 On notera, & juste titre, qu@,,, n'est autre que I'ensembl@min que nous avons déja
rencontré et utilisé.

Démonstration.Le syst‘eme3) nous dit qu’'un élement= (yy,...,yq) € R? appartient Aq.,, 9.t Sh
et seulement si

yit+y2+--+ya=0
(y1+-+ys) —bWat1-s+ - +ya) =2 s(d—s), Vse{l,...,d—1}.

Pouri € {1,...,d — 1}, notons; € R? le vecteurs; = (0,...,0,1,—1,0...,0) ou le 1 est eni-
eme position. Ces vecteurs forment une base de I'hyperptanmme des coordonnées égale, noté H.
D’apres la définition des pointsréguliers, le cone dual Régst le cone convexe engendré par les vecteurs
w; = biy_; — U; pourl < i < d— 1. Par ailleurs, on vérifie qué@1 n’est autre que l'intersection dés
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_hyperplans qui définissenty,, 4. Ainsile convex&b—%% + AQ.,,.g.¢ €St le cone défini dang par Ies_
inégalités(y; + -+ + ys) — b(Ya41-s + -+ +ya) = 0 pours € {1,...,d — 1}. Pour conclure, il suffit
de montrer que ce cdne est engendré par les veciguf3r, il est engendré par les intersectidds- 2) a

(d—2) des(d — 1) hyperplans (dé7) frontiere des demi-espaces précédents. Un calcudtdinentre enfin

que ces intersections sont exactement les vectéyise qui conclut. O

Faisons une derniére remarque au sujet du théofpme B eBtenduag , ¢ (1) S'écrit aussi comme le
minimum des produits scalairés| ) , ol décrit 'ensemble des points extréemauxlg , .. Cela signifie
que le théor‘emﬁ 4 reste vrai si I'on se contente de preedrérimum sur le sous-ensemble (striSt) de
&4, qui est défini au début cﬁ@ Entre d’autres termes, les permutations qui n'apgramént pas &, ne
contribuent jamaisife. pour aucun € C) au minimum.

3.3.2 Lecasdes vaétesX,

Nous en venons maintenant aux variélgs,, c’est-a-dire a la démonstration du théordihe 5. Peur ¢
faire, nous suivons a nouveau la méme méthode : nous derunte description de I'ensemble convexe
Bg.g.¢,c+, & partir de laquelle on déduit une formule pour la fonetig 4 ¢ o+ d’out résultera le théoreme.

Le calcul de Ag ,, N C  Le lemme[3.1l1 donne une description explicite de l'ensemable 4.0 =
Aguin.g,¢- Dans ce paragraphe, nous nous proposons de démontres’'go’déduit une autre description
simple de l'intersectiomq 4, N C, au moins sb est suffisamment grand. Plus précisément, nous allons

Pl . 2
démontrer que, di > 1+ %, ona:

95
Angye NnC = AQmin,g,é NnNC = (b—i-—pl + Reg*) nc (3.8)
D’aprés la propositioh 3.6 (en fait, seule I'inclusionifasert), il suffit d’établir 'egalitq Ag, ,.q,c + C*)N
C = AQun.g.¢ N C. Nous commencgons par un lemme concernant les pointextnedeAq, ., q.¢-

Lemme 3.13.0n supposé > 1+ df. Alors le seul point exémal dedq,,, 4.« qui appartienta C estbi—”}

Démonstration.Comme on a suppoge> 1 + d;, la propositiol s’applique et les points extrémaux de
AQuag,¢ SONt de la formey,,. On est ainsi ramené & montrer que le veci@un’appartient pas &' dés
quew n’est pas la permutation— d + 1 — 4. Or, par définition de” et d’apres la formule donnant les
coordonnées dg,, le fait quep,, soit élément d& implique que pour tout € {1,...,d — 1}, I'égalité
suivante est satisfaite :

n=1

Du fait queb > 1 + %2, ceci implique que le premier terme de la somine. pourn = 1) est lui-méme
positif ou nul. Ainsi, obtient-onv(i + 1) > w(:) — 1 pour tout indicei € {1,...,d — 1}. Il est alors clair
quew ne peut étre que la permutatidonr> d + 1 — 3. On en déduit le lemme. O

Lemme 3.14.Soity = (y1, ..., yq) Unélementdedq,,,.q.¢ tel quey; < y;41+1 pourtouti € {1,...,d—
1}. Alorsy € Aguag.e-

Démonstration.D’aprés la descrition delg,,, 5. donnée par le systtmg (3.1), il s’agit de montrer que
fr(y) > 0 pour toute partid” de{1,...,d}. SoitT une telle partie. Si on notg < --- < t; ses éléments
(avec, doncg = CardT), I'inégalité fr(y) > 0 devient

Y14+ Ys 7b'zyd+1*ti >s(d—s)—b- Z(tz —1). (3.9)
i=1 i=1

Par ailleurs, commg est pris dansig,,,.q,¢, ON a

S S
Y1t ys = by yariog = s(d =)+ (yarii — Yari-r,)-
=1 i=1

Or, on at; > i pour touti d'ou, d’apres notre hypothése, on tig 1 —; — ya+1—¢, < (tifi)~@ <t —1.
Linégalité (3.9) s'ensuit. O
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On peut a présent demontrer I’égali3.8) lorshuel + dff. Il suffit, comme nous I'avons expliqué,
de montrer que le polytopB; = Ag,...¢,¢ N C est inclus dans le polytop;, = (AQua.ge + C*) NC
et, pour cela, il est suffisant de prouver que tous les somtees (en incluant ceux a I'infini) sont dans
P,. On vérifie tout de suite que Reg C*; ainsiC C Reg" et la description donnée par le lemine .11
implique Ag,u.g.6 + C = AQua.g,¢ €t finalement?; + C' = P;. Comme en plu; C C, on en déduit
gue les sommets a I'infini d&, sont ceux d&”'. Mais du fait queC' C C* (vérification facile), il suit que
P, + C = P,. Ainsi les sommets a l'infini d€' sont bien dan®.

Il reste donc a traiter le cas des sommetdda distance fini, c’est-a-dire des points extrémaux’de
NotonsFi, ..., Fy—1 les facettes delg,,,.,¢ ; C& Sont des cones simpliciaux de dimension 2 issus de

25 ~ , _
i Le lemme[3.74 assure que les convexes,, . + C* et Ag,.. 4.0 SONt €gaux sur un voisinage de

li—”} On en déduit quelg, ., 4.¢ + C* a exactement — 1 facettes issues db% et que I'on peut numéroter
celles-ciFy,...,F)_, de sorte que¥} C F; pour touti. Pour chaqué, les sommets dé” a distance
finie sont des points extrémaux dk,,.. ¢ + C* et donca fortiori des points extréemaux dég, .. 4.¢-
En particulier, d'aprés la propositiqn B.1, ceux-ci netspas dansC. Les sommets & l'infini, quant &
eux, correspondent aux directions de Regest-a-dire aux vecteurs; introduits dans la démonstration
du Iemmel. Comme aucun dé&g, ni de leurs opposés, n'est da@$s on en déduit finalement que
F,nC=F/ncC.

Il est maintenant facile de conclure : tout point extremalltl = Ag,,,.o¢ N C appartient a 'une
des facesF; et bien sOr également @. Il appartient donc a la fac&; correspondante, et par suite a

AQmax,g,Z + c* pUiS é_PQ_

Obtention de la majoration On sait que la dimension de la variétg,, est majorée par la quantité
bQ.g,e,c+ (1) qui d'apres la propositioh 3.2 vaistfac s, , , .. (alu) ou, on rappelle qudg 4rcr =
Ag.g,e NC. Pour démontrer la premiere majoration :

(20111) 4
b+1

dimk Xéu <

il suffit donc de prouver que le vectelgif—1 est dansBg 4.¢,c+. Or il est clair qu'il appartient &' et le
lemme[3.1]L montre qu’il appartientd,,,, 4.« et donca fortiori & A , (. Passons a présent a la deuxieme

majoration du théoréme : on suppdse 1 + d{ et on veut montrer

2 /
dimy X<, < sup M. (3.10)
w'<p b+1
' €Reg
Si I'on définit la forme linéaireL : R? — R, u — 55 (24]p),, on remarque que le majorant dans

(B-10) n’est autre quiregid.z.c+ (11). Pour terminer la preuve, il suffit donc de montrer dgyid ..o+ =
bQ,q.¢,c+- Or, en déroulant les Qéfinitions_, ON troUegid, . = bi—”l + Reg" et doncARegid,L_ = AQnin.g.t
d'apres le lemmé 3.11. L'egalit¢ (B.8) implique alofgegia.. N C = Ag ,¢ N C & partir de quoi la

propositior] 2.2 permet de conclure.

Obtention de la minoration Il ne reste plus qu'a démontrer la minoratidgttant donné que si’ < .
on a tautologiqguementc,, C X, et doncdimy X¢,r < dimy X¢,,, il suffit de montrer que sit =
(1, ..., pq) est fortementintégralemebwrégulier, alors :

, > B d (g — =
dimy, Xéu Z b (d 1) 1
Pour cela, il suffit de trouver un éléement Q N R tel queg(q) € u — C* etl(q) > 2ol (d—1)% -

b1
%. Posons, pour tout ¢} = % La condition de divisibilité qui apparait dans la dé&fom
d’un d-uplet fortement intégralementrégulier assure que & + --- + ¢/, est un entier alors que les
conditions d’inégalité se traduisent pgr< ¢4 < --- < ¢4_; < ¢4 — d. Pouri < d, notonsg; la partie
entiére supérieure dg (i.e. le plus petit entier plus grand ou égakp et définissong), de sorte que

Q1+ +qa=¢) + -+ g} Tous lesy; sont alors des entiers, et on vérifie directement que la gufils
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forment est croissante. Ainsi le vecteuile coordonnées ; = qq— ;1. (pour(s, j) € I) appartient &). En
outre, un calcul immédiat montre que pour tepbn a :

(Ai+- o +isla)y = baa+ -+ qar1-s) — (@ + -+ )

= b+ +qas)— (@1 4+ +4qs)
=i+t aa-) — (@ + -+ )
= blggt Haa-) — (@t ) =t

N

et I'égalité est atteinte lorsque= d. Autrement dit, on a biep(q) € u — C*. Il reste a minoref(q) :

. . 20080 o ,
0g) = Bla)g =3 2i—d—Nai =" +> (2i—d=1)(a — )

i=1 i=1

Or g4 — ¢; est compris entré — d et0, tandis que leg; — ¢; pouri < d sont compris entrg et1. On en
déduit que :

(i)

(2711) ) (d—2)
b+ 1 g i il B

lq) =
(9) b+ 1 4

d
(d—1)> =) max2i—d—1,0) >
1=2

3.4 Points extémaux deAg . N C : quelques exemples

Analysons un instant ce que nous avons fait précédemnoemtd&montrer la majoration du théoréme
B : dans un premier temps, nous avons utilisé le théofémik dfin de majorer la dimension de,, par
la quantitébg 4.0, c+ (1), €t ensuite nous avons prouvé I'égalitg; ¢ c« (1) = bregid,,c+ (1) €N montrant
que chacun de ces deux nombres s’égalisait avec :

M(p)

2p
inf ol K:(— Re)mc.
Jnf {alu)q )

Ainsi, 'expressionM (1) est une nouvelle fagon d’exprimer le majorant obtenu. BEreoH est un polytope
qui n'a qu’un nombre fini de points extrémaux, et si on appklleur ensemble, on a:

M(u) = inf (Alu),

pour touty € Reg+ C* = C*, c’'est-a-dire dés quge; > --- > ug Si, comme d’habitude, on appelie
(1 €i < d)les coordonnées de

Déterminer les points extrémaux éeapparait donc comme une question naturelle et importistae.
heureusement, bien qué soit défini de fagon plutdt simple (c’est I'intersectida 2d — 2 demi-espaces
affines dans un espace de dimensiba 1), la combinatoire de ses points extrémaux parait trés-co
pliquée. Par exemple, le nombre de ces points semble exgdiés rapidement lorsqueaugmente. Ces
deux derniéres impressions se sont forgées a la suitaldels numériques effectués grace au logiciel
polymake [f]. La deuxiéme ligne du tableq]i 1 donne, par exemple, felme de points extrémaux dé
pour diverses valeurs deavech = 10 000 (la valeur dé importe peu pour la complexité de I'ensemble des
points extrémaux d& comme nous allons I'expliquer par la suite). La croissarst@pparemment expo-
nentielle ; on notera qu’elle ne peut en tout cas pas &tee gar un point extrémal étant situé a I'intersection
ded hyperplans parmi led définissantx’, leur nombre est trivialement majoré p(éjjf) < 441,

Dimensiond 213|145 6 7 8 9 10
Nombre de points
extrémaux de<
Nombre de points
extréemaux dd{+C*

1|13|6|15| 33| 70| 136 | 347 | 667

1/3|5| 9|17 |31 47 | 103 | 163

TABLE 1 — Nombre de points extrémaux deet K + C* pourb = 10000
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Cependant, les points extrémaux que I'on a trouvé gi&cinent ne sont pas vraiment tous pertinents
pour notre probleme, dans un sens que nous allons expligaietenant. La remarque essentielle est que
I'on ne s’intéresse aux variétésc,, que lorsque les coordonnées gesont triés par ordre décroissﬂnt
c’'est-a-dire lorsque € C. Ainsi, au lieu de considérer la fonctidg, 7.¢,c+, 0n peut plutdt travailler avec
bg.f.¢,c+,c qui, rappelons-le, est définie par :

bg.g.e.0rc(y) = bggecr(y) siyel
= —00 sinon

Par la propositiof 212, on a

M'(p) = inf (alp), oo K'=K+C*
aceK’
Ainsi, plutdt que décrire les points extrémaux He on a plutdt envie de comprendre ceux Het+ C*
qui forment un sous-ensemble (en général strict) degpeitrémaux dé(. Si I'on reprend les exemples
précédentsi(= 10 000, d petit), on constate sur le tabIeEu 1, que I'on élimine eatefinsi un bon paquet
de points extrémaux, au moins pour les petites valeurs de
Nous avons dit précédemment que la dépendandessh moins délicate & comprendre. En fait, nous
avons le theéoreme suivant.

Théoreme 3.15.Posons, comme peedemment,

95
K@) = (5757 +Red ) NC et K'(b) = K(b)+C*
et notonsA(b) et A’(b) 'ensemble des points ekimaux deK (b) et K'(b) respectivement. Alors, pour
b suffisamment grand, le cardinal dgb) (resp.A’(b)) est constant et les coordoaes de points de cet
ensemble s’expriment comme des fractions rationnellés en

Démonstration.Le théoreme résulte du fait que les méthodes de calcpbdds extrémaux de polytopes
s’appliquent dans n'importe quel corps ordonné. Ici devys pouvons voilk (b) et K'(b) comme des
polytopes définis sur le corps ré&(b) muni de I'ordre qui fait deb un élément infiniment grand. Ces
polytopes ont alors bien sir un nombre de sommets qui nendipas dé (cela n’aurait aucun sens) et les
coordonnées de ces sommets sont des élémet&glec’est-a-dire des fractions rationnellesieti reste a
justifier que ces expressions redonnent bien les pointereriux def< (b) et K’ (b) lorsque I'on spécialisé
en une valeur suffisamment grande. Mais c’est évident aalteil des sommets faits daRs$b) est valable
des queb satisfait un certain nombre fini d’'inégalités, et donc emtipulier des qué est suffisamment
grand. O

Le tableaL[IZ montre les fractions rationnelles que I'oneatitpour les petites valeurs de

4 Perspectives et conjectures

4.1 Peut-on esprer une formule exacte pour la dimension ?

Si o n'est pas l'identité, le théorénfie 1}17 donne une fornestacte pour la dimension des variefés
On peut donc raisonnablement penser que dans ce cas, ibssibfe d’en déduire une formule exacte —
et non seulement une approximation — pour la dimensiof’dg, X, et X¢,,. Et de fait, d’ailleurs, on
dispose d’une telle formule car on peut toujours écrireneee nous I'avons déja fait plusieurs fois) :

dimy, X¢e = bl@,R,f,é,]Wx]R* (0,e) = sup £(q) (4.2)
qEQNR
fl@)€(e,0)— (R xR™)

ainsi que des expressions analogues pour les autreségari#dns la formule[(4.1), nous avons repris les
notations couramment utilisées dans les sections gegtés; nous renvoyons le lecteur aux débuts des

5. En fait, siu est quelconque, on montre qu'il exigié = (u] > - - - /), facilement explicitable & partir de, tel queXc,, =
ng’/.
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Dimensiond

Domaine de
validite

Points extréemaux d& + C*

b>2

20 (2,0,-2)
b+1  b+1
(—2,-2,4)
b+2
(4, -2, -2)
b+2

20 (3,1,—-1,-3)
b+1 b+1
(3,3,3,-9)
b+ 3
(9,-3,-3,-3)
b+3
(1,—-1,-1,1)
b—1
(-1,1,1,—1)
b—1

(4,0,0,—4)
b+1
(4,0,0,—4)
b+1

20 (4,2,0,—2,—4)
b+1 b+1
(4,4,4,4,-16)
b+ 4
(16, —4, —4, —4, —4)
b+4
(3,-2,-2,-2,3)

(77 07 07 07 77)

b—1
(—3,2,2,2,-3)
b1 b+ 1
(=2,2,0,0,0)  (6,0,0,0,—6)
b b+ 1
(0,0,0,—2,2)  (6,0,0,0,—6)
b b+ 1
(4,0,0,0,—4)  (0,2,2,—4,0)
b+ 1 b+ 2
(4,0,0,0,—4)  (0,4,—2,-2,0)
b+ 1 b+ 2

b+1
(77 01 07 0) _7)

TABLE 2 — Coordonnées des points extremauwtle- C*
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§6R.2 et[2.3]1 s'il souhaite revoir les définitions. Ainsi, roins lorsquer n'est pas l'identité, calculer la
dimension det’c. revient a calculer le nombig, ;, ;. , ., - (0, ). Comme ce dernier s'exprime comme
le maximum d’une forme linéaire sur un ensemble fini, on pewn certain sens considérer que le probleme
estrésolu; entout cas, il est aisé a partir de la d’éem algorithme quirépond a la question pour des entiers
d, b et und-uplet,, donnés. Toutefois, cela n’'est pas entierement satsfaita raison principale est que
I'on aimerait comprendre le comportement précis de la dien deX¢. lorsque les paramétres b et

e varient. Pour ce type de questions, I'approche algoritumisavere insuffisanté I'opposé de cette
approche algorithmique, il y a un théoreme général delee qui prédit quelle doit étre la dépendance de

by r.r.or+xr- (0, €) en fonction dee. Voici ce qu'il implique dans notre cas.

Théoreme 4.1.0n suppose que # id. Alors, il existe un entielV et une fonctionf : Z/NZ — Q tel
que, poure suffisamment grand, on ait :

dimg X<, = & = + f(emodN)
my Xge = 1 b1 e .

Démonstration.ll s'agit d’'une conséquence directe du théoreme d'iglation des quantificateurs dans

larithmétique de Presburger. En effet, d'apres la foen@.1), la differencé(e) = dimy, X<, — [%2] :

547 est définie par une formule de I'arithmétique de Preshuagent la variable libre. Par un theoreme
classique de logique (dit d’élimination des quantificasalans I'arithmétique de Presburger), cette formule
est équivalente a une formule sans quantificateurs. Raurai, le théorémﬂ 2 montre que la fonctidn

e — d(e) est barnée suN. On déduit facilement & partir de la que, peusuffisamment grand, elle ne

dépend que de la réduction denodulo un certain entieV. C'est exactement ce que dit le theoremed.]

Le théoréml est intéressant en soi mais, tel quedt ilesolument inutile car il ne dit rien ni sur
I'entier N, ni sur la fonctionf ni sur le moment a partir duquel la formule pour la dimensencorrecte.
Précisons en outre, au cas ou I'énoncé n'était pas@les ces données dépendariori ded et deb. Un
point positif malgré tout est qu'il existe des algorithnpesir les calculer. Par contre, malheureusement, au
dela de la dimensioa (pour laquelle on peut encore faire les calculs a la mainmeemous allons le voir
ensuite), il n'est pas envisageable d'utiliser de telsl®gtir ceux-ci sont trop peu efficaces.

Le théoremég 4|1 admet un analogue pour les varigtgst XY¢,, que nous n’'écrivons pas (mais nous
donnerons des exemples qui devraient clarifier la situatans la suite). Plutdt que cela, remarquons que
le theorem¢ 4]1 implique la rationalité de la sérieggatrice

oo

> (dimy, Xe) - X©.
e=0

De la méme fagon, les analogues que nous venons d'évogpkguent la rationalité des séries :
D (dimg X,) - XPPXE2 X5 et > (dimg Xy, ) - XPUXE2 L X
pneNd uENd

ou les entierg; désignent les coordonnéesde

4.1.1 Calcul en petites dimensions

En guise d'illustration du résultat du théor‘e@ 4.1 (twtgs de I'un de ses analogues qui viennent
d'étre évoqués), nous nous proposons de calculer lesrdiibns exactes des variét€s lorsqued = 2
et également lorsqué = 3 dans certains cas. Pour cela, plutdt que d'utiliserglgspour paramétrer les
d-uplety = (1, ..., pq) cOmme nous 'avons fait jusqu’a présent, nous allonséidiller avec leg; ;,
ce qui sera plus commode. Les inégalités qui définissamsémble) s'écrivent

J d
Mic1—1 < fij < fim1,; €t bus; +b Z (is — piv1,s) + Z (Hi,s — Hit1,s)

s=i+1 s=j+1
j—1 d
<bpi—1,i—1 + bZ(MFLs — pis) + Z(MFLS — Wis)
s=1t s=j
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pour tout couple d’entier§, j) avec2 < i < j < d. alors que les conditions d’intégrité, qui définissent |
réseaul?, sont données par la propositipn 1.10 :

Vi € {1,...,d}, Wi+ Miit1 + -+ Mid =0 (mod b—l).

On rappelle que sp est I'élement ded correspondant & une donnge; ;) satisfaisant les conditions
précédent, alors pour tout réseBuC M, les exposants des diviseurs éléementaireg[fid]-module en-
gendré par(L) par rapport & sont lesi; = p1; (voir theoremé 1]2 et propositign[L.6) et que :

d d

dim(p) =D (d+1=g) - py— > pig=3 (d+1—=5)-pj— > i

j=1 (i,)€I Jj=1 (i,5)€l

(voir propositio4). Dans la suite, on supposera tagjgques # id de sorte que la quantité précédente
s'égalise avec la dimension de la variétg. On note[z], la partie entiere supérieure du nombre réel
c’est-a-dire le plus petit entier supérieur ou égal ®n pose aussi def) = [z] — z; c’est a I'évidence un
nombre compris entr@et 1 qui ne dépend que de la congruencerdeoduloZ.

Endimension2 D’apres ce que I'on vient de rappeler, étant donnés desnes entiers; > uo tels que
b — 1 divisep; + 2, calculer la dimension de la varié®,,, ,,,) revienta maximiser le nombye — p o
sous les contraintes

M1 < p12 < 2

O+ Dpr2 = bur + po

b— 1 divisep o

En écrivantu; 2 = (b — 1)z, on voit tout de suite que le maximum cherché est atteint poy (”“b;—ffz].
Ainsi, obtient-on finalement :

, by + — byt +
ditng X ) = 1 — (b—1)- { o _fﬂ —t oy df<H> 4.2)

On voit clairement sur la derniére écriture que dimensi@q’,,, .,y S'exprime comme la somme dg—=
(qui correspond au terme attendu) et d’'un terme correctihgulépend que des congruencesget 1o
modulob? — 1. Remarquons en outre que le terme correctif précédeig gans I'intervalld1 — b, 0] ; la
dimension de¥{,,, ,.,) se caractérise donc encore comme le plus grand eqtigr+= qui est congru @,
modulob — 1 (en accord avec la derniere assertion du th’eoﬂame 4).

La dimension de la variét&., quant a elle, s’obtient en prenant le maximumddiey, X, ,.,) sur
tous les couples d’entief$:;, uz2) verifiant0 < p2 < up < eetuy + p2 = 0 (mod b — 1). Le calcul
devient alors pénible et conduit a distinguer de nombisg nous ne le faisons pas. Il est quand méme
possible & peu de frais de préciser le theornje 4.1 cosnite

Proposition 4.2. On supposé@ = 2 eto # id. Alors pour tout entiee > 0,on a:
dimy, X<e+(b2—1) = dimy Xge + (b — 1)

Avant de donner la preuve remarquons que la propositiorif@gxactement que, dans le th'eor 4.1,0n
peut choisirtN = b2 — 1 et que I'eégalité énoncée vaut alors pour teut

Démonstration.Considérons un couplg:, 2) pour lequel les variété¥c. etx(,, ,,) ontméme dimen-

sion. Alors par la formul€](4-2), ondimy, X{,,, 1, +p2—1) = dimy, X{,,, .,y + (b—1). 1l en résulte 'inégalité

dimy, Xopp2—1) > dimy, X< + (b — 1). Posons a présent = e + (b* — 1) et choisissong;.}, ui5) tel

quedimy, Xcer = X1 0 ). Commee’ > > —1,0na:

1 — [y
b+1

b—1= dimk X<b2,1 < dimk Xge/ <
d'ou ) — (b* — 1) > ph. La dimension de la variet&,,; _ 2 _1),,,) peut donc se calculer par la formule

et elle vautlimy, X,/ -y — (b— 1). A partir de 13, on déduiimy, X<, > dimy X< — (b— 1), etla
(Huﬂz) p N <
proposition est demontrée. O
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En dimension3 Considérongu, ue, pus) un triplet d’entiers tels que; > po > us etpus +ps+pus =0
(mod b — 1). De fagon similaire a ce qui se passait en dimengiaralculer la dimension d&,, ., ..)
revient a maximiser la quantitBm (u) = 2p1 + po — p2,2 — p2,3 — 13,3 SOUS les contraintes

M3 S p2,3 S M2 S H22 S U1 ;0 M23 K H33 S U22

(b+1)ps,3 = buz2 + po3

b+ Dpoo+2u23 — 2z = by + pz + pig

2buga+ (b+ 1)pgs — bz = bus + bua + pi3

poo+ pio3 =33 =0 (modb—1)
Remarquons en premier lieu qua 2 et us 5 fixés, le meilleurus 3 (i.e. le plus petit) est toujouréh —
1)- (m]. Ceci nous permet de reformuler le probléme en éliminanatiableus s : notre nouvel

b2—1
objectif est de maximiser la somme

bua o + pa23 -‘

2M1+M2—M2,2—M2,3—(b—1)w b1

sous les nouvelles contraintes

M3 < p2,3 < po < p22 <

(b+1)u3,3 = buao + po3

(b+Dp22 +2u23 — (b—1)- szbg#w > bug + 2 + ps
2bpz,2 + (b+ 1)p23 —b(b—1) - [Wﬁ#—‘ > buy + bug + s
p22+ o3 =0 (modb—1)

L'écriture se simplifie encore si I'on effectue le changetde variables: = b”szl’m*s ety = ”Qif’f“ -
(517 1- En effet, on a alors
X
di =2 —2(b—1)- —(b—1
im(p) = 2p1 + p2 —2(b— 1) {HJ (b—1)y
et les contraintes deviennent :
x,y €Z
<—a4b | —— | +by < p2 < i <
X7 N X IT— - X
M3 b1l Y x K2 b1l Yys
b b b
sty > ulJbru21+u3 C rtby> u1+bml+u3

Oublions momentanément les inégalites compliquéels deconde ligne et concentrons-nous sur celles
de la troisieme. Sur la figurﬂ 4 est représentée la rédaimie par celles-ci (en gris) et sont notées les
valeurs de la fonction a maximiser (a une constante agdities). En étudiant cette figure — et notamment
en comparant les pentes des droites définissant le doraaieéie de la droite oblique en pointilles qui
relie deux points de méme valeur — on démontre que le maximst nécessairement atteint au point de
coordonnéestry, y1) avec

bui + b+1 bui +
e [ et [ ()

ou au point de coordonnéés;, y») avec

b
wo=a1—(b+1) et yp=b+l+ |2 —(br1)-def( L2
b—1 b2 —1
Plus précisement, le maximum est atteint(en, y1) si def %342) < ;25 et en(s,y,) dans le cas
contraire. Dans la suite, nous noterdnsg, yo) ce point. Au sujet de la valeur du maximum, un calcul
montre qu’il vaut :

21 + pio — 2(b— 1) - F"bg%ﬂ —(b-1)- Mfl - (b+1)mw (4.3)
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T *4(b-1) A1) 2(b-1) 2(b—1) “2(b-1) 2(b—1) ‘0
T 5(b-1) *3(b—1) °3(b-1) '3(1)7;)\‘\\ °3(b—1) °3(b—1) b1
p2 TSsag
—1 Tsa _
v *6(b-1) *4(b-1) *4(b-1) *4(b-1) *4(b-1) A(b—1) : “*90-1)

‘ | ‘ ‘ | ‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘ | ‘
;L/ \ \ bt | \ \ 2 \ T
b—1

FIGURE 4 — lllustration de notre probléme d’optimisation péus 4

o]l bui + ps bui + ps b—1
mmln{b def( b2_1>,def( 1 il

Rappelons-nous quand méme que nous avions mis de cdénesrcontraintes. Nous devons donc en-
core au moins nous demander a quelles conditionsdest iy, que nous venons de trouver satisfont ces
inégalités supplemeqtalres. Notons pour celalguel divisez, de sorte qué ;"% | = 2% et que 'on a

les encadrements suivants :

avec

by + 3 bpa + p3 2 2

1<z < —"= 41} et —1<y < 1.
b—1 Tos T T et T WSyt
Ainsi il vient :
—buy +b(b+ g —puz  b>+2b 70 —buy +b(b+1pg —puz  b>+b+1
- < - b|——|+byo <
21 bl STl gt b2 — 1 b+ 1

b2 — 1 b+ 1 b+1 b2 — 1 b+1

a partir de quoi I'on voit que le couple:, yo) est solution de notre probleme dés que le triplat 1o, 113)
verifie i — iz < bz — iz) — (0> + b+ 1)(b— 1) etpz — g < by — i) — (0> +b+1)(b— 1), ce qui
revient encore a dire que le triplgt; — b* — b — 1, ua, us + b* + b+ 1) estb-régulier. On a ainsi démontré
la proposition suivante.

b2M1_(b+1)ﬂ2+bﬂ3 2b+1 ’71'0 —‘ b2,u1—(b+1),u2+b,u3 b2+b+1
S To — — Yo <

Proposition 4.3. On suppose # id. Soit (1, 12, u3) un triplet tel que(u; — b2 — b — 1, o, pg + b2 +
b + 1) soit integralemenb-régulier (voir definition[:]; de I'introduction). Alors la dimension de la vat#@
X1, us.115) €St dONe par la formule(t.3).

A partir de la formule[(4]3), on voit que, dans le cagpu—b2 —b—1, uo, 113 +b%+b+1) est intégralement

b-regulier, la dimension d&,,, ., .,) estla somme du terme attenai:’l‘;g%” et d’'une quantité bornée

qui ne dépend que des congruencesde+ u; modulob® — 1 et i, modulob — 1. A partir de cela, on
peut déduire que, lorsquie= 3, il est possible de prendrg = 5> — 1 dans le théor‘e@.l. Comme c’était
deja le cas poud = 2, on peut se demander s'il s'agit la d'un fait général.
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4.2 Geréralisations envisageables
4.2.1 A un Frobenius arbitraire

Dans tout cet article, nous avons supposé que le Frobegigsa#t coordonnées par coordonnéesigur
Ceci est en fait assez restrictif, et une situation pluggie que nous aimerions étudier (notamment car elle
correspond a certains problemes importants de défasnjatst celle ou le Frobenius est une application
semi-linéairep); quelconque. Dans ce cas, les variétes (oar), X (dar) et X<, (dar) sont définies de
facon analogue. Par exemple, I'ensemble Hegmints deX¢.(¢r) est 'ensemble des résealixde M
satisfaisant

u’L C ¢y (k[[u]] @g ki L) C L

ouph, : kl[u]]®¢ kiuy M — M estl'application linéarisée dgy; . Si A désigne la matrice dgy, dans une
k((u))-base deVf (par exemple la base canonigque), on s’autorisera & &¢greA) ala place deve. (dar),
et de méme pour les deux autres variantes.

Nous pensons que les théorerflef] 2, § et 5 s’étendent samgegmodification & ce cas plus général.
Ci-dessous nous donnons une conjecture précise mais @@grauvoir énoncer celle-ci nous avons be-
soin de faire une remarque au sujet du déterminamt,deCommedg,, est une application semi-linéaire,
le déterminant de sa matrice peut varier lorsqu’on le daldans deux bases différentes; toutefois la
congruence modulb— 1 de sa valuation reste, elle, fixe. Il fait donc bien sensrifécjue valdet ¢ ;) est
congru a un certain entier module- 1.

Conjecture 4.4. |l existe des constantés, ci, . .., c; et un vecteupo € R? tel que sib > by, alors
— pour tout entiete, on ait :
e

d2
dimy, X<e(odnr) <1 + [—] .

4] b+1
— pour tout entiele suffisamment grand, on ait :
d? e
dimy X, > — — -
imy Xe(dnmr) Cz+[4} P

— pourtouty = (p1,...,pnq) € Ritelqueu; = -+ > pg €tuy+- - -+pg = val(det ¢ar) (mod b—1),
on ait :

d—l—l—z— (%)

d oo
dimy X, (¢ar) < c3 4+ (b—1) ZZ
=1 n=1

— pour touty, comme pecedemment tel qu’en outtg > ;41 + c4 pour touti, on ait sid > 3 :

i d+1,Z, (1)

— pour touty = (1, ..., pnq) € R telquep; > -+ > pg, onait :

dimk X#(gf)M) 765‘{’ b* 1

HM@.

2011 2011
—Cg+  sup M < dimyg, Xgu(¢k1) <cr+ sup M-
w<p b+1 W<y b+1
' —po b-rég. ' b-rég.

On notera que dans le cas ou la somme-- - -+ 114 N'est pas congrue a Vet ¢ar), la variété), est vide.

La conditiond > 3 peut paraitre étrange, mais certains calculs explieiedimensior2 (voir par exemple

[E]) montrent que, dans ce cas, pour certaips (précisément, ceux qui conduisent a des objets simples)
des congruences supplémentaires supegdoivent étre imposées afin que la variatg¢,,) résultante ne
soit pas vide. Néanmoins, l'auteur pense — et certainsitsaltumériques tendent a le confirmer — qu'il
s’agit Ia d'un phénomene lié a la petite dimension gapdrait a partir de = 3.

Il parait envisageable d’attaquer la conjec 4.4 pamdiethodes similaires a celles de cet article. Si-
gnalons également une autre piste posstbiant donné un Frobenius quelcongug sur M, il existe tou-
jours une extension totalement ramififgv)) de K = k((u)) etune base de((v)) ®(.)) M danslaguelle
la matrice dep,, est I'identité. En outre d’apres la description des abgitnples obtenue darﬁ [2] (pour le
cask = F,) et [fi] (pour le cas général), l'extensidi(v))/k((u)) peut étre choisie modérément ramifiee
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si le $-module M est semi-simple. Comprendre comment les varidés(¢xr), etc. (et notamment leurs
dimensions) se comportent lorsque I'on chadgesn une extension totalement ramifiee (éventuellement
seulement modérément ramifiée) pourrait donc peetfigrmettre de demontrer la conject 4.4 a partir
des theéoremd$ B, 4 |t 5 de ce papier.

4.2.2 A dautres propri étes geométriques

Nous nous sommes pour l'instant intéressés exclusivealerdimension des variétés., X, et X¢,
mais d’autres propriétés géométriques revétenleggant un intérét certain. Il en est ainsi notamment du
nombre de composantes connexes de ces vari&t@gart pour le casl = 2 qui peut &tre traité & la main
par des méthodesdl hoc(voir [H]) et qui conduit déja a des énoncés non triigaratiquement rien n'est
connu. De fagon générale, étudier la géométrie firevdeiétés précédentes parait étre une questisn treé
difficile. On peut néanmoins se demander dans quelle méssiiméthodes développées dans cet article
sont susceptibles de nous aider dans cette tache. Si tauii cencerne I'optimisation linéaire semble lié
exclusivement au calcul de la dimension, on peut quand namser que la stratification par les variétés
X, que nous avons définie @ﬂ] puisse avoir un autre role a jouer pour d’autres questioomme par
exemple le calcul de la fonction zéta si le corps de liasst fini ou de la caractéristique d’Euler-Poincaré.

En s’inspirant de la théorie de I'intégration motiviqoe, peut &tre encore plus précis. Notdtg Vary,)
le groupe abélien présenté de la fagon suivante :

— les générateurs sont les symbdl&$ ou X est un schéma de type fini stir

— les relations sont

[X] = [Xred 0U Xieq €St le réduit deX
(X]=1[Y] si X etY sontisomorphes
[X]=[U]+ [F] siU estunouvertd& etF estle fermé complémentaire.

La formule[X] - [Y] = [X X, Y] définit un produit surk(Var;) qui est fait un anneau commutatif.
L'élément neutre pour I'addition (resp. la multiplicari) est le symbole de la variété vide (resp. du point).
De méme que I'on a considéré dansffe] les séries génératrices des dimensiondde X, et X', on
peut définir ici la série génératrice suivante :

S(Xy,..., Xa) = Z [XM(¢M)] - XX "'X(l;d
pENT

oU ¢ est un certain opérategrsemi-linéaire agissant s et lesy; sont les coordonnées ge On peut
également bien sir considérer les séries généeatessociées aux varietds,, (o) et X<.(¢ar) mais
celles-ci se déduisent de la précédente a I'aide depméations algébriques élémentaires, et c’est pourquoi
nous nous contenterons de celle-ci.

Sil'on notelL = [A}] le symbole de la droite affine, les résultats ou conjecttiessiques en intégration
motivique stipulent que les séries du typeS$isont en fait des fractions rationnelles lorsque leurs coeffi
cients sont vus dans le localig& (Vary )L ] (ou parfois encore, un certain complété de cet anneaujs No
pensons qu'’il est raisonnable d’énoncer une conjectorgesie dans notre situation.

Conjecture 4.5. 1l existe deux polydmesP, Q € Ky(Var,)[X1, ..., X4 tels queQ(0, ..., 0) soit inver-
sible dansKy(Varg)[L 1] et I'égalitt

P(Xy,...,X
S(Xl,...,Xd)H

ait lieu dans I'anneaus (Var ) [L=1][[ X1, . . ., X4]].

Lintérét d’'un tel énoncé est qu'il peut étre spéala un certain nombres d’invariants géométriques ou
arithmétiques plus classiques. Plus précisémentdé$an dispose d’'un morphismgde K (Vary) dans
un anneawd qui envoiell sur un éléement inversible, sa véracité impliqueraraligonalité de la série :

Y F(Xu(oan)) - X[ X2 X
peNd
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Or, il existe un certain nombre de tels morphisnfigstéressants. Par exemple ksest un corps fini, il y a
celui qui a un symbolgX] associe le cardinal d& (k), ou plus généralement la fonction zétaXie

Finalement, pour étudier d’autres propriétés géoiméts qui ne proviennent pas édg (Vary), il pour-
rait &tre intéressant de comprendre comment les eait s’agencent entre elles a l'intérieur de&.,
X, ou X¢,,. Notamment, une question qui nous parait importante egétsminer 'adhérence d&, a
l'intérieur de ces variétés. Par exemple, s'écrie@bmme une union de certaifts, ou ¢’ vérifie une
condition qui s’exprime facilement en fonction ¢ge&

4.2.3 A un groupe réductif connexe arbitraire

A Tinstar des varietés de Deligne-Lusztig, il est possit’étendre la définition des variétés, et
X<, & un groupe réductif connexe déployé quelconque (leqo@snous venons d'étudier étant celui de
GL,). Plus précisément, considérafsest un groupe réductif connexe sur le cokdgue, pour simplifier,
nous continuons a supposer algébriquement clog) et G un tore maximal. Noton, (T') le groupe
des caracteres dE, et fixons une chambre de Weyl dafs(7") ® R dont on notera’ I'adhérence. Si
A € X, (T), notonsu* I'image deu € G,,(K) dansT'(K) C G(K), ou I'on rappelle quek’ = k((u)).
Posons égalemelx = k[[u]]. Par la décomposition de Cartan, on sait Gi(é) s’écrit comme I'union
disjointe des doubles class€$Ok )u"G(Ok) ou u parcourt I'ensemble des copoids dominants. Pour un
tel copoidsu et A € G(K), on peut alors définir des vari'et.ég?(A) dont lesk-points sont :

X7 (A)(k) = {g € G(K)/G(OK) | g~ Ad(g) € G(OK Ju"G(OK) }.
On définit égalemen?c’gu(A) comme la réunion de%’f (A) ouy’ décrit'ensemble des copoids dominants
tels queu — p’ s’écrive comme une combinaison linéaire a coefficientstfs des racines simples corres-
pondant a notre choix d€. Si G est le groupe linéaire Gi.on retrouve les variétés, (A) et X<, (A). De
facon générale, les vari’eté.,%f(A) et Xgu(A) sont toujours de dimension finie, et on peut s’interroger sur
la valeur de cette dimension.

Dans cette optique, une premiére question est de saveilhiabrémﬂ4 a des chances de se généraliser
a cette nouvelle situation, et le cas échéant sous dfieeites. Un premier coup d’ceil & I'expression

bn

n=1

. . N N d+1—i—w(i
(b—1)-minyes, (Pulp)y — OU pu = (Z ( )> € R? (4.4)
1<i<d

qui apparait dans son énonceé (et qui constitue une prerapproximation de la dimensiondg) laisse bon
espoir. En effet, on voit d’emblée apparaitre un minimuis gur le groupe des permutations{de. . ., d},
c'est-a-dire exactement sur le groupe de Weyl de;.GEn outre si I'on fait agir ce groupe de maniére
naturelle suR? — c’est-a-dire paw - (y1,...,yq) = (Yw-1(1)s - - -» Yw—1(a)) — l& VECtEurs,, s'exprime
en fonction dey = (£ — i)1<;<q COMMe sUit :

7,,1—;

(b—1) Zﬁ =p+(0—1)-(bw—1)"p)

aumoins lorsquéest assez grand pour que 'endomorphisme 1 deR? soit inversible. Si I'on se rappelle
finalement quey est égal a la demi-somme des racines positives du systemecinesd,;, on voit que la
formule (4.4) s’exprime uniquement en termes du systtmeciees du groupe GL Ces considérations
conduisent a la conjecture suivante.

Conjecture 4.6. Soit G un groupe eductif connexe sukt. SoitT un tore maximal de&=. NotonsW le
groupe de Weyl assdeet fixons une fois pour toutes le choix d’'une chambre de Beif[s'la demi-somme
des racines positives d&. Consicrons enfind € G(K). Alors, il existe des constantégetc, telles que
pour toutb > by, on ait :

iy X(4) < o+ inf (Fuln) U =+ (b= 1) (bw —1)7(7)

pour tout copoids dominant.
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Il parait aussi raisonnable de croire qu’une minoratiotedéimension de’(f(A) par une expression du
méme type soit valable, au moins lorsqueérifie une certaine condition d’intégrité et reste safnment
lors de la frontiere d€'. Malgré tout, gardant & I'esprit le comportement singuties variétes, (¢)
lorsqueg,, représente u-module simple en dimensidy nous préférons rester prudent et évasif a ce
sujet.

Quoi gu'il en soit, soulignons que le mot le plus long @& notéwy, échange les racines positives

avec les racines négatives, et donc en particulier quealog(p) = —p. Il en résulte québwy — 1)(p) =
—(b+1)p, et par suite qug,,, = bi—Pl ; on retrouve donc encore une fois ce vecteur particuliecdrgecture

donne également une indication sur la facon d’'étendidéfanition de copoid$-réguliers : un copoids
dominantu est ditb-régulier lorsque le minimum des produits scalaifgs|u) (w € W) est atteint pour
w = wy, Ce qui s'écrit en déroulant les définitions :

(F+(b+1)- (bw—1)"(F)lu) = 0 (4.5)

pour toutw € W. Cette définition s’étend & tous lese X, (7) ® R. On peut demontrer que, siest
assez grand, un copoigsestb-régulier si, et seulement s'il vérifie les in'egalit pour toutw € W de
longueur/(wy) — 1. Par ailleurs, poub suffisamment grand, la suite des copdid&guliers est croissante
enb (i.e.si u estb-régulier, alors il est’-régulier pour tout’ > b) et tout copoid$-régulier est dominant,
dans le sens ou il appartienta Réciproquement, gi est un élément deifitérieur de C' (c’est-a-dire un
élément de la chambre de Weyl que nous avons choisie)t d-egyulier pourb suffisamment grand (le
< suffisamment dépendant bien sir ¢g.

Conjecture 4.7. Soit G un groupe eductif connexe sut. SoitT un tore maximal de&=. NotonsW le
groupe de Weyl assdeet fixons une fois pour toutes le choix d’'une chambre de BRitfs la demi-somme
des racines positives d&. Consicrons enfinA € G(K). Alors, il existe des constantes et ¢, et un
élementyy € X, (T) ® Rtels que :

20\ 201
et sup PO i O (A) <o tosup P
W<y b+1 h wp bF1
' —po b-rég. ' b-reg.

ou /' désigne, ici, un copoidsel.

Un cas particuliérement intéressant, qui apparaét déps I'article de Kisin[[6], est celui ot I'on suppose
le corpsk parfait (par exemplé = F,), ou I'on se donne une extension firfiele k et que I'on considére
G défini comme la restriction des scalaires/dek du groupe Gl. Les variétés obtenues ont alors encore
une interprétation arithmétique puisqu’elles appaeis comme certaines espaces de modules de schémas
en groupes définis sur des corps locaux. Lorsfige2, le calcul de leur dimension a déja été accompli par
Imai dans ] et, dans ce cas, les résultats qu’il obtiemt kien en accord avec les conjectures précédentes.
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