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Applications depuis K(Z/p,2) et une conjecture de N. Kuhn

G. Gaudens, L. Schwartz
26 avril 2010

Résumé

On démontre une conjecture due & N. Kuhn concernant la cohomologie singuliére & coefficients mod p
des espaces, comme module instable sur I'algebre de Steenrod. Notre démonstration de ce résultat, déja
connu en caractéristique 2, fait appel a une méthode nouvelle, qui fonctionne en toute caracteristique.
De cette maniére on rétablit un résultat de [S98] dont la preuve est incompléte dans le cas d’un nombre
premier impair.

Abstract.

We settle a conjecture due to N. Kuhn about the mod p cohomology of spaces considered as unstable
modules over the Steenrod algebra.This result is already known to hold in characteristic 2. The method
presented here is essentially new and works for all characteristics. In doing so we fix a gap in [S98] concerning
the odd prime case.
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1 Introduction, la conjecture de Kuhn.

Soit p un nombre premier. La cohomologie H*(X;F,) que I'on notera H*X d’un espace X est naturellement
un objet de la catégorie U des modules instables sur I'algébre de Steenrod [S94]. Cette catégorie est munie,
comme toute catégorie abélienne, d’une filtration naturelle, dite de Krull, par des sous-catégories épaisses
stables par colimites :

U cUh CcU, C...CU

La sous-catégorie Uy est exactement la sous-catégorie des modules localement finis [S94] obtenue comme
colimite de modules finis. Autrement dit cette sous-catégorie est obtenue a partir des objets simples de U,
les modules ¥X"F,, par extensions et colimites. Les termes suivants sont définis itérativement comme suit :
U, est ‘I'image inverse’ dans U de la sous-catégorie abélienne C du quotient U /U, 1 obtenue & partir des
objets simples de U /U,,—1 par extensions et colimites. La catégorie U n’est pas la réunion des U,.

La filtration de Krull est caractérisée par :

Théoréme 1.1. [S9)|] Soit T le foncteur de lannes adjoint & gauche du produit tensoriel par H*(BZ/p).
Un module instable M est dans U,, si et seulement si T" (M) = {0}.

Tout module instable M est également muni de sa filtration nilpotente {M;}s>0 qui est decroissante,
séparée et naturelle, et dont les sous-quotients sont les suspensions itérées de modules instables réduits,
plus précisément :

Ms/Mgp1 = X°RsM

ou RyM est réduit (voir [S94]). L’objet du présent article est de démontrer le résultat suivant conjecturé
par N. Kuhn.

Théoréme 1.2. Soit X un espace. Si la cohomologie H* X est dans un cran fini de la filtration de Krull,
alors H* X est localement finie. En d’autres termes, si H* X est dans U,, pour un certain n, alors H*X est
dans Uy.

Si cet énoncé ne fait apparaitre que la filtration de Krull, on verra que la démonstration en repose sur les
rapports entre filtration de Krull et filtration nilpotente.

Afin de donner du relief & ce résultat, observons que la catégorie U possede une infinité d’objets qui sont dans
un cran fini de la filtration de Krull et qui ne sont pas localement finis, par exemple les générateurs projectifs
F(n) et leurs suspensions [S94]; et qu’a I'inverse, la cohomologie modulo p d’un espace d’Eilenberg-Mac
Lane K(Z/p,n) pour n > 0, ainsi que la cohomologie modulo p d’un groupe fini (d’ordre divisible par p),
sont des modules instables qui n’appartiennent a Uf,, pour aucun entier n. Ce résultat était déja connu pour
p = 2 [SO01L [DGO3]. 11 corrige une erreur qui concerne le cas d’'un nombre premier impair dans larticle [S98]
du second auteur. On reviendra plus loin sur ce point. L’approche présentée ici est nouvelle et unifie le
cas p = 2 avec le cas ol p est impair. Ce résultat implique le corollaire suivant (également conjecturé par
Kuhn) :

Corollaire 1.3. Soit X un espace. Si la cohomologie H* X a une famille finie de générateurs comme module
instable sur l'algébre de Steenrod, alors H* X est de dimension finie comme F,-espace vectoriel.

Observons que ce résultat est essentiellement instable : la cohomologie modulo p d’un spectre d’Eilenberg-
Mac Lane HZ/p est monogene comme module sur 'algebre de Steenrod, mais n’est pas de dimension finie
comme F,-espace vectoriel.

On dérive le Corollaire du Théoreme |1.2] en observant que la catégorie U possede un systeme de
générateurs projectifs, et que chacun d’entre eux est dans un cran fini de la filtration de Krull [S94]. 11
s’ensuit qu’un module instable finiment engendré est dans un cran fini de la filtration de Krull, car celle-ci
est une filtration croissante par des sous-catégories épaisses. Suivant le Théoreme si la cohomologie
H*X a un nombre fini de générateurs comme module instable, alors elle est localement finie. Mais un
module finiment engendré et localement fini doit étre de dimension finie comme [F),-espace vectoriel.

L’article est organisé comme suit. Dans la fin de I'introduction on explique ou ce situe l'erreur dans [S98].
Dans la premiére partie on rappelle briévement la réduction de Kuhn du probléme. On se donne un module
instable M satisfaisant aux hypothéses requises, et étant en particulier la cohomologie d’un espace X. En
particulier la cohomologie de X est suppposée s-nilpotente (s > 0) exactement. Puis on construit une
application algébrique, réalisable topologiquement par une application ¢, de H*(QXX) vers X5H*BZ/p.
On montre ensuite que I'application ¢ ne peut s’étendre a =1 K (Z/p, 2) le long de 'application naturelle
Y*BZ/p — BZ/p, car l'action des opérations de Steenrod ne serait pas respectée.



Dans les deux parties finales on montre que les groupes d’obstructions a I’extension sont nuls, ce qui mene
a la contradiction. La derniere construction est réminiscente de celle de H. Miller & la fin de son article sur
la conjecture de Sullivan aux Annals [Mil84].

La preuve donnée pour le cas ot p impair dans [S98, Section 3] contient une erreur. L’approche de [KO08]
ne traite que le cas p = 2 et présenterait une difficulté analogue & celle de [S98] pour p impair d’apres M.
Stelzer. L’objet du présent article est donc également de montrer comment éviter le probleme rencontré
dans [S9§].

Il est expliqué dans cet article pourquoi la méthode utilisée pour le cas p = 2 ne peut 1’étre pour p impair
sans modification. L’analogue (impair) des classes considérées pour traiter du cas p = 2 se trouvent sur la
colonne —p de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore et peuvent donc supporter une différentielle d,_; non
triviale, pour p = 2 il n’y a évidement pas de différentielle! En fait on a la formule (voir [Sm)])

dp1(z®...@x) = \BP*(2)

avec k = MT_l Si I’homomorphisme de Bockstein est trivial dans le module considéré la méthode fonctionne
comme pour p = 2 et redonne le résultat de [K95] sans faire appel au théoréme sur l'invariant de Hopf ou
a d’autres résultats profonds de théorie de I’homotopie. En fait ceci étend méme le théoreme de Kuhn de
[K95] qui montre que pour qu'un module (ou une algebre instable) du type considéré soit (éventuellement)
réalisable il faut que des homomorphismes de Bockstein soient non triviaux entre deux étages de la filtration
nilpotente du module considéré, la méthode ci dessus montre que ce doit étre le cas entre les deux premiers
étages non triviaux.

Par contre la méthode proposée dans [S98] pour ‘éliminer’ le Bockstein : prendre le plan projectif sur I’espace
des lacets est inexacte, et échoue sans argument supplémentaire. Il reste qu’en examinant de plus pres des
cas particuliers on voit rapidement apparaitre des contradictions qui forcent la nullité de ’lhomomorphisme
de Bockstein et permettent donc de se ramener au cas précédent.

A titre d’exemple considérons le cas ou l'algebre instable initialement considéré a un quotient non-tivial
dans Nil; et que tous les produits sont nuls. Cette derniere condition est facile & assurer en remplacant
'espace supposé exister par un quotient. Soit z la classe considérée plus haut, de degré 2k + 1 et y = Pz,
k = p" pour un certain h. Si 'homomorphisme de Bockstein est non trivial sur z il I'est sur y car le module
considéré est de la forme A ® ®"*+1F(1) (voir [S98]). Rappelons que F(1) est le module instable librement
engendré en degré 1, qui s’identifie au module des primitifs de la coalgebre H* BZ/p.

L’élément y®P~! ® z existe sur la colonne —p du terme F5 de la suite spectrale et ne peut étre tué par
une différentielle d;, « < p — 1 pour des raisons de degrés, quitte encore une fois a prendre un quotient de
Pespace initial. Toutes les différentielles sont nulles sur cet élément (en particulier il n’y a pas de place pour
des produits de Massey non triviaux, voir [Cleary85|, chapitres 7 et 8). On a, comme plus haut,

dp 1 (y@ ... @ y) = ABPP(y)

et donc :
0="Prdy1(y®...0y@x)=dy 1 PPy®...@ y©x) = ABP"*(y) # 0

On a donc une contradiction si A # 0.

Cependant, pour établir le résultat en toute généralité, il convient de procéder autrement, comme il va
décrit ci-dessous.

Le corollaire est démontré pour p = 2 via la non-réalisabilité comme cohomologie d’un espace topologique
de certains modules instables finis dans [S98] et [K08]). Cette approche ne fonctionne en I’état que pour
p = 2, il n’est pas immédiatement clair comment appliquer les techniques ci-dessous aux complexes finis
bien quelques faits suggerent que des adaptations puissent étre trouvées.

Dans ce qui suit on fixe un nombre premier p et on suppose que les espaces sont p-complets. Ceci n’entraine
pas de perte de généralité. On supposera aussi que ’homologie modulo p des espaces considérés est de
dimension finie en chaque degré et que cette propriété persiste si on applique le foncteur T' de Lannes.
On montrera dans une derniere section comment s’affranchir de cette condition en utilisant la théorie des
espaces profinis suivant [DG03].

2 Construction d’applications et théorie d’obstruction

On revient dans cette section sur la stratégie de démonstration du théoreme. On établit le résultat par
I’absurde : on suppose qu'’il existe un espace dont la cohomologie n’est pas localement finie mais appartient



a un cran fini de la filtration de Krull ¢, avec n > 0. Dans [K95] Kuhn montre que l’on peut se ramener
au cas ou n = 1. On suppose donc donné un espace dont la cohomologie est dans U;, mais pas dans Up.
On montre alors qu’il existe une application de cet espace (ou d’un espace déduit de cet espace) vers une
suspension d’un espace d’Eilenberg-MacLane K(Z/p,2) telle que Papplication induite en cohomologie ne
commute pas aux opérations de Steenrod.

On ne rappelle pas ici en détail comment se ramener a supposer que le module est dans U, ceci est fait
dans [K95] et repris dans les articles suivants. Simplement pour montrer la filiation de la construction
ci-dessous avec celle de Kuhn observons que son outil central est I’application du théoreme de Lannes
sur la cohomologie des espaces fonctionnels de source BZ/p a la cofibre de X — map(BZ/p, X), dont la
cohomologie sous des hypotheses favorables, est donnée par T(H*X).

On commence par montrer comment construire des applications réalisant certaines fleches algébriques.

2.1 Application algébrique

Soit X un espace s-connexe dont la cohomologie réduite est exactement s-nilpotente avec s > 0 et non
localement finie. On suppose de plus que RsH* X, est dans U;. Un module réduit dans U est la somme
d’un module concentré en degré 0 et d’un sous-module non trivial d’une somme directe @rep F(1) [S98].

En sélectionnant un Ay dans ’ensemble d’indices A de la somme on a une application algébrique non triviale

i H*' X, - 3°R;H* X, — X°F(1) CX*H*BZ/p .
Dans la sous-section qui suit, on montre que 'application ¢? est induite par une application d’espaces :

Lemme 2.1. Il existe une application ps : X°BZ/p — X induisant Uapplication @ en cohomologie modulo
p.

2.2 Construction de ’application ¢,

Nous donnons deux solutions pour l'existence d’une telle application, voici la premiere.

On suppose donc R,H* X, est de poids 1, avec H* X, exactement s-nilpotent. Posons X; = Q7! X,. D’aprés
[SOT, Théoremes 1.5 et 1.6] I'espace Q°~1 X, posséde une cohomologie réduite exactement 1-nilpotente, et
I’application naturelle R;H* Xy — R; H*X; a un noyau et un conoyau nilpotent. Ce ‘F-isomorphisme’ selon
la terminologie de [SO1] est induit par I’évaluation

UIOTIX, =2 X - X
De ¢% on déduit alors ]

oy H* X, —» X'RiH*X, — SF(1) CXH*BZ/p .
Ceci ramene au cas ou on veut construire ¢7. Si on parvient a construire
01 :¥BZ/p — X1 = Q71X |

I’application adjointe
s : X°BZ/p — X

jouit des propriétés désirées. Rappelons maintenant que H*XBZ/p est U-injectif. Il s’ensuit, que le mor-
phisme de Hurewicz
map(XBZ/p, X) — homg(H*X, H*¥BZ/p)

est surjectif [LS89| [GL8T]. Ici K désigne la catégorie des algebres instables [S94]. Ceci assure l'existence
d’une application 1, une fois observé que ¢j est un morphisme dans K.

Que 'application algébrique ¢} soit réalisable topologiquement résulte également de ’argument ci dessous.
On suppose que X, est un H-espace et que 'on peut calculer la cohomologie de map, (BZ/p, Xs) comme
il est indiqué en section 3. En particulier la cohomologie de cet espace est exactement (s — 1)-connexe. On
peut choisir une classe dans le s-ieme groupe d’homologie et la représenter par une application de S® dans
map, (BZ/p, Xs). On considere Papplication adjointe S* x BZ/p — X. Elle est triviale sur S® X x, car ¢’est
I’adjointe d’une application a valeurs dans ’espace des applications pointées. Elle est homotopiquement
triviale sur S® X * car on peut supposer sans restriction que X, est au moins 2s-connexe. Par le théoreme de
Lannes sur les applications de source BZ/p [La92], puisque H* X, est nilpotente, elle est homotopiquement
triviale sur x x BZ/p.

On récupere donc une application ¥¥ = S* A BZ/p — X qui a action prescrite en cohomologie.



2.3 Impossibilité d’étendre ¢, et conséquences

Lemme 2.2. L’application @, : X°BZ/p — X, ne s’étend pas en une application X° 1K (Z/p,2) — X, le
long de Uapplication X571 : SBZ/p — X5~ K(Z/p,2).

En effet, I'existence d’une telle extension permettrait de factoriser le morphisme de modules instables non
trivial ¢* : H*X, — SH*BZ/p au travers de H*Y* 'K (Z/p,2) ce qui est impossible, car il n’y a pas
d’applications non triviales d’une suspension s-ieéme vers une suspension (s — 1)-iéme d’un module réduit.

L’espace K(Z/p,2) se reconstruit & partir BZ/p & laide de la construction de Milnor. On a une filtration
x = Cyp C C, =XBZ/p C Cy C ... C U,Cp, = K(Z/p,2), et un diagramme ou les fleches de la ligne
supérieure sont homotopiquement triviales (et B désigne BZ/p) :

Y - S N - ST RS N

| | | |

— Cp —— Cpyp —— -
d’olt on déduit des cofibrations a homotopie pres :
S"IBM — Gy — Cpyy — B

Puisque I'application considérée plus haut ne peut s’étendre & ¥~ K (Z/p,2) on a nécessairement :
Lemme 2.3. Il existe un entier n tel que le groupe [X"5~2(BZ/p)"\", X| est non trivial.
On a [E"5=2(BZ/p)"", X,] = Tpys_omap,(BZ/p"", X,).

Lemme 2.4. [l existe un entier n tel que H*map,(BZ/p"", X) n’est pas (n + s — 2)-conneze.

3 Cohomologie des espaces d’applications pointées

Soit H la cohomologie modulo p de Iespace classifiant BZ/p, et soit H sa cohomologie réduite. Les endo-
foncteurs de la categorie U ~
M—M®H, M—MQH

possedent des adjoints & gauche respectifs T et T'. Les foncteurs T et T sont tous deux exacts. De plus T
commute aux produits tensoriels dans le sens ou ’application naturelle

T(M1) & T(Mz) — T(M1 ® M2)

donnée formellement par les propriétés d’adjonction, est un isomorphisme pour tous M; et Ms. Le scinde-
ment naturel H =T, ® H dans la catégorie ¢/ conduit & un scindement naturel

TM =~TM ® M.

Supposons 'espace X p-complet, 1-connexe, et que TH* X soit de dimension finie en chaque degré. Alors,
[La92], l'application naturelle :
TH*X — H*map(BZ/p, X)

adjointe de l’application induite en cohomologie par l'évaluation BZ/p x map(BZ/p,X) — X, est un
isomorphisme d’algebres instables. De plus le facteur TH* ¢ TH*X identifie TH*X avec la cohomologie
réduite de AX, la cofibre homotopique de lapplication naturelle X C map(BZ/p, X) donnée par les
applications constantes.

Soit X un H-espace, typiquement un espace de lacets. On a alors un scindement

map(BZ/p, X) = map,(BZ/p, X) x X.
Suivant [CCS07] on en déduit :
Lemme 3.1. QH*map,(BZ/p"",X) =T"QH*X.

La connexité de I'idéal d’augmentation d’une algebre connexe coincide avec celle de ses indécomposables.
En particulier, on déduit du Lemme :



Proposition 3.2. Supposons que lapplication considérée ci dessus ne s’étende pas a tout YLK (Z)p, 2)
et que X4 soit un H-espace. Alors il existe un n tel que QH*map, (BZ/p"" !, X,) = T"QH* X, ne soit pas
(n + s — 2)-conneze.

On va montrer que dans le cas considéré ceci n’a pas lieu, ce qui achevera la démonstration.

Remarque 3.3. En général on ne sait pas calculer la cohomologie de l’espace des applications pointées. 11
se trouve que sous les hypothéses sur le module A est de la forme ®*F(1)® F, F fini, et que ’on considére
(s’il en existe) un espace p-complet X tel que H*X = A on peut calculer H*map, (BZ/p, X) comme module
instable. On commence par supposer que les conditions d’application du théoreme de Lannes sont satisfaites
(et que Uentier k est grand relativement a F'). Notons Y la cofibre de Uapplication X — map(BZ/p, X).
On montre alors que map(BZ/p, X) est, a p-complétion pres, homotopiquement équivalent au bouquet
X VY. Il résulte alors, par exemple, de [Strom03] que la suspension de l'espace d’applications pointées
est homotopiquement équivalent & Y V (XY A QX). On n’échappe pas donc a calculer la cohomologie de
QX (de laquelle on tirera la contradiction). Il vaut donc mieux considérer la d’emblée comme il est fait
ci-dessous le cas de l’espace des fonctions dans un espace de lacets.

4 Conjecture de Kuhn

4.1 Réduction du probleme

Supposons donné un espace Z tel que H*Z n’est pas localement finie, mais appartienne & un cran fini U,, de
la filtration de Krull. Le module RoH* Z est nécessairement trivial, car dans le cas contraire, I’existence d'une
classe non-réduite contredit le fait que H*Z est de filtration de Krull finie (ce point est amplement documenté
dans les articles précédents sur le sujet, ou simplement dans [S94]. En utilisant les réductions données dans
[K95] (voir aussi [DGO3]), on obtient qu’il existe alors un espace connexe Z’' dont la cohomologie réduite
est exactement s-nilpotente avec s > 0 et non localement finie. De plus on peut supposer la cohomologie
de X est 2s-connexe et R;H*X est dans U;. On pose alors X := Q¥ X.

4.2 Connexité de QH*X, et contradiction

La structure de H* X, comme module instable, en fonction de H*X est tres classique et donnée par le
théoréme de Bott-Samelson (voir [GW]) :

Théoréme 4.1. Soit K := H*X, c’est une algebre de Hopf. Elle est isomorphe a l’algebre tensorielle
TH*X

— comme Fp-espace vectoriel,

— comme module instable,

— comme coalgebre avec le coproduit de déconcaténation,

La filtration par la longueur des tenseurs sur K = TH*X es tmultiplicative, et induit le produit de battage
(‘shuffle product ), sur le gradué.

Rappelons que H*X, est supposée s-nilpotente. L’algebre de cohomologie est le produit tensoriel d’algebres
extérieures et d’algebres polynomiales tronquées a hauteur p. Pour une telle algebre instable, on va montrer :

Lemme 4.2. Pour tout n > 1, T"T'QK est ((n + 1)s — 1)-connexe.

Pour s > 0, 'inégalité (n + 1)s — 1 > n + s — 1 produit une contradiction entre la Proposition et le
Lemme ce qui établit le théoreme. Il reste donc a démontrer .

On considere la sous-algebre K}, de K engendrée par le sous-module M}, des tenseurs de longueur non-nulle
inférieure ou égale a h. On a donc par construction pour h > 1 un épimorphisme

M), — QK

Comme M), est dans Uy, il en est de méme pour QKp, de sorte que Th1QK;, = 0.
On a colimy, QK = QK, et comme T" commute aux colimites, on a

T QK = T Q(colimy, K3) = colimy, (T" M QKy) = T eolimy~,, QK
On a un diagramme commutatif
My ——— Mp1 ————— Mp 41 /My ——— {0}

L |

QKp — QKpy1 — Q(Kpni1/(Kn - Kpy1)) — {0}



dont les fleches verticales sont des épimorphismes, et dont les suites horizontales sont exactes, et ce pour
tout A > 1. En appliquant le foncteur exact 7! & suite exacte horizontale inférieure du diagramme pour
h = n, on voit que

Tn+1QKn+l = T7L+1Q(Kn+l/(kn-Kn+l)) .

My, 41 /M, s’identifie comme module instable avec (H*X)®" 1 qui est (n+1)s-nilpotent, donc ((n41)s—1)-
connexe. Il suit que 7" QK,, 1 est ((n + 1)s — 1)-connexe. Ensuite pour h > n + 1, en utilisant la suite
exacte

T"HQK, — T QKpy1 — T QK /(K Kny1)) — {0}

et le fait que 7" 1 Q(Kpy1/(Kp.-Kp+1)) est un quotient de T (H* X)®h 1. qui est ((h+1)s— 1), connexe
on voit que T" 1 QK}, 11 est ((n+ 1)s — 1)-connexe si T" 1QKj, Test.

Par récurrence sur h > n+1 et passage a la colimite, on en déduit que 7"t QK est ((n+1)s— 1)-connexe,
comme annonce.

5 De l'utilisation des espaces profinis

Nous donnons dans cette derniere section, comme annoncé en introduction, les éléments de la théorie des
espaces profinis qui nous permettent de travailler sans hypothese de finitude, et qui n’apparaissent pas déja
dans [Mo96, [DGO03]- auxquels nous renvoyons pour plus de détails.

Rappelons qu’un ensemble profini est un espace topologique muni d’'une topologie qui le rend compact et
complétement discontinu. La cohomologie modulo p H*Xd’un espace profini X, définie dans [Mo96], est
naturellement munie d’une structure d’algebre instable sur ’algebre de Steenrod. Morel a montré que les
isomorphismes en cohomologie continues modulo p et les monomorphismes sont les équivalences faibles et
les cofibrations d’une catégorie de modeles simpliciale sur la catégorie des espaces profinis, pour laquelle
il existe un remplacement fibrant fonctoriel Y — Y (voir [DGO3|). Le foncteur d’oubli de la topologie des
espaces profinis dans les espaces ordinaires possede un adjoint a gauche X — X appelé complétion profinie.
L’application naturelle H*Y — H*Y est un isomorphisme d’algebres instables, donc de modules instables.
En utilisant les remarques qui suivent sur les espaces fonctionnels et la connexité pour les espaces profinis,
le lecteur se convaincra qu’on montre le résultat suivant, remplagant espace par espace profini dans le corps
de larticle.

Théoréme 5.1. Soit X un espace profini. Si la cohomologie H* X est dans un cran fini de la filtration de
Krull, alors H*X est localement finie. En d’autres termes, si H*X est dans U, pour un certain n, alors
H*X est dans Uy.

Avec 'observation que la cohomologie d'un espace ordinaire est canoniquement isomorphe a celle de sa
compétion profinie, on obtient les résultats énoncés en introduction sans hypothése de finitude.

Pour tout espace profini Y et tout ensemble fini simplicial, on peut former un espace profini fonctionnel
map(X,Y), limite inverse du systeme map(X,Y (—)). On n’aura uniquement a considérer le cas ou X =
¥$BZ/p™", qui est bien un ensemble fini simplicial. Pour X et Y des espaces profinis pointés, on a la
notion d’un espace profini fonctionnel pointé map, (X,Y’) = limmap, (X, 17(—)) Dans le cas ot X = S, on
obtient QY := map,(S!,Y). On peut définir la suspension d’un espace profini pointé X = lim X (—) comme
YX = 1limX¥X(—); la formule d’adjonction usuelle hom(XZ,Y) = hom(Z,QY) est alors valide, o hom
désigne ’ensemble des morphismes entre deux espaces profinis. Le foncteur map, (—,Y") est une fibration. En
particulier map, (—,Y") transforme les suites de Puppe de cofibrations en suite de Puppe de fibrations. Pour
tout ensemble profini pointé Y, on peut introduire la notion d’ensembles/groupes d’homotopie profinis
T (Y) = lim wn?(—). Ces derniers sont munis d’une topologie profinie naturelle. Une fibration entres
espaces pointés induit une suite exacte longue sur les groupes d’homotopie, tout comme dans le cas usuel.
Soit [X,Y] 'ensemble des classes d’homotopie simpliciale d’applications continues pointées X — Y. On a
une formule [X, Y] := momap, (X,Y) et il s’ensuit que :

[E"X,Y] 2 momap, (X,X,Y) = momap, (X, Q"Y) = 702" map, (X,Y) = m,map,(X,Y)
Nous notons enfin la version profinie du théoréme de Hurewicz :

Théoréme 5.2. Soit n > 0 et soit X un espace profini connexe pointé. Alors m;X est trivial pour tout
1 < n si et seulement si H' X est trivial pour tout i < n. Enfin, si m;X est le groupe d’homotopie de X non
trivial de plus bas degré, alors H' (X) s’identifie au groupe des homomorphismes continus mX — Z/p.
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